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SUR LA DÉCOMPOSITION D'UNE CORRESPONDANCE TANGENTIELLE ;

Par M. G. FONTENÉ.

I.

1. On peut appeler élément (Tune courbe X l'ensemble d'un'
point A et de la tangente a en ce point : un point nodal, une bi-
tangente donnent deux éléments; un point de rebroussement,.
une tangente d'inflexion donnent un seul élément; à chaque élé-
ment d'une courbe est attachée une valeur d'un paramètre t qui
lui correspond uniformément. Avec ce paramètre, une droite
passant par un point de rebroussement (non par un point nodal)
est une tangente parasite d'une courbe donnée par ses points; de
même un point d'une tangente d'inflexion (non d'une bitangente)
est un point parasite d'une courbe donnée par ses tangentes; à
cela correspondent les formules

(i)
( N = n 4- % == 2 ( m 4- p — l)r
( M == m-\- i == i(n -}-p—i).

On peut compléter la courbe par des points (classe 1) places
aux points de rebroussement, ou par des droites (ordre 1) placées
sur les tangentes d'inflexion, et dire que N est la classe complète,
que M est l'ordre complet. Le fait que tout point de rebronsse-
ment donne Heu à un point de ramification de la surface de Rie-
mann qui répond à l'équation ponctuelle de la courbe est en rela-
tion avec ce qui précède.

2. On peut faire correspondre les êléments(<2,A)d'une courbe X
et les éléments (A', a') d 'une courbe X', par la condition que
la tangente a passe au point A' : nous donnerons à cette corres-
pondance le nom de correspondance tangentietle^ et c'est une
correspondance (/î, m!) si X est de classe n et X' d'ordre m'.
Supposons X complétée au point de vue ponctuel, X' complétée
au point de vue tangentiel; lorsque A' est un point commun à
X' et à X complétée, deux éléments (a, A) coïncident : le nombre
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de ces coïncidences est m' x M, ou m' x a(/i -+•/? — i) ; lorsque
a est une tangente commune à X et à X' complétée, deux éléments
(A', a') coïncident : le nombre de ces coïncidences est n x N',
ou n x 2(/7Z'+/?'— i). Un contact des deux courbes complétées
(contact ordinaire ou singulier, tangente a, point de contact A7)
donne simultanément deux éléments (a, A) coïncidents si l'on
part de A', deux éléments (A7, a') coïncidents si Pon part de a.

Les points communs à X' et à X sont des points unis de la cor-
respondance : leur nombre est m' x m ; les tangentes communes
sont des tangentes unies ; leur nombre est n x n' .

3. La correspondance tangentielle (/î, m!) peut se décomposer
en deux correspondances (a, a') et ((3, j3'), avec a4-(3==/ î ,
y! 4- y^ m!. Examinons les coïncidences :

1° Si A' est un point commun à X7 et à X complétée, sans qu^il
y ait contact ordinaire ou singulier en A', en faisant mouvoir la
tangente a dans le voisinage de la tangente en A! ou dans le voi-
sinage de la tangente d'inflexion, on reconnaît que les deux élé-
ments (a, A) qui coïncident appartiennent tous deux à la corres-
pondance (a, a'), ou tous deux à la correspondance ((3, (B^); nous
désignerons par a le nombre de fois que deux éléments (a, A)
coïncident ainsi dans la correspondance (a, a'), et par b le nombre
analogue pour la correspondance ((3, (3'); il peut d'ailleurs arriver
accidentellement que le fait en question se produise avec contact
des deux courbes, et Von en tiendra compte pour a et 6. De même,
si a est une tangente commune à X et à X' complétée, sans qu'il
y ait contact ordinaire ou singulier des deux courbes pour cette
tangente, les deux éléments (A', a!) qui coïncident appartiennent
tous deux à la même correspondance; a' et V indiqueront com-
bien de fois deux éléments (A', a') coïncident dans chacune des
deux correspondances, et 1 on aura une remarque analogue à celle
faite ci-dessus. Sur la courbe X, la correspondance entre deux
points A qui donnent lieu à un même point A' esty avec la notation
de Clebsch, une correspondance [a ' (a—i) , a ' (a—î)]a^ et, dans
des conditions qui ne sont pas celles du problème, le nombre a
aurai t pour expression

aa ' (a — i) 4- 'ipf! ou a'x 2(a -+-/? -— i);
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nous écrirons ici

! a •==• a'x 2(a—hp — i)—X:i,
a'== a x 2 (a'-h//— i) — A-i,
b = ^ X 2 ( P +p-i)-Â:2,
&'=? ^^^(p'+^-i)—^;

l'accord des deux premières formules, par exemple, résulte de la
formule de Zeuthen

a ' — a = = 2 a ( / / — i ) — ^ ^ ( p — i ) ;

les nombres k^ et À" 2 sont nuls quand la correspondance tangen-
tielle ne se décompose pas.

2° Le FAIT ESSENTIEL pour la décomposition d^une correspon-
dance tangentielle est celui-ci : les deux courbes complétées au-
ront un certain nombre c de contacts nécessaires, contacts pour
lesquels, A' étant le point de tangence, Fune des deux tangentes
a coïncidentes appartient à la correspondance (a, a'), tandis
que Fautre appartient à la correspondance (jî, (î'), et simultané-
ment, a étant la tangente de contact, deux points A' coïncident
dans des conditions analogues. Comme plus haut, une correspon-
dance (a'P, (S/a) sur X, ou sur X', conduit à poser

rj» o i n•\ ~1~ "̂c= ap'-+- pa'-4- ———-;

L. . J

la valeur du terme -l——2 résulte de ce que Fon doit avoir

ou encore
a 4- b -+- ïc •== m' x i{n -4- p — i),

a' -+- b'' -\- 2C = n x i(m!—^- p ' — i).

Je me propose d^établir, dans des cas très étendus, FÉGALITÉ
des deux nombres k^ et k^ ; on aura alors

( a == a'x 2 (a -4- p — l) — À',
W

(3)

) a'==a x î ( y . ' - { - p ' — i ) — /c,
( b ̂ x^P-^-i)-^
( b'=^ x 2(3^^-1)-À-,

(4) c = a^ -h p,^ - k.

Ce résultat est surtout intéressant pour a == i , ou a' == l. Dans le
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premier cas on a a == o, Â'===a/?a ' , et le nombre des contacts
des deux courbes X et X' complétées est

(5) c == m' •+-1' ( n -r- ip—2), a== i .

Il faut ajouter que, pour a = \, une tangente d'inflexion de X
touche la courbe X' complétée aux a' points correspondants : on
voit en effet sur une figure que X' ne peut traverser une tangente
d'inflexion de X en un point qui fait partie de la correspondance
(i, a'); pour a'== i, un point de rebroussement de X7 est néces-
sairement un point multiple d'ordre a de X complétée; il y a
là des contacts singuliers qui font partie de ceux qu'exige la dé-
composition. On peut écrire pour le nombre des autres contacts

1 a = = i , c — i a' == m!-\- (x!(m—/i),

a '= î , c—5t'a==/i -+- a (n1—m').

Si Pune des deux correspondances est une correspondance uni-
forme, a === a' === i , le nombre des contacts des deux courbes com-
plétées est

c = m' -4- n •+- '2 ( p — i ) , a = = i , a ' = = i ,

p étant le genre commun des deux courbes; toute tangente d'in-
flexion de X touche X' complétée, tout point de rebroussement
de X/ est sur X complétée.

(Dans le cas de deux courbes unicursales, a et a' étant quel-
conques, on a k = o, et le nombre des conditions nécessaires pour
la décomposition est ajî'+jîa', ou c; mais des contacts en nombre c
rassurent pas la décomposition. Je compte revenir sur ce point.)

4. Pour démontrer que l'on a A'i == À" 2 il faut démontrer, par
exemple, l'égalité

c4- a == a(m'—a')-+- (n — a)a'H-a'X2(a-^/?—i)

= a m' -+- a' ( n -4- i? — 2 ),
c -h a = y.m'-^ a'(m -4- t .—n) ou (cum!—v.'n) -+- y,\m H- i),

dont la seconde forme s'obtient en retranchant et ajoutant a' n
après la seconde ligne. Or, en transposant a'Je nombre c-\-a—a\
est le nombre des points unis de la correspondance (a, a'), chaque
tangente d^inflexion de X amenant dans c -\- a une contribution
<le yJ unités qu'il faut écarter quand on considère les points unis
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pour les courbes non complétées. Les tangentes unies de la cor-
respondance (a, a') sont de même en nombre c + a!—ax'. En
désignant par A le nombre des points unis de la correspondance
(a, a'), par A' le nombre des tangentes unies, on a donc à établir
les formules

( A == dm'-}- v! (m—/i), ( A = a' m 4- ( a m!—a'n),
( A^ = y . ' n 4- a^—w'), ( A.'= (x. n'—(dm'— a'/i),

et il suffit d'en établir une, puisque Pon a à démontrer seulement
k,=k^

II.

8. Supposons d'abord que la correspondance tangentielle
(a, a') est due à une correspondance dans le plan établie par les
relations

ux -+- vy -4- w z = o,
F(M,P, w , x , y , z) ==o,

dont la seconde est du degré a en u, v, w et du degré a' en (^,y, -s);
à une droite u, p, w du plan correspondent a' points qui sont les
intersections de cette droite avec la courbe de transformation
F(^, ^, w, .r,y, z) === o, . . .. Soient

y(M, p, w) == o, <Ka?, y, z) == o

les équations des deux courbes X et X', déduites Pune de l'autre
par les relations ci-dessus. Il faut observer ceci : les choses devront
être telles que, si Pon prend une tangente a à la courbe X, les yJ
points correspondants soient sur la courbe X', et que, si Pon
prend un point A' sur la courbe X', les a droites correspondantess
touchent la courbe X; avec a == i , le connexe

u\ + ̂ Y -4- wZ == o

peu têtre quelconque, et Pon peut se donner Inéquation y (^,ç',(^)=o»
de la courbe X; dans le cas général, si le connexe et la courbe X
étaient quelconques, on obtiendrait bien la courbe X comme lieu
des a' points correspondant aux tangentes a de la courbe X,
mais celte courbe X aurait une seule tangente correspondant à,
chaque point A' de la courbe X^ : le connexe et la courbe X doi-
vent être tels que, la courbe X avant donné la courbe X' comme
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lieii de a' points, la courbe X' donne la courbe X comme enve-
loppe de a droites. On remarquera encore que les trois connexes
ux -(-...=== o, F === o, (D === o définissent le couple de courbes X
et X', et que Fabsence des coordonnées x^ y, z pour le troisième
connexe permet aux deux courbes de n^être pas liées par une
relation unidélerminative.

Supposons, comme on y est conduit par Fétude du cas parti-
culier a = = i , et du cas corrélatif a ^ = = = i , que certaines droites
UQX~\-VQy-}-WQZ=o (droites fondamentales du connexe F) font
partie de la courbe de transformation correspondante

F(^o, . . . , .r,...)= o,

de sorte que Pon ait

F(Mo,..., ^,...)=(Mo^-+-...)x/(^o,..., .y,...);

parmi les tangentes à la courbe X, une tangente simple ou mul-
tiple d^ordre G, une tangente simple 011 multiple d^ordre H , . . .
pourront être des droites UQ, VQ, WQ comme les précédentes, et nous
poserons

6 = G - + - H - 4 - . . . ;

pour une telle droite, au lieu de a' points, on obtient tous les
points de la droite, et cette droite se présente à titre parasite,
G fois, H fois, .. ., quand on déduit la courbe X' de la courbe X.
De même, parmi les points de la courbe X', un point simple ou
multiple d^ordre G', un point simple ou multiple d^ordre H', .. •
pourront faire partie (une fois) de la courbe de transformation
correspondante, si la transformation admet de tels points (points
fondamentaux du connexe F), et nous poserons

^ =-. G'-+-H'-{-....

La classe de la courbe X étant /i, cherchons Perdre m' de la
courbe X'. Pour cela, cherchons les points où elle est rencontrée
par une droite, ce qui donne à résoudre les quatre équations

ux 4-^4- wz == o, PLX -4- By •+- Cz = o,
F==o, <p==o,

dont les inconnues sont x\y\:^ u\v\w\ on a les u, v^w par
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les équations

F(M, Vf w, Bw — C </,...)= o, cp(M, P, w) == o,

et le nombre des (u, ̂ , w) est (a -h a')n ; mais il faut écarter 0 so-
lutions, et il en reste ( a + a ^ / i — 9 ; de plus, chaque point de la
couche X7 correspond à a tangentes de la courbe X ; on a donc la
première des formules

(7)
a m' = ( a.-+- a' ) n •
y.' n == (a 4- a') m' -

ou
a m' —oL'n == an -— 6,

= 6' — a'w'

et la seconde s'obtient de même. On peut en déduire

( a 6'==(a24-aa'-4-a'2)/i —.(a+a^,
) a 6 =(a2-+-aa'-4-a'2)/y^'—(a*+-a')e ;

( 6-h 6'= an -+- y.'m',
\ <x'6 -+- a6'== a72 7i-h a2 m'.

6» Cherchons maintenant le nombre A des points unis de la
correspondance (a, a'), en cherchant combien de fois un point A
de X est l'un des a' points A' déterminés sur la tangente a par
la courbe de transformation F === o ; si nous obtenons

(8) A = a 'w+a/ i—e,

la comparaison avec (7) donnera

A—aw^a^/n—71) ou A == a' m -h ( a m'—a'/i),

c'est-à-dire la première des formules (6), il faut donc établir la
formule (8). Lorsque la courbe X est unicursale, la démonstra-
tion est immédiate : on doit avoir F(^, v, w, x ^ y ^ z) == o, les
quantités .r, y, z étant ici les coordonnées du point A; or M, ^, w
sont égaux à des polynômes en £ de degré /?, et x^ y, z sont
égaux à des polynômes en t de degré m, d^où résulte une équa-
tion en t de degré a/i •+- a'm; il faut d^illeurs écarter des solu-
tions en nombre 9. Dans le cas général, il faut d^abord évaluer
tordre/n de X; si, parmi les points de contact de la tangente
multiple d'ordre G, il y en a en g qui sont des points d'inflexion,
de sorte qu'il y a G —ig points de contact ordinaires,..., et siX
a encore T| bi tangentes et ^i tangentes d'inflexion, on doit poser
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pour les formules de Pliicker

G(G--i)T .4- l = -_^_——— -^ . . . -+- (-ci 4- li ),

l==(^ -4 -A-+- . . . ) -+ - li

et c'est bien dans ce sens que la lettre & a été employée partout,
au n° 4 comme ailleurs, lorsqu'on a dit que c H- a—a\ est le
nombre des points unis de la correspondance (a, a'); on a alors

m == n(n -— i) — (ir -4- 3i).

[Relativement à la classe n1 de la courbe X', il y aurait à sup-
poser de même que, parmi les tangentes au point multiple d'ordre
G', il y en a en g ' qui sont des tangentes de rebroussement, ...].
La formule (8), à vérifier, devient ainsi

(9) A = /i[a-4-(/i —i )a ' ]— [0 -+-a'(2T+ 3i)],
f

et le terme soustraclifa pour valeur absolue

(10) G[i -4- a'(G — i)] -+- gy!-^- ... -4- a'(2Ti -+- 3ii).

Or, pour avoir les points A qui coïncident avec l'un des a' points
transformés, il faut résoudre les équations

C?(^, P, W) ==0,

F (M, v, w, (?;„ ̂  (^)^=o,

et le nombre des solutions, ou le nombre des tangentes communes
aux deux courbes, est /i[a + (/i — ^^L ce fl111 donne le premier
terme de la formule (9); mais il faut obtenir la réduction (10).
Pour chacune des 1:1 bitangenles de X on a <py=== o, .. •; c^estune
tangente multiple d^ordre a' à la seconde courbe, et Fon doit écar-
ter de ce chef aa'ïi solutions. Pour chacune de &i tangentes d'in-
flexion de X, qui est d'abord une tangente multiple d'ordre a' à la
seconde courbe, cherchons les tangentes à cette courbe issues du
point d'inflexion 1 : M, ^, w étant les coordonnées de la tangente
d'inflexion, a, 6, c étant les coordonnées d'une droite menée par
le point d'inflexion, u-\-\a^ . •. sont les coordonnées d'une
droite quelconque menée par ce point, et si l'on veut les tan-
gentes a F==o menées par ce point, on doit considérer Péqua-



— 235 —

tion en X que l'on obtient en substituant u + \a^ . * . à M, ^, (^
dans F == o ; or, soit

F =^ M ̂ .B ̂  (^)D (^)E (̂ F ̂  ̂

avec A + B - ^ C = = a , D -+- E -+- F = a' ; on aura

<ptt(M-+-Xa,...) =y;^M, P, w)4-X(a9;^4-6<p;^-f-'c<p^)-+-X<...
=Xî . . . ,

puisque l'on a ̂  == o, et aussi ay/^ 4- • • • == o, la tangente a pas-
sant parle point d^inflexion dont les coordonnées homogènes sont
y^, y^, y^n,î Inéquation en X admettra donc la racine zéro avec le
degré de multiplicité a a', et, parmi les tangentes issues de I, 2 a'
se confondent avec la tangente considérée qui est seulement mul-y
tiple d'ordre a'; on en conclut que l'on doit écarter 3 a' solutions'
pour chaque tangente d'inflexion. En second lieu il faut obtenir
les réductions telles que G[i + a'(G — i)] + gyj\ pour la pre-
mière partie, il faut montrer que la courbe F==o ci-dessus admet
la tangente multiple d'ordre G de la courbe X comme tangente
multiple d'ordre i 4- ^ ( G — i ) , en se rappelant que cette tan-
gente multiple de X donne

F(Mo,..., ;r,...)= (Mo a?-h...) x/(Mo».-.,.y,..<),

auquel fait correspond le premier terme du binôme précédent, le 0
de la formule (9) ayant donné G x i dans l'expression (10); la
démonstration est facile en supposant UQ == o, VQ = o, ce qui est
permis, et en cherchant comme ci-dessus les tangentes à F === o
issues d'un point de la tangente considérée. Quant à la réduction
^a', elle est analogue à la partie v! de la réduction 3 a' relative à
une tangente d'inflexion.

7. Voici quelques remarques. La correspondance tangentielle
(a, a') étant due à une correspondance dans le plan de la manière
supposée, considérons l'une des 'T( bitangentes de la courbe X
qui ne sont pas des droites fondamentales M O ? ̂  ̂ o d11 connexe F :
les a' points correspondants de la courbe X' situés sur cette bi-
tangenle seront des points nodaux de X'; invcBsement, ...; on
aura probablement a'r, === a5, ; la figure plane qui est la projection
de la figure formée par unsystème de q plans montre comment
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i o / ^f Q^—î^(<î~ti)on peut avoir, par exemple, a== o, a'== y — 2, ô^ == ——,———'

^ == 2J-9-—12, chaque bilangente de X contenant q— i points

nodaux de X', chaque point nodal de X' étant le point de départ
de trois bitangentes de X. Pour l'une des ^ tangentes d'inflexion
de X qui ne sont pas des droites fondamentales de F, les a' points
correspondants de X' situés sur cette tangente d'inflexion seront
sans doute des points de rebroussement de X'; inversement, ...;
on aura probablement a'i^ == aXp

Pour une tangente multiple d'ordre G de la courbe X qui est
une droite fondamentale UQ^ ^o, Wo du connexe F, les a' points
correspondants de X' pourront être des points ordinaires; voici un
exemple du fait corrélatif : si l'on considère un limaçon de Pas-
cal X' dont 0 est le point nodal, et un cercle bitangent X ayant
son centre sur l'axe, la correspondance tangenlielle (2, 4) se dé-
compose en deux correspondances ( i , 2) (i, 2), et chacune décès
correspondances fait partie d'une correspondance dans le plan de
l'espèce considérée ici, 0 est un point fondamental, et les tan-
gentes à X correspondantes ne donnent lieu à aucune remarque.
Si des points de contact en nombre g sont des points d'inflexion,
il en est encore de même, excepté dans le cas a === i signalé à la fin
du n° 3; voici un exemple du fait corrélatif, pour lequel 01.'== i
donne le cas réservé : même avec une cardioïde pour l'exemple
ci-dessus, avec a'== 2, le point de rebroussement 0 ne donne rien
de particulier; il est vrai que, relativement aux points de rebrous-
sements 1 et J du limaçon qui sont aussi des points fondamentaux,
le cercle X passe par ces points, mais on pourrait remplacer le
cercle X par une conique triplement tangente au limaçon et pas-
sant seulement en 1 ou en J; avec une quarlique binodo-cuspidale,
on aurait trois systèmes de coniques X et les coniques de l'un des
systèmes ne passeraient pas au point de rebroussement; nous
reviendrons sur ces faits. Quand on passe du limaçon à la car-
dioïde, une tangente unie disparaît dans chacune des deux corres-
pondances par suite de l'abaissement de la classe.

8. Avec a === i , les équations de transformation sont

ux 4- vy -+- wz === o,
«X-4-pY- t -wZ=so,
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et Von a les formules de transformation

u v w
yZ—z\ ~ z\-xZ ~~ x \ — y \ '

avec les a'2 4- a'-(- i points fondamentaux

X _ Y _ Z
x ~ y ~ 5 ?

qui laissent la droite correspondante indéterminée; quand on se
donne u, v, w, les a7 points A' sont, si l'on veut, les a' points
mobiles communs aux deux courbes

ZA V V W

yZ—z\ = zX—s-Z9 zV^—xl = . z Y — y X 5

lesquelles passent constamment aux points fondamentaux. Il peut
d'ailleurs exister des droites fondamentales, pour lesquelles les
points A' sont indéterminés.

L'équation de la courbe X étant y(^, c, w) == o, l'équation de
la courbe X' serait

(p(^Z—^Y,. . . , ...)=o,

s'il n'existait pas de droites fondamentales tangentes à la courbe X ;
on aura d'une manière générale

m"= n(i 4- a') — ô,

comme on le voit ici directement. On aura inversement, d'après (^),

a' n = m'(i -h a') — 0',

et l'on peut aussi le voir directement : un point A' de X'donne
pour la courbe X une tangente a qui passe par le point (a, 6, c)
si l'on a

x y z
X Y Z ==o,
a b c

et l'on aurait w'(i-4-a')—9' tangentes, si chaque tangente ne
correspondait pas à a' points.

La première des formules déduites de (7) devient

6'= (i 4- a'4- a'2)^ — (i -+- a')6,
xxv. iS
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que l'on explique facilement : avec 9 === o, chacun des [)oinls Fon-
damentaux, en nombre i -+- a' 4- a'2, sérail un point multiple
d'ordre n de la courbe X\ et Fon aurait 6'== (i 4" a'4- y.f'2)n', mais,
si la droite UQ, VQ, (Fo donne ^oX-h. . .== o, elle contient i -(- a'
points fondamentaux

x - Y

ï ~ y ' U^T -+- fr»oy -+- Wo-3 = Oî

et, comme la courbe X' est débarrassée de la droite parîisite
u^x 4-. . . == o, ces i -h y! points sont seulement (de ce clief) des
points multiples d'ordre n—i de X'; on a donc bien pour 6' la
formule ci-dessus. Comment expliquerait-on la présence du
nombre i -h- x'4- a'2 dans l'autre formule? D'une manière généi aie,
quel est le rôle du nombre a2-^ aa'+ a72?

9. Les remarques du n° 7 restent exacles, pour a == i, avec
l'exception signalée, pour laquelle nous renverrons à la fin du n" 3 ;
on trouvera plus loin un exemple de cette exception relatif au cas
où l'on a simultanément a === i, 5/== i.

Voici une vérification des formules o.:^'^'!'!, y.. == a'ii. La
formule de Zeuthen donne, a étant nul,

(il) a ' = = ' î ( p — î ) — 9 . G i ' ( p — i ) , a = i ;

évaluons ici le genre p'de la courbe X sans passer par l'ordre, le
genre// de X' sans passer par la classe; en supposant 9 === o, on a
d'abord

2 ( / ? — I ) = = / ^ 2 — 3 / ^ — — • 2 ( T l - ^ - l l ) ,

et, d'autre part, la courbe X' a 14- a' 4- a'2 points multiples
d'ordre /?, avec a'(T< -t- tii) points doubles, ce qui donne

2(//— i) == m'2— 3 m'— (14- a'-+- y,'2) n(n — i) — •2a'(ïi-t- 1,)
== y.' n^-h /i(a'2— 20'— 'î) — 2a'(':i -t- ii );

on a alors
rt'= n(v.'— i)(a'-+- 2),

et ce résultat est d'accord avec ce fait connu que, dans le connexe
V = o, les droites M, (^, w qui touchent la courbe correspondante,
courbe de transformation ici, ont pour enveloppe une courbe de
classe (a'— a) (a'-+- aa).
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On trouvera pins loin, pour le cas a == i, a'== ï , un calcul ana-
logue avec 9^o.

10. Pour a == i, y/==i, les équations de transformation sont,
avec un choix convenable du triangle de réierence,

ux -T- vy -+- w -s = o, A ux -+- B vy 4- C \v z = o ;

d\)ù l'on déduit les formules de transformation

si l'on écrit

u .T vy w z
\ [JL V

.r y

À -l- fJL -+- V = 0 ;

À . V W [JL. tï' U V . M ('

on voit que les droites fondnmentales n, pour lesquelles A' est
indéterminé, senties trois côlés du triangle de référence; de même,
les points fondamentaux A/, pour lesquels a est indéterminé, sont
les trois sommets de ce triangle. Les deux courbes X et X/ ayant
pour équations

/\ p • V \-b^)-0-©(/(, t\ w) =-= 0, G

la courbe X pourra admettre la droite x == o comme laneenle
multiple d'ordre G, le nombre des points de contact avec inflexion
étant g", ... ; cette courbe X pourra être telle que la courbe X'
admette le point u === o comme point multiple d'ordre G', le
nombre des tangentes de rebrousscment étant ^/. ... ; on aura

0 .= G-4-IÏ-t- K, 6'= C/-+-ir-4- K',

et l'un ou l'autre des deux systèmes équivalents de quatre for-
mules

( m' = i n — 0, , n == '2 m — 0',
G ' = / i — ( H - h K ) , \ G = = w ' — ( i r 4 - K ' ) ,

(r2) j i r = ^ _ ( K - + - G ) , l H^^-^K'+G'),
( K/== 7i— (G 4- H), ( K == m ' — Ç G ' - ^ - n 1 ) ;

la courbe X', indépendamment des points multiples ^==0 et
{V == o, d^ordres H' et K', coupe x = o en G — ^g points, lui est
tangente en g points, ce qui est conforme ci fa remarque faite
à la fin du /i°3, et l'on a G + H'-(- K'= //?'; de même la courbe X,
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indépendamment des tangentes multiples, y === o, z = o, d'ordres
H et K, est supposée avoir G ' — ^ g ' tangentes issues du point
u === o, et admettre ce point comme point multiple d'ordre g ' \ la
formule m'= in — 9, connue par ce qui précède, résulte directe-
ment de ce que la courbe transformée d'un point est une conique
circonscrite au triangle de référence. La réduction de 9' par 6,
expliquée précédemment pour a == i, se fait ici dans des conditions
très nettes, et l'on a 9' === 3 n — 26, .... On peut écrire

l G'—G )
( i 3 ) \ ou H ' — H f == n— '> Q .̂ _ ̂  ̂  _^ ̂

J [ ou 0'— m'
\ ou K'-K )

Un calcul analogue à celui du n° 9 peut être fait sans supposer
8 •== o. Ce calcul consiste ici à vérifier que les deux courbes sont
de même genre, indépendamment de 1 hypothèse \ 4- [JL -+- v == o.
On doit avoir

i \).(p— i) == n1 — 3 n —G (G—i)—...—...—2(ïi- l- i i),
( % ( / ? — ! ) = W ' î — 3 w ' — G ' ( G ' — I ) — . . . — . . . — 2 ( T l - ^ li),

à cause de 5, == T< , x', === ^, et l'on vérifie l'accord de ces formules
au moyen des formules (i3).

Le nombre des points unis dans la correspondance ( i , i) est

A = = c — - ( ^ 4 - A - } - À - ) — ii,

ou, d'après (9) et (10)?

A=/l2-(G2-^-...)-(^-h...)-('2Ti4-3ti);

on peut ici dire que ces points sont donnés par les relations
ur3tu = ̂  == w.?!*:

X (Jl V

en écartant les solutions étrangères. On peut considérer égale-
ment les tangentes unies, qui donnent un calcul corrélatif. Le
nombre des contacts véritables est alors

c — (^-h A'-+- k ' ) — (g -+• h -+- /c) - ii
ou

^2_ (0^4-. . .) - (^'-4-. . .) - ('2T1 -+- 3 11 ) —— {g -+- h •+• À:);

or, on retrouve ce nombre en cbercnant le nombre des points
communs à deux courbes X' qui correspondent à des valeurs infi-
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niment voisines des paramètres X, [JL, v, 011 du moins le nombre
des points communs dont le lieu forme l'enveloppe de X', débar-
rassée des points fixes et des tangentes fixes; donc, si l'on fait
varier X, a, v sous la condition \ 4- y- -r- v == o, l'enveloppe de la
courbe X' est la courbe X. On aurait un résultat corrélatif en se
donnant l'équation de X' pour en déduire celle de X, avec À, [JL, v
que Pon ferait varier.

Comme exemple simple du cas a = i, a'== i, on peut avoir un
limaçon de Pascal X', avec un cercle bitangent X n'ayant pas son
centre sur l'axe : la correspondance langenlielle (2, 4) se décom-
pose en deux correspondances (i, i) et (i, 3). Les points fonda-
mentaux sont I, J et le point double 0; quand 0 est un point
nodal, il ne donne rien de particulier^), mais quand c'est un
point cuspidal (cardioïde) le cercle X passe par ce point, confor-
mément aux n08 3, 7, 9 et à ce que l'on a vu plus haut; le cercle X
passe dans tous les cas par 1 etj, qui sont des points cuspidaux,
on a pour le limaçon g' == o, /^=== i, k'= i, et pour la cardioïde
^=1,^=1,^'=,.

Comme exemple assez général, on peut considérer une courbe X
et la podaire oblique X' d'un point 0 par rapport à X. Avec des axes
rectangulaires 0*r, Oy, les coordonnées de la tangente a sont
liées à celles du point A/, pied de l'oblique OA/ d'inclinaison V,
par les relations

i u x -\- vy = i,
( — uy -l- vx = tan^V,

ou, en posant ^4-^/===U, u—v i=\\ x—y/==X, x-\-yi=\^

UX 4- VY = 2,
UX—VY='2i tangV;

le triangle des droites fondamentales et des points fondamentaux
est le triangle OU, 1 et J étant les points cycliques. Si la courbe X
admet la droite à Pinfini comme tangente multiple d'ordre G et
chacune des isotropes de 0 comme tangente multiple d'ordre
G-4-r, la courbe X' pourra admettre le point 0 comme point
multiple d'ordre G' et chacun des points 1 et J comme point mul-
tiple d'ordre G'+ r; G' dépendra de la classe de X et Pon aura

n-, G = m'— G'== G+G'4- ' i r .
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Si l'angle V varie, la podaire X' a pour enveloppe la courbe X.
Avec G==o, G^o, r=i, on a une conique X de fojerOel un
cercle bitangent X' ayan t son centre sur l'axe non focal ; avec G == i ,
G'=o, / '==o, on a une parabole X de foyer 0 et une tangente X';
avec G==o, G'== i, / -==o , on a un cercle X7 passant en 0 et un
point X du cercle. Avec G == o, G'= a, /• == o, on a un cercle X
et un limaçon de Pascal X'.

m.
H. Supposons maintenant que X est une courbe unicursale

dont les tangentes a sont données par l 'équation
lr ̂ ( 0+y^( 0-+-^(/) = o,

les polynômes À, ^, v étant de degré n ; déterminons a7 points sur
chaque tangente en la coupant par la courbe variable

rA (^, y, z) -+- '̂-i B(T, y , z ) -+-.. . = o,

les polynômes A, B, . . . étant de degré ^; le l ieu de ces a' points
est une courbe X' dont on aura le degré m' en disant : si
l'on cherche les points de cette courbe situés sur la droite
ax-\-by-^cz=Q^ on doit remplacer .r,j, z par c\k(t)—b^{tY...,
ce qui donne une équation en t du degré a /n 4- /•, et tel serait le
degré de la courbe X/; si, pour des valeurs t^ de t en nombre 0,
la tangente à X fait parlie de la courbe de transformation ci-
dessus, il faut supprimer 0 droites dans la courbe X'; enf in , si lejs
choses sont telles qu'un point de X' corresponde à a tangentes
de X, on aura la formule

Oi) a m' = y! n -+- ( r•—0),

qui remplace la première des formules (7). Soit maintenant m
l'ordre de X, de sorte que l'on aura pour le point A

x y 5
17(7) = M(Ï) == i\'(7V

avec des polynômes de degré m\ on aura un point uni de la cor-
respondance (a, a') qu i existe entre A et A' en remplaçant x, y, :
par L(<) , ... dans l 'équation de la courbe variable ci-dessus, ce



qui donne une équation en t du degré a'm -\- /•; mais il faut sup-
primer les 9 valeurs to qui se présentent dans ce calcul, puisque
le point AO est sur la tangente <7o, et l'on a la formule

(!:')) A == a' m -+- ( r — 0 ),

qui remplace la formule (8). On a alors

A—a/ / i ' == as.'(m — n) ou A -== l'm -4- (a/»'— a'n),

c'est-à-dire la première des formules (6).
Les premières remarques du n° 7 n'ont plus lieu ici.

IV.

12. Le cas ou X, par exemple, est une conique mérite une
mention spéciale et nous remonterons ici aux formules (2), (3), (4).
Si la correspondance tangentielle (2, m') se décompose, on a né-
cessairement une correspondance (i , a') et une correspondance
(i , jî'); un point A' commun à X' et à X donne deux tangentes a
coïncidentes qui ne peuvent appartenir à la même correspon-
dance ( i , a') ou ( i , ,3') : la courbe X' est donc tangente en A' à la
conique; le nombre des contacts, ordinaires ou singuliers, est
alors m', quel que doive être a'. Dans les formules (2), (3), (4), il
faut faire p = o, a == i , ^ == i , a === o, b == o, ce qui donne À == o,
c= m' \ la formule (5) montre mieux l'importance du cas n = 2.

Considérons la courbe X' donnée par l 'équation

(16) X/^_ i—^=o,

X = = o étant l'équation ponctuelle de la conique X; c'est une
courbe d'ordre 2m, ayant m(m —- i) points doubles, et qui a ^m
contacts avec la conique X. Une courbe d'ordre 2 m a v a n t ces
propriétés doit d'ailleurs dépendre de m{m + a) paramètres, ce
qui est le nombre des paramètres de l'équation ci-dessus, X étant
donné; mais cela ne signifie pas que toute courbe d'ordre 2m
ayant les propriétés indiquées a une équation de la forme ci-
dessus; la courbe X' est ici l'enveloppe des courbes

^2/2«-l-+-îxA4-x"= °»
et l'on peut observer que les m(m — i) points doubles de X' et
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les 2 m points de contact de X' avec X sont à une courbe
d^rdre m, que 5. infini donne la courbe double ,/^_, == o, ....

Je dis maintenant que la correspondance tangentielle ( 2 , 2 m )
entre X et X' se décompose en deux correspondances ( i , m ) et
( i , m). Avec les idées du paragraphe III, la conique est l'enveloppe
de la droite.

x^-^-lyt-^-z^Q^

et son équation esty2— xz = o, ou

{ x t -4-y)2— a7(.r^-+- ïyt +2) == o;

Inéquation de X7 devient

(y2 — ̂ ) yi-i —fîn = o»
OU

[(^<-^-y)î-.r(.y^-^-2y^-4-^)]/,2,_l—/2„==o;

en coupant cette courbe par la tangente variable xt2-}-.. .== o,
on a am points qui se séparent en deux groupes de m points,
attendu que Fon a, avec s ===ir i,

on a aussi bien
(X t 4-y )fm-t -+-£/^== 0 ;

{ y t -h Z)fm-\ — S^/m = 0.

On aurait ici n = 2, r == i, a'== m, 0 == i ( < === oo, ou ^ == o,
selon la courbe de transformation employée), a == i , et par suite
m'= 2m.

Pour passer aux idées du paragraphe II, nous éliminerons y
entre les équations ci-dessus des deux courbes de transformation
et nous aurons la courbe plus symétrique

<2.r^_,+2sÊ^/,,(—5/,n-.i=0;

les coordonnées «, v, w de la tangente à la conique étante2 , î t , i,
on a les équations de transformation

( U..xf,n-\ -+- S^./m — W.sfm-l = û,

( M a* -|- vy •+• w z = o,

avec les formules

/( V W

S( yfm-ï -+- ^fm ) — '^^fm-i ^{^fm~l — ^fm ) '
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et les points fondamentaux

i fm = o ( x = o
' /,,,-i == o ) y/,,t-i 4- s/,/t = o

z = o ( .r = o
^/,»-1—— £/,„ = o i 3 = 0 .

La conique ayant pour équation tangentielle t » 2 — ^ u w = o ^
on a ici 9 == 2(r , w === o et v ==. o, u = o), et l 'équation ponctuelle
de X', déduite de Inéquation tangenlielle de X, se présente avec
le facteur xz\ on a d'ailleurs 9'== 2m2 , avec m(m—i) points
doubles, m point simples, m autres points simples.

On peut encore démontrer la décomposition de la correspon-
dance tangentielle en menant des tangentes à la conique X par
un point pris sur X'; on laisse l'équation de X' sous la forme (16),
et l'on s'appuie sur cette remarque : Si l'on cherche, avec un pa-
ramètre ^, les tangentes menées à une conique X par un point
x^ y ^ , ^i du plan, et si l'on résout l 'équation du second degré
en t, on a sous le radical la seule quanti té X^, puisque les racines
ne deviennent égales que pour Xi == o; on le vérifie aisément en
considérant le point donné comme l'intersection des droites u^
v\, w/et Uy v, w , en écrivant que la droite u^ 4- tu-i - • • est tan-
gente, etc. Dès lors, les deux tangentes se sépareront si le point
est pris sur la courbe X', puisqu'on aura alors constamment

J\~ — f^^^ " ' )V A 1 -/,,.-i(^,...)-

Avec m == i , les deux courbes X et X' sont deux coniques dou-
blement tangentes.

13. Avec m ==2, la courbe X' est une quart ique binodale qui
peut être quelconque. Parmi les systèmes de coniques quadruple-
inent tangentes à une quartique binodale X', et qui sont en
nombre a * — ( 2 - 4 - 1 ) ou i3, est un système qui comprend la
droite double AC; l'équation de cette droite étante == o, une co-
nique du système ayant pour équation X == o, l'équation de X'
peut se mettre sous la forme

x/î- / i=o;

la correspondance tangentielle (2, 4) entre X e^ X/ se décompose
donc en deux correspondances ( ï , 2) et ( i , 2). Si A est un point
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de rebroussemeni de X\ les coniques X passent en A et sont Iri-
plement tangentes à X'; si A et G sont des points de rebrousse-
inent de X', les coniques X passent en A et G et sont doublement
tangentes à X' : par exemple, si X^ est une cartésienne, les co-
niques X sont les cercles bitangents qui ont leurs centres sur
l'axe.

Pour une quartique trinodale, dont les points do'ibles sont A,
B, G, il existe trois systèmes de coniques X quadi'uplement tan-
gentes analogues au système précédent; on vérifierait ici les faits
indiqués à la fin du n" 7. La quartique peut éire un limaçon de
Pascal, la conique étant un cercle bitangent qui a son centre sur
l'axe.

14 . Une quartique trinodale X^ admet un quatrième système
de coniques X qiiadruplemeni tangentes, et l'on est alors dans
te cas du n° 10 : la correspondance tangentielle (2, 4) se décom-
pose en deux correspondances (i, i) et (i, 3). L'équation de X',
rapportée au triangle ABC des points doubles, est

a "2 f
— — + . . . - + - — — - r - . . . = 0 ,
yî yÏ

et la transformation

UT vv wz
\ \s. '/

). -4- [J. -+- V == 0

donne nne conique X; si l'on pose A === bc—y2, • » • »
F == g h — af\ . . ., l'équation ponctuelle de la conique est

A X^-r2 -+-... 4- 2 F \^yz -r-... = o,

et l'enveloppe de cette courbe, quand \. [JL, v varient sous la con-
dition \ 4- [A -+- v == o, est la quarlique X'. Si la quartique a x'
points de rebroussement, les coniques considérées ici passent par
ces x'points (fin du n"3) et ont avec la quartique des contacts vé-
ritables au nombre 4 —x'; avec un limaçon de Pascal, ces coniques
senties cercles bitangents qui ont leurs centres sur le cercle dont
le limaçon est une conchoïde, el ils sont liés au pôle d'anallag-
m a fie situé sur Faxe.

lo. On a des faits corrélatifs de ceux des n0" 12, 13, li. Pour



— 267 —

le n° 13, on considère une conique X' et une courbe de quatrième
classe X ayant deux bitangentes; la conique X' est une conique
quadruplement tangente à X, et du système qui comprend la co-
nique formée des deux bitangentes; si l'une des bitangentes est
remplacée par une langenle d^inflexion, la conique X' doit toucher
cette tangenle et être triplement tangente à la courbe. On peut
uvoir une courbe de qualrième classe X ayant trois tangentes
doubles, etc.

Pour le n° 1 4 , X peut êlrc un limaçon de Pascal, courbe de
quatrième classe ayant deux tangentes d^inilexion et une bitan-
gente : la conique X^ doit toucher les deux tangentes d^inuexion
et être doublement tangente à X.

16. La quartique trinodale X7 des n^ 13 et 1 4 peut dégénérer
en une cubique nodale et une droite : la conique X avant trois
contacts avec la cubique, la correspondance tangentielle (2, 3) se
décompose en deux correspondances (i, i) et (i, a). Même ré-
sultat pour une courbe de troisième classe X avant une tangente
double et une conique X/; la courbe X est une quartique tricus-
pidale, une hypocycloïde à trois rebroussements par exemple, une
cardioïde. Soît une courbe de troisième ordre et de troisième
classe : elle a un point de rebroussement et une tangente d'in-
flexion ; si on la prend comme courbe X', la conique X doit passer
par le point de rebroussement et être doublement tangente à la
courbe; si on la prend comme courbe X, la conique X7 doit
loucher la tangente d'inflexion et être doublement tangente à la
courbe.

PIN 1 ) 1 ' T 0 M K X X V .


