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EXTENSION OU THÉORÈME DE FERMAT SUR LES NOMBRES POLYGONES;

Par M. ED. MAILLET.

I.

On sait que les nombres polygones (Tordre m sont de la forme

m
— (x^—x)-^^,
*2

où x est un entier quelconque.
Cauchy ( < ) a pu démontrer le théorème de Fermât sur les

nombres polygones en s^appuyant sur le lemme suivant :

Lemme. — Soient k un nombre impair pris à volonté, et s un
autre nombre impair compris entre les limites

(l) / 3 À : — 2 — — 1 , /T?.

On pourra toujours résoudre simultanément en nombres entiers



les deux équations

(2)

- 41 —

À: == ^ -4- (A1 -4- ̂  4- W^,
5 == <1 4- M 4-P -+-W.

Un lemme semblable (1 ) a lieu quand k est impaireœent pair
et s pair quelconque.

Legendre a conclu de ces deux lemmes quelques théorèmes (2)
perfectionnant le théorème de Fermât.

On peut remarquer que, plus généralement, des théorèmes
semblables ont lieu pour les nombres de la forme

a - 8-.a?i-+- r.r-4- y
i i ff

où a > o, a, [3, y entiers, et où a et ? n'ont d'autre diviseur com-
mun que i ou 2 et sont à la fois pairs ou impairs. Il suffit évidem-
ment de considérer les nombres

(3) î - r î+êy.

Les raisonnements étant de tous points semblables à ceux de
Legendre, nous pourrons abréger.

Soit un nombre A qui soit la somme de quatre nombres (3)

a , 8 a , 8 a , P a , P- <* -+- -- t. - U* -+- JL U, - V1 -t- •- V, - W* 4- J- W.
2 2 2 2 2 2 2 2

On aura

(4) A==^i^.

Nous ne considérerons que les cas où k et s sont impairs; les
cas où k est impairement pair et s pair quelconque se traiteraient
de même.

Réciproquemeni, A étant un nombre,' donné, si l'on peut dé-
terminer k et s de manière qu'ils soient impairs, et satisfassent
à (4) et (i), l'application du lemme précité donnera au moins une
décomposition de A en quatre nombres de la forme (3).

(*) LEQENDRE, Théorie des nombres, 3* édit., t. II, p. 338.
( 3 ) Ibid.f p. 35iel suiv., théorèmes V a IX.,



— 4â —

Or les inégalités
/3A:—2 — i < s < /47

donnent facilement si A ^> 2 a

/ 5 x —^g—ap-h/^a-^i^-^o^a—GA") — 2 ? -+• 2 y/^ -4- aAa
aa < s a

On pourra prendre A assez grand pour qu'on ait au moins ). va-
leurs de s impaires consécutives satisfaisant à (5), \ étant arbi-
traire; il est même facile de trouver une limite inférieure de A en
fonction de X.

Soient s^ ^2, ..., s\ ces valeurs, Â-(, A-a, • .., k\ les valeurs
correspondantes de À-, entières ou non, tirées de (4) :

(6) ^2A-[^
oc,

Considérons les nombres a A — ^ S i .
1° a et [3 sont impairs.
Si Pon a

a A — ^St===iA.—^sj (moda),

il faut, puisqu'ici a et ? sont premiers entre eux par hypothèse,

si — sj === o ( mod a ).

Or, Si et sj étant impairs, s^ — sj est pair; par suite

S i — s j == o (mod 2 a).

^ > a ,
Prenant alors

on voit que a nombres consécutifs, pris parmi les nombres s^
.?2, . .., s\, donnent des valeurs de a A — ^si incongrues (mod a),
et par suite l'un d'eux, s ' y est tel que

î A — P ^ s s o (moda).

Mais 2 A — ^ s ' est évidemment impair, en sorte que

k ' = •2A- ^S1

a
est impair.
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L^ application du lemrne précité à ces valeurs k\ s ' donnera une
décomposition de A en une somme de quatre nombres de la forme
voulue.

Ce procédé donnera évidemment autant de valeurs de k/, s'

qu'il y a d'unités dans -• Donc

THÉORÈME I. — Si a et jî sont impairs et premiers entre eux,
tout nombre A, supérieur à une certaine limite fonction de
a et ji, est la somme de quatre nombres de la forme

a 3
- xï -l- L- x (a > o).
2 ï

On peut même assigner une limite inférieure de A telle que
cette décomposition ait lieu de p manières différentes, p étant
arbitrairement choisi.

Si a == — ? 3 = —'———— y on retrouve le théorème V de Le-
2 r 2

gendre précité.
2° a est impairement pair, p est pair quelconque.
Par hypothèse a et p ont pour plus grand commun diviseur 2.
Si Si ̂  Sj (mod a), a A — ^Si et 2 A — ^sj ont même résidu

(mod a).
Considérons parmi les nombres impairs ^, s^y ..., ^ où

^> -» - nombres consécutifs et les nombres correspondants de la
~~ 2 2 r

forme 2 A— p^/. Ces nombres sont pairs et sont incongrus (mod a),
car

2 A — ? ̂ /== 2 A — ? 5 / (moda)
donne

P P / ^V'- Si == •'- s / ( mod - )
-2 2 \ 2/

S aet, puisque £ et - sont ici premiers entre eux,

Si == s/ ( mod - ) »

ce qui est impossible, si — s/ étant pair et << a. Donc Fun de ces
nombres 2 A — p . v ' est =^ o (mod a), a é tant impairement pair,



— u —
^./^ ?—~ZrL sera impair si 2 Â — ( 3 5'est impairement pair. Par
suite

THÉORÈME II. — On a un théorème semblable au théorème l,
a étant impairement pair, quand A est impair et (3 pairement
pair y et quand A est pair et [3 impairement pair (a et A- pre-

miers entre eux).

L'un de ces deux résultats comporte une extension partielle da
théorème VI de Legendre.

3° a est pairement pair, (3 est impaîrement pair.
Considérons encore parmi les nombres impairs s^ s^, • . . , s^

où ^^ -? - nombres consécutifs, et les nombres correspondants

de la forme aA— (î^-.Les , premiers d'entre eux sont incongrus

(mod a), car on aurait sans cela

•r ( s / — s i ) 5= o ( m o d - ) >

d'où
Si — s/ == o ( mod - ) •

Dès lors, si ces - nombres sont tous ̂  o (mod 4), ou si A est
impair, l'un d'eux 2 A — (î^ est = o (mod a), et

^^A~3<
' a

Si k' est impair on obtient une décomposition cherchée du
nombre A. Si k1 est pair on considérera

.^^-4-î
2

et
^A-P(^-;)^_^, p^ ^

a a '2 2'

À"" sera impair et Pon obtiendra encore la décomposition cherchée.
Donc :



— 43 —

THÉORÈME III. — On a un théorème semblable au théorème 1,
quand a est pairement pair, (3 impair'ement pair et A impair
Ç - et • premiers entre eux) .

Ce résultat, joint à l'un de ceux obtenus au théorème II, équi-
vaut à une extension complète du théorème VI de Legendre.

11 nous suffira maintenant d'indiquer qu'en appliquant le se-
cond des lemmes précités on obtiendra par la même méthode des
Résultats du même genre comportant des extensions des théo-
rèmes VII, VIII et IX de Legendre.

II.

Des résultats analogues peuvent s'obtenir pour les nombres de
la forme

a , ? ,
- .y4-^ • a?1.
2 2

II suffit de s'appuyer sur le théorème suivant (1), dû à Liou-
ville :

THÉORÈME. — Soit 2 n=== x2 -+-}'2 4- z2 -4- <2 ; si l'on pose

2a?i = a?-+-y-4- z^- t, 2a*i = = — x -+- y -h z -+- <,
2^1 == x ^-y - z — t, ay, = — x -^y — ^ — t,
2^1 == .y —^ -4- ^ — .̂ 2^, === — a? —7 -f -s — t,
2^1 == a*—y—<s-+-1 , 2<i ==—.r--y—^-+.^

les nombres
x\^ y\î zlî tt î *yi» yi» ^1, h

seront entiers aussi bien que x\ y^ s, t, et F on aura, en posant

(8) S.r»=2.rî=2;rî,

(9) 6/^2==2;^-^-2a?î-4-S.rSt.

Li ou ville en a tiré ce corollaire :

(1 ) Voir LE BESGUE, Exercices d'Analyse numérique^ librairie Leiber et Fa-
raguct, Paris, iSôg, p. n3.
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Corollaire. — Tout nombre est la somme de ''S bicarrés au
plus (5 ̂ 53).

En effet, soit 6Â-+7-, ( r^3) , un nombre quelconque; on sait
qu'on a

(io) /-=/» 4-^2+^1-^2,

et en remarquant que r^st la somme (Tau plus 5 bicarrés égaux à
l'unité, et appliquant la formule (9), on obtient 6Â--+- r sous la
forme d'une somme d'au plus 53 bicarrés.

Mais l'on peut en tirer quelque chose de plus.
D'après (8) et (9), le théorème précédent donne

6/i2== S^-h ̂ x\-\- Sa*4,
6/1 == S^-hSa'-î-i-2a?|

simultanément.
On aura donc simultanément

(n)

6/2= Sa-4 -^^x\ •4-S.rl, 6/= Sa?2 -+. s;yî -t-2^|,
6^2= Sa/* -+- Sa-'i4 -+- 2^, 6^ = £^2 .̂ 2^2 ^_ s^2,
6A2 = 2^ -h 2.rï4+ Sa-ï4, 6/1 = 2^2 + ̂ ^2 + Sa-^,
6e2== 2.^w4+2.yï4-^-2.pï4, 6^ === 2^2^ 2a^2_^.S;^2.

D'ailleurs, l'unité étant à la fois un bicarré et un carré, on voit
que les deux nombres

6(/2 -+- ^2 -4- À2 + g2) -h /•, 6(/+ g 4- /i -h e} + r

seront respectivement la somme de S bicarrés et carrés corres-
pondants.

La forme de ces nombres suggère de suite l'idée d'appliquer
les lemmes précités de Cauchj et Legendre : nous nous conten-
terons d'appliquer le lemme de Cauchy.

D'après ce lemme on peut déterminer /, g^ h et e de façon
que (io) ait lieu en même temps que

(12) l=f^.^^k+e,

k et / étant impairs, pourvu que

( 1 3 ) /U"^ - i < l < y/4J.
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Dès lors, posant

04)
( 3A== ïe^- i -êe/
1 2 2

OU

A==aÂ:4 -P /

(a>o et jî étant à la fois pairs ou impairs et n'ayant cTautre
commun diviseur que i ou 2), si l'on peut déterminer k et / en-
tiers impairs et satisfaisant à (i3) et ( i 4 ) ? le nombre 3A sera la
somme de S — 5 nombres de la forme

(15) ?^:+.ê;y2
2 2

et, en posant

a\ / a P aL-^^(16) /•'= - r -4- r r= r ——•»
2 2 '2

le nombre 3 A4-/1' sera la somme de S — 5 +/• nombres de la
même forme (i5).

D^abord on voit encore, par des inégalités analogues à (5),
qu'on peut prendre A assez grand pour qu'on ait au moins 5. va-
leurs impaires consécutives de /satisfaisant à (i3), X étant arbi-
trairement choisi.

Soient /i , /a» • • • , l\ ces valeurs, Â<, Â-a, ..., Â^ les valeurs
correspondantes de A', entières ou non, tirées de (i4).

i° a et p sont impairs.
En prenant \^ a et A pair, on trouve encore une valeur de k

entière et impaire, telle que ( i4 ) ait lieu.
Tout nombre pair 3A est donc ici décomposable en 8 — 5

nombres de la forme (i5). Les nombres 3A+^ ' (A pair) sont
décomposables, d'après (16), en S nombres au plus de la forme
(i5) et l'on peut dire :

THÉORÈME V. — Soient a et (i entiers impairs et premiers

entre eux; suivant que a—• aura avec Qpour plus grand com-

mun diviseur i, 2, 3 ou 6, on peutprendre a1 assez grand pour
que tout nombre de la forme 6 a -t- r"\ avec respectivement a^a^



r " égal à
o, i, a, 3, 4, 5
o, 2, 4
o, 3
"»

soi t la somme (V au plus 8 nombres de la forme

î^+ë.yî (8^53).2 a \ - /

2° a est impairement pair, (i est pair.
A est pair; on pourra encore Irouver / impair et tel que

A— P/^ o(mod a). Alors

k=^ia

sera impair si A — [î / est impairement pair.

De plus, ici, "-Î-S sera pair ou impair suivant que (3 sera im-
pairement ou pairement pair.

TiréomsME V. — Soient a impairement pair, [i pair etcc et '
premiers entre eux.

Quand (î est pairement pairy suivant que a+ • ? qui est im-

pair, aura avec 6 le plus grand commun diviseur î ou 3, on
peut prendre af assez grand pour que tout nombre de la forme
6a 4- /y/ avec a^a1 et respectivement r* égal à

o, î, a, 3, 4, 5
o, 3,

soit la somme d^au plus 8' nombres de la forme

^^ f ^ i (^5^).oC
2 2

Quand ? ̂  impairement pair y suivant que g4" ' » qui est

pair, aura avec 12 fe /?/i^ grand commun diviseur 2, 4, 6 OM 12,
o/î /?^/ prendre d assez grand pour que tout nombre de la
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forme 2 (6 a + r " ) w^c aï a' et respectivement î^ égal à

o, i, a, 3, 4, 5
o» ^» 4
o, 3
o .

soit la somme dï au plus 8 nombres de la forme

î^+^a-2 , (8<53).2 2 \ - /

3° a pairement pair, (3 impairement pair.
On peut encore trouver / impair et tel que A — jî/^ o(moda),

si A impairement pair. Si
k=^^

n'était pas impair, en posant ?== <4- -•»

^A^_p^_p
0 2 2

est impair.
, • a-t-PIci ——L est impair.

THÉORÈME VI. — Soient a pairement pair, p impairement
a 3 . . a -h B .pair et - et '- premiers entre eux : suivant que ——•-? <jw e^

impair y aura avec 6 le plus grand commun diviseur i o^ 3, on
/?ei^ prendre a1 assez grand pour que tout nombre de la forme
6 a -h A '̂ a(^c a ? a' ̂  respectivement r11 égal à

o, î, 2, 3, 4» 5
o, 3,

50f7 la somme d'au plus 8' nombres de la forme

îa.4+ êa.2, (S^59).

xxili. 4


