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SUR UNE GÉNÉRALISATION DE LA FORMULE QUI DONNE LA CONSTANTE
D'EULER;

Par M. E. CAHEN.

On sait que la constante cTEuler est définie par la formule

(1) c=^m^+;+...+;-log^).

Considérons Fexpression

i i i n1-^—!
(2) — 4- - • + - . . . + — ; — — — — — — —v / l^ -l5 71^ 1 — — S

où nous supposerons que s est une quan t i t é dont la partie réelle
est comprise entre o et i. Cette expression se réduit à

^ -h - + . . . + - — log/i

pour s -== \.s
On démontre facilement que l'expression (2) a une limite
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pour /? == oc; nous allons voir de plus que celle limite est

Ç(.î) étant la fonction Lien connue de Riemann.
Plus simplement, la limite de

i^^--'4-^-'^
est^.ç).

En effet, soit

1 î i /i1 -•ç

T^-^---^-,^^-^.).
Alors

^)-^(.)= I _^-^-.)^
Al*' I — .ç

^ _ / _^_ _r ^ r .̂  -4- î ) r \
YI .2 '̂̂  4- 1 . 2 . 3 ~/î^ "4~* * '/

Faisons dans cette é^lilé 71=2,3 , . . . , /?, et ajoutons; puis
faisons croiire n indéfiniment. Nous obtenons, en remarquant
que la partie réelle de s est plus grande que zéro, par hvpo-
tlièse,

»-ï.(.)=.-^~^r;(^i)-.]4-'^r^+.)-ij^.. .j.
Or

i--L-+^+i^±0^.,
I — A - 1 . ' 2 1 . - 2 . 3

est nul, comme on le voit en développant ( î — i)1^ d'après la
formule du binôme.

il reste donc
00

lim^ ( ^ \ — V ^-^0. . . f .Ç -h /?—») .,,1 1 m ,,,/ ( .ç ) == — ^ —_- _ _._.. ..,,_., /. —'_ ^ / _^_ \
A-< î . '2. . . p { p -h î ) ^ v • / /

Donc, pour démontrer que lim;:,/^) == :(.<?), il suffit de démon-
trer que

06

/ •> , V1 S( A- 4- 1 ) . . . (ff — p — î )( < ) i--r.<77-^7-^ -'ï-+/')=".
^ ---0
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Pour démontrer celle formule, on peul se servir de l'expression
suivanle de ^s(s)

^^Li-^ r^^
'int J^ e ^ — i

l'intégrale élant prise le long d'un contour enveloppant l'origine,
mais aucun autre zéro de la l'onction e^— i, et s'étendant à l'in-
fini du côté des x négatifs.

La formule (3) à démontrer devient alors

»
n — T r ^r v s ( s - { - î } . . . ( s - ^ - p — ^0 == ——— f ——-—— >—————___-_———i———— r(i _A-—n).^+P~l.

l^J^e-'t—\Â^ [ . 2 . . . ? { / } -r-l) - /

p==0

Or

«
Y ^S^- l ) . . . ( 5 - ^ - / ) — — t )
2-—1.-2...7.(/.^.) r(l-^-^)^^-•——^-2r(.~.)(^•-l);
/,=0

donc la formule à démontrer se réduit à

.^-J^-D r,,-,̂ .
12f7: Ĵ .

Elle est alors évidente, puisque la partie réelle de A- est plus pe-
tite que i.

Remarquons que la formule

y , . .. / I î î 7l1 ^\Ç ( 5 ) == 1 1 m ( - -+- — 4-... -h — — —— )
^ / «-=:< \^ ^ n^ i — s /

que nous venons de démontrer pour les valeurs de s^ dont la par-
tie réelle est comprise entre o et i, est d'ailleurs évidente pour
celles dont la partie réelle est plus grande que i.

Pour s = i, elle donne la formule (i), car on sait que

; (A-) =C- —'— -^ -À( . s •—I) - i -B(5—î) 2 4- . . . .i -""~ s


