BULLETIN DELA S. M. F.

E. CARVALLO
Théorie du pied équilibriste du gyroscope Gervat

Bulletinde la S. M. F., tome 21 (1893), p. 55-61
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1893__21_ 55 1>

© Bulletin de 1a S. M. E., 1893, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. E. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1893__21__55_1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

— 55 —

Théorie du pied équilibriste du gyroscope Gervat;
par M. E. Carvavrro.

1. Description de Uappareil. — Le pied équilibriste ABCDE
(fig. 1) est formé d’un fil métallique de 1™ 5 de diamétre envi-
ron. Il se compose a peu prés d'un demi-cercle vertical ABC
muni, au bas, d’un appendice BDE qui a pour but de le faire re-

poser, sur le plan horizontal, par la partie DE qui est rectiligne
et perpendiculaire au plan du cercle ABC. En A et C, le fil est
doublement recourbé de facon a former deux coussinets qui
recoivent les extrémités de l'axe de la toupie gyroscopique.
Dans cette position, le plan moyen du tore de la toupie passe
par DE.

Si la toupie ne tourne pas, I’équilibre est instable, le tout bas-
cule autour de DE. Mais si la toupie tourne sur elle-méme avec
une grande vitesse (environ 50 tours par seconde), le systéme
semble étre en équilibre stable. De la le nom’de pied équilibriste
donné par l'inventeur a ce jouet. En réalité, le pied exécute au-
tour de la position apparente d’équilibre des oscillations manifes-
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tées par un son qui, dans des conditions normales, n’est pas éloi-
gné de l'octave inférieure du la des diapasons.

Tels sonl les faits que nous allons expliquer par la théorie, en
négligeant les frottements.

‘2. Choiz des données et des inconnues. — Je compterai toutes
les rotations positivement de droite & gauche. Les données sont

(fig.2):

wo, vitesse de rotation initiale de la toupie autour de son axe Gy';

8y, angle initial que fait, avec la verticale O3, la perpendiculaire
OG abaissée, du centre G de la toupie, sur I'axe DE;

@, longueur de cette perpendiculaire OG; »

A, B, C= A, moments principaux d’inertie de la Loupie, relatifs,

Fig. 2.
xAr)

(n)

Balaxe Gy, A et C a deux droites G&', G3' perpendiculaires
aGy';
P, poids de la toupie.
Devant ce poids, je négligerai celui de la monture et du pied,
ce qui simplifiera les écritures sans dénaturer les résultats.
Les inconnues sont :

w, vitesse de rotation de la toupie relativement & sa monture;

(di(:’ vitesse de rotation du pied équilibriste autour de ED;
r, vitesse de rotation du pied autour de la verticale Oz;
¢, vitesse vecteur du point O sur le plan horizontal.

n—

3. Mise en équations du probléme. — Les forces extérieures
se réduisent au poids P appliqué en G. Pour déterminer les in-
connues, nous appliquerons les principes sulvants :



— 57 —

1° Théoréme des quantités de mouvement projetées sur le plan
horizontal ; '

»° Equation d’Euler, pour I'axe Gy’ de la toupie;

3° Théoréme du moment des quantités de mouvement par rap-
port a la verticale du point G;

4° Théoréme des forces vives.

I. Le premier principe nous apprend que la projection hori-
zontale du point G est fixe, ce qui détermine la vitesse ¢ du point O
en fonction des autres inconnues. Mais ’expérience (et, comme on
va le voir, le calcul) montre que §'ne s’écarte jamais sensiblement
de 5. Il en résulte que le point O restera sensiblement fixe. Nous
laisserons de cOté ce mouvement qui est le plus fortement troublé
par les frottements négligés.

Il. La rotation de la toupie autour de son axe Gy' se com-
pose de deux parties : sa rotation relative w, puis la rotation de la
monture dont la composante suivant Gy’ est + rsinf.

D’autre part, les moments d’inertie A et C sont égaux et, de
plus, le moment de la force P, par rapport 4 Gy, est nul. L’équa-
tion d’Euler, pour 'axe Gy, est donc

oo ring
Bm(m-,—l:«mﬂ),;n.

Cette équation s’intégre et donne
(N W~ 7 sind = w,.

ILI. Le moment de la force P par rapport a la verticale étant
constamment nul, le moment des quantités de mouvement est
constant. Or les rotations sont n, r et w, et leurs composantes
suivant les axes principaux d’inertie du point G sont

n, p=uw-+rsinb, g = rcosH.

Les moments principaux d’inertie sont donc, en remplagant
w 4 7 sinf parsa valeur w,,

An, Buwy Crcosh.

Le moment d’inertie par rapport 4 la verticale du point G sera,
en remplacant C par son égal A,

Bwg sinh -i- A rcos20,
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En exprimant que ce moment est constant, il vient

Bwy(sin0— sinby) + Arcos?0 = o,
d’ou ’on tire
_ Bwy(sin® — sinf,)

(2) r= A cosz0

IV. L’accroissement de force vive, depuis I'état initial, est
égal au travail de la pesanteur, savoir :
Pa(cosby, — cosb).

Cette force vive se compose de celle du point G, qui est (')

—[—)— a?n?sin?f,
25

et de celle des trois rotations
n, P = Wy, q = rcosf,
La force vive de la rotation résultante est
é [An2+ Bw}-+ Cr2cos?d].
L’accroissement de la force vive totale, depuis I’état iniual, est

donc

1 /P . o
5 <5—’ a?n?sin? + An2+ Cr2 c0520> )

et le théoréme des forces vives donne, en remplagant C par son

égal A,
(l—; a?s8in?0 -+ A) n? -+ Ar2cos?0= 2Pa(cosfy — cos).

Si, dans cette équation, je remplace r par sa valeur (2), j'ob-
tiens, pour déterminer n, la formule

B
2
(3) n=:k A cos20 )

A+ E a?sin?f
g

2w} .
aPa(cosfy— cos) — ——V- (sin —sinfy)?

Les formules (1), (2), (3) résolvent le probléme.

(') La projection horizontale du centre de gravité élant fixe, la vilcsse se ré-
duit & sa composante verticale.
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4. Conséquences de la formule (3). — Elle montre que 6 ne
peutjamais différer de 8y que d’une quantité trés petite; car, sil’on
attribue a 0 une valeur notablement différente de 8,, le second

terme du numérateur devient prépondérant i cause de la grandeur

. B2w? . .
du coefficient 1 ® qui, pour la vitesse normale de 50 tours par

seconde, vaut environ 7000 fois le coefficient 2Pa. Il en résulte-
rait pour n une valeur imaginaire, ce qui est inadmissible. On
peut alors se rendre compte du mouvement ainsi : au début, n et

[ N db
7 étant nuls, la pesanteur tend a augmenter 6; n = it prend donc

des valeursposilives jusqu’a ce que 0 atteigne la valeur 8, qui an-
nule le radical. Alors § ne peut plus augmenter. Il diminuera, n
prendra des valeurs négatives jusqu'a ce que § reprenne la valeur
By, et ainsi de suite. La toupie oscillera donc entre I'azimut initial
0, et un azimut trés voisin 8, = 8, + ¢,.

5. Intégration approchée des équations (2) et (3). Ces pré-
visions conduisent & chercher des formules approchées en prenant
pour inconnue (') .
e=0— 00,
d’ou 'on tire

0 = 60 -+ g,
c0s0y— cos® =c¢ sinfy +...,

sin® — sinfy =scosfy —+....

En portant ces valeurs dans la formule (3), on peut mettre
celle-ci sous la forme

- g2 cos?by + ...
Il::i:ﬁ\/a(£5|r|00+...)~———°— ’

cos20
dans laquelle on a posé

Buw, 2PaA

P L
\/A (A—o— g’ azsin“))

Cette formule met en évidence que la valeur ¢, de ¢, qui annule
le radical, est du méme ordre de petitesse queasinf,y; et, d’aprés

(') J'emprunte cette transformation au Cours de M. Resal a I'Ecole Poly-
technique.
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ce que nous avons dit, a est environ —55. St I'on borne a leurs

premiers termes les développements suivant les puissances crois-
santes de ¢, il vient

e

d
dt

gy = a sin @, n=

*+8 Ve(er—z).

Cette formule s’intégre facilement sil’on remarque que, 6 variant
peu, 3 peut étre regardé comme constant. En déterminant la
constante d’intégration de fagon que ¢ soit nul a 'origine, on ob-
lient

€ & . t
e= = — 2 cosBt=¢ sin? Be,
2 2 2

D’aprés cela, 8 oscille d’'un mouvement pendulaire entre §, et
€
B + ;. Sa valeur moyenne est §, -+ —;

Voyons ce que devientla rotation 7 autour de O 3. Avec laméme
approximation, la formule (2) donne

Buw,
A costy

r o=

& = ve,

ou I'on a posé

v Bw,
"7 AcosH,

. ay .
En remplaganl rpar — et integrant, on trouve

et € .
qlzyfedt-_—y(—'- - smﬁt\).
\ 2 2p /
Ce mouvement angulaire se compose d’un terme uniforme et
d’un terme périodique. La vitesse du mouvement uniforme est

ar

G Bwy PaAsin, Pa taneb
"o T Acos, Bzwl =~ Buw, oo

.. o e . Pa .
Dans les conditions normales dont j’ai parlé, T, @ environ
0

pour valeur o,1. Quand le pied équilibriste est placé presque ver-
tical, lesecond facteur tangl, aussi est petit, de sorte que la vitesse

de rotation Y—j—' est faible. Si, par exemple, 0, est de 1°, cette rota-
tion 7;! sera de 0°,1 par seconde. Elle sera inappréciable. Elle de-

vient sensible pour des valeurs plus petites de w, el des valeurs



plus grandes de §,. Quant au terme périodique de ¢, il a méme
période que ¢. La phase est seulement changée de +.

L’amplitude est sensiblement la méme, parce que y est presque
égal a B.

6. Conclusions. — En résumé, le mouvement apparent est
une rotation autour de la verticale. Cette rotation, insensible quand
le pied est presque vertical, est accompagnée de deux vibrations,
I’une autour de la verticale, 'autre autour de DE. Ce sont ces vi-
brations qui, par le jeu des forces centrifuges composées, main-
tiennent 1'équilibre apparent.

On peut le vérifier expérimentalement en placant DE dans la
rainure d'un parquet. La variation de ’angle ¢ étant alors rendue
impossible, le systéme bascule autour de DE.



