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Sur le problème du mouvement d'un corps solide autour
(Vun point fixe ; par M111' NANI^Y LAGERBOKG.

Dans le problème du moavement d\in corps solide de révolu-
lion fixé par un point de son axe, on est ramené à exprimer le
lemps à Paide d'une quadrature elliptique. On sait que, dans le
cas plus étendu où il existe une fonction de force dépendant
uniquement de Pangle 6 que fait Paxe du corps avec une droite
fixe, on est encore ramené à une quadrature. Dans ce cas, les sur-
faces de niveau sont des surfaces de révolution autour de la droite
fixe. Je me suis proposé de trouver une fonction de force con-
duisant dans le cas général à des intégrales elliptiques.

L'expression de la force vive est, après un choix convenable
des axes de coordonnées,

2T== A(//2-^-y2)4-Cr2

ou, en introduisant les angles d'Euler,

. ̂  ^0p == sincp sinô — -4- c o s y . »

. ̂  . ^0
q ==coscp sin9 —• — fin o —. y

^ . d^r ss — -+- cos6—-,

^-[-«(i)'-®']
, r/^\2 r <^? d^ A / " --+ C ( — ) - + - acosO -T —f- -+- co^e[ \ dt I dt (U '



- 119 -

Comme la fonction de force est indépendante de A et de y, je
peux appliquer la remarque faite par Jacobi, et j'obtiens alors les
deux intégrales suivantes

(1) Asin^e^ ^-Ccosse^-bCcosô^ = A,dt dt dt

(2) C^-+-Ccos6^=CÀ' ,dt dt

où h et k désignent deux constantes.
On a encore, en désignant par U la fonction de force,

( 3 ) 2 T = 2 ( U 4 - H ) , H = une const.

Par conséquent,

Asin26^ = = / i — C Â - c o s 6 ,dt

A sin^O (W+A f^y^- C^ == .(U 4- H),
\(^/ \<^/

^ __ h—CkcosQ
dt ~ A s i n ^ ?

A2sinî9^y== 2 A ( U + i ï ) s m 2 6 — A C / c 2 s i n 2 e — ( A — C/ccose)1,

/.Ô______________Asine^O______________
( 4 ) < =^ v/.lA '̂̂ Hy în^é -̂̂ ^ 6 — ( h — G7k cos 0 )2

Soit
U == S[L(;c2 +-y î)-^-M52-^-•2N5]/7^

la fonction de force. Les surfaces de niveau sont des ellipsoïdes de
révolution autour de Faxe des z.

Chaque point du corps est donc soumis à une force constante et
à une force qui est proportionnelle à la distance du point à un plan
fixe. Les composantes de la force sont, en effet,

îLa", aL^, îM-s-haN,

la force est donc la somme de deux autres, ayant pour compo-
santes

o, o, -2 ( M — L ) z
et

2 LA", 2 Lj', 9.L.S -h '2 N.

La seconde passe par un point fixe de l'espace, et peut se dé-
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composer en une force passant par le point fixe du corps et en
une force constante.

En observant que le corps est de révolution et que les coordon-

nées du centre de gravité ç et r\ sont nulles, j'obtiens pour U

U == L[(i — y2)2Ç2^ + (j «. Y'2)27j» m -+- (i — ̂ )^m]
4-M(Y22^w-^-Y f 22^/y^+Y f f 2sÇîw)-^•2NY^

= L 2 ( S 2 + ^ + Ç 2 ) / n + ( M — L ) Y » 2 ^ w + ( M ~ L ) Y ' 2 2 i ; 2 w
4-(M-~L)f2Ç2+2NY'^

= L2(2^-h ̂ )m 4-(M — L)^^(y-^)m 4-(M—L)2^/n-+- îN-fÇ

== AL -r- (M - L)(A — C)Y^ -h Mc •+- aNy^.

Or on a
y == sino sin9,
Yr=cos<psin0,'
Yy=ços0,

U==(L-M)(C-A)cos2e -+ -2N 'Çco8e -+ - M C +AL.a

Désignons par R le polynôme sous le radical dans l'expression
(/i). L'équation R==o admet toujours deux racines réelles. En
effet,

6=0, R==—(^—CÂ: ) 2 <o
pour

e = w , R = — ( A - + - C / - ) 2 < o .

Pour la valeur initiale &o» 1^ doit toujours être positif. Nous
pouvons supposer que 9 soit compris entre o et TC,

6 === 9o, R > o.

On voit, par conséquent, qu'il existe deux racines réelles com-
prises entre — i et + i.

Posons cos9 === *r, j^obtiens

dx(5) t^f
•^.T-»/x, v/A'^+B^î^c'-r+D

Désignons par a, jB, y, S les racines du polynôme sous le radical
dans (5). Pour ramener le polynôme à la forme normale de
M. Weierstrass, je pose

y.x^b
X s= ——.———,- ?x 4- d
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où b et d sont constantes. J'obtiens alors

<^=4^r •
»/r <

< = 4 A -
-4; \ / ^ x ' ^ — g ^ x 1 — ^

Les constantes b et d sont déterminées par

^ — a ^ = = 4 ,
^8-6 ^ 8 — 6 ^Y - b
-o^T + o-T + o^ = <-! + ̂  + e3 = o,

où ^i, ^a? ^3 sont les trois racines du polynôme 4*^3 — §'2*2 1 '—g'i '
J'ai encore posé

(a-p)(a-Y)(a-8) :=:: Â"2'

En faisant Pinversion de rinlégrale, on obtient

p ( v — —, ) = x\ v === une const.,

ou
t dt -

^ÎI^' -^"^
en posant

P(M) =.27'.

Je veux maintenant exprimer ^ et y en fonction de ^,

d^ _ A — C A r c o s e _ A — G Â - c o s e _ h—Ckx
dt ~ A s i n ^ e ~ ~ A ( i — cos^) '" A ( i — a - 2 ) "

Les infinis de -1 sont simples et donnés par

6 = 0 , 9 == TC.

En vertu de la relation

— aa?y•+• ̂  _ <xp(^)4- b
~~ x'-^t-d ~ p(u)-{-d^

on obtient les valeurs correspondantes de p(u)^

, . b—d , , (b-^d)
^("O-T—;9 P(^)=--r^r-

Or p{u) est une fonction de degré pair; il existe donc les
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quatre infinis simples M,, — «,, y,, _ ̂

rf4, = - M ''^^-^-^[«P^+^KP^) + d] du.

![?(")+</?—[ap(M)-)-èpj
(6) . = rCo+ C, ̂ '(u-u^ ̂  ̂  C"(M- «,)

i L l ^(u-u,)+{~'s•^u-u,)
f g- g"( K+K.- ) p-tf'(M-m,)-] ,

+ "1 o-( «+«,)-- '^î ^(a+^)J A(-

En prenant les résidus, je vois immédiatement qiie

Ci=-Ci, C,==-Cî.

Pour déterminer Co, je pose il = o dans (6).
En intégrant, on trouve

<!< - ̂  = c,(« - «,) + c, log ̂ "-"^^^ "»-+-"»)
0'(4o—Mi)0'(«+Mi)

+ C, lo. ̂ (̂ "̂îM '̂LlL"!)
. <Ï'(MO— M! )<?'("-+- Mt)

Un 1 ire de ( 2 )

gf? _ A-A sin^e -(fe- CÂ-cos9)cose - (C^ +A^) cos»9 - A cosO + Ak
dt Asinï8 Ad-cosîe)"

_^(C^+A^)[ap(M)^Ap-Arap(M)+6][p(«)+rf]+A^[p(«)+rf]»
Aj[p(M)+û?] i—[ap(a)4-6] î j t

o - ̂  = C.(« - «,) + G', log g'("-«.)g'(M<>+M.)
" 3'(Mo—Ml)a'(M+Ml)

+ G, log a<(M-«»)3<(«.+«»)
" 3'(M,— ((,) O'(t( -+- Ut) '

Enfin, en réunissant mes résultats troavés, j'obtiens

cos6 =Ï£(±hL6, y- t -uP(u)+d' v 4*-"'

cose - "PO*»)^
0- ?(«.)+<<' "'^

4, - ̂  = C,(w - M.) -+- C, log 3<<^-"l)q'(Mo-^Ml)
lî'(Mo—"l)3'("-f- Ut)

+ C, 10g ̂ "-"^^(«O-'-"')
^(Mo—tt^g'^-hM,)'

o - oo = C'«( «-«,)-+- C, log ̂ («-"im «O+M.)
°a'(M(,—M()3'(((-t-Mi)

^P^^^(»-M^)3<(Mo+^»)
3'(Ko— ((») 3'(((+ ((,)'


