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Étude géométrique sur la courbure des pseudo-surfaces;
par M. l'Abbé ISSAT y.

Préliminaires.

1. De notre Mémoire sur les congruences de droites (1), il
résulte qu'une pseudo-surface n'est autre qu'un lieu géométrique
d'un nouveau genre produit par deux systèmes de courbes va-
riables ne s'entrecoupant -qu'aux infiniment petits du second
ordre près.

Un tel lieu n'est pas susceptible, à vrai dire, d'être représenté
par une équation finie entre trois variables, telles que a*, y, s;
mais il peut l'être, implicitement du moins, par une équation dif-
férentiel le.de la forme

[dz = rs(x,y)dx 4- ̂ (x,y)cty}

jointe à la condition de non-intégrabilité

à^ ^ ÔQ
àx ^ ày

A ce point de vue, toute surface peut être considérée comme
un cas particulier ou, pour mieux dire, comme une limite
commune à une double série de pseudo-surfaces infiniment
voisines.

On en conclut que, quelle que soit, par exemple, l'expression
que l'on adopte pour la mesure de la courbure d'une surface en
chacun de ses points, celle expression devra pouvoir se déduire,

„ . . i à^z à2 z \ r . ,en y faisant simplement -.—— = -—— ou — == — r » suivant la nota-" l àx()y àyàx p i pg
tion adoptée, de celle qui conviendrait à l 'une quelconque des
pseudo-surfaces voisines. Et, comme nous savons o^a a priori cette
dernière expression ne dépend aucunement des paramètres E, F,
G de Gauss, on peut affirmer que la première n'en saurait dé-
pendre, pour sa part, de nécessité absolue du moins.

A l'appui de cette déduction, nous rappellerons que la forme
primitive des équations des lignes remarquables d'une surface

( f ) Bulletin de la Société mathématique de France, t. XVI.
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prise en général s'obtient sans le secours de ces paramètres, et que
c'est pour la variété seule des applications que la nécessité de leur
introduction se fait sentir.

2. Du même Mémoire, il résulte encore qu'en tout point M
d'une pseudo-surface on peut concevoir deux surfaces auxiliaires
osculalrices Fp. et Fy correspondant, l 'une à la moyenne arithmé-

tique - ( -r - + - - — ) ? l'autre à la moyenne géométrique I des
v * 1 P 2 / ^ ^ . • V P l P 2

courbures corrélatives des lignes coordonnées.
La première de ces surfaces est étroitement liée aux plans prin-

cipaux des pseudo-surfaces qui lui sont tangentes, tandis que la
seconde se rattache à leurs plans focaux. Or on sait que les plans
principaux sont toujours réels, tandis que les plans focaux peuvent
être imaginaires. Pour ce motif surtout nous emploierons de préfé-
rence la surface Fp, dans tout ce qui va suivre.

I.
Extension aux pseudo-surfaces des principales formules proposées

comme mesure de la courbure des surfaces.

3. Rappelons d'abord l'équation de l'indicatrice de la surface F»,
laquelle est aussi celle des pseudo-surfaces correspondantes
[I, n° 19 0)], savoir :

(o x .̂- nxY-.^.
r! \Pl P2 / ^

Cette conique, avons-nous dit, appartient aux genres : ellipse,
hyperbole ou parabole, selon que la quanti té

^ s i n . e = — — - A / l + J \ 2

^ ^ 4 \9\ P2 /

est, ou positive, ou négative, ou nulle.
On en déduit, pour l'équation aux rayons principaux K[ et R,,

(^)

si"20 r 1 l / T T \ j i
-K^-h+^-(pT+P-î)coseJK'

^[^~ï(^'+"k)î]=o•
( * ) Celle abréviation est un renvoi au n° 19 de notre premier Mémoire.
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Rapportée à ses axes de figure, l'indicatrice prend des lors la forme
réduite

\î y2

(3) R^R^1'

et l'on remarque qu'avec ce choix de coordonné. ^ l'expression
de la première courbure verticale de la ligne quelconque S peut
s'écrire

i _ cos^i sir^Oi
(, -4 ) " — ~ T î 7 l ~ ^ ~ n"— *r Ri Kg

4. Actuellement, de l'origine M comme centre, avec un rayon
variable ^/R", décrivons une sphère; puis, sur le plan horizontal
T( M Ta, considérons les deux courbes du second ordre

X24 -2XYcos9 -hY2=R\

^(^-OXY-.^..
r! \Fl P2 / ^2

où l'on reconnaît, avec l'indicatrice (i), la section delà splière par
le plan horizontal.

Le couple des sécantes communes qui se coupent à l'origine
ayant pour équation

/ I I \ v, ["cosf) r / î l M v^ / I I \ \r^( W' — — ) X2 -4- 2 -̂ - — ~ ( — •+- -f XY -î- ( - „ — —— ) Y2 = 0\R r\] 1. R' 2 \ p i p's/J VR" r'J

ou bien
AX24-2BXY+CY2=:o,

si l'on pose
5s in20==AC—B2,

il viendra

-(wï'-^Çw)^1-^-^)^-^)'
les coefficients J< et Ja n'étant autres que les invariants

-L-î--L — (-L + _L ^ cosO
, ^i ^ \pi p^/
Jl == ———————sïn^O——————— ?

- j^_l /±^4Y
1 _ î />^ ^ V P'i ? -2 /
2~ - s in^O
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Ceci posé, il est facile de voir que, généralisées y c'est-à-dire ap-
pliquées aux pseudo-surfaces, les formules principales qui ont été
présentées, en divers temps, comme mesure de la courbure d'une
surface ne sont autres que des fonctions symétriques des racines

.-r» — de l'équation S == o et, par suite, des fonctions rationnelles

des invariants Ji et Ja. En effet, en ayant égard aux formules de
transformation des coordonnées, on a

^ = D7"!?'" == ^(Gauss) ,KI t<2
t T

^« == Wî "+" ÏT77» = <h — 2 « 4 »s\^ n .f

/-jj.. = •p,r -+- p77 == Ji (Sophie Germain),1 11 "a

^-Kî^RO^^
Â^ ^ R^ + 3R1^ + R^î = J^- | J â ( M M . Bourgetet Housel).

8. Discutons sommairement la convenance de ces valeurs au
point de vue de la mesure de la courbure des pseudo-surfaces :

i° /€?,=== • — Ce rapport pourra bien être généralement

tenu pour acceptable, tant que K\ et R'^ seront de même signe
ou de signe contraire; mais, de l'avis d^un grand nombre, à coup
sûr, il cessera de paraître tel lorsque l'un de ces rayons deviendra
infini, ce qui a lieu lorsque ¥y. est une surlace développable.

2° k^ = — -+- ,—3- — En adoptant celte expression, on rem-

place implicitement la courbure normale -y par le carré ,,- de la

déviation verticale relative au pinceau des normales [MN] de la
surface ¥y. ou, si Pon veut, l'indicatrice (3) par la déviatrice

x2. Y2 _
R^ + R^ "~ *

de cette surface. Or on rend de la sorte impossible tout moyen de
distinguer la concavité d'avec la convexité de Fp, autour du point M,
chose essentielle, sans contredit, lorsqu^il s'agit de courbure.
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3° Â'^ === .— + r>T* Celle troisième formule lombe en défaut,

lorsque F ĵ, est une surface minima, et.l'on peut ajouter, en avant
égard aux invariants ci-dessus, lorsque les pseudo-surfaces quelle
remplace le sont avec elle.

4° /c^ -==- - ( ^T 4- r^ ) • — Ceci équivaut à prendre pour me-

sure de la courbure de la surface ^Fp. sa courbure sphérique
ou moyenne, mais on y rencontre les mêmes inconvénients qu'avec

.̂
3" Ây r= - — 4- + —^. — Seule, cette dernière formule

"i o l\i Kg lig-
nons a paru particulièrement digne d'attention : aussi n'avons-nous
pas hésité, en l'adoptant pour les pseudo-surfaces, à la prendre
comme point de départ de nos présentes recherches. Mais il faut
auparavant en expliquer l'origine.

6. Supposons que l'on porte sur la normale MN, à partir du

point M, les longueurs -j, == ^ des courbures des diverses sections

normales de la surface F^. Rabattons chacune de ces longueurs
suivant l'intersection du plan horizontal Ti MTg avec le plan nor-
mal qui la contient. Leurs extrémités détermineront un arc de
courbe dont la forme suffira déjà à rendre sensible la variation des
courbures des sections normales successives, et parla même celle
de la surface F ĵ. autour du point choisi.

En convenant de remplacer désormais 9i par^(à cause de l'am-
biguïté qui ne tarderait pas à survenir), l'équation en /•" et ^ de la
courbe, dont nous venons d'indiquer la construction, sera

i __ cos2^ sin2^
\ J ) . —y — —.—;— -t- "rpr *r Ri Ra

C'est une courbe du quatrième ordre.
Sa transformée par rayons vecteurs réciproques

(G) cos2^ sin2^
~W[ "^ "R^

est du sixième. Arrêtons-nous à elle un instant.
On voit qu'elle présente trois variétés, selon que R^ et R', sont
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de même signe, de signe contraire ou que l'un des deuxR',, par
exemple, es l inf îni .

Fi'S. i. FiS. 2.

Nous l'appellerons indicatrice {plane) de courbure pour la
distinguer de rindicalrice proprement dite.

En désignant d'une manière générale par A-r son aire, on a

sin2^^
•c

If

II

^,

^..

A.-,,

cos^
= -K", +

cos2^
R'i

cos2^
- K';

r / 3
S \R'^
TC / 3

s V R ?
^ 3

- 8 R'^ *

sin2

K,
sin2^

R" ?
11 2

'2

-R

H

^-
— y

i KÎ
2

H/ ./
1 2

3
— R^2

3
"^R";2

~KT

)•
( 7 )

Ainsi c'est par l'aire de la courbe réciproque (6) qu'à l 'instar
de la méthode introduite par MM.Bourget et Housel nous propo-
serons, à titre de première approximation, de mesurer en chacun
de ses points la courbure d'une pseudo-surface.

7. Et maintenant posons-nous la question suivante :
N'est-il pas possible de remplacer, soit le contour, soit l'aire de

la courbe réciproque (6), c^est-à-dire des indicatrices (7), dont la
construction artificielle ne fournit qu'une solution approchée du
problème, par des surfaces convexes mesurant, en toute exacti-
tude, géométriquement par elles-mêmes d'abord et numériquement
par leur aire ensuite, la courbure de la surface F^ en M et, par
suite, celle de toutes les pseudo-surfaces infiniment voisines?
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On le peut effectivement; mais avouons tout de suite que si, au
point de vue théorique, ces surfaces doivent nous donner une ex-
pression géométrique adéquate de la courbure, pratiquement, le
calcul numérique de leur aire offrira des difficultés sérieuses, au
point de faire regretter, pour ainsi dire, l'abandon des indicatrices
planes. Regret inutile, dirons-nous aussitôt, puisqu'on verra, dès
le paragraphe suivant, qu'il est toujours possible et même facile,
à l'aide d'une transformation légère (véritable critérium par rap-
port à la première méthode) de faire prendre aux indicatrices
convexes une aire rigoureusement égale à celle des indicatrices
planes qui leur correspondent.

Comme les surfaces annoncées se-ramènent à un type général
jouissant de la propriété signalée et de quelques autres, non moins
remarquables, nous croyons devoir faire connaître tout d'abord et
le type lui-même et ces propriétés.

11.

Théorèmes généraux relatifs aux hémicyclides.
8. Nous appelons surface hémicyclidale ou simplement hémi-

cyclide une surface engendrée par un demi-cercle dans les condi-
tions que voici :

Soient AB un arc de courbe plane algébrique ou transcendante,

\OB le secteur correspondant à un pôle donné 0. Relevons sur la
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normale au plan menée au pôle chacun des rayons vecteurs qui
aboutissent au\: divers points de l'arc pour en faire le diamètre OD
d'un demi-cercle situé dans le plan du rayon considéré et de la nor-
male :

THÉORÈME ï. — L'aire du secteur donné est exactement égale à
celle de la surface transformée que l'on obtient en substituant
à chacun des éléments fusi'formes de l'Jiémicyclide construite
le fuseau sphérique qui en est la, projection sur la sphère d'égal
diamètre.

Soit, en effet, F(r,'}) == o l'équation de la courbe plane donnée,
rapportée au point 0 comme pôle et à un axe polaire quel-
conque.

Pour préciser, prenons sur cette courbe la branche définie par
la détermination de r suivante :

^=/w.
En désignant par p un rayon vecteur Om quelconque et par 9

l'angle qu'il fait avec ON, on aura pour équation du demi-cercle
générateur

p = rcosO,

9 ne variant que de zéro à -!? et, par suite, pour équation de l'ké-

micyclide correspondant à la branche considérée,

p=/(^)cos6.
Posons

u == o sin 0 ;

l'aire de la portion de surface transformée qui correspond à l'angle
AOM == ^ sera

r

r^ ,. r^ udu
(8) ^U ^/o co-0'
et, comme

il vient

n ïlt
smaO = —y

. r ^ r2 udn,\.j == 9. 1 d^ I — — '
.'o ^ / 4^

Y 7-2
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donc

Au= ^ f /•2^=A/p

ce qui démontre la propriété.

9. Quant à Faire exacte A de Fhémicjdide, si l'on représente
par y l'angle que fait, avec le plan des XY, le plan tangent mené
en un quelconque m de ses points, on aura

. r i TC

f 1 r^udu r 1 /"'2 /________
A =9. d^ —- ==i d^ /^+^sm2-20<^2,

^U ^0 ^T ^0 ^0

formule dans laquelle /• et dr devront, avant tout calcul, être rem-
placés par leur valeur en fonction de ^. On voit après cela que la
première des intégrations à effectuer, celle par rapport à 9, dé-
pend déjà des fonctions elliptiques, ce qui justifie ce que nous
avons fait pressentir au n° 7 des complications inhérentes au calcul
d\ine aire semblable.

10. Il est essentiel d'observer, dès à présent, que si le mode de
transformation adopté altère l'expression finie de Faire de la sur-
face, il n'en sera pas de même de l'expression du volume, puisque
la somme des éléments solides que l'on néglige est infiniment
petite par rapport à ce volume lui-même.

H. THÉORÈME II. — La portion de volume du cylindre droit
circonscrit à une hémicyclidey comprise entre celte dernière
surface et sa projection sur le plan horizontale est exactement
le quart de l f onglet correspondante si on limite le cylindre à
la courbe des contacts ; elle en est la moitié si Von n} arrête le
cylindre qu'au conoïde que forment les tangentes horizontales
de l'hémicyclide.

En effet, le volume d'angle ^ de Fhémicyclide a pour expres-
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sion

<9) V == 1 f </̂  / ' " /^cos^as inO^O^- 1 - f^^c^.
^o -'o ^Jo

D'autre part, celui du cylindre circonscrit l imite a la courbe de
contact est

avec la condition
u^ == z(r — z).

Résolvant par rapport à z et substituant dans l'expression de U
lapins petite racine, il vient par intégration

u=^jr'^=;v.
Doublant enfin le résultat, puisque la courbe des contacts est une
ligne diamétrale, on aura le volume total du cylindre extérieur à
Fonglel et arrêté au conoïde qui en forme la base supérieure, c'est-

à-dire -V. c. o. F. D.i "
Ces deux théorèmes constituent une haute généralisation des théo-

rèmes d^Archimède relatifs au rapport qui existe entre la sphère et
son cylindre circonscrit.

12. THÉORÈME III. — La transformée par rayons vecteurs
réciproques de toute hémicyclide est un conoïde parallèle à celui
que forment ses tangentes horizontales.

On le démontre sans peine en se souvenant que Pinverse d^une
circonférence qui passe par le pôle d^nversion est une droite.

m.
Application des théorèmes précédents à l'indicatrice convexe de courbure

d'une pseudo-surface.

13. Aux trois variétés (^) de rindicatriceplane de courbure cor-
respondent, en coordonnées polaires et rectangulaires, les trois
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hérnicyclidcs
; /cos2^ sin2^
l P == ~\Y~ + ~^~ ) coso-| \ R! ^2 /

' /ces2 6 sin'2^
( n } ^ ̂  R-"ir- coso)\ H'; R. /

cos2^
p= —ĵ -!- cosO,

^ , ^ , ^_ (^X^^Y-2)Z
' • ^ -t-7- - I^R^XÎ+Y^) 3

(J^X^JV^Y^
K i ' K ^ X ^ - T - Y ^ y '*') / X 2 - h Y 2 + Z 2

^^-RTT^)-
Ce sont trois surfaces fermées. Dans la première, les diamètres

des sections normales varient entre un maximum — et un mini-

mum _ • Dans la seconde, les plans verticaux, conduits suivant

les tangentes à l'origine de ^indicatrice plane correspondante, lui
sont tangents et la d iv i sen t en quatre parties symétriques deux à
deux et situées de part et d'autre du plan horizontal. Enfin la
troisième surface dérive de la seconde en ce que les plans tangents
dont on vient de parler coïncident.

On peut vérifier, à l'aide de la formule (8), qu 'une fois trans-
formées ou, pour mieux dire, spJiéricisées, ces surfaces sont bien
équivalentes aux indicatrices planes (^).

14. Volumes indicateurs. — Les volumes des indicatrices con-
vexes (i i) étant chacun le lieu géométrique de toutes les compo-
santes orthogonales des courbures des diverses sections normales
faites au tour du point M dans la surface Fp. représentent par là
même (nous ne disons pas mesurent) la courbure de la surface en
ce point.

Parcourons successivement ces volumes; leurs expressions sont
intégra blés :

1° Le volume de la première des indicatrices (n), calculé au
moyen delà formule (9), a pour expression

y _ ^ /JL _ -2— _.. -A ^ /_L . L ^1 " (p \\\\- \\'\ \\, n,v \\{'\ ~\\",/
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•4° En ce qui concerne le second, comme rintégrale qui Fex-
/R7

prime change de signe dans les directions langA, == ± { / —, qui

sont celles des tangentes à Porigine, il faut user de l'intégrale dé-
doublée

u'^-u''-3^71;

,.3,

En posant, pour plus de sjmétrie,

i <ÏT i '
^i= -^-^r

p^.L/3-5^^^^3-5^ 1

i44\R? RiR, Py/v/R^K,

0- 1 / 5 ^ 5 \ /_r^ _ i ^
v<- 48 IK? "h R'i K'2 4" R.2/ W l^/ ?

on trouve, pour le volume total,

V2=2P-+-2Qi^

et, pour les volumes partiels,

V 2 = p 4 - Q Q - ^ ) ,

V^=P~Q(^-4/ i ) ;

le premier étant situé au-dessus du plan horizontal elle second au-
dessous.

Ces divers résultats se simplifient singulièrement lorsque
K\ ===R^, ce qui est le cas (le signe — ayant été explicité) des
pseudo-surfaces minima.

On a alors

V Î ^ V ^ = P = ——,
9 K I1

valeur que Fon peut du reste vérifier directement en calculant
Pintégrale correspondante

i F1*
•nr̂  / cos3a<j^.•J ll i Jn
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3° Le troisième volume se lire de l'un quelconque des deux
premiers en y faisant R", -==. oc. On trouve

\3
_5 _T^

96 RÎ '

13. Aux volumes des hémicyclides on peut substituer équiva-
lemment ceux des cylindres indicateurs correspondants (n° 11 ),
puisque, arrêtés à la courbe de contact, ils sont le quart des pre-
miers. C'est donc au même titre qu'eux qu'ils peuvent servir a
représenter la courbure au point M.

Il est à remarquer que la base de ces cylindres est homothétique
à l'indicatrice plane de MM. Bourget et Hôusel et, de plus, quelle
en vaut le quart. On peut donc, pour éviter ce que la construction
de celle-ci a d'artificiel, s'en tenir à la considération de ces
bases.

16. Propriétés diverses. — Nous ferons observer avant tout
que ce qui suit n'est applicable qu'au cas où l'indicatrice de la sur-
face Fp^ est elliptique.

I. Si l'on retranche de l'aire Ay^ = A^ de la première des indi-
catrices convexes transformée, l'aire A<y de la sphère dont le

rayon I- ( — 4- — ) est la moitié de la courbure sphérique au4 \H^ Kg /
point M, on trouve, pour l'excès relatif delà première de ces sur-
faces sur la seconde :

^ A u , ~ A ^ _ i /R^-R ' jy
A<T 2\R';-f-R';

^ i /R^-R'jV
2 \R\ -f-Ry *

D'autre part, la comparaison des volumes correspondants (que
le premier soit transformé ou non) donne aussi

' = XL ÎÎ = 3 /^-^V
' ~ V<, •2^R-;-4-R',J '

On en déduit cette relation simple

s _ i
€ ~J
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II. Considérons la courbe infinitésimale

(X) ^= (^-^sin^cos^
V/R'^smî^-T-Rycos2^

C'est la projection sur le plan des XY de la ligne de striction
axiale (I, n° 28) des génératrices du pinceau [MiN] des (vraies)
normales de la surface F p.. Or, si l'on calcule le rapport de son aire
à celle du cercle infinitésimal de rayon ds^ directrice du pinceau,
on trouve

û> ^ l /R"^-R\Y_
o -AR'; -t-R'J -£'

^ i /Rg-R^
~ ï\ R'; -+- R^,

111. De même, si l'on clierche le volume compris entre la
courbe (\) et la surface conoïdale formée par les plus courtes dis-
tances IR, puis que l'on compare ce volume à celui d'un cylindre
de révolution qui aurait pour base le cercle de rayon ds et une

T> '/ T» '/

hauteur égale à p——BT? -+- 7 (K\ -+- R^ ), on reconnaît que leur rap-
rl! ~1~ ^î 4

port est, lui aussi, égal à s.

17. Hâtons-nous d'ajouter que les calculs d'intégration qui pré-
cèdent seraient bien moins simples si, au lieu de considérer le
pinceau de normales [MN] de F^ nous avions pris le pinceau de
pseudo-normales correspondant. Le radical qui figure dans l'équa-
tion (X) n'eût pas été alors indépendant des courbures alternantes

p- et p des lignes coordonnées actuellement tangentes aux axes de

l'indicatrice; car si, dans ce cas, on a généralement p 4- p === o

pour tout pinceau de pseudo-normales circumaxial de MN, on n'a

— == o et p- == o que pour le seul pinceau des vraies normales de

la surface F(J..
ÏV.

Application à divers lieux géométriques complémentaires relatifs
à la courbure de la surface auxiliaire Pp..

18. Au lieu de rabattre sur le plan horizontal, ainsi que nous

l'avons fait au n° 6, les inverses -; ou / des rayons de courbure des

xvn. 7
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sections normales de la surface Fp., rabattons ces rayons eux-mêmes;
nous aurons les trois courbes

(12)

I __ COS2^7 ~" ~R'r
i cos2^p = ~Rf~
I COS2^

sin2^
R,

sin2^

r" R';

On en conclut pour les hémicyclides correspondantes, c'est-
à-dire, d'après le théorème de Meusnier, pour le lieu des centres
de courbure de toutes les sections normales ou obliques faites
autour du point M dans la surface F p.,

(i3)

__ __RJR,____
p ̂  R, cos2^ -i- R'i sin2^ cos6,

T> " I> '/

p == R^cos^^R^sin2^ cosoî

R'; cosO,
' cos2^

X2 + Y2 4- Z2 -

X2 4- Y2 + Z2 -

X2 + Y2 4- Z2 -

R'iR^X^Y^Z
R^X^+Rl'Yî î

R'lR;(X2•4-Y2)Z
R2X2--R'ly2 î

R'l(X24-Y2)Z
X2

(i3')

La première de ces surfaces est fermée. Les deux dernières ont
des nappes infinies : l'une, dans les directions asymptotiques

/R7 Tttang^ =±i/ —; l'autre, dans la direction^ === -•

A ces surfaces s'en rattachent d'autres qui leur sont homothé-
tiques et que l'on pourrait qualifier de surfaces de courbure^
puisqu'elles sont le lieu des cercles de courbure de toutes les
sections normales faites autour du point M. Comme on les obtient
en doublant les rayons vecteurs des précédentes, il suffira de s'oc-
cuper de celles-ci.

19. i° L'application des deux premiers théorèmes généraux du
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§ II nous donne, pour le premier cas,

A;̂  = r. ( ÈlJ-Jl2.) /RÏX {a^e €uuîuî ^ïlipse ),

\\ == T- (3 R'; + i R'; R', 4- 3 R", ) i/lïp^ .4^

Lorsque R', ==R^,, c'est-à-dire, quand le point M est un ombi-
lic pour chacun des points de la surface F^, on retrouve l'expres-
sion connue de la surface ou du volume de la sphère de rayon R,.

2° Quant à l'aire transformée et au volume de lî^seconde sur-
face, comme ils deviennent infinis pour A == A ( , il n'y a lieu que
d'en calculer un fuseau ou un onglet d'angle inférieur à cette li-
mite. On trouve ainsi, pour Faire transformée du fuseau,

, _R > ;R , (R > ;+R, ) sm^ ,̂ -r /R, cos^ R\ ̂ \
OAU^ RaCOs^-R^m^ + ( 1 < 1 ~ K 2 ) V K l H2 ̂ R , cos^ - l\\ sh^)9

Le cas de R.'̂  === Rl^, correspondant aux pseudo-surfaces minima,
est particulièrement intéressant.

On constate d'abord que la limite du dernier terme de A,j, est
zéro. Il vient ensuite

H"2
Av.== —tansî-}/.

Ceci fait voir que, dans le cas actuel, Faire totale de la surface
que nous considérons est, au point M, la même que celle de la
bande du plan horizontal comprise entre deux parallèles écjui-
distantes de l'origine de la quantitc R, .

Passant au volume de l'onglet correspondant à ^ <; ̂ \, et posant,
pour abréger,

P'=[R",(5^-3R,)cos.-^R-i(5Ki-3lV,)sin^]^^-±^^,

Q-=(3R.-.^R^3^)/Kn<,L(^^±^),

on a la relation
i^V.-P'-hQ'.

Lorsque R\ ==R^, il vient

R';3 rtHriL^ , /TC ,\~\
V, == — ——h— -n- L tan^ ( -; + ̂  •

4S rosî'l/ \ \ ' / J
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3° Enfin la troisième surface acquiert, elle aussi, une aire et un

volume infinis pour ^, == i-; mais, pour un fuseau et un onglet

(Tan^le inférieur à - ? on a0 a
Rotang ̂

(^co^)-AL.=
6 \ COS2^,

Y _ R y t a n g ^ / 4
3 i8o \ cos2()/

_3_/
cos4^

20. Transforméesconoïdales.-— D'après le théorème 111 (n010),
toute transformée par rayons vecteurs réciproques (Tune hémicy-
clide est un conoïde à génératrices horizontales. Cherchons les
équations de ces conoïdes, d'abord pour les lieux géométriques
qui nous occupent, ensuite pour les indicatrices convexes de
courbure.

i° Soient MD = ///, M3 == \ == ^\ Désignons par G' le centre

de courbure de la section oblique {fig, 5) faite dans la surface Fy,

parle plan CMH. Puisque l'on a MC/.My' == i, la transformée par
rayons vecteurs réciproques de la première des surfaces (i3') est le
conoïde

„ _ R^X^R'; Y2Z = R'; R '^X^+Y^) 7
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que forment les tangentes horizontales, de la première des indica-
trices convexes (i i'), le module de la transformation étant l'unité.

Quand ce module devient égal à R.̂  R.^, l'équation de la trans-
formée devient

R.X^+R^
( I4) ^-—X^^-Yi—-

C'est le conoïde de striction axiale (I, n° 29) du pinceau [MN]
des normales de la surface F p..

Dans ce dernier cas, l'intersection des deux surfaces appartient
à la sphère

X2 + Y-2 -4- Z2 = R'; R^,

et sa projection sur le plan horizontal est la courbe
r? = ( R, - R'; ) ( R'; sin^ ̂  — R'; cos^ ̂  ) .

2° Revenons aux indicatrices convexes de courbure (i i) ou (i i').
Comme l'on a semblablement M C . M Y = = I , la transformée par
rayons réciproques de la première des surfaces (i i') est le conoïde

__ R^R^X^Y^)
- R^ X^ + R'i Y^ '

lieu des tangentes horizontales de la première des surfaces ( i3^ ) i
la constante étant égale à l'unité.

Lorsque cette constante devient égale à y^,, p,, •> on a le conoïde

X-2 -h Y2

R ^ X ^ + R ^ Y /

qui ne diffère que par le changement deZ en „ du conoïde ( ï 4 ) *

Ici l'intersection des surfaces a lieu sur la sphère

X - 2 + Y 2 4 - Z 2 = _ — — — ,
PI P2

et sa projection sur le plan horizontal est la courbe
^ _ / i i ^ R^s in^—RgCOS^

712 ==: ̂  ~Wj (R^sm^-hR^cos^'

Des considérations du même genre seraient applicables à la dé*
^iatrice dont nous avons parlé au n° 5, mais sans utilité pour tout
ce qui concerne du moins la courbure des surfaces ou des pseudo-
surfaces en chacun de leurs points.


