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S u / ' le système de quatre formes binaires simultanées
(deux linéaires et deux quadratiques); par M. R. PERRIN.

( Séance du 9. février 1887.)

1. L'objet du présent travail est d'établir d'une manière com-
plète, en vue surtout d'une application ultérieure à la théorie des
formes ternaires (1), les relations, ou syzv^ies, qui existent entre
les invariants du système de quatre formes binaires simultanées,
savoir deux formes linéaires et deux formes quadratiques. Bien
que relativement simple, ce système possède déjà, comme on le
verra, treize invariants distincts, reliés parvin^l svzygies indépen-
dantes, dont chacune peut être transportée dans le domaine ter-
naire.

J'emploierai exclusivement pour cette élude les procédés indi-
qués dans une Note insérée aux Comptes rend us, l. XCVI, p. ^6\
i883), procédés qui reposent sur les principes su ivan t s :

1° Etant donné un système composé d'aillant de formes binaires
indépendantes et de tel ordre qu'on voudra, de tous leurs inva-
riants et covariants, si l'une quelconque des formes de ce système
est

«' == (i.^.y^-1- nw^x11-1 y-\- ————' (pa.r^-2 r2-1-. . . .

( 1 ) Le principe de cette application a été donné clans une série dn \o(os insérées
aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences, janvier 1887.
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et qu'on effectue la substitution

a 7 = X — W i Y , y = = W o Y .

tous les coefficients, dans toutes les formes du système, devien-
dront des^péninvariants.

2° Cette transformation des coefficients étant ainsi opérée, tout
procédé de formation d'un péninvariant du système donne, par le
fait même qu'on récrit, une syzygie entre le covariant correspon-
dant, multiplié par une certaine puissance de w (celle précisément
qui convient pour rétablir rhomogénéité), et les covariants dont
les péninvarîants figurent dans la composition des coefficients
employés.

3° Étant donnée une syzygie entre des formes du système, on
peut toujours la considérer comme exprimant qu'un certain cova-
riant composé, d'ordre m par exemple, est identiquement nul; dès
lors, le second, le troisième, ..., le /n161"® coefficient de ce covariant
composé, sont aussi identiquement nuls, ce qui permet décrire
immédiatement m nouvelles syzygies, en général distinctes de la
première.

Je m'appuierai enfin sur ce théorème :

Si Von ajoute à un système quelconque de formes binaires
indépendantes une forme linéaire, les seules formes nouvelles
qui s9 ajoutent aux formes covariantes et invariantes du sys-
tème primitif sont celles qu'on obtient en opérant avec la forme
linéaire ajoutée sur chacune des formes, tant indépendantes
que covariantes, de ce système primitif y savoir une fois sur les
formes linéaires; une fois, et deux fois sur les formes quadra-
tiques; une, deux et trois fois sur les formes cubiques, et ainsi
de suite. En particulier, il s'introduit précisément autant
d'invariants nouveaux qu'il existait de formes distinctes dans
le système primitif,, savoir les résultants de chacune de ces
formes et de la forme linéaire ajoutée.

La démonstration de ce théorème, sous un énoncé un peu diffé-
rent, se trouve dans la Théorie des formes binaires de Clebsch
(§5S); on peut d'ailleurs l'établir très simplement, sans l'inter-
vention du calcul symbolique, de la manière suivante :

Soit
u == ciQX -h a\y
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la forme linéaire indépendante ajoutée, et

v == VoXP-^-pv^xP-^y •+-...

un quelconque des covariants (ou invariants) qui s'introduisent
ainsi. Le péninvariant (ou invariant) ̂  contiendra les coefficients
de u à un degré q différent de zéro ; on pourra donc Récrire

VQ = a^SQ -h qaï~1 ai s^ -h q g^ a^-2 a\ s^ 4-... + a? 5y,

^o» ^n • • • ̂ ne contenant plus que les coefficients des formes indé-
pendantes composant le système primitif. On sait que v^ doit,
pour être un péninvariant, satisfaire à l'équation différentielle

dvQ dvQ
ŒQ -— -|- —— = o,dâi dz '

où -^ désigne un ensemble d'opérations de dérivation qui ne

portent que sur les coefficients autres que OQ et a^ Cette équa-
tion différentielle peut donc s'écrire

^o [^r1 ^14- ̂ Ar2 ̂ n —. •+^r1 J

-a^-^-la-â+y-^)a^2^â-•--?£
Mais, pour que cette équation ait Heu identiquement, il faut que

les coefficients de a^ a^-1 a< , .. ., a\ s'évanouissent identique-
ment; ce qui donne le système de conditions

dsQ
^==-^

=—(y—i )^
dsi
az
dsî
^=-(y-2).3,

^____1 - ç

dz ~~~sft'

ds, ^
dz ~°'

Or ces relations sont précisément celles qui sont nécessaires et
suffisantes pour définir les q premiers coefficients d'un covariants
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qui ne dépend plus que des formes du système primitif, savoir

s == SqXP^i—(p-\- q)sq-^xP+<l-iy 4-...
^ ̂ ^<y)^-^-i)...^+i)^^^^ ^

(l'ordre /j + y de ce covariant se trouve déterminé parla condition
que sa source Sq ait le poids convenable, étant connu le poids de VQ ).

Si l'on opère q fois avec u sur ce covariant s qui faisait donc
partie du système primitif, c'est-à-dire si on lui applique l'opéra-
leur

y d^ y_i dv a d^a' -,— — qa'Q a\ -,———— -4-... =i= a { —,— ?0 dyl •< 0 ûÇyy-i dx 1 dx^

le covariant obtenu aura pour coefficient de xP

^•{P -r-^Kp-^-q—1)" ' ( P +1) (<4^o+ ^lû/r1 a! ^i+-. .4- a?^),
c^est-à-dire précisément ^o» à un coefficient numérique près; il ne
diffère donc de v que par ce coefficient numérique.

Il est ainsi démontré que tout covariant v du système complété
par l'adjonction d'une forme linéaire indépendante peut s'obtenir
en opérant un certain nombre de fois avec cette forme sur un des
covariants du système primitif; ce qui équivaut à l'énoncé donné
plus haut.

2. Cela posé, soient données les quatre formes indépendantes
, « == OQ X + ai Y,
\ u'=a'^ -+- a'iY,
j V ==^oX2-r-26iXY-r-&2Y2,

( v'= 60X24- 'ib\ XY-+-^Y2.

Effectuons la substitution X = = = * y — a \ y ' ) Y==0oy, dont le
déterminant est Oo, source de la forme u. Il vient

u == UQ x, u = UQ x 4- Ay,
( 2 ) v = VQ a"2 -(- 2 TTo .ry -4- Ay2,

r' =-= ̂  .yS _i- 9^^ ̂ y _;._ ^\' ̂ y2^

en posant
A == <^o <i ^ — CTI ̂ 0.

'Ko = Oo ^i — rti^o-

(3) < 'ïîo == ^o^i —ai 6^.
A ==rt j6o— ïa^a^h^-{-a^bî?
A' = a^ ^y — 9. an rti ̂ , -J- ag //g.
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et, en écrivant UQ, u^ ^o» ^o au ^leu ^e ^o? û^p ^o? ^o? P01111 rappeler
les formes dont ces coefficients sont les sources, A, A, A' sont évi-
demment trois invariants, savoir les résultants de u et de chacune
des trois formes fondamentales ù', v, ̂ ; TCQ et ^o sont des pénin-
vanants, sources des deux covariants TT et TC', qui sont évidemment
le jacobîen de u et v, et celui de u et v\ Ces jacobiens sont en
effet définis par les opérations

du dft du dv du, dv' du dv'
dx dy dy dx9 dx dy dy dx '

lesquelles donnent respectivement

IUQ^QX-^- \.y\ lUo^x + A^).

Nous pouvons donc les écrire ainsi

(4)
v. = TÎQ x + Ay,

TC' == 'K^X + A'y.

Construisons d^abord les formes du système partiel composé
seulement de v et de v'\ Ces formes consistent, comme on sait, en
trois invariants, savoir les discriminants D et D' des deux formes,
et un invariant commun

1 = ^o^g-h b^b'Q—ib^b\ ;

plus un seul covariant, le jacobien de u et u\ que je désignerai
par G". En prenant u et id sous les formes données par les équa-
tions (a), on a immédiatement les trois syzjgies

(5) u^D ==Ap —^
(6) u^D'^: AV—TC^

(7) M2! =Ap r -^ -A 'P—-2TC7Z' .

Si l'on forme les syzygies dérivées, en écrivant que les second
et troisième termes des covariants identiquement nuls

i^D—AP4-7T2, u^D'—AV-4- it'2, M 2 !—At^—A' p 4- a-jn^

sont également nuls, on n'obtient aucune sjzygie nouvelle, mais
de pures identités.

Le jacobien cr de v et v ' est défini par l'opération

dv dv1 dv dv'
dx dy dy dx

XV. 4
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qui donne

4[(^o^ T o— p o T C o)^ 2 -^ - (A / Po—Apo) .cy-+- (A / 7^o—A-ïTo)JK 2 j .

Le coefficient de x2 fournit immédiatement la syzygie

(8) MŒ = V^— (/7T,

qui relie (T aux formes déjà trouvées. Le second et le troisième
coefficient de (T devant être aussi des péninvariants, il faut que
A7 VQ — A(^, A'TCO — AT^ soient divisibles par UQ , désignons par/?,
rie covariant linéaire et Finvariant correspondants; nous avons

immédiatement, pour définir ces deux nouvelles formes, les deux
syzygies

(9) up = K ' v — Ap',
(10) uV = A^—ATT'.

En effectuant les calculs, on trouve pour le pénin variant /?o,
source de p y et pour l'invariant F, les valeurs suivantes

PQ-= a^b^V^— ^2^0) 4- '201(6160 — b()b\),
r = = a g ( 6 i & 2 — 62^1) 4-aoai (62 6o— ^0^2) +aK&o ̂ 1—^1^0 )•

Les expressions complètes des covariants T et p sont d^ailleurs,
en vertu de (8), (p), (10) et (2).

( ^ =^x^^-pQxy-^-Ty\
( p==pQx +2ry.

r est évidemment le résultant de u et <r, et p le jacôbien de u
et <r.

Multiplions les deux membres de (10) par STC, remplaçons ir2

et 27TTC' au moyen de (5) et (7), puis A! v —A^' au moyen de (9);
nous pourrons diviser par u, et nous obtiendrons la syzygie

(12) iTTc= Ajo-+- iA(AI—2A'D) .

En multipliant (10) par 271:' et utilisant de même les relations
(6), (7) et (9), on obtient la syzygie analogue

(13) a rT^A^—i^A' I—sAD^) .

Enfin, multipliy.nt(io) par aF, remplaçant iT^ et 2 F 71'au moyen
de (12) et ( i3) et divisant par 2u, il vient

(14) ^ 2 = A A 4 - A / 2 D — A 2 D f .
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C'est la première des relations entre invariants que nous nous
proposions d'obtenir.

3. D'après le théorème démontré plus haut, nous connaissons
déjà toutes les formes du système qui ne comprend pour formes
fondamentales que M, v et v ' . En effet, le système de v et v ' n'admet,
en dehors des invariants D, D' et I, que le seul covariant (T. En
ajoutant la forme fondamentale u, on n'introduit que les formes
obtenues en opérant avec u une et deux fois sur v, sur ^ et sur <r,
soit en tout six formes nouvelles ; l'opération en question se réduit
d'ailleurs ici à une différentiation par rapporta y\ et elle donne
les trois covariants linéaires TC, r! et/?, puis les trois invariants A,
A',r.

Toutefois, avant d'introduire la quatrième forme fondamen-
tale fil', je vais tirer des syzygies trouvées plus haut quelques autres
svzygies, qui nous seront utiles dans la suite.

Si l'on multiplie (8) successivement par air et 21^, qu'on rem-
place 7î2, TTTC', Ti:'2 au moyen de (5), (6), (^), et qu'on tienne compte
de (9), on obtient, en divisant par u, les deux syzygies

(i5) 2TC (T = vp -r-uÇiDv'—Ip).
(l0) '2TC'(T = V ' p -+- U ( Î V ' — l ' D ' v ) .

Si l'on multiplie (8) par 20-, qu'on remplace 27:0- et 27^7 au
jieyen de (i5) et (16) et qu'on divise par 2^, on obtient

(17) (T^rs ÏVO'— D^2— D'^2,

syzygie d'ailleurs bien connue dans la théorie de deux formes qua-
dratiques binaires simultanées.

Multiplions (10) par 2T, remplaçons 271:7 et 27t'o- au moyen de
( i5 ) et (16), A! v—A(^ au moyen de (9), et divisons par u ; il
viendra

(18) 2^(^=^ 2 -^ - (2AD' -—A'I )P+(2A / D—AI)^ .

Les syzygies (5), (6), (y), (12), (i3), (i4), (i5), (16), (17) et
(18) permettent d'exprimer en fonction des formes droites

(^(/ ,p,A,A',D,D',I) ,

du système restreint que nous avons considéré jusqu^ici, tous les
carrés et produits deux à deux des formes gauches (o-, TÎ, TT\ F) de
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ce système. Pour plus de commodité, j'ai désigné les formes gau-
ches par des lettres grecques, et les invariants par des majuscules,
notation que je continuerai à appliquer dans la suite de cette étude.

En éliminant deux des formes gauches entre les trois syzygies
qui donnent leurs carrés et leur double produit, on peut obtenir
six syzygies entre formes droites, mais qui se réduisent à deux
distinctes, savoir : la syzygie (9) et la suivante :

(19) p2-^- u^(l^— 4DD') -+- 2(2AD'— A ' I ) v 4- 2(2Â'D — AI) P'= o.

Formons maintenant les syzygies dérivées de (i5), (16), (17),
(18). Les seconds termes de ( i5) et (16) donnent respectivement

(20) A Œ —TV == M(2D7:'——l7T),

( 2 1 ) A'Œ-—IV= UÇI-K'——ÎÎ)'^).,

Les troisièmes termes donneraient (12) et(i3). Le second terme
de (17) donne

(22) jocr+(2D'p— I^)•Tc-}-(2Dp r— ïv)'K' = o.

Le troisième terme donne une relation qui se ramène à (18)
et (19). Le second terme de (18) donne

(23) ^7? -^ - (2AD'—A / I )T :4 - (2A / D—AI) -^ : r ==o

et le troisième terme ramène à ( i4 ) - Enfin le second et le troi-
sième terme de (iq) conduisent encore à (a3) et (i4)-

De (18) et de (19) on tire

(23 bis) 4 r Œ = ^ 2 _ ^ 2 ( i 2 _ 4 D D ' ) ,

syzygie qui montre en passant que les deux facteurs linéaires du
covariant T sont

p± ^ / l2_4DD\

4. Introduisons maintenant la seconde forme linéaire

u'-== Mo.y-4-Ay.

Nous avons à opérer avec elle sur chacune des formes trouvées
jusqu'ici, savoir M, p, ^/, 7t, T^, T et p .

En opérant sur u, nous obtenons l'invariant A, résultant de u
et u.
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En opérant une fois sur ^, il vient

2(^0^0— A ̂ o)-+-^(A Mo—A7ro)y,
ce qui nous apprend Inexistence d'un covariant linéaire 'ri1 et d'un
invariant B, définis par les syzygies

(24) U^"^U'fK—\V,

(a5) uB = A M f — A 7 ^ ,

l'expression complète de ^' étant d'ailleurs

(26) 7r"=TCo;y-+-By.

En opérant une seconde fois avec il! sur v ou, ce qui revient au
même, une fois avec u! sur î^, nous obtenons un nouvel invariant C,
défini par la syzygie

(27) uC == M'B—ATC".

En opérant de même avec il! sur v1\ nous obtiendrons évidem-
ment un covariant linéaire ^ et deux invariants B', C?, définis
respectivement par les syzygies

(28) u^"= u^'—Av',
(29) uB' =A'^—A^,
(30) uC' == u'B'—^v!",
et le covariant TC^ aura pour expression complète

(31) ^"^^x-^^y.

En opérant avec u' sur TC et TC', on retrouve les invariants B et B'.
Opérons maintenant sur (T; il vient

(^o^o—aACTo^-^arMo —Apo)y»

ce qui démontre l'existence d'un covariant linéaire p1 et d'un in-
variant A', définis par les syzygies

(32) up' = u'p —2A<r,
(33) u\'=ïYu'—Ap,

le covariant T/ ayant pour expression complète

(34) p ' ^ p ' Q X ^ - M y .

En opérant une seconde fois sur a-, ou une première fois sur//,
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nous obtenons l'invariant T ' , défini par

(35) a M r= M'A'—AT/.

(La présence du coefficient 2 se justifie par ce fait qu'en effec-
tuant les calculs on trouverait bien, pour F', une fonction entière
des coefficients primitifs.)

Enfin, en opérant avec id sur p y on retombe sur Pinvariant A\
Le système de formes est donc maintenant complet; il ne reste

qu'à établir les syzygies reliant les dernières formes introduites
entre elles et avec les précédentes.

5. 11 est tout d'abord aisé de voir que T " , v!'1', p\ G, G' et F7

jouent respectivement le même rôle, dans le système partiel
(^', v^ ç^'), que IT, T;', /?, A, A' et F, dans le système partiel (M, ^, v').
En effet, si l'on multiplie (8) par u!', qu'on remplace u'^' et U'T:
au moyen de (28) et (a4), il vient, en divisant par u^

(36) ^^(T==(>TCW—^Y',

qui est l'analogue de (8) : TC" et Ti" sont donc les analogues de TC
el^. D'autre part, en multipliant (9) par u ' y remplaçant A' u1 et Aï/
au moyen de (29) et (a5), tenant compte de (8) et divisant par M,
il vient

(37) u'p ==A(T-{ -B / p—B^,

d'où, comparant avec (32),

( 38) up' = K ' v — B v ' — Ad.

Si alors on multiplie (38) par u/, qu'on remplace u'Q et </B au
moyen de (3o) et de (27), qu'on tienne compte de (36) et qu'on
divise par u^ il viendra

(3g) u'p'^Ov—W,

qui est l'analogue de (9)5 et ainsi de suite.
Le second terme de (38) donne

(40) u\'= aB'-rc — iBw'—AT?;

d'où, comparant avec (33),

(41) B^--B'7t-T-r^==o.
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Le second terme de (4i) donne

(42) BA'—AB'- i - rA==o,

syzygie qui exprime le produit des deux invariants gauches F, A,
en fonction des invariants droits.

D'autre part, multiplions ( a4 ) P^ BS (12^) f^ — B, et ajoutons ;
il vient

^(B^—B-J^^ ^ ( B f ^ ^ — B T C f ) + A ( B ^ — B ^ ) .

Mais, en vertu de (4o) et de (3a), combiné avec (38); on a

B' TC — B TT' == ^ ( MA' 4- Ajo ),
B ( / — B ' P =—{(up'^-u'p).

La syzygie ci-dessus devient donc, en divisant par u,

(43) B'^—B^^^A'—Ap') == MF,

en vertu de (35). Cette syzygie (43) est l'analogue de (41)? et ^i1

ressortir l'analogie de r' avec r. Les invariants B, B' ne changent
pas, et A change seulement de signe quand on permute les coeffi-
cients de u et de n!.

Nous pourrions donc écrire immédiatement toute une série de
syzygies, analogues de celles qui ont été données précédemment;
je me bornerai à celle-ci, qui a lieu entre invariants,

(44) OB'—BC-t-Ar^o,

analogue de (42)-

6. On peut remarquer, en passant, que toutes les formes du
système complet peuvent s'exprimer en fonction rationnelle des
invariants et des deux formes linéaires indépendantes M, v!\ avec
une puissance de leur résultant A comme dénominateur. En effet,
les syzygies (a5), (29), (2^), (3o), (33), (35) donnent déjà les
covariants linéaires TÏ, ir', -îi", T^, /?, p\ exprimés de celte manière,
savoir

/ Aw ==A^—BM,
[ A^ ^A'u'—B'u,

ATC" =Bu' —Cu,
(Â5) A^^B^-CM,

Ap =2ÏV—A^,
\ AD' =A '^—2r i ( .
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Alors (28), (29) et (82) donnent, par un calcul facile,

(46) A2^ =A^2 —ïBuu' 4-CiA2,
(4;) A^^A^—aB'i^+C^2.
(48) A 2 Œ = = r ^ 2 —A'uu' -+-r^2.

A l'inspection de ces syzygies, on voit immédiatement que
AC — B2, A'C'— B'2, AC/+ ÇA'— 2BB' doivent être respective-
ment égaux à D, D', I, multipliés par une puissance de A choisie
de manière à rétablir l'homogénéité, ce qui donne les trois syzygies
entre invariants

(49) AC -B2 =DA 2 ,
(50) A'C'-B'2 ==D'A2 ,
( 5i ) AC7-}- ÇA'— 2BB' == IA2.

Le discriminant de T, formé au moyen de (i i), est

ror--^,
c'est-à-dire, d'après la syzygîe (28 bis),

DD'—^I 2 .

En le formant au moyen de l'expression (48), on obtient la
svzygie

(5-2) 4^ r—A / 2 ==(4DD'—I 2 )A 2 .

L'invariant commun de a- et de v^ formé au moyen de (2) et
de (i i), est donné par

Tv 4-A<r—JOT;.

Mais, en ajoutant les syzygies (10), (8) et (9) respectivement mul-
tipliés par v, A, — 'ît, on trouve

(53) rp-4-A<7—joTC =o.

L^invariant commun dont il s'agit est donc identiquement nul;
en le formant au moyen des expressions (46) et (48), on obtient
la syzygie

(54) Ar+Cr—BA^o.

De même l'invariant commun de 7 et ^/, égalé à zéro, donne

( '>5) AT—CT—B'A^o .
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Si l'on retranche (55) multiplié par A de (54) multiplié par A7,
et qu'on tienne compte de (4^), il vient, en divisant par F,

(56) CA /--AC /-+-AA f==o.

7. Pour former rapidement d'autres syzygies entre les invariants,
imaginons que, par une substitution convenable, on ait pris pour
nouvel y la forme linéaire ni\ de telle sorte que u^ devienne nul.
Les nouvelles valeurs des autres péninvariants seront données en
fonction de UQ et des invariants par les syzygies (45), (46), (47),
(48), en y faisant u= o, u'= o; savoir :

..=-!̂ , ,•.=-s-^, ^-Ç?, <=-£?;
,.=-&, ,;=-î^, ̂ , .;,̂ , ...SA

Mais toutes les syzygies trouvées ne doivent pas cesser d'être
satisfaites quand on y remplace les covariants par les péninvariants
correspondants, quelles que soient les valeurs particulières que
prennent ces péninvariants suivant la substitution employée. En
reportant les valeurs (5y) dans chacune des syzygies obtenues
entre covariants, on aura donc des syzygies entre invariants.

En opérant de cette manière sur les syzygies (5), (6), (7), (8),
(9)^ (^î on retrouve des syzjgies connues (49), (5o), (5i), (44),
(56) et (42). Les syzygies (12), (i3), (i5) et (16) donnent quatre
relations nouvelles, savoir :

(58) A A ' — î B F -4-(-2A'D-- AI )A=o,
(59) A'A'-aBT-^A'I — 2 A D ' ) A = o ,
(60) CA'—îBr-^CJ — 2 C ' D ) À = o ,
(61) C^V-2B'r+(2CD' — C'I ) A = = o ,

qui, d'ailleurs, se correspondent entre elles par la permutation des
coefficients de u et de u' ou de ceux de v et de v ' .

La syzygie (17) donne la suivante, analogue de ( i4)?
(62) r'2 = iccy-- 02.0'— C^D.

La syzygie (18) donne, en tenant compte de (5a), la relation
nouvelle

(63) r r==iBB'— w\y— K ' ^ D .
Les syzygies (20) et (21) donncnl également deux relations
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nouvelles, savoir :
(64) AF - Cr -^B'D—IB )A=o ,
(65) AT'—CT-HIB' —aBD^A^o.

Les syzygies (22) et (28) donnent encore les deux relations
nouvelles
(66) rA'= I(BCy-+- CB') — 2(BCDy•+. B'C'D),
(67) FA' ^(BA'-hAB^-^ABD^A'B'D),
qui se déduisent l'une de Vautre, en permutant les coefficients de
u et de ni'.

La syzygie (28 bis) ramène à (52); de même les suivantes con-
duisent à des identités ou à des relations déjà connues.

8. En résumé, le système que nous venons d^étudier comprend
en tout vingt-quatre formes, dont les degrés, par rapport aux
coefficients des quatre formes fondamentales u, ç^, ^', î/, sont
indiqués dans le Tableau ci-dessous :

i3 invariants

quadratiques...

linéaires..... . . (

. . . . . . . . . . . . . . . ,

2 droits.....
i gauche....

4 droits.....

4 gauches...

9 droits.....

4 gauches. ».

V. ....... 0 I 0 0

V ' . . . . . . . . 0 0 I 0

f f . . . . . . . . 0 1 I 0

U. . . . . . . . I 0 0 0

U' ....... 0 0 0 I

p........ i i i o
?'... ..... 0 I I I

TC ....... I I 0 0

Tt' ....... I 0 I 0

7^.. . . . . . 0 [ 0 1

' K ' " . ...... 0 0 I I

A. ...... 2 I 0 0

A' . . . . . . . 2 0 I 0

B. . . . . . . i i o i
B1....... i o ï i
C... ..... 0 I 0 2

C'. . . . . . . 0 0 I 2

D. . . . . . . 0 2 0 0

D'. . . . . . 0 0 2 0

I..... . . . 0 I 1 0

r........ 2 ï ï o
r....... 0 1 I 2

i A. . . . . . . . ï o o i
A ' . .^ . . . . ï ï ï ï

Les expressions de ces i3 invariants en fonction des coefficients
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des formes indépendantes sont les suivantes :

/ A = a26o—2a.)ai6i 4-a2 63, C == a'fb^ —'id^d^b^ 4- a^b.^
A'== aj6y —2000161 4-ag^, C'= a'^b'Q — 20o0i6i -^a^b\,

B == aïOi^o —(aoOl 4-ai0o)6, 4-000^62,
B' = ai a'i b'Q — ( OQ ai 4- ai a^ ) 61 + ao a'o 62,

D=6o^2—6î , 1=^2— ïb^b'^bîb'^ ^'^.b^—b'^
r = a§ (6162 — 63 6/l ) + ao ai (63 6o — 60 6; ) 4- a? (6061 — 616o ),
F = 0^(6163 - 6361) + a,a\Çb^b, - b,b\) + ̂ (6061 - 6i6o),

A = acâi — aiâç,

A'== '20000(6162 — 6 2 6 1 ) -+-(aoa\ -+- Oi0o)(^2^o —^0^2)
-t-2aiai(6o6i —6160) ,

Enfin les vingt syzygies qai relient ces i3 invariants se partagent
en 3 groupes, savoir :

9 peuvent être considérées comme exprimant les carrés et les pro-
duits deux à deux des invariants gauches (à Pexception du seul
carré A2) en fonction des invariants droits; savoir :

F2 ^AA' I—ASD'—A^D,
F2 = C C / I — C 2 D f — G / 2 D ,
A'2 = HAC'-i- CA7^- 2BB') — ^(A.'CD 4- BSD'),
rr = = B B / I — B 2 D f — B f 2 D ,
rA == AB' — BA',
FA =BC' —B'C,
FA' ==I(BA / +AB f )—2(ABD / 4-A / B / D),
FA' == I(BC/4- CB') — 2(BCD / -h B'C'D),
AA' ^AC'—CA'.

Trois autres syzygies expriment en fonction des invariants droits
les produits de A2 par D, D/, 1 :

DA2 = AG — B2, D'A2 = A'G'— B'2,
IA2=AC / +CA / —2BB r .

Les huit dernières sont des sjzygies gauches, c^est-à-dire dans
chaque terme desquelles entre un invariant gauche et un seul :

Ar+Cr—BA^o , AT'+CT—B'A^o,
Ar-- Cr + (2B rD — BI)A= o, . AT7— CT4- (B'I -- 2BD 7)A = o,

A A ' — a B r 4- (2A 'D—AI )A == o,
A^— 2BÏ4- (A'I — 2AD')A = o,
CA'—aBF^^I — 2 C D ) A = o ,
C ^ V — • 2 B ? ^ f 4 - ( 2 C D f — C ' I ) A = = o .
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9. Pour terminer, je vais appliquer les résultats obtenus ci-
dessus à la solution de la question suivante, solution qui sera im-
médiatement utilisable dans le domaine ternaire :

Etant données les mêmes quatre formes u, u', v^ v1 que ci-
dessus, exprimer en fonction de leurs i3 invariants les 6 in-
variants que possède le système des trois formes composées

(69)
(u) = ku' —k'u^
(p) = kv — M2,
( v' ) == k2 y' _ 2 kuu' + À-W,

considérées comme formes fondamentales; A-, k' étant deux
arbitraires.

Les 6 invariants à calculer sont : les discriminants de (y} et (^),
et leur invariant commun; je les désignerai par (D), (D'), (I);
puis le résultant de {u) et ((^), celui de (u) et (^'), celui de (u)
et dujacobien de {u) et (^) ; je les désignerai par (A), (A'), (F),
par analogie avec les notations employées ci-dessus.

Exprimons d'abord (^), (^) et {v') en fonction de x^ y et des
péninvariants du système des formes u, u^ v^ v^ au moyen des
équations (2). Il vient

(70)

(u) ==(kuo —kuQ^x-^k^y,

(v) = (Âvo— u^x^-^ikTtQxy-^k^y^,
(V) == (/:2 ̂  —— 2^0 U'Q -f- /<:' ̂ § )^2 + 2Â-(/:TCo — A «0)^7 -r- ^^Y'2'

Nous bavons, pour obtenir (A), (A7), (D), D'), (I), (F), qu'à
faire dans celles des expressions (68) qui donnent A, A7, D, D^
l,r,

CTO == Â:î^o — k' UQ-, ai = À'A,

&Q == kvo — u^ bi == /"'TTo, ^2 = ̂ A.,

b'Q ^k^VQ—ikuQU'Q-r-k'u^ b\ = k(k^—Auo), b^^k^A.'.

Mais de plus, puisqu'il s'agit de calculer des invariants, rien
n'empêche de supposer qu'on ait préalablement pris H' pour
nouvel y, ce qui donne aux péninvariants ?<y, ^o? ^(P ^o? ^o ^es va"
leurs (37); et eu remplaçant UQ^ qui figurerait en facteur commun,
par l'imite, on en conclul qu'il suffît de faire dans les expres-
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sions (68)

OQ =—^, a i==Â'A,
1 À-G-A2 /:B

(71) < 0 ~ A2 ? ^"--AT^ ^=Â:A,
„ Â^C+^A^ 7cB'+A2 _ , _ ,bo:=——-^——? b\^—k——-^——, ^==À-2A'.

On trouve ainsi successivement, en utilisant les syzygies entre
invariants données plus haut,

/ (A) ==X: [^C—îkk'B -i-À^A —/cA2] ,
(A / )=Â:2[Â-2C f ——2Â:Â: / B / -^ -Â: / 2A f —Â: 'A2] ,

(D)=/:[ / :D -A],
w / (I) =^ [^l -/ :(A'+9.B)+^A],

(D /)=/:2[^D /—2Â:B /4-Â- /A' —A2] ,
(F) =X:3 [ / c2 r—À-^A / +X: 7 2^+Â- (B f —G)A4-^ (B-A r )A4-A3J .

Telles sont les expressions demandées.


