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Sur le rapport anharmonique d'une courbe du troisième ordre ;
par M. JAMET.

(Séance du 19 janvier 1887.)

1. On connaît le beau théorème de M. Salmon, relatif aax
courbes du troisième ordre : Le rapport anharmonique des
quatre tangentes que Von peut mener à une courbe du troi-
sième ordre, par un de ses points y est constant pour tous les
points de la courbe. Je me propose d^en indiquer une démonstra-
tion, fondée sur le théorème suivant : L'équation différentielle

dv
-'--h-Ayî-i-By+C^ o,
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où A, B, C désignent des fonctions données de x^ est telle que
le rapport anharmonique de quatre de ses solutions est con-
stant, et réciproquement. (EM. PICAVD, Annales de l'École Nor-
male supérieure, 2e série, t. VI, p. 341-343.)

2. Notre démonstration consiste en ceci : On sait que Inéquation
(Tune courbe du troisième degré peut toujours être transformée,
par voie d'homographie, en une équation de la forme

a y9 = .y3 — p x1 -+- q x -4- r =^ f( x ),

et il suffît de démontrer le théorème pour une courbe représentée
par cette équation. Soit donc

y == u X 4- V

Inéquation d^une tangente à cette courbe : l'abscisse du point de
contact devra vérifier les deux équations

( i ) a(ux^-v)2=f(x),

(i) iau(ux 4- v) =f'{x).

Soit, en outre, ç l'abscisse du point, dînèrent du point de contact,
où cette droite rencontre la courbe; la variable S; doit elle-même
vérifier l'équation

(3) ^(^-^-/(O.

Considérons u, ^, x comme des fonctions de Ç définies par les
relations (i), (2), (3); ces fonctions devront aussi vérifier l'équa-
tion
, ,. du dv
(4) ^+^==0

qu^on déduit, par différentialion, de Inéquation (i), en tenant
compte de Inéquation (2). Elles doivent encore vérifier l'équation

(5) ^a^^.)^^-^)-/^)

déduite, par diflerentiation, de inéquation (4).
Siron retranche membre à membre les équations (2) et (3), que

l'on remplace, dans l'équation résultante, -^ p a r — x — [expres-

sion déduite de l'équation (4)'|? et qu'enfin on supprime le facteur
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commun Ç — x, on trouve

2a^-+-2a(^+^)^ =//'(^)-+- ̂ ^^r^)

100 bîen

(6) ^ai^-^îaÇu^ -h^) „ == 3(Ç -4-aQ 4- 2/?.

D'autre part, si l'on retranche les équations (3) et (i) membre
à membre et qu'on supprime encore le facteur ç — x ^ on trouve

^[^(^+^)+2^=//(^)+s^///(^)+(-^-î)2/w(rr).

Puis, si l'on retranche membre à membre cette dernière équa-
tion et l'équation (2), on trouve, après avoir supprimé encore le
facteur ç — *r,

(7) a^ = y'(x) + -s a - ̂ rw = ̂  + ^ +^.
Éliminant x entre (ti) et (7), on trouve

, i. .du 3 ̂  + D au^"(«^O^-2-^--^-

Ervftft, à cause de l'équation (3),

(8) /a$ = ^——^ - - a ^ .
^ 4//'(0 4//(.S)

Posons

(9) v / ^^=^
l'équation précédente devient

(10)
^0 _ 3g-h7? Qa

^ ~ 477^1 "~ 477^'

3. Je dis maintenant qu'il existe, entre 9 et ^, une relation algé-
brique, du quatrième degré par rapport à 9. En effet, cherchons
la condition pour qu'une droite, issue du point ç, Y^, situé sur la
courbe, lui soit tangente en un autre point. Soient

x= \ +Xp,

y = ̂  + v-p
les équations qui définissent cette droite. Si l'on substitue ces
expressions de x et de y dans l'équation de la courbe, et qu'on
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tienne compte de la condition

(îi) ^^==/(0,
on trouve une équation qui, par rapport à p, est du troisième»
degré. Elle admet, comme on devait s'y attendre, la solution p •== o :
supprimant cette solution et cherchant la condition pour que les
deux autres racines soient égales, puis faisant y. = \u dans l'équa-
tion de condition, on trouve

(3 $ -4- /?—aM 2 ) 2 —4(3Ç 2 4- -ip^ -+• q —iauf\) = o

et, à cause des formules (9) et (i i),

(3^p-^)2-i[3y^^+q--9.^f^)]=o.
Toute racine de cette équation est une fonction de ç qui doit vé-
rifier l'équation différentielle (10). Donc, en vertu du théorème de
M. Picard, le rapport anharmoniqiie de ces quatre racines est con-
stant; mais, à cause de la formule (9), ce rapport anharmonique
est égal à celui des qaatre valeurs correspondantes de u.

Le théorème est donc démontré.

4. Si maintenant on veut calculer l'un des rapports aïiharmo-
niques constants des quatre tangentes mobiles considérées, on
calculera celui des quatre tangentes parallèles à l'axe Oy : l'une
d'elles est rejetée à l'infini et coïncide avec la tangente d'inflexion;
les trois autres touchent la courbe aux points où celle-ci touche
l'axe O.r. Si donc on désigne par a, p, Y les racines de l'équation

f{x) =-- o,

l'un de ces rapports sera égal à

ï — «
T"^5

et l'on vérifiera sans difficulté que ce rapport est égal au carré du
module des intégrales elliptiques appartenant à la courbe donnée.


