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Sur les rayons de courbure de deux courbes qui rencontrent
les tangentes d'une troisième courbe sous des angles liés par
une relation donnée ( < ) , par E. HABICH, Directeur de l'École
des Mines de Lima.

(Séance du 6 mai i885.)

I. Soient (E) une courbe plane donnée et (T) et (T i ) deux
autres courbes qui rencontrent les tangentes de la première sous
des angles dont les compléments y. et y.ç sont liés par Inéquation

(0 /(^ ^l )=0;

^ et (JL, sont évidemment les angles formés par les normales aux
courbes (T) et (T\ ) avec les tangentes de la courbe (E). Nous ap-
pelons la ligne (E) courbe de référence et les lignes (T) et (T\)
transformées, Fune de Fautre, par rapport à la courbe (E) et
suivant le procédé défini par l'équation (i).

Si la courbe de référence (E) se réduit à un point, on rentre
dans les coordonnées polaires.

Appelant ds Farc élémentaire d'une courbe (T), correspondant

à l'angle rfô des tangentes, tracées par ses extrémités à la courbe
de référence (E) ; n = MN la longueur de la normale comprise

(1) Voir Annali di Matematica, t. II, p. i38; Milan, 1868, et Études cinéma-
tiques^ p. 4o; Paris, 1879.

XIII. l3.
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entre M et le point N où elle rencontre la normale en 0 à la courbe
(E); p et de le rayon de courbure et Pangle de contingence de la
ligne (T); on a les relations connues

(2) ds = ndQ ==pâ?£,

(3) û?Q = d\ï. -4- û?e ;

d'où
, ̂  dy. ds, n p — n
(4) 30=I-36=I-p==!-p-•

Difierenliant l'équation (i), par rapport à Pangle polaire 9,

(5) -^^+-^^-0/ à^ rf6 ' à^ dQ ~~ î

où

(6) y : - y = ^ = _ x
op. ojjii ap.

et, combinant avec (4) et (5),

(7) P-^-^P^^o.
P Pi

Projetant en L et L< sur la droite MM, 0 les centres de courbure
K et K<, on trouve

P — n ̂  NK ^ PL pi—7^1 _ NiKi _ OLi
p MK ML e pi ~" MiKl ~ M7LT'

et la relation (7) devient

OL^ . OLi
ML ~ MiLi*

Traçant la droite KO, qui rencontre la perpendiculaire K,Li en
H, on trouve

PL _ j0 _ , ML
OLi ~ KLi ~ MiTi'

d'où
KL . HLi
ML ~~ MiLi

et, par suite,
t a n g p . = = = X t a n g Ç ( Ç = = H M i O ) .

Au moyen de cette relation on peut déterminer le centre de
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la courbure de la transformée (T), lorsqu'on connaît celui de (ï)
ou vice versa.

Cherchons maintenant la forme de la fonction des angles (ï),
pour le cas où les centres de courbure de deux lignes (T) et (T<)
se trouvent sur une même droite passant par le pôle correspondant
de transformation 0.

Pour cela, il faut que les angles

L i M i H = K i M i L i , $ = ( A ,
et

t a n g Ç = t a n g ( A i ;
d'où

tangp. == ± X langui.

Remplaçant \ par sa valeur (6), on aura

^ _ ^i ^
tangpL ^~ tangp.i ï

et,intégrant,

(8) sin ( JL—c sin (AI == o

et

(9)' sin (A sin (AI = Ci.

On satisfait à la condition demandée, de la correspondance des
centres de courbure, des transformées (T) et (T< ) par les relations
(8) et (9) ou par une fonction quelconque ( ï ) du rapport c ou du
produit c\ des sinus des angles y. et y.^ (c< << ±: ï).

Les cas de similitude et de l'inversion sont compris dans la rela-
tion (8) et correspondent au rapport c égal à •+-1 et à — ï.

I. Application aux caustiques par réfraction. — Considérons
la courbe (D), lieu des intersections des normales aux points cor-
respondants M et M< de deux transformées (T) et (T<) ; on a

MD : MI D = sin (AI : sin (JL,

c'est-à-dire que le rapport des distances d'un point D de la ligne
(D) aux deux courbes (T) et (T<) est égal à celui des sinus des
angles que forment ces distances MD et M^D avec la droite qui
réunit les points correspondants M et M^.

Il s'ensuit que, à une équation homogène entre les distances
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MD et M < D correspond une équation homogène entre les sin (JL et
sin (JL^ et vice versa.

En particulier, si le rapport de deux distances MD e t M < D était
constant, la ligne (D) serait la dirimante (la réfringente) des rayons
lumineux incidents normaux à la courbe (T) et qui, après la réfrac-
lion, seraient normaux à la courbe (T^); —(T) et (T<) senties an-
ticaustiques des rayons incidents et des rayons réfractés et leurs
développées les caustiques de ces mêmes rayons ( < ) .

Comme le cas considéré correspond à la fonction des angles (S),
on a ce théorème : Que la droite qui réunit les points corres-
pondants M et MI de deux anticaustiques (T) et (T<) et la
droite KK-i qui réunit leurs centres de courbure (points corres-
pondants des caustiques) se rencontrent au point 0, où la
droite MM < touche son enveloppe (E).

(') Annali di Matematica, p. i4i-i45, 18


