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Sur la réduction des intégrales hyper elliptiques;
par M. E. GOURSAT.

( Séance du 6 mai 1880.)

La réduction des intégrales abéliennes aux intégrales ellip-
tiques ou à^des intégrales abéliennes de genre inférieur a fait, de-
puis quelques années, l'objet d\m grand nombre de Mémoires.
Je citerai en particulier les travaux de M. Kœnigsberger, de
M. Picard ^Bulletin de la Société mathématique, t. XI), de
M"*® Kowalewski (Acta Mathematica, t. IV) et un article récent
de M. Poincaré dans le Bulletin, où il expose deux beaux théo-
rèmes dus à M. Veierstrass. La plupart de ces géomètres se sont
placés au point de vue de la théorie des fonctions 8 de plusieurs
variables. Dans le travail ci-dessous, la méthode suivie est au con-
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traire purement algébrique; je me borne (Tailleurs aux intégrales
hyperelliptiques, et j'obtiens quelques résultats qui me paraissent
dignes d'intérêt.

1. SoitP(^) un polynôme entier en*r, n'ayant que des facteurs
linéaires simples. Si dans le radical ^/P(^) on remplace x par
une fonction rationnelle y (^ ) d'une nouvelle variable ^, on a
identiquement

/PTï)=^)v/Q^),

A ( ^ ) désignant une autre fonction rationnelle de t et Q(^) un
polynôme que l'on peut supposer composé de facteurs du premier
degré tous différents. Il est aisé de trouver d'où proviennent ces
facteurs linéaires. Supposons d'abord que P(x) soit de degré pair
' i p ,

PC.Î?) == A(x — ai}(x — 03).. .(.r — a^p)

et soit

^=^(t)==^

U et V désignant deux fonctions entières de t. On aura

V/P(ï) = ̂ v/(U-aiV)(U-a2V)...(U-a^V);

il est clair qu'on pourra faire sortir du radical tous les facteurs li-
néaires d'ordre pair de multiplicité des différents polynômes
U — <^V, et tous les facteurs d'ordre impair de multiplicité reste-
ront une fois sous ce radical. Donc, les facteurs linéaires de Q(^)
correspondent aux racines d^ ordre impair de multiplicité des
diverses équations

U — OfV = o (i == i, 2, 3, ..., ïp).

Supposons, en second lieu, que P(.z*) soit de degré impair ip — i,

P(v) = A(.r--ai)(^—a2)...(.r—a2/,-i),

et soit toujours .r === „;• On aura, dans ce cas,

/P(ï) - ̂  /V(U-atV)...(U-a^_iV);

les facteurs linéaires de Q{t) proviennent donc des racines d'ordre
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impair de imilliplicilé de l 'équation Y == o et des diverses équa-
ti on s

U — a , V = o ( î = = i , 2 , 3 , . . . , 2 7 ? — i ) .

On peut réunir les deux énoncés en un seul en considérant
P(<z-), lorsqu'il est de degré impair, comme la limite d'un polynôme
de degré pair dont une racine* serait devenue infinie, ou mieux, en
posant dans tous les cas

P(;y)== A ( ^ — a i ) ( ^ — a 2 ) . . . ( ^ — 03^),
...»

«i, Oa, . • ., a^p étant 2/? quantités différentes et x—oo devant
être remplacé par l'unité. Il est clair que tout polynôme n'ayant
que des facteurs simples peut être mis sous cette forme, et d'une
seule manière. Grâce à cette convention, l'énoncé précédent s'ap-
plique à tous les cas; les facteurs linéaires de Q(^) proviennent
des racines d'ordre impair de multiplicité des 9.p équations

^(t)== ai {i—.\, 2, . . . , a/?).

Dans chacune de ces équations, nous tiendrons compte du de-
gré de multiplicité de la racine ^ = = 0 0 , si elle se présente. Soient D
le degré de y(^) et N( le nombre des racines de degré impair de
l'équation y(^)==â^, il est clair que la différence D — N / est un
nombre pair, et par suite

<=2p

-^D-^N,
< = i

sera aussi un nombre pair, ce qui exige que

i=îp

P'
le soit également. Si aucune des équations précédentes n'admet la
racine t == oo à un degré impair de multiplicité, on voit que le
nouveau radical portera sur un polynôme de degré pair. l ien serait
autrement si l'une des équations çp(<)== ai admettait la racine
t == oo à un degré impair de multiplicité. Mais on voit ainsi que le
cas où Q(<) est de degré impair s'offre comme un cas particulier,
celui où une des racines est devenue infinie.

XIII. 10
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Pour conserver la généralité, nous écrirons

Q(0 = B ( < - & i ) ( < - 62).. . (< - ^y),

&,, 635 • • • y b^q désignant a q quantités distinctes, qui représentent
les racines d'ordre impair de multiplicité des diverses équations
y(^)===a/ , et t—oo devant être remplacé par l'unité. On a du
reste la relation évidente

i=îp

( I ) ^N,=2^.

1=1

De la discussion précédente il résulte que le cas d'un polynôme
d'un degré impair se ramène au cas d'un polynôme d'un degré
pair et supérieur d\ine unité au degré du premier. C'est ce dont il
est aisé de se rendre compte directement; en effet, étant donné un
radical carré portant sur un polynôme de degré impair, une sub-
stitution linéaire effectuée sur la variable donne en général une ex-
pression dépendant d'un radical carré portant sur un polynôme de
degré pair. Les ï p racines du nouveau polynôme correspondent,
par la substitution linéaire effectuée, aux ip — i racines du pre-
mier et à la valeur oo . Il est donc naturel d'ajouter une racine in-
finie aux ïp — î racines finies de ce premier polynôme.

2. En remplaçant toujours t -— oo par l'unité, le premier membre
de chaque équation y(<) == a,i se présentera sous la forme

Â-=2<7

Y^(t-bkyî[(t--c^(t-c,)...(t-cn,)y,
k=i

les nombres /^ ayant l'une des valeurs o ou î , et les quantités
Ci , Ça, • • • » c/ii n'étant pas forcément distinctes entre elles ni toutes
différentes des quantités 6,. A la relation (î) on peut joindre im-
médiatement les suivantes :

( î ) D == NI 4- 2^i= N2+ 27l2==. . .= N,+ 2/ î (=. . .= N2^0-h in^p.

On obtient une nouvelle relation en appliquant une formule
générale que j'ai démontrée antérieurement (^Annales de l'École
Normale, 3e série, t. II, p. 40)- Celte formule est la suivante

22 (r — î ) === a/? — 2,
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n désignant le degré d'une fonction rationnelle quelconque fÇt ')
et r l'ordre de multiplicité d'une racine finie ou infinie de l'équa-
tion f(t) = m, le signe S s'étendante toutes les valeurs de m pour
lesquelles l'équation f(t) == m possède des racines multiples. Ap-
pliquons la relation précédente à la fonction ^ ( t ) servant à la
transformation. Si les ni quantités c< , c^ ..., c^ sont toutes dis-
tinctes et différentes des quantités bi, l'équation ^ ( t ) == di aura /?/
racines doubles et les termes qui dans 5(/* — i) proviennent des
racines de cette équation auront une somme égale à n/. Si les quan-
tités a n'étaient pas toutes distinctes, ou que quelques-unes
fissent partie des &/, cette somme serait plus grande; il suffit,
pour s'en assurer, de remarquer que, lorsque deux racines viennent
se confondre, quels que soient leurs ordres de mult ipl ic i té ,
5(/'— i) augmente. Ou aura donc,

i.-îp

(3) ^^4-A- îD -9.;
i==l

A désigne un nombre entier qui, d'après la formule générale, ne
pourra être négatif. Ce nombre ne sera nul que si toutes les
quantités a sont différentes entre elles et différentes des quantités
bi pour toutes les équations y(^) = di et si, en outre, l'équation
fû(t)=m n'a que des racines simples pour toute valeur de m,
différente des valeurs a<, a^ ..., a^p.

Les équations (i), (2), (3) suffisent complètement à la discus-
sion du problème.

3. Le polynôme P(^c) étant donné, ainsi que le nombre entier y,
imaginons que l'on connaisse un système de solutions des équa-
tions (i), (a), (3) et que l'on veuille calculer les coefficients de
la fonction rationnelle y(^). On disposera en tout de

,=îp
^-+-27? +27-1

1=1

coefficients indéterminés et les équations cp(^)==a, donnent lieu
a

(ap-^)(D4-i)
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équations de condition. Or des équations (i) et ( ^) on tire

i^îp

( 4 ) î^Tit-^ iq = ajoD,
*= i

et, en remplaçant dans Inéquation (3) S^ par

i=2p

2/?D—2y -^no
*=i

il vient la nouvelle formule
l=2/»

ipD — 2 q —- ̂  /i(-l- A == ï D— -2
i=i

qui peut aussi s'écrire

i=îp

( 5 } ^> /i(-+- 2/> -\-iq — ï ==(2jo — îVD -(- 1)4- A -h 3.

On voit que le nombre des coefficients indéterminés dépasse le
nombre des équations de condition de A4- 3 unités : on en dé-
duira donc en général une fonction rationnelle répondant à la
question et contenant A -4- 3 paramètres arbitraires. Il est évident
a priori que, s'il y a une solution, elle doit contenir au moins
trois coefficients arbitraires; si en effet la fonction y(^) est une

solution, il en sera de même de ^(€-—,)•

Écartons d'abord le cas particulier où p= ï . Alors, quelque
soit le polynôme Q(<)? il existe une infinité de fonctions ration-
nelles, telles que l'on ait

v/P(ï)==<KOv/Q(ï);

si P(^) •== A.(x — a< )(*r — a^\ il suffira de poser

^Q«)[y*«)P,

y, désignant une fonction rationnelle arbitraire de t, et il est aisé
de voir que l'on a ainsi toutes les substitutions rationnelles répon-
dant à la question. Pour faire disparaître l'irrationnalité, il suffira
de supposer Q == ï .
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Dans ce qui va suivre, je supposerai désormais les nombres p
et q supérieurs à l'unité.

4. Si dans l'équation (3) je remplace

i==îp

2-
i=l

par sa valeur pD — q tirée de l'équation (4), il vient la nouvelle
équation

(6) (p— l)D-+- A == q — 2 ,

dont on déduit les conséquences suivantes :
i° Supposons/? === q === 2, on aura A ==== o, et l'on trouve pour les

équations (i), (a), (3) une infinité de systèmes de solutions qui
conduisent précisément aux transformations de Jacobi pour les in-
tégrales elliptiques de première espèce.

2° Soit/? == 2, q > 2, de l'équation (6) on tire A = = y — i et l'on
a encore une infinité de systèmes de solutions pour les équations
proposées; on en déduit une infinité de substitutions rationnelles
conduisant d'un radical portant sur un polynôme du quatrième
degré à un radical carré portant sur un polynôme d'un degré dé-
terminé supérieur à quatre. Nous verrons plus loin que ces trans-
formations donnent lieu à des cas de réduction de certaines inté-
grales hyperelliptiques à des intégrales elliptiques.

3° Soit/?>2. L'équation (6) montre qu'on ne pourra avoir
q <^p et l'on n'aura q == p que si l'on a en même temps A == o,
D == i, c'est-à dire dans le cas d'une substitution linéaire. Enfin,
si Fon suppose q>pj l'équation (6) indique que les deux nombres
D et A doivent rester inférieurs à certaines limites. Il n'y aura
donc qu'un nombre limité de systèmes de solutions pour les
équations (i), (2), (3) et par suite qu'un nombre limité de types
de substitutions conduisant d'un radical carré portant sur un poly-
nôme de degré ip à un radical carré portant sur un polynôme de
degré 2 q.

Pour prendre un exemple de cette dernière circonstance, sup-
posons/?==3) q=^\ la seule solution convenable de l'équa-
tion (6) est D == 2, A ===• o. La substitution sera du second degré
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et il faudra en outre-que deux des équations y(^) == di aient une
racine double. Si l'on suppose p= 3, y == 5, l'équation (6) ad-
met les deux systèmes de solutions

D = a , A = = i ,
D = = = 3 , A = o ;

dans le premier cas une des équations <o(^) '===• cii aura une racine
double. Dans le second cas, quatre des équations <?(/) == a< auront
une racine double et une racine simple.

Soit Q(^) un polynôme de degré 2 q ou iq—i, sans facteurs
multiples; nous dirons, pour abréger, que le radical ^Q(^) offre
un type réductible lorsqu'il est possible de trouver un polynôme
P(.r) de degré ip ou ip — i (p > i, p << y), tel que Fon ait par
une substitution rationnelle

^/P(^=4^)/Q^).

Supposons qu'on ait ramené par une substitution linéaire P(^)
à la forme suivante

PO) = x^x - i ) (^— a^x — as).. .(a? — û^),

que j'appellerai forme normale; P(*y) contient ainsi ip — 3 coef-
ficients indéterminés et la transformation en introduit A-h-3,
comme nous l'avons vu. On pourra profiter de trois de ces para-
mètres pour ramener aussi Q(^) à la forme normale, et les coeffi-
cients de Q(^) dépendront en tout de ïp+ A — 3 paramètres ar-
bitraires. Si l'on remplace A par sa valeur tirée de la formule (6),
Je nombre précédent peut s^écrire

y - - I - - ( / J — — ' 2 ) ( D — — - 2 ) ;

on voit qu'il est au plus égal à q — i, et il n'atteindra cette valeur
maximum que sous l'une des conditions p == i ou D == 2. Or le
polynôme le plus général Q(^) mis sous la forme normale dépend
de 2 q— 3 paramètres, nombre supérieur à q — i, dès que q > 2.
Les types réductibles sont donc des cas très particuliers parmi les
polynômes dont le degré est 2 q ou iq — i.

5. Le théorème de Jacob i, qui unit le problème algébrique de
la transformation des radicaux carrés portant sur un polynôme du
quatr ième degré aux propriétés des fonctions elliptiques, peut se
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généraliser comme il suit. Soit toujours

P(^)== A(;y—ai)0--a2) . . . (>—a^)

et soit x == ^ une substitution rationnelle de degré D, telle que
Pon ait

/l^^^/ÇKQ.

Proposons-nous de rechercher ce que devient la différentielle

dx
TPT^

par la substitution précédente ; on a

U ' V - U V .dx = ——^—— dt,

V/P(^~) == ̂  /(U-aiV)(U-a,V)...(U-a,,,V~)

et, par suite,

d.r VP-^ITV-UV')^
/PO) / ( U - a i V ) ( U — a 2 V ) . . . ( U - a 2 p V )

Tout facteur multiple d'ordre /• de l'une des équations

U — a;V = o

figure dans U'V — UV à la puissance /• — i ; si /• est pair et égal
à 2 m, on pourra supprimer ce facteur m fois dans les deux termes,
et il restera simplement au numérateur à la puissance m — i. Au
contraire, si r est de la forme im 4- i , il restera au numérateur à
la puissance m et il figurera à la première puissance sous le radi-
cal. Après la suppression de tous ces facteurs communs aux deux
termes, le radical se réduira à \/Q(^) et le facteur qui reste de
U'V— UV sera au plus de degré A. En effet, UV — UV est au
plus de degré aD — 2 et l'on a divisé VV — UV7 par un facteurj/v-uv

i=îp

dont le degré est précisément égal à V n^ comme il est bien fa-
< = i

cile de le voir, c'est-à-dire aD — 2 — A, d'après la relation (3).
Soit maintenante^") une fonction entière quelconque de x dont
le degré ne dépasse pas p — 2; par la substitution précédente on
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aura
f^dx ^ fi(t)dt
v/TO v/Q(T) '

f\{t) désignant une fonction entière de t dont le degré ne dépasse
pas D(/î — a) -4- A, c'.est-à-dire y — 2, diaprés la formule (6).

On pourrait démontrer plus simplement cette propriété en re-
marquant que, l'intégrale

rf(x)dx
J /PW

étant de première espèce, l'intégrale

rAWdt ^
J /oTo'

qui lui est égale, devra rester finie pour toute valeur de t et par
suite f\ (l) ne pourra être de degré supérieur à q — 2.

6. De la formule (7) il résulte que l'intégrale hyperelliptique
de première espèce et de genre q — i

rjWdt
J v/QZO

SP ramène par la substitution ^(^t)=x à une autre intégrale hy-
perelliptique de première espèce et de genre p — i . En rappro-
chant ce résultat des précédents, on arrive aux conclusions sui-
vantes :

i° II existe une infinité de polynômes d'un degré donné, supé-
rieur à quatre, tels qu^en choisissant convenablement un polynôme
f\(t) l'intégrale hyperelliptique

/ bt(t)d£

se réduise, par une substitution rationnelle, à une intégrale ellip-
tique de première espèce ; le degré de cette substitution peut
être aussi grand qu'on le voudra.

2° Les seules substitutions rationnelles conduisant d'une inté-
grale hyperelliptique à une autre intégrale hyperelliptique de
même genre sont les substitutions linéaires.
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3° II n'existe qu'un nombre fini de types de substitutions ra-

tionnelles conduisant d'une intégrale hyperelliptique de genre
p — l à une intégrale hyperellip tique de genre q — \{q >/?).

4° Les coefficients d'un type réductible de genre q — i, ramené
à la forme normale dépendent au plus de y — i paramètres arbi-
traires.

7. Je considère le cas le plus simple, celui où p == a, q == 3,
qui correspond à des cas de réduction des intégrales hyperellip-
fciques du second genre. D'après un beau résultat, dû à M. Picard
{Bulletin de la Société mathématique, t. XI), s'il existe une in-
tégrale de la forme

r^^
J /Q.(0

où Q(<) est un polynôme du cinquième ou du sixième degré, qui
ait seulement deux périodes, il en existe aussi une seconde. La
méthode précédente fournit bien autant d'intégrales réductibles
que l'on veut de cette forme, mais elle rapprend rien sur l'exis-
tence de la seconde intégrale et n'indique aucun moyen pour la
trouver.

Dans les cas les plus simples, ces deux intégrales se présentent
assez facilement.

Exemple /. — Soit D === 2 ; posons toujours

P(a?)== \{x—cti)(x— aî){x — a^){x —- û^),

et soit
Ift -4- mt -h n

x- Vt^m't+n^^

la substitution considérée. Pour que le polynôme correspondant
Q(<) soit dei sixième degré, il faut et il suffit que l'une des équa-
tions <p(^ ) === a< ait une racine double. Ce polynôme Q(^) jouira
d'une propriété remarquable. On sait, en effet, que les deux ra-
cines ^, t^ de l'équation < p ( < ) == ^ sont liées, quel que soit \, par
une relation d'involution

(8) L<i^-+- M(<i4- h)^- N = o,

dont il serait facile d'avoir les coefficient?. Les six racines du po-
lynôme Q(<), y compris <î==oc> , si Q est du cinquième degré,
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doivent donc pouvoir être associées deux par deux, de façon à
vérifier une relation de la forme (8). Je dirai, pour abréger, que le
polynôme Q(^) est symétrique, et la définition s'étend évidem-
ment à un polynôme de degré quelconque.

Tout polvnômc symétrique peut être ramené, par une substitu-
tion linéaire, à ne contenir que les puissances paires de la variable.
En effet, on peut ramener par la substitution

t=^-UY z -i- S

les deux points doubles de Finvolution (8) à coïncider avec les
points o et oo et la relation (8) devient

-Sl-+-^2== 0.

Dans le cas actuel, les intégrales hyperelliptiques se ramènent
aux deux suivantes

dz r z d zr dz —, r-
J /jti_4-A.^-+- B.52-4-C J \/2\/z6 -}- A.^ -+• B.52 -4- C J /s» -h A^ -!- B.î2 + G

que la même substitution z2 === x réduit aux intégrales elliptiques.
Plus généralement, Q(<) désignant un polynôme symétrique du

sixième ordre, les deux intégrales

( t — Ui)dt r(.t— Uî)dtr ( t — u i ) d t r(t—uî)^
J /QTO ' J /QW

où u^ u-^ désignent les deux points doubles de l'involution (8),
sont réductibles aux intégrales elliptiques par la substitution

/t—^t\2 „/^y^.
\t——Uï/\t—u^

A ce cas se rattache l'exemple de Jacobi (Journal de C relie,
t. 8), où

Q { t ) = . t { i - t ) { i — a t ) ( i - b t ) ( i — a b t ) ,

les trois couples de quantités o, oo ; -? j\ i , -,- vérifient en en'et

la relation ^^== — ? qui est bien de la forme (8). Les points

doubles de Finvolution sont ici -+- -— et — -.= cl les intégraleï»
. \/ab y ab
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réductibles sont bien en effet

______{\-^-\/~abï)dt_______
\/t(l—t)(l—at)(l—bt){l—abt)ï

7*______(i —\/abt)dt______
V/ï(i - t)(i - at)(i - bt)(ï - abt)

Étant donnée une forme binaire du sixième degré, on sait que la
condition nécessaire et suffisante pour que les racines soient en
involution est exprimée par Inéquation E = = o ; E désigne Finva-
riant gauche du quinzième ordre (SALMON, Algèbre supérieure,
traduction Bazin, p. 198 et 247).

Exemple I I . — Soit D===3. Les trois équations <?(<)=== 03,
(p(^)==<23, y(^)==a. î auront une racine simple et une racine
double. Supposons de plus a^ == o, et supposons que l'équation
cî(<)=== oo ait aussi une racine double. On pourra, par une substi-
tution linéaire effectuée sur ^, prendre la transformation sur la
forme suivante

/3 _ at -+- b
^ ï t - p ''

cette équation aura une racine double pour les valeurs de x qui
satisfont à la condition

(9) 4(3.y — a)3— 27(6 —p^)2 = o.

Ces racines doubles appartiennent à l'équation
dx. - ^t3—^P^—(ap-+-3h) _
dt ~ {ït—pf ~0'

11 suit de là que le premier membre de l'équation (9) doit être
divisible par

[Qts-3ptî—(ap+3b)y.

On a, en effet, l'identité

/ 4 (3a?— a)3— 27(6-4- px)1

(10) j ^^^^—(^^^^^^^(a^+S^Jx ——I——r,-
A v* ^ ~~P)'

Si donc, dans la différentielle elliptique

dx
V/^[4(5.y — a y— '^{b -h px^}
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on fait le changement de variable

t3 -+- at -+- b(il) x

on trouve
-3t—p

dx \ dt
/^[4(3a-—a)3--27(6-+-jo.r)2] \/3 V/QOO

ou
q(t)^=(^-}-at-{-b)[^+p^-^ï(ap+3b)].

L'intégrale hyperelHptique de première espèce

dt
(12)

où l'on a
J \/(î3^ at-t- b)(t'^pt2-i-q)

(i3) q=^b-^^ap,

se ramène donc à une intégrale elliptique par le changement de
variable (i i). La seconde intégrale hyperelliptique

tdt/(i4) /( t3 •+- at -4- b ) ( t3 -+- pt^ -+- q )

se ramène aussi à une intégrale elliptique ; car, si Fon pose t === -I ?
elle devient

^= f-
/^y' J \

du(i5)
\^(u3-+- a'u-+- b')(u3-^-plu2-^- q ' )

a\ V, p^ q1 ayant respectivement pour valeurs

, p „ i , a , ï
0'=="-, 6 = - , / ? = • , » ^ = ï *y q J b ' b

Mais de la relation (i3) on tire aussi

c'est-à-dire

ï _ 4 4 a/?
6 ~ ^ 3 6y '

^4^+t/^.

La nouvelle intégrale (i5) est donc de même forme que l'inté-
grale (12) et par suite se ramènera aussi à une intégrale elliptique.
On verrait par un calcul identique au précédent que l'intégrale ( i4)
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se réduit, par la substitution

t^-^-p^-^-q
{lb) afi-3bfl-"'

à l'intégrale elliptique

, , r dx
(17) / «

J /.r [ 4 (/? 4-3 6 a?)3 4-27^(1—aa?) 2 ]

Les substitutions (n) et (16) s'appliquent aux intégrales (12)
et (i4) alors même que quelques-unes des quantités a, a', b se-
raient nulles. Si l'on suppose b différent de zéro, on pourra
prendre b == i et il ne restera en réalité que deux paramètres ar-
bitraires a et/?. Si b est nul, on pourra prendre a ==— i et il n'y
aura qu'un seul paramètre arbitraire. Si l'on change ensuite t en
-y on trouve que les deux intégrales

r dz r zdz
J7^) J TR^/

ou
l\(z)^(z2—î)(^z3— 3^4-Q,

se ramènent à des intégrales elliptiques : résultat que l'on doit à
M. Hermite. Les substitutions propres à réduire ces intégrales se
déduisent bien simplement des précédentes. Ainsi l'on a

dx r dzr dx ^ç-
J vM(^-02-'] J \/(zï—l)^z3—3z-{-l)

en posant
a-== 4^3_3^-4- /

et
dx F zdzr dx _ = r_-j /^(^—i)3-»-^2] j ̂\/x[^(lv— i)3-»- 27 .r2] J \/(z^—\){ 4^—3 z 4-Q

en posant
^—ix -=
^-4- ̂

Exemple 7/7. — Soit D==4- On obtiendra une substitution
indécomposable du quatrième degré, conduisant à une intégrale
hyperelliptique du second genre, en considérant une fonction ra-
tionnelle y(<) telle que l'une des équations y (< ) == ai ait deux ra-
cines doubles et les trois autres deux racines simples et une racine
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double. On pourra prendre, en supposant a^ === o,

. , (^-+-0^+6)2
X =©(<)== -———————————^-,

t v / t^-^-Ct^-d

et prendre pour a^ 03, 04 les trois autres valeurs de .r, Sauf o
et oo , pour lesquelles Inéquation précédente a une racine double;
mais la méthode ne donne pas la seconde intégrale irréductible.

Voici à cet égard le résultat qui a été obtenu tout récemment
par M. 0. Bolza {Sitzungsberichte der naturforschenden Gesel/-
schaft zu Freiburg).

Soient a, p, y trois paramètres arbitraires et a', j3', y' les trois
fonctions suivantes de ces paramètres :

. ^ _ -18027-40^1^
1 ' 27^â-+_5>^apY4-8p3 ?

( .8. } ~3«^+9aT+8^
j l 27 Y2 -+-27 a^-+- 8^

-~2a3-h4ap -4-47
2772-4-27^7 4-8p3*î 7

Posons en outre

R(.r, a, ?, 7) = 7'.p6_ 307^5- (4 p^— a^)^
9 —(aa'-^-577').r3-^-(4^7—a /p).r2—3a /7.r-<-7;

les deux intégrales

^ F dx r xdx

09)

/ ^ /^ xa

/H^,a,p,7^? J TK^^^ P » T ^ J vK(.r,a, p,7)

se ramènent à des intégrales elliptiques par des substitutions ra-
tionnelles du quatrième degré. On a en effet, pour la première,

(21) Ç dx _ =v/g C dz
J ^(a-, a, p, 7) 2 J ^/K^^ ̂  ̂ 7) '

ou

Rl(^a,P,7)=(a.3-+-%7)7^34-(—^7a27'4-6?7'—ap /)52

+(— 9.7077'-h 12^7 - 4ap).5 -+- 7(4 P?'- 3a<)
et

(22) -3
iy.x1* —4 07.27 — 2 ̂ 7

2 aa?2 -h 2 a2 x -h ( ap -+• 7 )

Maintenant, si l'on observe que a, [3, v s'expriment de la même
manière, au moven des quantités a', [3\ y7 que a', J3', v' au moven
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de a, p, y, on voit immédiatement que par le changement de x

en -la seconde intégrale reproduira — / - x II en ré-
1 J /K^a-,^')

suite que

(23) Ç xdx ^ yA? Ç dz'
J /K^a,^) ^ J /Ri^a7,^/

en posant
(2'.) ,,_ 2af--4aY.r3_^Y.y4

2 a' .y* -+- 2 a'2 ̂  + (^ ̂  4- ^) ̂  *

Pour ne laisser que deux paramètres arbitraires, il suffira de
faire

^=^ à-^ lr=a^
Exemple IV. — Soit D == 5. Soit x==^{t) une substitution

rationnelle répondant à la question; pour trois valeurs particu-
lières de x Inéquation ^(t}==x devra avoir deux racines doubles et
une racine simple. Par deux substitutions linéaires effectuées à la
fois sur x et sur t, on peut faire que ces trois valeurs de x soient
o, i, oo et que les racines simples des trois équations y(^) = o,
ffÇt)=i^ î ? (<)==oo soient elles-mêmes o, i, oo . On aura donc
une identité de la forme

P 2 — — ^ Q 2 = ( ^ _ i ) R 2 ^

P, Q, R étant trois fonctions entières du second degré. Par un
calcul qu'il est inutile de reproduire, on trouve facilement la for-
mule

( C(2a-i)^^(^ap-a2-2p)<~p2p

( —^[<24-(a2-^.2p—2a)^4-?2—2a^]2=(I—<)[<2+(2p—a2)^-^-^2]2,

et la fonction <a(^) se déduira de cette identité par une substitu-
tion linéaire.

8. Prenons encore le c a s d e / j = = 2 , q ==4- La transformation
la plus générale du second degré conduit d'une intégrale elliptique
à une intégrale hyperelliptique de genre 3, où le polynôme Q(^)
sera symétrique.

Inversement, si Q(^) est un polynôme symétrique du huitième
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degré, il existe une intégrale hyperelliptique correspondanle qui
se réduit à une intégrale elliptique. Nous avons vu en effet que par
un changement linéaire de variable on pouvait ramener Q(^) à
n^avoir que des termes de degré pair. Des trois intégrales de pre-
mière espèce

r dt r tdt C tîdt

J TOÏ^/ J T^T)' J TOÏQ( t )

il est clair que la seconde se réduit à une intégrale elliptique par
la substitution <-'== x et que les deux autres se ramènent à des in-
tégrales hyperelliptique s de genre a par la même substitution.

Soit
Q ( ^ ) = ( l — ^ ) ( l — X : 2 ^ ) ( i _ ^ ^ ) ( i _ _ ^ 2 ^ ) ;

on aura, en posant t2 = x,

/ dt __ \_ r_________^__________
/Q(0 ^ J \/x(\—x)( i — ^x){i — l^x)(i — m^x )'

r tdt ^ \_ r_______dx_________
J /Q(0 ~ 2 J v/O-^Ki—^Xi-^Xi—w2^/
/ t^dt __ _i r________xdx_________

J V/QOO ~~ 2 J /^(i -- ̂ Xi - k^x)(t- /^)(i — m^x)

Si Z:2, /2, m2 sont quelconques, il n^y aura pas d'intégrales de pre-
mière espèce contenant Pirrationalité

^/.r(i — *r)d — Â•2.z•)(I — l23'!)( i — m^x)

qui se réduise, par une substitution algébrique, à une intégrale el-
liptique. Donc il n^y aura pas non plus d^autre intégrale réduc-
tible aux intégrales elliptiques parmi celles qui contiennent Firra-
tionalité ^/Q(^).

En général, si le polynôme Q(^) est symétrique et de degré 2 y,
on pourra le ramener à n^avoir que des termes de degré pair.
Toutes les intégrales de première espèce correspondantes se ra-
mènent par la substitution t2 == x à des intégrales hyperelliptiques

de genre q—ï ou cl——l- — i, si q est impair, et à des intégrales de
2 'À

a Qgenre - ou -- — ï , si y est pair.

En combinant les différents cas de réduction connus, on par-
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vient à de nouveaux cas curant un plus grand nombre d'intégrales
réductibles.

Tel serait le cas d'un polynôme de degré pair tel que les racines
puissent être associées deux à deux de plusieurs manières diffé-
rentes, de façon à vérifier une relation d'involution, polynôme que
l'on pourrait appeler doublement symétrique. Ainsi, dans le cas
de l'irrationalité \/t(i — t)(î -t- t ) ( i 4- at)(î — at)^ on peut asso-

cier les six quantités o, i, — i , —i —-•> oo de façon à vérifier soit

la relation t^ ^2== — ? soit la relation 1,1^^==— -• On aura donc" a • ~ a
quatre intégrales réductibles

r____T±/o7
J ^(i-Q(i+/)(i4-\/t(i — 0(i d- / ) ( i 4- at)(ï — af)

ï_____i ± \/a \/~~t t______
\ / t ( î—t ) ( i - { - t ) ( i - { - a t ) ( i—a t )/, dt.

D'après un théorème de M. Poincaré (^Comptes rendus des
séances de F Académie des Sciences, t. C), il v en aura une
infinité.

Tel serait le cas d\m polynôme du huitième degré

Q ( ^ ) : = ( f — ^ ) ( i _ ^ 2 ) ( î _ ^ 2 ) ( i _ ^ / 2 ^ ) ;

en posant ^2==.r, l'intégrale / , se réduit, comme nous Pa-F b J v/QW
vous déjà remarqué, aune intégrale elliptique, tandis que les deux
intégrales

/"rT+^2)^
J v/Qïo

deviennent
i r (i-±ycix)d.T^̂ J \/x(î —x)(\— k^x)(i — l2^)^ — k212^)

et rentrent dans l'exemple de Jacobi. Une nouvelle substitution
rationnelle du second degré les ramènera donc aux intégrales el-
liptiques.

D'un autre côté, les deux substitutions linéaires

_ i i -+- z _ i T + z
~ \/~kl i — ^ 5 ~ /^îv/^7 i-^

XIII. J 1



- m -
conduisent du polynôme Q(^) à un polynôme de degré pair en z
de même forme que Q(<). On connaîtra donc dans ce cas neuf
intégrales réductibles par des substitutions rationnelles aux inté-
grales elliptiques dont trois par des substitutions du deuxième
degré et six par des substitutions du quatrième degré. Diaprés le
théorème de M. Poincaré, il y en aura encore une infinité. Il me
paraît superflu de multiplier davantage les exemples.

Une théorie toute semblable est applicable aux intégrales

/ dx /* dx /* dx
-2———————T / -1———————P / -3———————i;
^(•y-i)3 J ^(^-i)2 J x^(x-\Y

il existe une infinité d'intégrales abéliennes de la forme

r_____f(t)dt_____
J (^-.ai)A,((.--.a2)^...(<—ap)^

qui se déduisent par des substitutions rationnelles de Pune de ces
intégrales, pour une valeur déterminée du nombre entier /?. La
démonstration se trouve implicitement contenue dans le Mémoire
déjà cité (^Annales de U École Normale, 3e série, t. II).


