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Sur les courbes unicursales; par M. G. HUMBERT.

(Séance du 4 février i885.)

En coordonnées homogènes, une courbe unicursale de degré n
est représentée par des équations de la forme

( a't==fl(t)==aotn^aitn^ •+-...-+- a^
(i) < ^2==/,(<)=== 60^4-...,

( .T3=/3(0=Co^+...,

t étant un paramètre variable, Oo, ..., Co? - • • des constantes.
Réciproquement, toute courbe représentée par des équations de

la forme (i) est en général de degré n et de genre zéro; mais,
dans certains cas, son degré peut être différent de n,

L'étude de ces cas particuliers est liée intimement à celle des
courbes adjointes de la courbe proposée : on sait qu'on nomme
courbe adjointe d'une courbe S toute courbe qui passe par les
points doubles de S, ou, plus généralement, toute courbe qui a un
point multiple d'ordre p — i en tout point multiple d'ordre p
de S.

Cela posé, les questions que nous nous proposons de traiter sont
les suivantes :

i° Étant donnée une courbe, S, de de gré n^ représentée par
les équations (i), former V équation de cette courbe et celles
des courbes adjointes de degrés n — 2 et n — i ;

2° Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour
qu'une courbe représentée par des équations de la forme (i) ne
soit pas de degré n, et exprimer ces conditions en fonction des
coefficients qui figurent dans les équations (i).

xin. 4
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I.

L'équation de la courbe S, représentée par les équations ( i ) ,
s^oblient en éliminant t entre les deux équations

T! ̂  /2(0 ^ ^ /3(Q

^•i /i(0' ^i /i(0*

Nous arriverons à cette équation, et en même temps à celles
des courbes adjointes de degrés n—i et n — i par le procédé
suivant.

Les trois polynômes/i(<),/;î(<),/3(<) sont linéairement indé-
pendants, sinon la courbe S serait une droite, cas sans intérêt que
nous excluons. On peut alors, d^une infinité de manières, former
( n — ï ) polynômes de degré n en t , f^t), /,(<), ..., An(^),
tels qu'il n'existe aucune relation linéaire et homogène, identique
en /, entre/<(Z),/2(^), /3(^,/4(<), ...,/,/+, (^).

Soient ainsi posés

fi(t) --=00^4-01^-1-4-...-ha,,,

fî(t) ^^o^-..-

fk(t) =0^-^...,

/:M-l(Q---^+....

Résolvons ces équations par rapport aux (n + 1) quantités
///, ^+1, ..., < i , i que nous désignerons respectivel nt par /„,
/„ i , . . . , / , , I Q \ nous aurons

tn = ai/i-r- a2/2+...+ a,̂ i/,,4-i,

^/î-i = ?iyi-+-...,
(^)

<i =ôi/i+... ,
^ =^i/i+.. . .

Remarquons maintenant que les quantités <„, ^_.i, ..., ^o sont
liées par des relations du second de g'ré, de la forme

t i t j ^ t , , t ( ,
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où l'on a
Z-4-./ = /:-(-/,

car les deux produits considérés sont égaux à t^J'.
Ecrivons toutes ces relations en plaçant sur une même ligne ho-

rizontale les produits ti t j pour lesquels la somme i'-{- j est la
même; nous formons ainsi le Tableau suivant :

tfitn-î == tft -p

tn.tn-'ï == tn—\ tn—îi

tn tn-\ == tn-\ tn—3 == ffi-îi

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • »

tn /o ^ tn-i tt == tn-î tî ==...,

tn-\ tQ •==• tu - 2 /!=-'...,

ht^f-ifi,
fîto=fi.

Le nombre de ces relations se détermine comme il suit.
Le Tableau précédent renferme 9.11—3 lignes horizontales ; il

contient une et une seule fois les produits titj (i et j étant diffé-
rents), sauf les produits tntn_^ et ^ t^ qui n\ figurent pas; il
contient de même tous les carrés tf, sauf ^ et ^. II contient donc
un nombre de termes égal à

n ( n — î ) - ^ -4 -1)—4.

Le nombre des relations du second degré qui tient t,^ ..., /o
et qui sont toutes écrites dans le Tableau est évidemment égal au
nombre précédent diminué du nombre des lignes horizontales,
puisque le nombre d^équations que contient une ligne est égal au
nombre des produits titj qu'elle renferme, diminué de un.

Les relations du second degré entre t,^ tn-\i ..., t\, /o sont donc
égales en nombre à

n (n -4-1)
a - ( ^ + i ) — 4 — ( ^ ^ — 3 ) ,

c'est-à-dire à
n( n — î )

Observons de plus que les n n ~ ~ ^ } premiers membres de ces re-
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lalions, mise^ sous la forme

<3)

I tntn-î— tît-\ = Of

tn tn—î — fn-l tfi-î = O»

tn^n—k — ^/<—1 ^//-3 == O»

tn.tn-\ — ^î-s == °î

\ t^n — < î =o,

sont linéairement indépendants par rapport aux quantités t,,^
/„_!, ..., ^ i , t^ : en. d'autres termes, en combinant linéairement
ces équations, on n'obtiendra jamais une identité en <„, ^_i, ..., t^.

Cela posé, remplaçons dans les équations (3) <,/, tn-^ • • • par
leurs valeurs en fonction linéaire et homogène de f\^fï-, • . . jfn^.^,

tirées des relations (2), nous obtiendrons ainsi 7 V ~ " 1 ; relations

du second degré en /i./a? • • • ? / ^ + i ? qne nous appellerons, à
cause de leur importance dans la théorie qui va suivre, les équa-
tions fondamentales.

Ces équations sont de la forme

/ A4t/î-hA46/4/5+...+A^4-l^+t/^i +^1/4 -h ̂ i/,+.. .-4-Xi/,,-n== Q,,

l B^/î +. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . +<î>2/4 -h. . . . . . . . . . . . . . . . . =Û2,

0 ..................................................................
[ î^./î-t-LtsA/'o - + - . . • • • • . . . . . . . . . . -4-<P^-i)/4+ .. . . . . . . . . . . . . . . =Q^^_, ,

2 2

A^/,, ..., A,,,^.i,,,+i, B^, L,, , . . . sont des constantes;
4>i, ^, Xi, 02, ..., ^^_n, ... des polynômes homogènes de

z '

degré un en/,,/a,/s;
QI , Qa, . . . , Qn\n-\} ̂ es polynômes homogènes de degré deux en

ï
A î / 2 î /3-

Quelles que soient les équations primitives (i) d^ou l'on est
parti (pourvu toutefois qu'elles ne représentent pas une droite),

on arrivera par la méthode qu'on vient d'indiquer à n n é q u a -

tions de la forme (4), dont la considération va nous per-
mettre de reconnaître si la courbe S est ou n'est pas de degré n.
Mais, quelque soit le degré de cette courbe, c^est-a-dire quels que
soient les coefficients ^o, . .., a^, &o? ... , Co, ... des équations (i),
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les fondions de /<, /:.», f^ qui figurent dans les relations (4)
jouissent de propriétés générales que nous allons d'abord ex-
poser.

Remarque. — II résulte de ce qui a été dit à propos des rela-
tions (3) que les équations (4) sont linéairement indépendantes
par rapport aux quantités /i, /a, ..., fn^.\, c'est-à-dire qu'en les
combinant linéairement on n'arrivera jamais à une relation iden-
tique en/,,/2, . ..,/,/.

II.

Si l'on élimine entre les équa fions ( 4) les quanti tés f ̂ jf^fs, ...,

/?(+P cilll sonl aa ï10111^1^ de ' " " " 7l~ + n—2, on obtient
, , i n(n—i) ( n — î ) ( n — 3 ) / \ , . , ren général ————- — ———-———— — (/i--2),c est-a-dire n—i

équations de la forme

( ?1/4 -+-<h/8-+-----+-X2/«4-l ==^1,

(^ ) ?îA -r. . . . . . . . . . . . . . ........= (02,

' f ?^- l / ^ -+- • • . . . . . . ..-^Xrt-i//t-n= œ^-i,

où î5, '}, ..., y sont des polynômes homogènes de degré un, en
/n /2< /3» et (0 des polynômes homogènes de degré deux en/,,
/2//3.

Remarquons d'ailleurs que les équations (5) peuvent être en
nombre supérieur à n — i (cela arrivera par exemple si f\ ne
figure pas dans les relations fondamentales); mais elles ne peuvent
être en nombre inférieur, car pour cela il faudrait que les équa-
tions (4) ne fussent pas linéairement indépendantes par rapport
aux quantités/<,/2,/3, ...,//?+r

En résolvant (n — 2) des équations (5) par rapport aux (/i — a)
quanti tés/i,/5, ..., //i+i qui v entrent au premier degré, on ob-
tient des relations telles que

(6) A A = F 4 Î Vo^ï^î • • • , V^i==F,»+i,

où A est un polynôme de degré n — 2 en/,., /a, fs ; F^, ..., F,^,
des polynômes de degré n — î en /,, /a, /g.

On a par exemple, si les équations résolues sont les (n— 2)
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premières des équations (5 ) ,

j ^ T'* • • • /l | tui ^i ... y^

^ ̂  ] ?3 ^-2 • • • . . | „ _ t02 '}'2

co/t-2 • • • • • 7^-2 ! tO/i-2 ^n-î . . . 7^-2

Remplaçons dans les polynômes A et F, f^f^f, par.r., ̂ ,^,
et considérons les courbes représentées par les équations

^Oi, ^2, ^ s ) == o, F(.ri, a'a, .r;,) = o.

Elles jouissent d'une propriélé importante.

THÉORÈME. -- Les courbes représentées par les équations
A =: °» F == o sont des courbes adjointes de la courbe S, repré-
sentée par les équations (i).

Soit, en effet, A un point multiple de S, un point triple pal-
exemple^. Désignons par a, (3, v les trois valeurs correspondantes
du paramètre /; on aura, en les supposant différentes,

i/ iOl-Â/Ka), f,(^)^^(^

(7) /2(P)-V2(a), /2(T)-;V2(a),

'/sW-Va^), /3(Y)-~ îV3(a),

A et [i étant deux constantes. Il s'agit de prouver que les courbes
A =o, F = o passent par A et y ont un point double.

Considérons à cet effet les (n — •>) équations (5) que nous
avons résolues pour obtenir les équations (6)
( 5 ) ?/-A— k/s—...-+- //.A-n -- ̂  [i--1,9.,.. . , ( / i—2)j,
et posons

^•(^=^(a;/4(^)+^,(a)/3(0 -+-... -7^(a.)/,^i«).

y/(a) . . . désigne ce que devient la fonction fîi\_f^(t),f^{t),J\{t}\
pour / === a.

On a évidemment

^•(a) ̂  ̂ iWf^W —.. .-r- /^(a)/^i(a) == oj,(a)

en vertu de (5).
On a également

^(^=^(a^(^-r- . . . .
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Or fi est un polynôme du premier degré en f\ ( ^ ) î / a ( ^ ) î f^{1) 'i

(.)/ un polynôme du deuxième degré en/^t), f^(t), fs(t).
On a donc, en vertu de (7),

^•(^=Àcp,(a) , t o , ( p ) = = À 2 c o , ( a ) .
Par suite

^ î^?)= ^[^(?)/4(^)-+-... ]==^co/(?)=/.co,(a».

Donc enfin il vient
(8) ^.(S3)=^,(a),

et de même
^)==^,(a).

Si donc on pose

P,(t) =^(0/i(a)--^(aV\(Q, [<:==!, -2, ...,(7i-2)J:

P/»-i(0=/2(<)/i(a) -/2(a)/i(<),

1^(0 =/3(0/i(a)-/3(a)/,(^),

les /i polynômes P<, ..., P/i de degré /i en ^ s'annulent pour ^=a,
^ === ji, ^ === y en vertu des relations (7) et (8); ils s'expriment par
suite en fonction linéaire et homogène d e ( / i — 2 ) polynômes de
degré n en t\ en d'autres termes, ils sont liés par deux relations
linéaires et homogènes de la forme

(9)
( mi PI 4- 77Î2 ?2 + . . . -t- rîïn-1 P/t-l + ntn. Pn = 0,

( RiPi -+-pîPî 4 - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .=0 ,

où m^ ...,/?! ... sont des constantes.
Ces deux relations sont identiques en ^, c'est-à-dire identiques

par rapport aux quantités t,^ tn-\. • . • » ^ o oa» ce q111 revient au
même, par rapport à/<, /a, . . ., /,/+i.

Or fï ne figure que dans P/<_i 5/3 que dans P,,. On a donc

mn-i ^-- mn = pn-i === /?/i == 0.

Écrivons maintenant que /n/4, ... >//î+i disparaissent dans la
première relation (9); il vient, en remarquant que S{ (a) == c»)i (a),

, miO)i(a) -4- 7^2^2(2) 4-.. .4- w,i-2io/t-2(a) = o,

\ ^i CDl(a) -4-m2(p2(°t) -+-• • •-+- ^n-Î^H-^W = oî

( 10 ) \ mi ^i ( a ) -h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = o,

^lXl(^ + ^27,2^) + • • .+^^-2X^-2( a) = 0-
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On a des équations analogues, en remplaçant m^, ... par/?,,
On en conclut aisément que le déterminant d'ordre n — a

A(a)=

?i(a, ^i(a) ... y^(a)
?2(a) ..... ... .....

?//-2(a) ..... ... y^-2(a)

est nul, ainsi que tous ses mineurs d'ordre (n — 3), qu'il en est de
même des déterminants obtenus en remplaçant une colonne du
précédent par la colonne

(Oi(a),
(02(0^

^-î(a),

et que les mineurs d'ordre n — 3 des précédents sont également
nuls.

Ces résultats suffisent pour démontrer le théorème que nous
voulons établir.

En effet, la relation A(a) == o montre que la courbe A(.r,, x^ x^)
passe par le point triple A de la courbe S. Je dis qu'elle y a un
point double. En effet, les constantes m^m^ ..., mn_^ qui figu-
rent dans les relations (9) et (10), ne sont pas toutes nulles à la
fois, d'après l'hypothèse même qui a permis d'écrire les équa-
tions (9). Supposons que m, ne soit pas nul. On peut écrire

mitpi4-W2(pî4-...-4-w^-2ï>,,_2 m, <^ -h m^-4-... . . . Wi/i-^/^y,-

^ +-2 ... ^
<?3

^-2 +,,-2 ... .̂.,

ou, en ordonnant par rapport aux éléments de la première ligne,

rni^\,x^x^=^(x^x^x^[m^^x^x^x^)^-mî^(x^x^x^) 4-...].

Or la courbe
m\ <p2 ^~ w-3 ̂ 2 +...== o

est une droite qui passe par le point A, puisque, d'après les équa-
tions (10), on a

^i ̂ iW -r- m^ ^(a) 4-.. .=o;
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la courbe R == o, dtî degré n — 3, passe également par ce point,
puisque la quantité R[/i (a), fs(v.), ̂ (a)] est un des déterminants
mineurs d'ordre (/i — 3) du déterminant A (a), et est nulle, d'après
ce qui précède.

Il en résulte que la courbe A === o passe par A et y a un point
double.

La démonstration est la même pour les courbes F. c. Q. F. D.
Si, au point A, deux branches de S avaient même tangente,

deux des quantités a , ( î ,y , les deux premières, par exemple,
seraient égales. On aurait en ce cas, en désignant par f\t) la dé-
rivée de f(t)->

/'i(^==Vi(a),
/2(a)==X/2(a),

/3(^)==^/3(a}.

On donnerait du théorème proposé une démonstration ana-
logue à la précédente, en montrant que les fonctions Pi, ..., Pn
s'annulent pour t == y, et ont la racine double a.

III.

Avant d'entrer dans des explications plus détaillées au sujet des
courbes adjointes et d'appliquer les considérations précédentes
à la courbe S, représentée par les équations (i) et supposée de
degré /î, nous chercherons dans quels cas celte courbe peut être
de degré inférieur à /?.

La courbe S
^i==/i(0, x^fî(t), x^f^t)

est coupée par la droite a^x\ -h a^x^ 4- tis^s = o en des points
dpnt les arguments vérifient l'équation

( I I ) ^l/ lW^<Ï2/2(0^-«3/3(<)==0.

Cette équation a n racines; la courbe coupe donc S en n points,
et celle dernière courbe est, en général, de degré n. Il n'y a que
deux cas d'exception :

i° A une ou a plusieurs des racines de l'équation (i) ne cor-
respond aucun point de S; en d'autres termes, les fonctions f^,
/a? .A s'annulent pour la valeur de t. considérée. En ce cas,/((^),



- ̂  -

.Ai(^ f^1) onl ^ ^l'os communs 0 , , 0^, . . . , 0,, et en divisant ces
trois polynômes par le produit (t — 0 , ) ( ^ -- 0,,) . . , ( t — f^), on ob-
tient des quotients entiers/;,/;,/; de degré / ? - Â . La courbe

yl=fi{f), ^2=/2(/), ^-f',(t)

est évidemment identique à la courbe S, et son degré est /; — À ,
en général»

'^ A. plusieurs des racines de l'équation ( n ) correspond le
même point de S ; en d'autres termes, t et u étant deux de ces
racines, on a

. fl{U) ̂  f.(u) __ f^U.}

\ fi(f) ~ j ï { . t } ~ /3(.n
{ r ï ) t avec

( al/l(^)-+-^2/2(M)-^-«3^(^)=0,

aifi(t) 4-02/2(0 -+-a3/3(<) =0.

Les équations ( i ^ ) doivent avoir lieu, quels que soient a^
^29 «3î par suite, quel que soit ^, on doit pouvoir trouver une va-
leur u, différente de t, telle que les équations

fi(u) ̂  MU^ ̂  /3<M)

/i(0 A(Q Mt)
soient satisfaites.

En ce cas, à un point de S correspondent plusieurs valeurs du
paramètre t, et la courbe est une courbe de degré inférieur à /?,
comptée plusieurs fois.

Supposons qu'on ne se trouve dans aucun de ces deux cas
d'exception : la courbe S sera de degré n.

Formons les équations (4) et les équations ( 5 ) ; ces dernières
sont de la forme

(^

. ?1/4 -^-^l/5-^-...-î- ^tfn+t =t0l,

^ ?2/4 -4- . . . . . . . . . . — /2/t-4-l == t02,

?^-i/4 4 - . . . . . . . . . . 4- y,t-i/,^i == 10 ,(_.i.

Elles sont au nombre de \n — i) au moins, comme nous l'avons
vu plus haut.
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Posons

^i --^

^i =

-1 ==

?2

<?3

^-1

<?1

93

^/(-l

î&l

t?2

°/Z-2

'k.»

^

^
. .

• • • /2

. . . /3

::: ..-,
... (.1

... /3

• • • /»-1

. . . /^

• • • 7.2

...
Les colirbes A, (,r<, x^ x^) === o, ..., A,<_i(^, ^> ^3) === o, de
degré n— 2, sont, comme nous l'avons vu, des courbes adjoint es
de S. Nous allons démontrer qu^aucune des fondions A i , ^3, . . .
n'est identiquement nulle.

Remarquons d'abord que, si la fonction A ) , par exemple, était
identiquement nulle, elle le resterait si l'on y remplaçait/^/y,/;,
par des fonctions linéaires et homogènes de /,, //,, /y, telles que

/l = «l/l -4- 02/; -+- 03/3,

/2=^1/;-....

/3= Cl/i 4-....

Le déterminant de cette substitution étant supposé différent de
xero, on aura

/; == ^1/1 — ^2/2 —— ^3/3»

f\ifî'>fî sont des polynômes de degré n en t\ ̂ f\(,t),f^{t\f^t}
n'ont aucun zéro commun, ce que nous supposerons puisque S
est de degré n, on pourra choisir les constantes d^ a'.», a^y ..., de
façon que les fonctions f[{t), f^{t)^fi{t)^ prises deux à deux,
n'aient aucun 7-éro commun.

Supposons maintenant que Ai soit nul identiquement, et rem-
plaçons, dans les équations (5)?/n/2 ct/i par leurs valeurs en
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fonction dc/p/^,/^. Ces fonctions donnent

Al /4=F4 .

en désignant par A, et F', ce que deviennent, après la substitu-
tion (i3), les déterminants A, et F^, étant posé

^î +2 . • • X2

F4== û)3 +3 • • • X3

x"-i
La relation précédente, où A, est nul identiquement, entraîne

la relation
F'4 == o ou F^ == o.

Cette dernière équation, de degré / i—- i en/^/a./a, doit être
une identité par rapport à /i,/a,/3, sinon l'équation Fi === o serait
Inéquation de la courbe S, ce qui est impossible, puisque cette
courbe est de degré n.

De même les déterminants obtenus en remplaçant une colonne
de Ai par la colonne

t02î

^3,

seront identiquement nuls.
Écrivons les équations (5) en remplaçant/i, /a, /y par leurs va-

leurs/„/^/3 :

(5 bis)

1 ?!/* ++1/5-+-...+ yjlfn+l ==t0â,

) ?2/4 -+-+2/S+-.-+ 7.2.A-H =(0p

\ ^n-ïA -+-......... .+ X;/-i/^+l == ̂ -i.

Les déterminants A^, F^ ..., c^est-à-dire

?t +î - x î l ^ ^ . . . • X .
et .. .. . . . ..?3

<-1 - • • • • HL'n-t
^-1

étant identiquement nuls, les coefficients de la plus haute puissance
de /,, dans chacun d^cux, seront nuls. 11 en résulte aisément qu'on



pourra, en combinant linéairement les (/i — 2) dernières des équa-
tions (5 bis), faire disparaître f[ des coefficients def.^f^^ ...,//^i
et f[2 du second membre de la relation obtenue. Cette relation
sera donc de la forme

A(^/;+ iV;) +M^A + iVa) -+-...
-/^/i + î^/2 +V2/3) +/3(Wl + t^/,+V3/3)

OU

04) /;(Ai/i+A2/;4-A3/3+A4/4+...)=/3(Bi/;4-...4-B4/4+...).

Or, par hypothèse, les polynômes, de degré n en ^, /^ et f^ n'ont
aucun zéro commun; il en résulte que f'^ divise le polynôme
BI/,'-t- • • • » et, comme ce dernier est de degré /z, il est, à un
facteur près, identique à /J. De même, ^.\f[ 4- .. • est, à un fac-
teur près, identique à/g. Il en résulte que l'équation (i4) se ré-
dui t à

M/;/3=0,

M étant une constante, qui est nulle nécessairement; par consé-
quent, on obtient une identité en combinant linéairement les
équations (5 bis), ce qui est impossible, d'après ce qui a été dit
plus haut. On en conclut que l'hypothèse faite est inadmissible,
c'est-à-dire que Ai n'est jamais identiquement nul.

On démontre de même ;
i° Qu'il n'existe aucune relation identique de la forme

ai AI 4- «a AÏ -t-. . . + y-n-i ^n-l == 0 î

3° Que les équations (5) ne sont pas en nombre supérieur à
("-')•

Remarquons enfin que les équations (5) renferment linéai-
rement les (/î — 2) quantités fr^ ..., fn-^\ \ pour qu'elles soient
compatibles, il faut qu'on ait

<pi ^i ... ^i toi

S= ^ ^ • • • • • t02 =o.

^n-t . • • • • • • ^n-i

Celte relation est de degré n en/^,/2,/3; on démontre, comme
plus haut, que le déterminant S n'est pas identiquement nul en /<,
/2»./3î el? p311 suite, S == o est l'équation de la courbe considérée.
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IV.

Les résultats des deux paragraphes précédents nous permettent
de résoudre la première question posée au commencement de ce
travail :

Etant donnée une courbe S, de degré /z, représentée par des
équations de la forme (i), trouver son équation et celles des
courbes adjointes de degrés n — 'î et n — i .

Remarquons d'abord que la courbe S est nécessairement uni-
cursale.

En effet, les équations (5) permettent d'exprimer A(^) , /s (t),...,
//<+i(<) en fonction rationnelle de/î (^),/.»(^),/3(^), c'est-à-dire
des coordonnées x^ x^ x^ d'un point de S. Par suite, tout poly-
nôme entier de degré n en t est fonction rationnelle de x\, x.^^ x^.
En particulier, on a

t =r fonction rationnelle de T^ .Ta, x^.

Posons, A|, B<, . . . étant des constantes,

x\ == Atf -}- Ci,

y ,=A2/ -1-B2,

^ == As/4- Ba.

Le point {x\, x^ x ^ } décrit une droite quand l varie". D'après
ce qui précède, on voit que x^ x.,, x.^ seront des fonctions ration-
nelles de .ri, ^2,^3. Inversement, x^, x^ ^3, étant des fonctions
rationnelles de ^, seront fonctions rationnelles de x., x^ x\. Les
courbes décrites par les points (;r<, x^^ x^) et (x\^ x.,y x^) se cor-
respondent donc par une transformation unidéterminative et, par
conséquent, sont du même genre.

La courbe S est donc du genre zéro.
Son équation est S == o, S désignant le déterminant du para-

graphe précédent.
Cela posé, supposons, pour simplifier le langage, que la courbe S

n'ait comme points multiples que des points doubles; elle en aura
{n — i ) ( / î — 2 )
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Les courbes adjointes île degré (n -- ' i ) passent par ces points,
et, par suite, leur équation générale sera de la forme

ai Ci — a.2 Cs -h-... -4- a,,_i C^-i == o,

Ci == o, . . . , Ça === o, C,<_< ==.= o étant des courbes adjointes, telles
que les fonctions C i . C a , . . . , €„_< soient linéairement indépen-
dantes.

Or nous connaissons (n — i) courbes adjointes

Ai = o, Aa == o, ..., \n-i = o,

telles que les fonctions Ai , ... soient linéairement indépendantes;
il en résulte que l'équation générale des courbes adjointes de degré
(n — 9.) sera

ai S.î 4- a., Aa -h... -h a,,-i A^-, == o,

A^ Aa, ... étant des polynômes que nous avons appris à former
plus haut.

On formerait de même l'équation d'une courbe adjointe de de-
gré n — i , à Faide des polynômes que nous avons appelés F au§11.

Nous ferons une observation relative aux courbes représentées
par les équations F(.z*i, ^2, x^) == o.

Nous avons trouvé plus haut les relations

(G) AA==^, Vo=Fî, ..., y^i=F,^,
où A est un polynôme de degré n — 2, tel que la courbe

\(T^X^X^)=0

est une courbe adjointe de S, que Fon peut supposer quelconque.
Les courbes S et A ont (/i —1)(^ — 2) intersections aux points

multiples de S, et, par suite, elles ont encore n— 2 points com-
muns, différents des points multiples. Ces (n—2) points sont
d^ailleurs arbitraires, puisque, par (n—2) points et par les
^(n — i ) ( / î — 2) points doubles de S, on peut toujours faire passer
une courbe A, de degré n — 2.

Cela posé, les équations (6) montrent immédiatement que les
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courbes adjointes F.̂  = o, . . . , F,^i == o passent par les (n — a)
points communs à A et à S.

On déduit de là une conséquence relative à la transformation
unidéterminative qui lie deux courbes unicursales de degré n,
S et S'.

Les coordonnées x\^ x\^ x\ des points de S', étant égales à des
polynômes d'ordre n en t, sont des fonctions linéaires et homo-
gènes de/i(<),/2(^),/3(^), .. . , /„+<(<) ; on a ainsi

x\ == a,/i + bifî 4- c//3 + dif^ 4-.. .4- ^/,t-+-i

ou, en vertu de (6),

\x'i = (a//i -+- 6//î 4- c,/3^A4- ̂ F4 +.. .4- //F,^i.

Or/ , (^) , /a(<) , /3(^) sont les coordonnées ^1,^*2, .2*3 d^un
point de S ; on a ainsi, en supprimant dans le premier membre de
la relation précédente le facteur A,

x'i = (a/a-i + b{X^ 4- c,^) A(a?i, .TÎ» ^3) 4-^ F4(-yi» a*2» ^3) 4- ... .

En d'autres termes, S et S' étant deux courbes unicursales de
degré /i, les coordonnées d^un point de S' sont liées aux coordon-
nées d'un point de S par les relations

•y/ == ^/(^i»x^ ^3),

^/ étant un poljnôme de degré n — i, et les courbes ^ === o des
courbes adjointes de S, passant par (n — 2) points pris arbitrai-
rement sur S.

(A suivre.)


