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BULLETIN

DE LÀ

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE.

MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

Sur une méthode élémentaire pour obtenir les développements
en série trigonométrique des fonctions elliptiques; par
M. P. APPELL.

( Séance du 6 décembre 1884.)

D'après les notations de Jacobi, on a

^^(-o'1^»'.
—— 00

••(^)-S-^
—oo

ces deux fonctions étant impaires, on a, en posant

9.^) -^r '̂-
(2) A-^=A».

Voici comment on peut déterminer les coefficients A^. En
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chassant, le dénominateur, on déduit de l 'équation ( i ) la suivante :
-t-»o +» -4-ao

(3) ^ q^e^ =V (— i^^e^V A,,<?^.
— ao — oo — oo

Si Pon effectue le produit de deux séries du second membre,
on doit obtenir une série identique au premier membre. En éga-
lant les coefficients de ^•r, on obtient ainsi Inéquation

^^(-i^v'A^

la sommation étant étendue à toutes les valeurs entières de JJL et v
dont la somme est n

p. -+• v == ri \
faisant donc

' / = = : / I — - { A ,
on a

(A=+<

^= V (--I^-^^-Î^-^A^;
(A=-oo

d'où, en simplifiant,
(A=+oo

(4 ) (-i)^ ^ (-i^y^-s^Ap.;

en vertu de la relation (2), cette équation peut s'écrire
(A ==4-oo

(5) (—i)^=Ao-h V (—1)^(^(92^ .4_y-2^).
(Jl ==1

En faisant successivement

n = o, i ,a , ...,

on a ainsi une suite infinie d'équations que doivent vérifier les
coefficients

Ao, Ai, As, . . . .

On en tirera ces coefficients comme il suit.
Considérons les équations du premier degré, déduites de l'équa-

tion
(Jl=w

(6) (— i)w == Ao -h V (— i)t^'Ap.(^(J..4- ç-2»(Ji).
(A=I

en y faisant successivement

ri == o, i, a, ..., m :



— i^ —

ces équations pourront s'écrire
(JL=W

(6') ( — [ ) ^ = = Ao4-2 V (—i^^Ap.cos/i^o,
tj.=i

en posant, pour abréger,
271K't

(0
K '

et, si l'on veut les écrire en détail, on aura le système

i = A O — 2 y Ai 4-2^^2 -+-....4, a (_ i^^A^,
' — I = A O — 2 < 7 A i C O S ( 0 4-2 ̂ A2 COS 2(0 4-. . .4-2(—l)7"^12 A,,» COS 7?Z (0,

(7) ^ i = Ao—2^Aicos2(x) 4-2<^A2 cos4œ 4-.. .4- 2(— i^^^A,^ cos2mio,

(—l)//î ==AO— 2yAiCOSWù) 4-2^^2 COS277ÎCO +. . .+ 2(—— l)W ̂ w» A^ COS m2 0.

Il est facile de tirer de ces équations l'expression d'un des coef-
ficients A(J. ou plutôt 2(-—i)PA^2, y. étant supposé moindre
que m.

Pour cela, je remarque que le système plus général

' J = A 4-B 4-. . .4-L,
^ cos X = A cos 2 a -h B cos 6 4-...-h L cos/,

( 8 ) < C O S 2 X = A C O S 2 0 4-BCOS2& -I- . . .4- L C O S 2 / ,

1 cos m X = A cos w a 4- B cos m b 4- ... 4- L cos m l,

où le nombre des lettres a, 6, ..., / est égal au nombre {m + i)
des équations, se résout de la façon suivante. Le déterminant des
coefficients des inconnues A, B, ..., L est

i i ... i
.f , ^ cos a cos b ... cos/A(a, 6, . . . , / )==

coswa cos/n6 ... cos ml

et l'on reconnaît immédiatement (1) que ce déterminant peut
s'écrire

A(a, b, ..., l)==P.T[(cosa—cosb),

(1) Ce déterminant, avec d'autres plus généraux, a été développé par M. Fouret
( Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 2 décembre iSS^ ).
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où P est une constante numérique et ou le produit II est étendu
à toutes les différences des quantités

cos a, cos&, ..., cos/,
prises deux à deux.

D'après cela, la valeur de A, tirée des équations (8), est

A ( X , 6 , c , . . . , / )
A- A ( a , 6 , c , . . . , / ) '

c'est-à-dire

( \ A — (COSÀ — cos6)(cosX —cosc) . . . (cosX —cos/) ^
(cosa— cos6)(cosa — cosc) ... (cosa— cos/)'

en faisant une permutation de lettres, on déduira de là les valeurs
de B, C, ..., L.

Remarquons maintenant que les équations (8) se réduisent à (7),
si l'on fait, dans (8),

A=Ao, B=—aAiy , C=2Â2y 4 , ..., L=(—ï)^A^q^^
X = = T C , a == o, b == (x), c==2(ri, ..., / = rrnû.

On aura donc le coefficient Ao, en faisant ces substitutions
dans la formule (9), ce qui donne

( \ A — (i-I- cos(o)(i-h cosafa)) ... (i-4-cosmfa))
(—I-hCOS(o)(—I+COS2(0) .. .(—ï-\- COSWtu)^

puis faisant croître m indéfiniment. D'une façon générale, on aura
le coefficient

(-i)^A^

en faisant, dans (9),
X == TT, a == {JL(.O.

& , ( * , • . . , / ayant les valeurs

0, t0, 2(0, ..., ((JL—ï)(0. ((Jl4-l)(0, ..., WtO.

On a ainsi

^(—i^P-'Ap.
,____2(i-4-cos(o)(i-+-cosa(j>))...[i4-cos({ji~-i)a)][i-h cosp.-^i)(o] .. .(i-4-cos/nco)
(î—cosp.(o)(cos(ri—cosp.(i>)...[cos(p.—1)(*)—cos p.(x)] [cos((JL-+-i)(o—ces (JL(X)]...(COS mio — cos UL(X)) '

Changeons les signes des JJL premiers facteurs du dénominateur, ce
qui revient à multiplier les deux membres par (—i)P', on peut



écrire

(ii) ^A»= l T~f cosvt0'4"1 TT cos^-hl
(cosp.(o—i) JLJL cospû—cosvto .IJL cosvco—COSULCO

V = l V=(JL-H ^

Ces deux produits qui figurent dans cette expression se transfor-
ment ainsi qu'il suit. On a identiquement

cos vio -4- l q2^ -+• q-^ 4- i
cosp,œ—cosvù) ~~ q^ -+- ̂ - l̂1 — y2v — q—î\

= y^-«v (^+^v)2 .
•' (l — ^2(J.+2V)(i __ ^2(JL-2V)Î

d'après cela, on a
V=(A- l V = : ( A — 1

N ^^+1 ^ ^_>, TT ('+yiv)'
COSUKO—COSV(ri •' JLJL (l—^(A+^VI_<72(JL-2V)?

V==l V=l - /

et, si Pon remarque que v, variant de i à y . — i , la différence
(A — v varie également de i à y. — i, et la somme y. 4- v de (JL 4- i
à 2 (A — i, on peut écrire

V=(A-1

V=(.-l TT (I^^)2n 008^' =^?-141-^) V^
COS(JLtO—COSVCO - ' - / V=2pl- l

II(1-^)
De même, le second produit peut s'écrire, en vertu de l'identité

cosvto+y __ ____(i-4-yav)«
COSV(tf— COSp.0) ~ (i — ^ÎV-»(A) (( — y2v-^-2(JL)?

v ==mn (I+^V)1n COSVto) -4-1 _____ V=(JL-M

COSVfa) — COSp.(x) ^ ~ n ^ ^
V=P>+1 TT (I—Ç2v-2p•)(î--y2V-^2(A)

V=(JL-4-1

et, si l'on remarque qu'au dénominateur la différence (v — y.) varie
de i à (m — pi), et la somme (v + y.) de (2 [A -4-1) à (m + (JL), on
peut écrire

v =mn0^2^2n cosv(o4-i _ l — g ^ V - _____^==P-__________
COSV(x)—COS(JLh) '"" (r-h^2^)' V - ^ - P - V = m ^ p . ^v=^' n d-^) n <1-^)

V=l V==2(JL

XIII. 2
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remplaçant, dans l'expression (u), en remarquant que

i —q^ __ ï—q^V-

et que
( l4 -y2(A)2 l+y2(J.

i _ iq^
i — cos (JLO) ~ ~ (î—q^y ?

on a enf in

ÏT(I+^V)
^ - 2^ v=l_____________.

I1 ; 4- <72(Jt, V = W — ( J L V=w-+-p,

Ho-?2") U (i-y2")
V =1 V = 1

Telle est la valeur que l'on tire pourAjj. des (w — i) équations ('7);
pour avoir le coefficient A.y. du développement clierché, il faut faire
croître m indéfiniment. On a donc, en posant

Q^TT^+?"'),
^ ll(I-^)i'

(i+g8")'
(i-

M î n .

v = l

^T.-^

d'ailleurs l^expression (10) de Ao donne immédiatement Ao = Q.
On obtient ainsi le développement bien connu

(1=00

^l^) r\ 1 / V 1 ^IJ1 ^^^L^-n/ .-L-. V ^ cos^
eT^=Q^ I+41d-^cos--K-

\ ?•=!

Diaprés les formai es indiquées dans le Traité des fonctions
elliptiques de MM. Briot et Bouquet (p. 479)^ on a

(JL=<
61 (z} TC , /i / , yi aV- ULTC^61 (^) TC , /I / , VI ÛTP- ULTC^
——v—— — ———— A / — | I -i- 4 > ——3———— COS v-——e(^ - ̂  i/F( I^4 2; T^ ̂ --K-

\ (i.=l

La comparaison entre ce développement et celui que nous venons
d établir donne

îàv/p-Q-
ce qui est d'accord avec des formules bien connues, dues àJacobi.


