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Résumé. — Nous comparons le comportement dans les Zp-extensions du nombre de
classes d’idéaux avec le comportement de l’indice du groupe des unités elliptiques de
Rubin.

Abstract (Index of elliptic units in Zp-extensions). — We compare the behavior
in Zp-extensions of the ideal class number with the behavior of the index of Rubin’s
group of elliptic units.

1. Introduction

Soient k ⊂ C un corps quadratique imaginaire et H ⊂ C son corps de classes
de Hilbert. Soit F ⊂ C une extension abélienne finie de k telle que H ⊂ F .
Soient OF l’anneau des entiers de F et O×F son groupe des unités. On s’in-
téresse au groupe des unités elliptiques de F défini par K. Rubin [10, § 1].
Ce groupe, que nous noterons CF , possède au moins deux propriétés impor-
tantes. En effet, ses éléments interviennent directement dans la construction
de systèmes d’Euler, principal ingrédient dans la démonstration de Rubin de
la conjecture principale de la théorie d’Iwasawa pour les corps quadratiques
imaginaires. Ces mêmes systèmes d’Euler apparaissent dans le récent travail
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de W. Bley [1] qui étend en particulier les résultats de Rubin au cas presque
général afin de les appliquer à la conjecture sur les nombres de Tamagawa.
La deuxième propriété que nous souhaitons évoquer est le fait que le groupe
CF est d’indice fini dans O×F . De plus, si hF est le nombre de classes d’idéaux
de F , alors on peut déduire des travaux de Gillard [2] que si p > 3 est un
nombre premier tel que p - [F : k] alors [O×F : CF ]p = (hF )p, où pour tout en-
tier naturel non nul A nous désignons par Ap la p-partie de A, c’est-à-dire la
plus grande puissance de p qui divise A. Notons (O×F /CF )p (resp. Cl(F )p) le p-
Sylow de O×F /CF (resp. du groupe de classes d’idéaux de F ). Alors, la technique
des systèmes d’Euler permet d’affiner l’égalité entre p-parties citée ci-dessus,
en montrant que pour tout caractère p-adique irréductible χ de Gal(F/k), les
χ-composantes de (O×F /CF )p et Cl(F )p ont même ordre, cf. [10, Thm. 3.3].

Dans le cas général, il n’existe pas de formule reliant l’indice [O×F : CF ] à hF .
À la fin du paragraphe 2, nous en proposons une qui exprime cF = [O×F : CF ]/hF
à l’aide de quantités liées à la ramification dans F et d’autres liées à la structure
galoisienne des unités elliptiques. Pour cela nous utilisons le théorème A de [5]
qui donne une formule pour l’indice [O×F : ΩF ], où ΩF est le groupe de Kubert-
Lang engendré par les invariants de Kersey introduits dans [4, p. 307].

Nous montrons ensuite que la formule d’indice (2.10) peut être efficacement
exploitée pour étudier le comportement de cF dans les Zp-extensions de F
qui sont abéliennes sur k. En effet, soient p un nombre premier et F∞ une
Zp-extension de F abélienne sur k. Pour tout entier n, on notera Fn l’unique
extension de F contenue dans F∞ et de degré pn sur F .

Théorème. — Il existe deux entiers µ∞ ∈ N et ν∞ ∈ Z tels que

[O×Fn : CFn ]p = pµ∞p
n+ν∞(hFn)p,

pour tout entier n assez grand. Notons SF,F∞ l’ensemble des idéaux pre-
miers de k ramifiés dans F mais pas dans F∞/F . Pour tout q ∈ SF,F∞ ,
notons Dq(F∞) le groupe de décomposition de q dans F∞/k. Supposons que
les groupes Dq(F∞) sont tous infinis. Alors on a µ∞ = 0, de plus il existe
cF∞ ∈ Q× tel que

[O×Fn : CFn ] = cF∞hFn ,

pour tout entier n assez grand.

Signalons que µ∞ est le µ-invariant d’un certain module d’Iwasawa qui ap-
paraît lors de l’étude de la suite d’indices (R(n) : U (n)) (voir § 3). Bien que
nous n’en donnons pas la démonstration ici, nous attirons l’attention du lec-
teur que dans le cas semi-simple, c’est-à-dire le cas où p - [F : k], on a µ∞ = 0.
En effet, le p-Sylow de Gal(Fn/k) est cyclique et cela permet de montrer que
p - (R(n) : U (n)). Il est aussi possible de montrer que l’on a µ∞ = 0 si au plus
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deux idéaux premiers q ∈ SF,F∞ sont tels que Dq(F∞) est fini. Comme expli-
qué aux §§ 2 et 3, les techniques pour étudier la suite d’indices (R(n) : U (n))

sont empruntées à Sinnott [11]. Nous dirons que F∞ vérifie l’hypothèse de dé-
composition si les groupes Dq(F∞), q ∈ SF,F∞ , sont tous infinis. Il est évident
que la Zp-extension cyclotomique de F vérifie l’hypothèse de décomposition.
Il en est de même si p est totalement décomposé dans k/Q et si F∞/F est
la Zp-extension non ramifiée en dehors d’un idéal premier p de k au-dessus
de p. Cependant il existe bien des cas où cette hypothèse n’est pas satisfaite.
En effet, soit M la Z2

p-extension de F abélienne sur k et soit q un idéal premier
de k qui ne divise pas p. Alors le groupe de décomposition de q dans M/F ,
qu’on notera Dq, est isomorphe à Zp. Son corps fixe F (Dq) est donc une Zp-
extension de F abélienne sur k et q se décompose totalement dans F (Dq)/F .
Remarquons que si q n’est pas décomposé dans k/Q alors F (Dq) est la Zp-
extension anticyclotomique de F . Dans un article en cours de rédaction nous
donnerons justement des exemples où le µ∞ est non nul pour la Zp-extension
anticyclotomique. Enfin, notons que l’hypothèse H ⊂ F n’est pas nécessaire.
Elle sert avant tout à rendre ce travail moins technique.

Avant de passer au paragraphe suivant, voici quelques notations qui serviront
tout au long de cet article. On notera f (resp. fn) le conducteur de F/k (resp.
Fn/k), µ(F ) le groupe des racines de l’unité de F et wF l’ordre de µ(F ). Lorsque
f 6= (1) on notera p1, . . . , pe les idéaux premiers de k qui divisent f. Si a est un
idéal fractionnaire de k premier au conducteur de F/k alors on notera (a, F/k)

l’automorphisme de F/k associé à a par l’application de réciprocité d’Artin.
Lorsque a ⊂ Ok on notera N(a) le cardinal de l’anneau fini Ok/a et â le
produit des idéaux premiers de k qui divisent a. Si a = (1) on pose â := (1).
Enfin, on sait qu’on peut décomposer fn de manière unique fn = hgn, où h
est premier à gn et ne dépend pas de n et gn est divisible uniquement par les
idéaux premiers de k qui se ramifient dans F∞/F .

2. Les groupes CF et ΩF

Commençons par rappeler la définition du groupe CF . Pour cela nous utilise-
rons la famille de fonctions elliptiques Ψ( . ;L,L′) : z 7→ Ψ(z;L,L′) introduites
par G. Robert dans [9] et [7], paramétrées par les couples de réseaux (L,L′)
de C tels que L ⊂ L′ et [L′ : L] est premier à 6. L’intérêt de ces fonctions
s’explique en partie par les résultats suivants, cf. [9] et [8].

Soit m 6= (1) un idéal de Ok et soit km le corps de classes de k de rayon
modulo m. Soit a un idéal de Ok premier avec 6m ; alors Ψ(1;m, a−1m) ∈
km. De plus si ϕm(1) est l’invariant de Robert-Ramachandra, comme défini
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dans [12, p. 96] par exemple, alors on a

(2.1) Ψ(1;m, a−1m)12em = ϕm(1)N(a)−(a,km/k),

où em est le générateur positif dem∩Z. Rappelons que ϕm(1) est une unité de km
si m est divisible par au-moins deux idéaux premiers. Dans le cas où m = qe,
q un idéal premier de k, alors

(2.2) ϕm(1)Okm = qum,

où qm est le produit des idéaux premiers de km qui divisent q et

u :=
12

wk
rmem.

Par définition, rm est le nombre de racines de l’unité de k congrus à 1 modulo
l’idéal m, soit

rm := #
{
ζ ∈ µ(k), ζ ≡ 1 modulo m

}
.

L’invariant ϕm(1) et ses conjugés interviennent dans la seconde formule limite
de Kronecker. En effet, si χ est un caractère complexe de Gm := Gal(km/k)

alors on a
L′(0, χ) = − 1

12rmem

∑
σ∈Gm

χ(σ) log
(
|ϕm(1)σ|2

)
,

où s 7→ L(s, χ) est la fonction L associée à χ, définie pour les nombres complexes
tels que Re(s) > 1 par le produit Eulérien

L(s, χ) =
∏
l-m

(
1− χ(l)N(l)−s

)−1
,

où l désigne tous les idéaux premiers de Ok qui ne divisent pas m, cf. [3]. Soit q
un idéal premier de Ok et soit a un idéal de Ok premier à 6mq. Alors on a les
formules de normes suivantes

Nkmq/km
(
Ψ(1;mq, a−1mq)

)rm/rmq
=

{
Ψ(1;m, a−1m) si q | m,
Ψ(1;m, a−1m)1−(q,km/k)−1

si q - m.

De plus on a

(2.3) Nkq/H(Ψ(1; q, a−1q))12wk/rq =
(∆(Ok)

∆(q)

)N(a)−(a,H/k)

,

où, pour tout réseau L de C, ∆(L) = g2(L)3 − 27g3(L)2 est le discriminant de
l’équation

℘′(z, L)2 = 4℘(z, L)3 − g2(L)℘(z, L)− g3(L),

satisfaite par la fonction ℘(z, L) de Weierstrass et sa dérivée ℘′(z, L). Rappelons
aussi la relation

(2.4) Ψ(1;m, a−1m)N(b)−(b,km/k) = Ψ(1;m, b−1m)N(a)−(a,km/k).
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Nous disposons maintenant du matériel nécessaire à la définition de CF . Pour
tout idéal m 6= (1) de Ok, notons CF,m le sous-groupe de O×F engendré par µ(F )

et par les normes
Nkm/km∩F

(
Ψ(1;m, a−1m)

)σ−1
,

où σ ∈ Gal(F/k) et a parcourt l’ensemble des idéaux entiers de k premiers
avec 6m. Alors on pose

Définition 2.1. — Le groupe CF est le sous-groupe de O×F engendré par tous
les CF,m, m 6= (1). On posera

VF := µ(F )C12wkef
F .

Nous allons maintenant rappeler la définition de ΩF . Soit Q le sous-groupe
de H× engendré par les quotients(∆(Ok)

∆(q)

)τ
,

où q parcourt les idéaux premiers de k et τ ∈ Gal(H/k). On sait que
∆(Ok)/∆(q) engendre dans H l’idéal fractionnaire q12OH . De plus on a(∆(Ok)

∆(q)

)(b,H/k)−1

=
∆(b)

∆(qb)
·

Soit g un idéal propre de Ok tel que g | f. Alors on pose

(2.5) ϕF,g := Nkg/kg∩F
(
ϕg(1)

)e(f,g)
, e(f, g) :=

wkef
rgeg

·

Soit h le nombre de classes d’idéaux de k. Les entiers algébriques (ϕF,g)
h ont

été introduits pour la première fois dans le livre [4, p. 307] de D. Kubert et
S. Lang et sont appelées invariants de Kersey. Ce sont en quelque sorte des nor-
malisations des invariants de Robert-Ramachandra. Rappelons que ces derniers
satisfont des relations de norme mis en évidence par G. Robert [6, th. 2]. Elles
ont comme conséquence immédiate les formules suivantes : pour toute paire
d’idéaux g et q tels que q est premier et gq | f, on a

(2.6) Nkgq∩F /kg∩F (ϕF,gq) =


ϕF,g si q | g,[
ϕF,g

]1−(q,kg∩F/k)−1

si q - g et g 6= (1),(
∆(Ok)/∆(q)

)ef si g = (1).

La relation (2.1) et les différentes formules de norme rappelées ci-dessus per-
mettent d’exprimer les éléments du groupe C12wkef

F,m en fonction de ϕF,g, où
g = m+ f est le plus grand commun diviseur de m et f. En effet, soit IF l’idéal
d’augmentation de Z[Gal(F/k)] et soit JF le noyau de l’homomorphisme jF :

Z[Gal(F/k)] → Hom(µ(F ), µ(F )) prolongeant l’action naturelle de Gal(F/k)
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sur µ(F ). Il est bien connu que si on fixe S un ensemble fini d’idéaux premiers
de Ok contenant au moins ceux qui divisent wF f, alors JF est engendré sur Z
par les éléments N(a) − (a, F/k), où a parcourt l’ensemble des idéaux de Ok
premiers à S, cf. [12], chap. IV-1. Pour tout n | m posons

θ(m, n) =
∏
p|m
p-ng

(
1− (p, F ∩ kg/k)−1

)
,

le produit étant pris sur tous les idéaux premiers qui divisent mmais ne divisent
pas ng. Alors on a

(2.7) C12wkef
F,m =

(ϕF,g)
θ(m,(1))rmIF JF si g 6= (1),(

∆(Ok)/∆(q)
)θ(m,q)rmefIF JF si g = (1),

où q désigne un diviseur premier quelconque de m.

Définition 2.2. — Le sous-module galoisien de F× engendré par µ(F ), Qef
et par tous les ϕF,g (g | f et g 6= (1)) sera noté PF . De plus on posera

ΩF := PF ∩ O×F .

On voit grâce à (2.7) que VF ⊂ ΩF .

Dans cette dernière partie du paragraphe 2, nous supprimons, sauf mention
expresse du contraire, l’hypothèse H ⊂ F .

Posons R := Z[Gal(F/k)]. Nous allons introduire un certain sous-R-module
U de Q[Gal(F/k)]. Celui-ci apparaît dans les formules d’indice 2.9 et 2.10 ci-
dessous. Mais fixons d’abord quelques notations. Si D est un sous-groupe de
Gal(F/k), alors on pose

s(D) :=
∑
σ∈D

σ ∈ R.

L’ordre de D sera noté indifféremment |D| ou #D. Soit p un idéal premier de k.
Le groupe d’inertie de p dans F/k sera noté Tp. De plus on posera

ep :=
s(Tp)

|Tp|
et (p, F ) := λ−1

p ep,

où λp est un automorphisme de Frobenius associé à p dans F/k. On pose
T(1) := {1} et pour tout diviseur r 6= (1) de f̂ on note Tr le sous-groupe de
Gal(F/k) engendré par les groupes d’inertie Tp, p | r.

Définition 2.3. — Soit s un diviseur de f̂. Si s 6= (1) alors on note Us ou Us,F
le sous-R-module de Q[Gal(F/k)] engendré par les éléments

α(r, s, F ) = s(Tr)
∏
p|s/r

(
1− (p, F )

)
, r | s.

tome 135 – 2007 – no 2



INDICE DES UNITÉS ELLIPTIQUES DANS LES Zp-EXTENSIONS 305

De plus on pose U(1) = U(1),F := R et U = UF := Û
f,F

.

Il nous faut encore rappeler la définition de l’indice généralisé de Sinnott.
Soit ` un nombre premier et notons v` la valuation normalisée associée à `

(v`(`) = 1). Soit F un des deux corps Q ou Q`. Soit o le complété de Z dans F.
Étant donné E un F-espace vectoriel de dimension finie d et M et N deux
réseaux de E, c’est-à-dire deux sous-o-modules libres de E, de rang d, on définit
l’indice

(M : N) =

{
|det(γ)| si F = Q,

`v`(det(γ)) si F = Q`,

où γ est un endomorphisme du F-espace vectoriel E tel que γ(M) = N . Nous
renvoyons le lecteur à [11] où sont démontrées les propriétés les plus remar-
quables de cet indice généralisé. Ici on est concerné par les R-modules Us,F .
On peut montrer, exactement comme dans [11, lemme 5.1], que Us,F est un ré-
seau de Q[Gal(F/k)]. De plus, si q est un idéal premier de Ok qui divise f mais
ne divise pas s, alors l’indice (Us,F : Usq,F ), qui est donc bien défini, est un en-
tier dont l’ensemble des diviseurs premiers est inclus dans celui de #Tq. Ainsi, si
on note s0, . . . , se les idéaux définis par les relations s0 := (1) et si+1 := sipi+1,
alors la décomposition

(R : U) =
e−1∏
i=0

(Usi : Usi+1
)

de (R : U) comme produit des indices (Usi : Usi+1
) montre que (R : U) ∈ N. De

plus, si ` est un nombre premier tel que `|(R : U) alors ` divise #Gal(F/F ∩H).
D’ailleurs le théorème 5.2 de [11] a bien un analogue dans la situation présente.
Cet analogue nous servira au paragraphe suivant. Il s’agit de la proposition 2.1
ci-dessous où nous noterons D (resp. ∆) le `-Sylow (resp. le sous-groupe des
éléments d’ordre premier à `) de Gal(F/k), de sorte qu’on a la décomposition
Gal(F/k) = ∆ × D. Tout caractère multiplicatif de ∆ peut être vu comme
un caractère de Gal(F/k) trivial sur D. Soit Fχ le corps fixe de ker(χ) et soit
m(χ) son conducteur. Alors χ se factorise en un caractère de Gal(Fχ/k) que
nous noterons encore χ. Pour tout idéal a de Ok premier à m(χ), on pose
χ(a) = χ(a, Fχ/k), sinon on pose χ(a) = 0.

Proposition 2.1. — Soient F ′ le corps fixe de ∆ et χ un caractère de ∆.
On peut voir χ comme caractère de Gal(F/k) trivial sur D. Notons alors fχ le
produit des idéaux premiers q de k qui se ramifient dans F ′ et tels que χ(q) = 1.
Alors la puissance exacte de ` qui divise (R : U) est le produit

(2.8)
∏
χ

(
Z[Gal(F ′/k)] : Ufχ,F ′

)
où χ parcourt tous les caractères multiplicatifs de ∆.
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Démonstration. — Nous allons suivre de près la démonstration du théo-
rème 5.2. de [11]. Posons R` := Z`[Gal(F/k)] et pour tout diviseur r de f̂,
notons Ur,` le sous-R`-module de Q`[Gal(F/k)] engendré par Ur. On obtient
ainsi des réseaux de Q`[Gal(F/k)]. De plus, si q est un idéal premier de k tel
que q | f mais q - r alors

v`
(
(Ur : Urq)

)
= v`

(
(Ur,` : Urq,`)

)
.

Si q n’est pas ramifié dans F ′, alors le groupe d’inertie en q est inclus dans ∆,
Tq ⊂ ∆. En particulier ` ne divise pas #Tq et (Ur,` : Urq,`) = 1 (voir les com-
mentaires donnés juste avant la proposition). D’autre part on peut décomposer
Ur,` et Urq,` en somme directe de sous-R`-modules

Ur,` =
⊕
χ̃

eχ̃Ur,` et Urq,` =
⊕
χ̃

eχ̃Urq,`,

où χ̃ décrit l’ensemble des caractères Q`-irréductibles de δ et pour chaque χ̃
on a posé

eχ̃ =
1

|∆|
∑
τ∈δ

χ̃(τ)τ−1 ∈ Z`[∆],

qui est l’idempotent classiquement associé à χ̃. Soit Q` une clôture algébrique
de Q`. Fixons alors un caractère multiplcatif χ de ∆, à valeurs dans Q` et dont
la trace à Q` est égale à χ̃. Si χ(q) = 0, ce qui revient à dire que eχ̃s(Tq) = 0,
alors on a eχ̃Ur,` = eχ̃Urq,` par définition même de ces modules. Si χ(q) 6= 0

et χ(q) 6= 1, alors χ(q) est une racine de l’unité d’ordre premier à `. Par consé-
quent 1−χ(q)−1 est inversible dans l’anneau de valuation discrète engendré sur
Z` par les valeurs de χ et que nous noterons Z`(χ). Soit A =

∑
ag(g) ∈ Z`[∆]

tel que (1− χ(q)−1)(
∑
agχ(g)) = 1. Alors on a

eχ̃ = (eχ̃A)
(
eχ̃(1− (q, F )

)
,

ce qui permet de déduire encore un fois l’égalité eχ̃Ur,` = eχ̃Urq,`. De ce qui
précède on déduit

(eχ̃R` : eχ̃Uf̂,`) = (eχ̃R` : eχ̃Ufχ,`).

Considérons maintenant l’isomorphisme d’anneaux

ρχ : eχ̃Q`

[
Gal(F/k)

]
−→ Q`(χ)[D]

qui à eχ̃σ1σ2 associe χ(σ1)σ2, pour tout (σ1, σ2) ∈ ∆ × D. Par définition
Q`(χ) est l’extension de Q` engendrée par les valeurs de χ. On a évidemment
ρχ(eχ̃R`) = Z`(χ)[D]. Mais il est aussi facile de vérifier la relation

ρχ
(
eχ̃α(r, fχ, F )

)
= #(Tr ∩∆)α(r, fχ, F

′), r | fχ,

d’où l’on déduit(
ρχ(eχ̃R`) : ρχ(eχ̃Ufχ,`)

)
=
(
Z`(χ) ·R′` : Z`(χ) · U ′fχ,`

)
= (R′` : U ′fχ,`)

dχ ,
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où R′` = Z`[Gal(F ′/k)], dχ = [Q`(χ) : Q`] et U ′fχ,` est le sous-R′`-module de
Q`[Gal(F ′/k)] engendré par Ufχ,F ′ . On voit en particulier que si ψ̃ = χ̃, alors
(R′` : U ′fψ,`) = (R′` : U ′fχ,`). On peut maintenant conclure puisqu’on a

(eχ̃R` : eχ̃Ûf,`) =
∏
ψ∼χ

(
Z[Gal(F ′/k)] : Ufψ,F ′

)
,

le produit étant pris sur tous les caractères ψ de ∆ conjugués à χ sur Q`.

Pour tout idéal maximal p de Ok posons Fp∞ := F ∩
(⋃

n kpn
)
. Alors nous

avons démontré dans [5, th. A] la formule d’indice suivante, valable dans le cas
où H ⊂ F ,

(2.9) [O×F : ΩF ] = hF
(12wkef)

[F :k]−1

wF /wk

∏
p[Fp∞ : H]

[F : H]
(R : U),

d’où l’on déduit

(2.10) [O×F : CF ] = hF

∏
p[Fp∞ : H]

[F : H]
(R : U)

[ΩF : VF ]

wF /wk
·

3. L’indice (R : U) dans les Zp-extensions

Posons R(n) := Z[Gal(Fn/k)] et U (n) := UFn . Nous étudions la suite d’in-
dices (R(n) : U (n)). À cette fin, pour tout nombre premier ` nous noterons R(n)

`

la Z`-algèbre Z`[Gal(Fn/k)] et U (n)
` le sous-R(n)

` -module de Q`[Gal(Fn/k)] en-
gendré par U (n).

Proposition 3.1. — Supposons que F∞ vérifie l’hypothèse de décomposition.
Alors pour tout ` 6= p la suite (R

(n)
` : U

(n)
` ) ne dépend pas de n pour tout

entier n assez grand.

Démonstration. — Ici aussi il suffit de reprendre la première partie de la dé-
monstration de Sinnott de son théorème 6.1 dans [11]. En effet, la plus grande
extension de k de degré une puissance de `, contenue dans Fn ne dépend pas
de n. Notons-la F ′. D’après la proposition 2.1, on doit considérer les indices
(Z[Gal(F ′/k)] : Ufχ,F ′), où χ parcourt les caractères de Gal(Fn/F

′). Par hypo-
thèse il existe n0 tel que Gal(Fn/Fn0

), pour n ≥ n0, est contenu dans tous les
groupes de décomposition des idéaux premiers de k qui se ramifient dans Fn/k.
En particulier, si fχ 6= (1) alors χ est nécessairement trivial sur Gal(Fn/Fn0

).
D’où la formule

(R
(n)
` : U

(n)
` ) =

∏
χ

(
Z[Gal(F ′/k)] : Ufχ,F ′

)
, n ≥ n0,

où χ parcourt tous les caractères de Gal(Fn0
/k).
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Soit s un diviseur de f̂n (qui est par définition le produit des idéaux premiers
de Ok qui divisent fn). Alors on pose U (n)

s := Us,Fn et on note U (n)
s,p le sous-

R
(n)
p -module de Qp[Gal(Fn/k)] engendré par U (n)

s . Rappelons que U (n)
s,p est un

réseau de Qp[Gal(Fn/k)]. Si q est un idéal premier de Ok qui divise fn mais ne
divise pas s, alors on a

vp
(
(U

(n)
s : U

(n)
sq )

)
= vp

(
(U

(n)
s,p : U

(n)
sq,p)

)
.

Proposition 3.2. — Soient s et s′ deux diviseurs de ĥ tels que ss′ = ĥ. Soit q
un idéal premier de Ok qui divise s′. Alors il existe µ ∈ N et ν ∈ Z tel que
l’indice

(U
(n)
s,p : U

(n)
sq,p) = pµp

n+ν

pour tout entier n assez grand. De plus, si le groupe de décomposition de q
dans F∞/k est infini alors on a µ = 0.

Démonstration. — Les arguments que nous utilisons ici sont empruntés à [11],
lemme 3.2 et proposition 6.1. La démonstration que nous en donnons reprend
largement les arguments de Sinnott. Posons

Λ := lim←−Zp
[
Gal(Fn/F )

]
, R∞ := lim←−R

(n)
p et E := lim←−Qp

[
Gal(Fn/k)

]
.

Notons Pn la projection canonique E −→ Qp[Gal(Fn/k)] et pour tout sous-Λ-
module A de E posons A(n) = Pn(A) et An = A∩ker(Pn). On peut remarquer
que R∞ est une sous-Λ-algèbre de E, libre de rang fini. Comme base on peut
prendre une partie quelconque de Gal(F∞/k) en bijection avec Gal(F/k) par
restriction des automorphismes. On en déduit l’identité R∞n = ωnR

∞, où on a
posé ωn = γp

n − 1, γ étant un générateur topologique de Gal(F∞/F ). D’autre
part, la limite inverse

U∞s := lim←−U
(n)
s,p

n’est autre que le sous-R∞-module de E engendré par les éléments de la forme

s(T̃r)
∏
p|s/r

(
1− (p, F∞)

)
, r | s,

où T̃r est le sous-groupe (fini) de Gal(F∞/k) engendré par les groupes d’iner-
tie T̃p dans F∞/k des idéaux premiers qui divisent r. Le symbole (p, F∞) est
défini comme suit

(p, F∞) := λ−1
p

s(T̃p)

|T̃p|
,

où λp est un Frobenius en p dans F∞/k. En particulier U∞s est un Λ-module
de type fini. De plus on a Pn(U∞s ) = U

(n)
s,p , si bien que

(3.1) (U
(n)
s,p : U

(n)
sq,p) =

[U
(n)
s,p + U

(n)
sq,p : U

(n)
sq,p]

[U
(n)
s,p + U

(n)
sq,p : U

(n)
s,p ]

=
[A(n) : C(n)]

[A(n) : B(n)]
,
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où A = U∞s + U∞sq , B = U∞s et C = U∞sq .

Nous dirons qu’un sous-Λ-module X de E est admissible s’il existe u, v ∈ N
tels que pu(R∞) ⊂ X et pv(X) ⊂ R∞. Ceci entraîne en particulier que X(n) est
un réseau de Qp[Gal(Fn/k)]. Si Y ⊂ X sont deux sous-Λ-modules admissibles
de E, alors on peut exprimer l’ordre du groupe fini X(n)/Y (n) au moyen de
l’invariant µ de X/Y . En effet, d’après la théorie des Λ-modules, il existe X ′

un Λ-module libre et un homomorphisme injectif f : X → X ′ tel que X ′/f(X)

est fini. Comme on a pu+v(Xn) ⊂ ωnX le groupe (f(Xn) + ωnX
′)/ωnX

′ est
fini puiqu’il est annulé à la fois par ωn et par pu+v. L’injection canonique(

f(Xn) + ωnX
′)/ωnX ′ −→ X ′/ωnX

′

et le fait que X ′/ωnX ′ est un Zp-module libre permettent de conclure à l’in-
clusion f(Xn) ⊂ ωnX

′. Le quotient ωnX ′/f(Xn) est fini car, d’une part la
multiplication par ωn donne une application surjective

X ′/f(X) −→ ωnX
′/f(Xn).

et d’autre part X ′/f(X) est fini. D’ailleurs cette dernière propriété a pour
autre conséquence l’inclusion ωnX

′ ⊂ f(X), pour tout n assez grand. Ainsi,
pour tout n assez grand ωnX

′/f(Xn) ⊂ f(X)/f(Xn). Mais f(X)/f(Xn) '
X/Xn ' X(n) est un Zp-module libre. Il vient f(Xn) = ωnX

′, pour tout n
assez grand. Par la théorie d’Iwasawa on a[

(X ′/f(Y )) : ωn(X ′/f(Y ))
]

= pµ
′pn+ν′ , pour tout n assez grand,

où ν′ ∈ Z et µ′ = µ(X ′/f(Y )) est l’invariant du Λ-module X ′/f(Y ). Pour
déduire l’ordre de X(n)/Y (n), il suffit de constater les isomorphismes

X(n)/Y (n) ' X/(Xn + Y ) ' f(X)/
(
f(Xn) + f(Y )

)
,

X ′/
(
ωnX

′ + f(Y )
)
'
(
X ′/f(Y )

)
/ωn

(
X ′/f(Y )

)
,

et comme f induit un quasi isomorphisme de X/Y dans X ′/f(Y ), il vient

(3.2) #X(n)/Y (n) = pµ1p
n+ν1 , pour tout n assez grand,

où ν1 ∈ Z et µ1 = µ(X/Y ). Ainsi pour obtenir la formule pour (U
(n)
s,p : U

(n)
sq,p),

il suffit d’appliquer (3.2) aux couples de modules (A,B) et (A,C), les modules
A,B,C étant ceux introduits ci-dessus. Ils sont évidemment admissibles. Il suf-
fit ensuite d’utiliser (3.1). On obtient alors µ = µ(A/C) − µ(A/B). Il nous
reste à montrer l’identité µ(A/C) = µ(A/B) dans le cas où le groupe de dé-
composition de q dans F∞/k est infini. Pour cela nous allons construire un
quasi-isomorphisme de A/C dans A/B. Mais il est d’abord utile de remarquer
la relation

U∞sq = U∞s (T̃q) +
(
1− (q, F∞)

)
U∞s ,
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où U∞s (T̃q) est le sous-R∞-module de E engendré par les éléments de la forme

s(T̃rq)
∏
p| sr

(
1− (p, F∞)

)
, r | s.

De plus l’idempotent e = s(T̃q)/|T̃q| est tel que (1 − e)U∞sq = (1 − e)U∞s . Or
le noyau de la multiplication par 1 − e dans tout R∞-module M est égal à
son sous-module M T̃q , qui est par définition l’ensemble des éléments de M
invariants sous l’action de T̃q. Par conséquent les injections naturelles

AT̃q/C T̃q −→ A/C et AT̃q/BT̃q −→ A/B

sont des isomorphismes. Comme C T̃q = U∞s (T̃q) + (1 − λ−1
q )BT̃q ⊂ BT̃q , on

a un homomorphisme naturel AT̃q/C T̃q → AT̃q/BT̃q , qui est surjectif et dont
le noyau est W = BT̃q/C T̃q . On sait déjà que ce groupe est annulé par une
puissance de p. En effet, on a

|T̃q|BT̃q ⊂ s(T̃q)B ⊂ U∞s (T̃q).

De plus, comme le groupe de décomposition Dq(F∞) de l’idéal q dans F∞/k est
topologiquement engendré par T̃q et par λq, les relations (1− λ−1

q )W = 0 et
(1− σ)W = 0, pour tout σ ∈ T̃q entraînent (1− σ)W = 0, pour tout σ ∈ Dq(F∞).
Or Dq(F∞) est infini par hypothèse. Il existe donc n un entier naturel tel
que γp

n ∈ Dq(F∞). Par conséquence ωnW = 0. Le groupe W est donc fini.
Ce qu’il fallait démontrer.

Corollaire 3.1. — Soit s un diviseur de ĥ. Alors il existe µs ∈ N et νs ∈ Z
tel que

(R(n)
p : U

(n)
s,p ) = pµsp

n+νs

pour tout entier n assez grand. De plus, si les groupes de décomposition des
idéaux premiers de k qui divisent s sont infinis, alors on a µs = 0.

Démonstration. — Soient q1, . . . , qd les idéaux premiers de Ok qui divisent s.
Alors on a

(R(n)
p : U

(n)
s,p ) =

d−1∏
i=0

(U
(n)
si,p : U

(n)
si+1,p),

où s0 = (1) et si = q1 · · · qi si i ≥ 1. La proposition 3.2 permet de conclure.

Si M ⊂ L sont des extensions abéliennes finies de k alors on note

corL/M : Zp[Gal(M/k)] −→ Zp[Gal(L/k)]

l’homomorphisme de Zp-modules défini pour σ ∈ Gal(M/k) par

corL/M (σ) := s
(
Gal(L/M)

)
σ̃,

tome 135 – 2007 – no 2



INDICE DES UNITÉS ELLIPTIQUES DANS LES Zp-EXTENSIONS 311

où σ̃ est un prolongement quelconque de σ à L. L’homomorphisme corL/M est
injectif. En effet, notons resL/M : Zp[Gal(L/k)] → Zp[Gal(M/k)] l’homomor-
phisme de Zp-modules qui à τ ∈ Gal(L/k) associe sa restriction au corps M ,
alors on a resL/M ◦ corL/M (x) = [L : M ]x.

Proposition 3.3. — Posons a = ĥ et, pour tous m ≥ n, notons G(m,n)

le groupe de Galois de Fm/Fn. Alors pour tout n0 assez grand l’application
corFm/Fn , m ≥ n, induit un isomorphisme

(3.3) corFm/Fn : (U
(n)
a,p )G(n,n0) '−→ (U

(m)
a,p )G(m,n0),

pour tous m ≥ n ≥ 2n0.

Démonstration. — Posons A = U∞a,p. Il existeX un Λ-module libre et un homo-
morphisme injectif f : A → X tel que X/f(A) est fini. Comme nous l’avons
montré au cours de la preuve de la proposition 3.2, il existe n0 ∈ N tel que
f(An) = ωnX, pour tout n ≥ n0. Rappelons que An est le noyau de la projec-
tion A→ Qp[Gal(Fn/k)]. En particulier on a

(U
(n)
a,p )G(n,n0) ' (A/An)Γn0 '

(
f(A)/ωnX

)Γn0 ,

où on a posé Γn0 := Gal(F∞/Fn0). Comme X/f(A) est fini on peut choisir n0

assez grand de sorte que(
f(A)/ωnX

)Γn0 =
(
X/ωnX

)Γn0 , n ≥ 2n0.

En effet, il suffit que pn0 et ωn0
annulentX/f(A). Alors dans ce cas l’application

corestriction (3.3) correspond à l’ injection

i :
(
X/ωnX

)Γn0 −→
(
X/ωmX

)Γn0 , x 7−→ (ωm/ωn)x

qui est nécessairement surjective puisqueX est Λ-libre. D’où la proposition.

Notons b le produit des idéaux premiers de k qui se ramifient dans F∞/F .
Si q | b alors on note T (n)

q le groupe d’inertie de q dans Fn/k.

Corollaire 3.2. — Pour tout n0 assez grand et tout diviseur s de b, l’appli-
cation corFm/Fn , m ≥ n, induit un isomorphisme

corFm/Fn : (U
(n)
as,p)

G(n,n0) '−→ (U
(m)
as,p)

G(m,n0),

pour tout entier n ≥ 2n0.

Démonstration. — Nous allons montrer par récurrence sur s qu’il suffit de
prendre n0 assez grand à la fois pour vérifier l’hypothèse de la proposition 3.3
et pour que G(n, n0) ⊂ T

(n)
q pour tout q | b et tout n ≥ n0. Le cas s = (1)
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est la proposition 3.3. Considérons donc q un idéal premier de k tel que q | b
mais q - s. Alors on a

U
(n)
asq,p = U

(n)
as,p(T

(n)
q ) +

(
1− (q, Fn)

)
U

(n)
as,p.

D’autre part, comme G(n, n0) ⊂ T (n)
q pour n ≥ n0, on peut vérifier les identités

(U
(n)
asq,p)

G(n,n0) = U
(n)
as,p(T

(n)
q ) +

(
1− (q, Fn)

)
(U

(n)
as,p)

G(n,n0),

corFm/Fn(U
(n)
as,p(T

(n)
q )) = U

(m)
as,p(T

(m)
q ).

Ainsi notre hypothèse de récurrence implique que l’image

corFm/Fn(U
(n)
asq,p)

G(n,n0) = (U
(m)
asq,p)

G(m,n0),

pourvu quem ≥ n ≥ 2n0. Comme la corestriction est injective la démonstration
du corollaire est complète.

Corollaire 3.3. — Soit s un diviseur de b et soit q un idéal premier de k
divisant b mais tel que q - s. Alors l’application

corFm/Fn : (U
(n)
as,p)

T
(n)
q

'−→ (U
(m)
as,p)

T
(m)
q , m ≥ n,

est un isomorphisme pour tout entier n assez grand.

Démonstration. — Ce résultat est la conséquence immédiate du corollaire 3.2
ci-dessus.

Corollaire 3.4. — Soient s et q comme dans le corollaire 3.3 ci-dessus.
Alors l’indice (U

(n)
as,p : U

(n)
asq,p) ne dépend pas de n pour tout n assez grand.

Démonstration. — On a d’une part

(U
(n)
as,p : U

(n)
asq,p) =

[
(U

(n)
as,p)

T
(n)
q : U

(n)
as,p(T

(n)
q ) + (1− λ(n)

q )(U
(n)
as,p)

T
(n)
q
]
,

où λ(n)
q est un automorphisme de Frobenius en q dans Fn/k. Mais on sait d’autre

part, grâce au corollaire 3.3, que si n est assez grand alors ϕ := corFm/Fn est
un isomorphisme de (U

(n)
as,p)

T
(n)
q sur (U

(m)
as,p)

T
(m)
q . On a aussi la relation

ϕ
[
U

(n)
as,p(T

(n)
q ) + (1− λ(n)

q )(U
(n)
as,p)

T
(n)
q
]

= U
(m)
as,p(T

(m)
q ) + (1− λ(m)

q )(U
(m)
as,p)

T
(m)
q .

Le corollaire en découle.

Théorème 3.1. — Il existe µ∞ ∈ N et ν ∈ Z tels que

(R(n)
p : U (n)

p ) = pµ∞p
n+ν ,

pour tout n assez grand. De plus, si F∞ vérifie l’hypothèse de décomposition
alors on µ∞ = 0.
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Démonstration. — On peut décomposer (R
(n)
p : U

(n)
p ) sous la forme

(R(n)
p : U (n)

p ) = (R(n)
p : U

(n)
a,p )(U

(n)
a,p : U

(n)
ab,p).

Il suffit maintenant d’appliquer les corollaires 3.1 et 3.4.

4. La suite des indices [ΩFn : VFn ]

Nous étudions dans ce paragraphe la suite [ΩFn : VFn ]. Pour cela nous avons
besoin de quelques notations supplémentaires. Nous poserons Ln := Fn ∩ kgn
et L∞ =

⋃
Ln. On a F∞ = FL∞, Fn = FLn et L∞ est une Zp-extension

de L0 abélienne sur k. En particulier on a Gal(F∞/L∞) ' Gal(Fn/Ln). De
plus, l’égalité Fn = FLn montre bien que pour n assez grand, disons n ≥ n0,
le conducteur de Ln/k est égal à gn. Nous allons commencer par étudier la
suite des indices [ΩLn : VLn ]. En cela nous utiliserons le groupe

P ′Ln = PLn/µ(Ln)(k×)12egn

qu’il est possible de représenter par générateurs et relations. Rappelons
l’égalité x12 = ∆(Ok)/∆(xOk), pour tout x ∈ k×, qui prouve que l’on a
bien (k×)12egn ⊂ PLn . Il n’est pas difficile de vérifier que

PLn/ΩLn(k×)12egn

est un groupe fini. On en déduit que P ′Ln est de type fini comme groupe abélien,
de même rang que ΩLn , c’est à dire [Ln : k]− 1. On est dans un cas favorable
puisque, comme on va le voir ci-dessous, les seules relations reliants les éléments
de P ′Ln sont celles issues des formules de norme (2.6). De manière formelle, les
choses se présentent comme suit. Soit A le groupe abélien libre de base la
réunion disjointe ⊔

g∈Σn

Gal(Ln ∩ kg/k),

où Σn = {(1), gn} si gn est divisible par un seul idéal premier et

Σn =
{

(1), gn, p
in , p̄jn

}
si gn = pin p̄jn . Le groupe A est naturellement un module galoisien. De plus
nous disposons d’un homomorphisme surjectif F : A → P ′Ln , défini pour σ
dans Gal(Ln ∩ kg/k) où g ∈ Σn par

F(σ) =

{
la classe de (ϕLn,g)

σ si g 6= (1),

la classe de (∆(a−1)/∆(Ok))egn si g = (1) et σ = (a, H/k).

Le noyau de F contient le Z-module R engendré par les sommes

Sg,g′(σ) =
∑
τ→σ

τ − σ
(∏
q|g′

(
1− (q, Ln ∩ kg/k)−1

))
,

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



314 OUKHABA (H.)

où g, g′ ∈ Σn sont premiers entre eux et tels que g′ 6= (1). De plus σ appartient
à Gal(Ln∩kg/k) et

∑
τ→σ τ désigne la somme des éléments de Gal(Ln∩kgg′/k)

dont la restriction à Ln ∩ kg est égal à σ. Le produit∏
q|g′

(
1− (q, Ln ∩ kg/k)−1

)
est pris sur les idéaux premiers qui divisent g′. Ces sommes Sg,g′(σ) sont en
fait la formalisation des relations de norme citées ci-dessus.

On peut exhiber une Z-base de A qui nous permettra en même temps d’en
déduire directement une base deA/R. En effet, pour tout (1) 6= g ∈ Σn divisible
par un seul idéal premier, on fixe Xg ⊂ Gal(Ln∩kg/k) tel que la restriction des
automorphismes est une bijection de Xg sur Gal(H/k). De plus, si gn = pin p̄jn

alors pour tous σ1 ∈ Gal(Ln ∩ kpin /k) et tout σ2 ∈ Gal(Ln ∩ kp̄jn /k) tels que
σ1 et σ2 coïncident sur H, on fixe γ(σ1, σ2) ∈ Gal(Ln/k) un automorphisme
qui prolonge à la fois σ1 et σ2. Posons alors

Xgn =
{
γ(σ1, σ2), tel que σ1 ∈ Xpin ou σ2 ∈ Xp̄jn

}
.

Posons aussi X(1) = ∅ et pour tout g ∈ Σn, introduisons l’ensemble

Υg =
{
Sg,g′(σ), tel que g′ ∈ Σn est premier à g et σ ∈ Gal(Ln ∩ kg/k)−Xg

}
,

où Sg,(1)(σ) = σ. Maintenant on peut montrer

Proposition 4.1. — L’ensemble Υ =
⊔
g∈Σn

Υg est une Z-base de A. On en
déduit que l’ensemble

⊔
g∈Σn

Gal(Ln ∩ kg/k)−Xg est une base de A/R.

Démonstration. — Il suffit de montrer la première assertion de la proposition.
De plus, comme le cardinal de Υ est égal au rang de A, il suffit en fait de vérifier
que Υ engendre A. Si B est une partie de A, alors nous noterons 〈B〉 le sous-
Z-module de A engendré par B. Soit donc g ∈ Σn, divisible par un seul idéal
premier. Soit σ ∈ Gal(Ln ∩ kg/k) et soit γ sa restriction à H. Par définition
même de Xg, la somme

∑
τ→γ τ contient un seul τ ∈ Xg. En particulier si

σ ∈ Xg, alors
σ − S(1),g(γ) ∈ 〈Υg

⊔
Υ(1)〉.

D’où l’on déduit que σ ∈ 〈Υ〉. Supposons maintenant que gn = pin p̄jn . Posons
g = pin et g′ = p̄jn . Soit σ ∈ Xgn , c’est-à-dire σ = γ(σ1, σ2), avec σ1 ∈ Xg ou
σ2 ∈ Xg′ . Si σ2 6∈ Xg′ alors en raisonnant comme ci-dessus on voit que

σ − Sg′,g(σ2) ∈
〈

Υgn
⊔

Gal(Ln ∩ kg′/k)
〉
⊂ 〈Υ〉.

Comme Sg′,g(σ2) ∈ 〈Υg′〉 on peut conclure que σ ∈ 〈Υ〉. Si σ1 ∈ Xg et σ2 ∈ Xg′
il suffit d’utiliser σ−S(1),gn(γ) pour se ramener aux cas précédents, où γ est la
restriction de σ àH. La proposition est maintenant entièrement démontrée.
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Notons A′ ⊂ A le noyau de l’homomorphisme deg : A → Z défini par
deg(σ) = 0 si σ ∈ Gal(Ln ∩ kg/k) avec (1) 6= g ∈ Σn et deg(σ) = 1 si
σ ∈ Gal(H/k). On constate que R ⊂ A′. De plus la restriction de F à A′,
qu’on notera F ′, est surjective. Or le rang de A′/R est égal à [Ln : k]−1. Ainsi
on obtient, par factorisation de F ′, un isomorphisme

(4.1) A′/R ' P ′Ln .

Lemme 4.1. — Il existe un entier κ tel que pour tout n le groupe ΩLn/VLn a
au plus κ générateurs.

Démonstration. — Notons An le sous-module galoisien de PLn engendré
par Qegn et par tous les ϕLn,g, g ∈ Σn − {(1), gn} si cet ensemble est
non vide. Notons aussi Bn le sous-module galoisien de PLn engendré par
ϕLn,gn . Il est clair que ΩLn/VLn est engendré par les classes des éléments
des groupes An ∩ O×Ln et Bn ∩ O×Ln . Si gn est divisible par un seul idéal
premier alors An ∩ O×Ln ⊂ O

×
H . Si gn = pin p̄jn alors Ln ∩ kpin et Ln ∩ kp̄jn

ne dépendent pas de n pour n assez grand. Si K est le compositum de tous
ces corps. C’est un corps de nombres, et on a An ∩ O×Ln ⊂ O

×
K . Il nous reste

donc à étudier Bn ∩ O×Ln . Posons alors d = [L0 : k] et soient a1, . . . , ad des
idéaux de Ok tels que (a1, Ln/k) engendre le groupe cyclique Gal(Ln/L0)

et Gal(L0/k) − {1} = {(a2, L0/k), . . . , (ad, L0/k)}. On peut facilement mon-
trer que JLn/ILnJLn est engendré sur Z par les classes de wLn et par tous
les νi = N(ai)− (ai, Ln/k). Comme on peut écrire σ = (σ −N(aσ)) + N(aσ),
pour tout σ ∈ Gal(Ln/k) et tout idéal aσ de Ok tel que σ = (aσ, Ln/k) on voit
que Bn/Bn ∩ VLn a au plus d+ 1 générateurs. D’où le lemme.

Définition 4.1. — Pour toute extension abélienne finie K de k contenant H,
on pose

XK :=

∏
p[Kp∞ : H]

[K : H]

où le produit est pris sur tous les idéaux premiers de Ok.

Nous sommes maintenant prêt à donner un premier résultat sur la suite

Λ(Ln) =
[ΩLn : VLn ]XLn

wLn
=
∏
`

`r(Ln,`),

où ` parcourt tous les nombres premiers.

Proposition 4.2. — Soit ` un nombre premier. Alors la suite (r(Ln, `))n est
bornée. De plus si ` - wH alors les termes de cette suite ne dépendent pas de n
pour tout n assez grand.
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Démonstration. — Notons δn le plus grand diviseur commun de [Ln : Ln∩kpin ]

et [Ln : Ln ∩ kp̄jn ] si gn = pin p̄jn . Si gn est divisible par un seul idéal premier
nous poserons simplement δn = 1. Considérons l’application Z-linéaire Ψ : A →
Z×Hom(µ(Ln), µ(Ln)) définie pour un σ ∈ Gal(Ln ∩ kg/k) par

Ψ(σ) =

{
0 si g 6= gn,(
1, wHjLn(σ)

)
si g = gn.

Il est facile de vérifier que si gn est divisible par un seul idéal premier, alors
on a Ψ(R) ⊂ {0} × {0}. De plus, lorsque gn = pin p̄jn le nombre de racines de
l’unité de Ln∩kpin et de Ln∩kp̄jn est égal à wH . Ceci permet de voir que dans
ce cas on a Ψ(R) ⊂ δnZ×{0}. Ainsi grâce à l’isomorphisme (4.1), l’application
Ψ induit de manière naturelle un homomorphisme de groupes abéliens

ρn : ΩLn −→ Z/δnZ×Hom
(
µ(Ln), µ(Ln)

)
.

On a

Im(ρn) =

{
{0} × jLn(wkwH) si gn = pin ,

Z/δnZ× jLn(wH) sinon.

D’où l’on déduit

[ΩLn : ker(ρn)] =

{
wLn/ gcd(wkwH , wLn) si gn = pin ,

δnwLn/wH sinon,

où gcd(wkwH , wLn) est le plus grand diviseur commun de wkwH et wLn .
Par ailleurs, il est immédiat que VLn ⊂ ker(ρn). De plus, les relations de
normes (2.6) permettent de voir que le groupe ker(ρn)/VLn est tué par
(N(c)− 1)wH , pour tout idéal c de Ok premier à gn. Or wk est le plus grand
diviseur commun de ces entiers N(c) − 1. Il en découle que ker(ρn)/VLn est
tué par wkwH , Ainsi, on déduit grâce au lemme 4.1 que l’indice [ker(ρn) : VLn ]

divise (wkwH)κ. Comme δnXLn est constant pour n assez grand, la proposition
suit.

Nous avons besoin de relier les deux groupes ΩLn/VLn et ΩFn/VFn pour
pouvoir compléter notre étude. On part de l’inclusion

(PLn)efn/egn ⊂ PFn , n ≥ n0,

qui permet de définir un homomorphisme de modules galoisiens

Φn : PLn −→ PFn , Φn(x) = xvn ,

où vn = efn/egn . D’autre part, comme on a aussi (VLn)vn ⊂ VFn l’applica-
tion Φn induit un homomorphisme

Φ′n : ΩLn/VLn −→ ΩFn/VFn , n ≥ n0,
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L’étude de Im(Φ′n) et coker(Φ′n) nous permettra de conclure. Nous utiliserons
les deux familles d’homomorphismes

Ψn,m : ΩFn/VFn −→ ΩFm/VFm et Nm,n : ΩFm/VFm −→ ΩFn/VFn ,

définis pour tous m ≥ n de la façon suivante. On pose Ψn,m(x) = xe(n,m), où
e(n,m) := efm/efn , alors que Nm,n associe à la classe de z ∈ ΩFm la classe
d’une racine e(n,m)-ième de NFm/Fn(z). Il n’est pas difficile de vérifier que
Ψn,m et Nm,n sont bien définis et sont effectivement des homomorphismes de
groupes. D’après la preuve du lemme 4.1, Im(Φ′n) est engendré par les images
dans ΩFn/VFn des groupes

Φn(An) ∩ O×Fn = Φn(An ∩ O×Ln) et Φn(Bn) ∩ O×Fn = Φn(Bn ∩ O×Ln),

qu’on notera respectivement AFn et BFn . Précisons qu’en définitive Φn(An)

est le sous-module galoisien de PFn engendré par Qefn et par tous les ϕFn,g,
g ∈ Σn − {(1), gn} si cet ensemble est non vide. De même Φn(Bn) est le sous-
module galoisien de PFn engendré par ϕFn,gn . La relation

NFm/Fn(ϕFm,gm) = (ϕFn,gn)e(n,m),

donne

(4.2) Nm,n(BFm) = BFn .

Comme on l’a déjà remarqué, lorsque gn = pin p̄jn les corps Fn∩kpin et Fn∩kp̄jn
ne dépendent pas de n pour tout n assez grand. On en déduit les deux égalités

ϕFm,pim = (ϕFn,pin )e(n,m) et ϕFm,p̄jm = (ϕFn,p̄jn )e(n,m),

pour tous m ≥ n assez grands. Ce qui permet de conclure que dans tous les cas
on a

(4.3) Ψn,m(AFn ) = AFm,

pour tous m ≥ n assez grands.

Définition 4.2. — Pour tout nombre premier `, on note `πn(`) l’ordre du
`-sous-groupe de Sylow de Im(Φ′n).

Proposition 4.3. — Pour tout ` il existe N un entier (qu’on peut prendre
indépendant de `) tel que la suite (πn(`))n≥N est croissante. De plus, si la
suite (wFn)n est bornée et gn est divisible par un seul idéal premier, alors πn(`)

ne dépend pas de n pour tout n assez grand.

Démonstration. — La formule (4.3) montre que les groupes AFn sont iso-
morphes pour n assez grand. Comme on a

Ψn,m(AFn ∩BFn ) ⊂ AFm ∩BFm,
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les groupes AFn ∩ BFn sont aussi isomorphes pour n assez grands. De plus,
d’après (4.2), la restriction de Nm,n : BFm → BFn est surjective. L’isomorphisme

Im(Φ′n)/AFn ' BFn /AFn ∩BFn ,

le fait que BFn est tué par wkwLnδnet le lemme 4.1 permettent de conclure.

Proposition 4.4. — Supposons que la suite (wFn)n est bornée et gn est di-
visible par deux idéaux premiers. Alors on a πn+1(p) ≥ πn(p) + 1, pour tout n
assez grand.

Démonstration. — On sait grâce à la preuve de la proposition 4.3 qu’il suffit
de vérifier que le p-Sylow de ker(Nn+1,n) ∩ BFn+1 est non trivial pour tout n
assez grand. Notons alors wF∞ le nombre de racines de l’unité de F∞, qui est
fini par hypothèse. Soit pa la puissance exacte de p qui divise wkwF∞ [F∞ : L∞].
Choisissons n assez grand de sorte que pa+1 divise δn et δm = δn[Lm : Ln] pour
tout m ≥ n. Posons xm = wkwF∞δm/p

a+1. Alors l’élément ϕFm,gm de Im(Φ′m)

est tel que
(ϕFm,gm)xm 6∈ VFm , pour tout m ≥ n.

Car le contraire entraînerait, en prenant la norme de Fm à Lm, que l’unité
(ϕLm,gm)xm[F∞:L∞] ∈ VLm ⊂ ker(ρm). Ce qui est faux. En revanche on a évi-
demment

(ϕFm,gm)xmp
a+1

∈ VFm , pour tout m ≥ n.
On en déduit que l’ensemble des entiers c ∈ N satisfaisant (ϕFm,gm)x

′
m ∈ VFm ,

pour tout m ≥ n assez grand, où x′m = xmp
a+1−c, est non vide et majoré par a.

Soit b le plus grand élément de cet ensemble. Posons

Γm = la classe de (ϕFm,gm)xmp
a−b

dans ΩFm/VFm , pour tout m ≥ n.

Par définition de Γm on a Nm+1,m(Γm+1) = 1 et Γpm+1 = 1, pour tout
m ≥ n assez grand. D’autre part, comme on a Ψm,m+1(Γm) = Γm+1, on voit
que Γm+1 6= 1, pour tout m ≥ n assez grand.

Proposition 4.5. — Supposons que la suite (wFn)n n’est pas bornée et gn est
divisible par un seul idéal premier. Alors on a πn+1(p) ≥ πn(p)+1, pour tout n
assez grand.

Démonstration. — Là aussi il suffit de vérifier que le p-Sylow de ker(NF
n+1,n)∩

BFn+1 est non trivial pour tout n assez grand. Soit c un idéal propre de Ok
premier à 6fm, pour tout m. Soit pa la puissance exacte de p qui di-
vise wkwH(N(c)− 1)[F∞ : L∞]. Choisissons n assez grand de sorte que pa+1

divise wLn et wLm = [Lm : Ln]wLn pour tout m ≥ n. Posons σm = (c, Fm/k)

et zm = wk(σm − 1)wLm/p
a+1. On constate alors que

(ϕFm,gm)zm 6∈ VFm , pour tout m ≥ n.
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Car le contraire entraînerait, en prenant la norme de Fm à Lm, que
(ϕLm,gm)zm[F∞:L∞] est dans VLm ⊂ ker(ρm). Ce qui est faux. En revanche on a

(ϕFm,gm)zmp
a+1

∈ VFm , pour tout m ≥ n.

On en déduit que l’ensemble des entiers c ∈ N satisfaisant (ϕFm,gm)z
′
m ∈ VFm ,

pour tout m ≥ n assez grand, où z′m = zmp
a+1−c, est non vide et majoré par a.

Soit b le plus grand élément de cet ensemble. Posons

Λm = la classe de (ϕFm,gm)zmp
a−b

dans ΩFm/VFm , pour tout m ≥ n.

Par définition de Λm on a Nm+1,m(Λm+1) = 1 et Λpm+1 = 1, pour tout m ≥ n

assez grand. D’autre part, comme on a Ψm,m+1(Λm) = Λm+1 on voit que
Λm+1 6= 1, pour tout m ≥ n assez grand.

Proposition 4.6. — Si la suite (wFn)n n’est pas bornée et gn est divisible par
deux idéaux premiers alors on a πn+1(p) ≥ πn(p) + 2, pour tout n assez grand.

Démonstration. — Soit c un idéal propre de Ok premier à 6fm, pour tout m.
Choisissons aussi n assez grand de sorte que wLm = [Lm : Ln]wLn et δm =

δn[Lm : Ln] pour tout m ≥ n. Posons σm = (c, Fm/k). Comme prouvé précé-
demment, il existe bien b ∈ N tel que si on pose bm = wk(σm − 1)wLm/p

b+1,
alors la classe Ξm de (ϕFm,gm)bm dans ΩFm/VFm est telle que

Nm+1,m(Ξm+1) = 1, Ξpm+1 = 1 et Ξm+1 6= 1,

pour tout m ≥ n assez grand. Notons E l’ensemble des entiers u ∈ N tel qu’il
existe un couple (v, v′) ∈ N× N satisfaisant

(ϕFm,gm)(ym/p
u)−ηm(v,v′,u) ∈ VFm ,

pour tout m ≥ n assez grand, où on a posé

ym = wk(σm −N(c))δm et ηm(v, v′, u) = wkv
′(σm − 1)wLm/p

v.

L’ensemble E contient 0 et est majoré. Soit c son plus grand élément et soit Θm

la classe dans ΩFm/VFm de

(ϕFm,gm)(ym/p
c+1)−(ηm(v,v′,c)/p).

Alors le sous-groupe 〈Ξm,Θm〉 de ΩFm/VFm engendré par Ξm et Θm est iso-
morphe à Z/pZ× Z/pZ, pour tout m ≥ n assez grand. De plus on a

〈Ξm+1,Θm+1〉 ⊂ ker(Nn+1,n) ∩BFn+1.

D’où la proposition.

Il nous reste maintenant une dernière étape qui est l’étude de l’ordre de
coker(Φ′n). Mais d’ores et déjà on peut énoncer :
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Proposition 4.7. — Il existe N ∈ N tel que la suite (#coker(Φ′n))n≥N est
croissante.

Démonstration. — Notons Cn le sous-module galoisien de PFn engendré par
l’ensemble

Xn :=
{
ϕFn,g tel que (1) 6= g | h

}
∪X ′n

où X ′n := ∅ si gn est divisible par un seul idéal premier de Ok. Si gn = pin p̄jn

alors

X ′n :=
{
ϕFn,g tels que g = uv avec (1) 6= u | h et v = pin ou p̄jn

}
.

Notons aussiDn le sous-module galoisien de PFn engendré par les ϕFn,g tels que
g = ugn avec (1) 6= u | h. Soit βn la projection canonique βn : ΩFn → coker(Φ′n).
Alors coker(Φ′n) est engendré par

Cn,F := βn(Cn ∩ O×Fn) et Dn,F := βn(Dn ∩ O×Fn).

Notons Ψn,m : coker(Φ′n) → coker(Φ′m) et Nm,n : coker(Φ′m) → coker(Φ′n) les
familles d’homomorphismes respectivement induites par Ψn,m et Nm,n pour
tous m ≥ n. Comme on a

Ce(n,m)
n = Cm et NFm/Fn(Dm) = De(n,m)

n ,

pour tous m ≥ n assez grands, il vient Ψn,m(Cn,F ) = Cm,F et Nm,n(Dm,F ) =

Dn,F , pour tous m ≥ n assez grands. On peut maintenant conclure puisque
on a aussi la propriété Ψn,m(Cn,F ∩Dn,F ) ⊂ Cm,F ∩Dm,F , pour tous m ≥ n

assez grands.

Proposition 4.8. — L’ordre du groupe coker(Φ′n) ne dépend pas de n pour
tout n assez grand.

Démonstration. — D’après la proposition 4.7, il suffit de montrer que l’ordre
de coker(Φ′n) est borné indépendament de n. Il suffit même de vérifier cela
pour les groupes Dn,F . Or les formules de norme (2.6) entraînent en particulier
l’inclusion NFn/Ln(Dn) ⊂ Bvnn = Φn(Bn). De plus on a

wk

(
[Fn : Ln] −

∑
τ∈Gal(Fn/Ln)

τ
)

(wFn/wLn) ∈ IFnJFn .

On en déduit que l’ordre d’un élément quelconque de Dn,F divise l’entier
wk[Fn : Ln](wFn/wLn). D’autre part, comme pour la démonstration du
lemme 4.1, on peut montrer que le groupe Dn,F /Dn,F ∩ VFn est engendré par
tous les

ϕFn,ugn et ϕ
N(bi)−(bi,Fn/k)
Fn,ugn

,

où (1) 6= u | h et b1, . . . , bt sont des idéaux de Ok tels que (b1, Fn/k) engendre
le groupe cyclique Gal(Fn/F ) et Gal(F/k)− {1} = {(b2, F/k), . . . , (bt, F/k)}.
Ce qui permet de conclure.
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Théorème 4.1. — La suite

Λ(Fn) :=
[ΩFn : VFn ]XKn

wFn

ne dépend pas de n pour tout n assez grand.

Démonstration. — Décomposons Λ(Fn) =
∏
` `
r(Fn,`) en produit de puissances

de nombres premiers. Alors l’égalité

Λ(Fn) = #Im(Φ′n) ·#coker(Φ′n) · XKn
wFn

et les propositions 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 et 4.8 montrent que pour tout nombre
premier ` la suite d’entiers rationnels (r(Fn, `))n≥N est croissante à partir d’un
certain rang N . Or on a aussi

Λ(Fn) = Λ(Ln)
XFn
XLn

wLn
wFn

1

# ker(Φ′n)
·

Ce qui permet de voir, grâce à la proposition 4.2, que la suite (r(Fn, `))n est
majorée. D’où le théorème.

5. Conclusion

Nous arrivons maintenant à la preuve du théorème de l’introduction. La
première assertion de celui-ci découle de la formule (2.10), le théorème 3.1 ainsi
que le théorème 4.1. Pour obtenir la deuxième partie du théorème il faut aussi
utiliser la proposition 3.1.
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