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RÉSONANCES DE RAYLEIGH EN DIMENSION 2

par Didier Gamblin

Résumé. — Nous étudions les résonances de Rayleigh créées par un obstacle stric-
tement convexe à bord analytique en dimension 2. Nous montrons qu’il existe exac-
tement deux suites de résonances (zk,+) et (zk,−) convergeant exponentiellement vite
vers l’axe réel dans un voisinage polynomial de l’axe réel, et exponentiellement proches
d’une suite de quasimodes réels. De plus, k−1 Re zk,± est un symbole analytique d’ordre

0 en la variable k
−1 dont on donne le premier terme du développement. Nous construi-

sons pour cela des quasimodes de Rayleigh dans un voisinage du bord de l’obstacle.

Abstract (Rayleigh Resonances in Two Dimension). — We study the Rayleigh
resonances that are created by a strictly convex body with analytic boundary in two
dimension. In some polynomial neighbourhood of the real axis we prove that exists
exactly two sequences of resonances (zk,+) and (zk,−) converging exponentially to
the real axis and exponentially close to a sequence of real quasimodes. Moreover,
k−1 Re zk,± is a zero order analytic symbol in k−1 and we give the first term of his
expansion. To prove that, we construct Rayleigh quasimodes in a neighbourhood of
the obstacle.
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c© Société Mathématique de France



264 GAMBLIN (D.)

Introduction, notations et résultats

Soient O ⊂ R2 un compact strictement convexe à bord Γ analytique et
Ω = R2 \ O son complémentaire. Notons ∆e l’opérateur d’élasticité

∆eu = µ0∆u+ (λ0 + µ0)∇(∇ · u), u = t(u1, u2),

où les constantes de Lamé λ0 et µ0 vérifient µ0 > 0, λ0 + µ0 > 0. Considérons
∆e dans Ω avec des conditions de Neumann sur le bord Γ

(Bu)i :=

2∑

j=1

σij(u)νj = 0, (i = 1, 2 sur Γ)

où σij(u) = λ0∇ ·uδij +µ0(∂xj
ui + ∂xi

uj) est le tenseur des contraintes et ν la
normale extérieure à Ω sur Γ.

Pour l’équation des ondes élastiques à l’extérieur d’un obstacle régulier avec
condition de Neumann sur le bord M. Taylor [20] a étudié mathématiquement,
en dimension quelconque, la propagation des singularités. Trois types de rayons
peuvent propager les singularités. D’une part les rayons classiques se réfléchis-
sant au bord de l’obstacle suivant les lois de l’optique géométrique et propageant

les singularités aux vitesses c1 = (µ0)
1

2 et c2 = (λ0 + 2µ0)
1

2 . D’autre part les
rayons de Rayleigh propageant les singularités dans le bord de l’obstacle à la
vitesse plus lente cR. On rappelle que cR < c1 < c2 et cR = c1s0 où s0 est
l’unique zéro dans ]0, 1[ de la fonction de Rayleigh

R(s) = (s2 − 2)2 − 4(1 − s2)
1

2 (1 − c21c
−2
2 s2)

1

2 .

Ce qui fait que même un obstacle strictement convexe est captif pour le pro-
blème de Neumann du point de vue de la propagation des singularités. Ce qui
n’est pas le cas pour le problème de Dirichlet.

M. Ikehata et G. Nakamura [6] dans le cas de la sphère de R
3, puis M. Kawa-

shita [7] pour un obstacle à bord C∞ quelconque en dimension impaire, ont
montré que l’énergie locale de l’équation des ondes élastiques pour le problème
de Neumann n’a pas la propriété de décroissance uniforme lorsque t tend vers
l’infini. Ces phénomènes correspondent à l’existence d’ondes de Rayleigh se pro-
pageant au bord de l’obstacle et on s’attendait à ce que cela crée des résonances
convergeant rapidement vers l’axe réel.

Il est connu que l’opérateur −∆e, agissant sur les fonctions C∞ à support
compact dans Ω à valeurs dans C

2 et vérifiant la condition de Neumann, ad-
met une réalisation auto-adjointe sur L2(Ω; C2) que l’on notera −∆N

e . L’opé-
rateur −∆N

e est positif et n’admet pas de spectre ponctuel. On considère l’en-
semble

Λ =
{
λ ∈ C ; | Imλ| ≤ |λ|−δ , Reλ ≥ C0

}
.

Soit χ une fonction C∞ à support compact valant 1 près de Γ ; la résol-
vante tronquée Rχ(λ) = χ(−∆N

e − λ2)−1χ, holomorphe pour λ dans Λ avec
Imλ < 0, se prolonge méromorphiquement à Λ tout entier avec des pôles
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RÉSONANCES DE RAYLEIGH EN DIMENSION 2 265

possibles pour Imλ > 0. Ces pôles sont appelés résonances de l’opérateur
−∆N

e (voir [11]).

P. Stefanov et G. Vodev [15] ont commencé par montrer que dans le cas de
la boule de R3, il existe une suite de résonances convergeant exponentiellement
vite vers l’axe réel. Ils ont ensuite montré (voir [16]) que la convergence était
polynomiale, d’abord dans le cas d’un obstacle strictement convexe à bord C∞

de R3, puis pour un obstacle à bord C∞ quelconque en dimension impaire
d’espace (voir [17]). J. Sjöstrand et G. Vodev [10] ont donné l’asymptotique du
nombre de résonances de Rayleigh dans un domaine proche de l’axe réel de la
forme

Λ :=
{
λ ∈ C ; | Imλ| ≤ |λ|−δ , Reλ ≥ C0

}
, (δ, C0 > 0),

pour une classe d’obstacles incluant le cas strictement convexe et en toute
dimension d’espace autre que 4. P. Stefanov [13] a donné aussi une très bonne
minoration du nombre de résonances de Rayleigh pour un obstacle quelconque
en dimension 3. G. Vodev [21] a étendu le résultat obtenu dans le cas de la boule
de R3 à toute dimension impaire d’espace, en montrant que la convergence est
exponentielle dès que l’une des composantes connexes de l’obstacle est à bord
analytique. Dans le cas d’un obstacle à bord C∞ en dimension 3, M. Bellassoued
[1] a montré l’existence d’un domaine exponentiellement proche de l’axe réel
sans résonance.

Dans le cas d’un obstacle strictement convexe à bord analytique Γ en di-
mension 2, nous obtenons le résultat suivant :

Théorème 0.1. — Il existe deux suites de résonances zk,+ et zk,− de Rayleigh
(comptées avec multiplicités) vérifiant
∣∣Re zk,+− Re zk,−

∣∣ = O
(
exp(−C Re zk,±)

)
, Im(zk,±) = O

(
exp(−C Re zk,±)

)

où C est une constante > 0. Ici k−1 Re zk,± est un symbole analytique d’ordre 0
de la variable k−1 et

Re(zk,±) =
2πcR
`(Γ)

k +
∑

m≥0

amk
−m.

Soit Λ = {z ∈ C ; | Im z| ≤ |z|−δ, Re z ≥ C0} où δ, C0 > 0. Si C0 est assez
grand, il n’y a pas d’autres résonances de Rayleigh dans Λ que les nombres zk,±.

L’intérêt de la localisation précise des résonances réside dans le lien avec le
problème d’évolution associé (voir [19] et [14]). Il reste donc à préciser le taux
de décroissance exponentielle de la partie imaginaire des résonances en fonction
de la géométrie de l’obstacle (l’auteur a travaillé dans cette direction [3]) et à
étudier l’intéraction qu’il peut exister entre les résonances zk,+ et zk,−.
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266 GAMBLIN (D.)

1. Autour de la preuve

L’argument de Stefanov et Vodev était basé sur une estimation a priori du
prolongement méromorphe de la résolvante tronquée et une application du prin-
cipe de Phragmen-Lindelöf. L’existence de quasimodes contredit alors l’absence
de résonance près du réel.

En reprenant l’idée de Stefanov et Vodev, mais en appliquant le principe du
maximum dans des petits voisinages d’un quasimode, S.-H. Tang et M. Zworski
[18] ont montré, pour des perturbations du laplacien et en toutes dimensions
d’espace, que près d’un quasimode réel (pourvu qu’il soit assez grand) existait
au moins une résonance. Ensuite, Stefanov [12] a étendu les résultats de Tang
et Zworski au cas des quasimodes multiples et des clusters de quasimodes.
Il montre que près de chaque groupe de quasimodes existent au moins autant de
résonances (comptées avec multiplicités) qu’il y a de quasimodes. Cela permet
de localiser les résonances dans des boules et pas seulement près de l’axe réel.
Nous allons donc construire des quasimodes pour le système de l’élasticité avec
une précision exponentiellement petite.

Introduisons l’opérateur de Dirichlet-Neumann N (λ) défini par

N (λ) : Hs(Γ) 3 f 7−→ Bv Γ ∈ Hs−1(Γ),

où Hs(Γ) désigne les espaces de Sobolev usuels sur Γ et v la solution du pro-
blème

(∆e + λ2)v = 0 dans Ω, v = f sur Γ, v λ-sortante.

Rappelons que la fonction v est dite λ-sortante si pour r0 � 1 nous avons

v |x|≥r0
= R0(λ)g |x|≥r0

,

où g appartient à L2
comp(Ω), est à support indépendant de λ, et R0(λ) est la

résolvante libre sortante de −∆e dans R2 ; c’est-à-dire que R0(λ) appartient à
L(L2(Ω), L2(Ω)) pour Imλ < 0.

On sait (voir [16] et [21]) que dans la zone elliptique

E =
{
ζ ∈ T ∗Γ ; c1‖ζ‖ > 1

}
,

N (λ) est un opérateur pseudodifférentiel analytique à grand paramètre λ ayant
pour variété caractéristique

Σ =
{
ζ ∈ T ∗Γ ; cR‖ζ‖ = 1

}
,

où cR est la vitesse de Rayleigh. C’est l’existence de cette variété caractéristique
qui génère les résonances convergeant rapidement vers l’axe réel. Dans le cas
de la dimension 2, Σ est simplement la réunion de deux courbes fermées Σ+

et Σ−, ce qui explique la simplicité du problème en dimension 2 par rapport aux
dimensions supérieures. On va construire des quasimodes localisés près de Σ±.

Dans la section 2, puisque O est strictement convexe, nous définissons des
coordonnées d’Euler-Gauss dans Ω, c’est-à-dire que l’une des variables, que l’on
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RÉSONANCES DE RAYLEIGH EN DIMENSION 2 267

note θ, est l’angle polaire de la normale au bord Γ et l’autre, que l’on note r,
représente la distance à Γ. Nous étendons ensuite ces coordonnées dans un
voisinage complexe de Γ. Dans la suite, les variétés sont vues comme des sous-
variétés du revêtement universel (via les coordonnées d’Euler-Gauss) des com-
plexifiés de Γ ou Ω ou des fibrés cotangents de ces revêtements.

Dans la section 3, nous construisons quatre lagrangiennes complexes Λ±
j de

dimension 2, incluses respectivement dans p−1
j (1) (les notations p1(x, ξ) = c21|ξ|

2

et p2(x, ξ) = c22|ξ|
2 désignent les valeurs propres du symbole principal semi-

classique de −h2∆e) et dont la projection sur T ∗Γ est Σ±. Assez près de Γ, ces
lagrangiennes se projettent régulièrement dans l’espace des configurations.

Dans la section 4, nous construisons deux solutions BKW u± du système

(−h2∆e − 1)u = 0 près de Γ, Bu = 0 sur Γ,

qui décroissent exponentiellement près du bord de l’obstacle (ici Γ est en fait
remplaçé par son revêtement universel). La solution BKW u± que l’on obtient
vit à la fois sur les deux lagrangiennes Λ±

1 et Λ±
2 . Elle est de la forme

u±(r, θ;h) = u1,±(r, θ;h) exp
(
iφ±1 (r, θ)/h

)
+ u2,±(r, θ;h) exp

(
iφ±2 (r, θ)/h

)

où uj,±(r, θ;h) est un symbole analytique, ce qui permet après ressommation
d’obtenir des erreurs exponentiellement petites par rapport à h.

Dans la section 5, nous obtenons une condition de quantification comme
condition de recollement de la solution u±. Nous montrons que la condition
de quantification, indépendante de ±, est vérifiée pour un symbole analytique
réel hk d’ordre −1 de la variable k−1 (k ∈ N∗) dont le premier terme du déve-
loppement est `(Γ)/(2πcR) k−1. Pour cela nous démontrons des résultats sur la
composition par rapport à la variable h des symboles analytiques ne dépendant
que de h.

Dans la section 6, nous montrons qu’il existe deux résonances zk,+ et zk,−
(comptées avec multiplicités) exponentiellement proches (en la variable k) de
chaque nombre 1/hk et que dans un domaine de la forme

Λ :=
{
λ ∈ C ; | Imλ| ≤ |λ|−δ , Reλ ≥ C0

}
,

il n’y a pas d’autres résonances que celles-là. D’après la section 5, les parties
réelles des résonances sont donc des symboles analytiques d’ordre 1 et le premier
terme de leur développement est 2πcR/`(Γ) k.

Pour cela, à l’aide des solutions BKW u±, nous construisons, pour h ap-
partenant à {hk ; k ∈ N

∗}, des fonctions W±(h) à support compact dans Ω, de
norme 1 dans L2(Ω) et vérifiant






(−h2∆e − 1)W±(h) = O
(
exp(−C/h)

)
dans Ω,(

W+(h) |W−(h)
)
L2(Ω)

= O
(
exp(−C/h)

)
,

BW±(h) = 0 sur Γ.
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Les résultats de Stefanov [12] nous donnent alors l’existence des deux réso-

nances (comptées avec multiplicités) exponentiellement proches de hk
−1, et

l’asymptotique du nombre de résonances de Rayleigh trouvée par Sjöstrand
et Vodev [10], dont le reste est très bon, permet d’affirmer qu’il n’y en a pas
d’autres.

2. Coordonnées d’Euler-Gauss

2.1. Dans Ω. — La courbe Γ peut être vue comme l’enveloppe des droites
d’équation x1 cos θ+x2 sin θ = p(θ) où p est analytique et 2π périodique. Elle a
pour représentation paramétrique

x1Γ
(θ) = p(θ) cos θ − p′(θ) sin θ,

x2Γ
(θ) = p(θ) sin θ + p′(θ) cos θ.

Le rayon de courbure de Γ au point (x1Γ
(θ), x2Γ

(θ)) est R(θ) = p(θ) + p′′(θ).
Le compact O étant strictement convexe, on a R(θ) > 0.

La longueur de Γ vaut `(Γ) =
∫ 2π

0 ((x′1Γ
(θ))2 + (x′2Γ

(θ))2)
1

2 dθ =
∫ 2π

0 R(θ)dθ.

La courbe Γ est un cercle de rayon R si et seulement si p(θ) + p′′(θ) = R,
c’est-à-dire si p(θ) = R+ α cos θ + β sin θ (le centre de Γ est alors (α, β).)

Soit l’application

f : (r, θ) 7−→
(
x1Γ

(θ), x2Γ
(θ)

)
+ r(cos θ, sin θ).

Le compact O étant strictement convexe, pour tout (x1, x2) dans Ω, il existe
(r, θ) dans ]0,+∞[× R tel que

f(r, θ) = (x1, x2).

r = d
(
(x1, x2),Γ

)
et θ est unique modulo 2π. Puisque

df =

(
cos θ −(r +R(θ)) sin θ

sin θ (r +R(θ)) cos θ

)
, Jac(f) = r +R(θ), R(θ) > 0,

on a Jac(f) 6= 0 et f est un difféomorphisme local. En fait f est un revêtement
universel. On a

t(df)−1 =
1

r +R(θ)

(
(r +R(θ)) cos θ − sin θ

(r +R(θ)) sin θ cos θ

)
.

Donc

∂x1
= cos θ∂r −

sin θ

r +R(θ)
∂θ et ∂x2

= sin θ∂r +
cos θ

r +R(θ)
∂θ.

Si (ξ1, ξ2) sont les coordonnées duales de (x1, x2), le symbole matriciel de −∆e

est µ0|ξ|2I + (λ0 + µ0)(ξiξj)1≤i≤2,1≤j≤2 et a pour valeurs propres

p1(x, ξ) = c21|ξ|
2 et p2(x, ξ) = c22|ξ|

2.
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RÉSONANCES DE RAYLEIGH EN DIMENSION 2 269

Si (ρ, η) sont les coordonnées duales de (r, θ), les valeurs propres du symbole
principal matriciel de −∆e dans les coordonnées d’Euler-Gauss sont alors

c21
(
ρ2 + η2/(r +R(θ))2

)
et c22

(
ρ2 + η2/(r +R(θ))2

)
.

Dans les coordonnées (r, θ), les conditions de Neumann sur le bord Γ
s’écrivent

Bu Γ = 0 où B = B0(θ)∂r +B1(θ)∂θ

avec

B0(θ) = −

(
(λ0 + µ0) cos2 θ + µ0

1
2 (λ0 + µ0) sin 2θ

1
2 (λ0 + µ0) sin 2θ (λ0 + µ0) sin2 θ + µ0

)
,

B1(θ) =
1

R(θ)

( 1
2 (λ0 + µ0) sin 2θ −λ0 cos2 θ + µ0 sin2 θ

−µ0 cos2 θ + λ0 sin2 θ − 1
2 (λ0 + µ0) sin 2θ

)
.

2.2. Dans le complexe. — La courbe Γ étant analytique, il existe a > 0 tel
que p(θ) et R(θ) sont holomorphes dans la bande complexe

Ba =
{
θ ∈ C ; | Im(θ)| < a

}
.

Proposition 2.1. — Si r0 > 0 et a > 0 sont assez petits, alors l’application

f : A :=
{
r ∈ C ; |r| < r0

}
×Ba −→ f(A),

(r, θ) 7−→
(
x1Γ

(θ), x2Γ
(θ)

)
+ r(cos θ, sin θ)

est un revêtement universel. Plus précisément, pour (x1, x2) ∈ f(A), il existe
une seule solution dans A modulo (0, 2π) de l’équation f(r, θ) = (x1, x2).

Démonstration. — On a Jac(f) = r+R(θ) et R(θ) > 0 pour θ réel ; donc si r0
et a sont assez petits, Jac(f) 6= 0 et f est un difféomorphisme holomorphe local.
De plus, f(r, θ+2π) = f(r, θ) et f vérifie la dernière propriété de la proposition
sur {0} × R ; donc si r0 et a sont assez petits, c’est aussi le cas sur A.

3. Constructions géométriques

3.1. Construction de C-lagrangiennes. — Nous allons construire quatre
C-lagrangiennes Λ±

j de dimension 2 incluses respectivement dans p−1
j (1) et dont

la projection sur T ∗Γ est Σ± (ici Γ et Σ± désignent les complexifiés de leurs
versions réelles). Localement dans les coordonnées (θ, η), Σ± a pour équation
η = ±c−1

R R(θ) (voir section 4). On considère

Λ±0
j :=

{
(x1, x2, ξ1, ξ2) ∈ T ∗

C
2 ; r = 0, θ ∈ Ba,

ρ = i(c−2
R − c−2

j )
1

2 , η = ±c−1
R R(θ)

}
.
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Soit la 1-forme canonique ω = ξ1 dx1 + ξ2 dx2 ; dans les coordonnées (r, θ, ρ, η),
ω = ρ dr+η dθ. Si l’on pose σ = dω, on a σ Λ±0

j
= 0 et Λ±0

j est une sous-variété

de dimension 1 sur C incluse dans l’hypersurface p−1
j (1) .

Hpj
= 2c2jξ · ∂x ne s’annule pas sur p−1

j (1). On définit donc, pour T > 0

Λ±
j :=

{
exp(tHpj

)(ν) ; ν ∈ Λ±0
j , t ∈ C et |t| < T

}
.

Hpj
est tangent à p−1

j (1), donc on a Λ±
j ⊂ p−1

j (1) ; de plus Hpj
est transverse

à Λ±0
j , donc la dimension de Λ±

j est 2 et σ Λ±

j
= 0, donc Λ±

j est une C-

lagrangienne. Voir par exemple [4] où cela est fait dans le cas réel.

Les courbes de Hpj
sont les droites d’équations

x1(t) = x1(0) + 2c2jξ1(0)t, x2(t) = x2(0) + 2c2jξ2(0)t,

ξ1(t) = ξ1(0), ξ2(t) = ξ2(0).

Λ±
j est donc une famille de droites passant par les points de Λ±0

j et paramétrée
par θ ; puisque

ξ1 = ρ cos θ −
sin θ

r +R(θ)
η et ξ2 = ρ sin θ +

cos θ

r +R(θ)
η,

ces droites ont pour équations :

x1(t) = p(θ) cos θ − p′(θ) sin θ + 2c2j t
(
i cos θ(c−2

R − c−2
j )

1

2 ∓ c−1
R sin θ

)
,

x2(t) = p(θ) sin θ + p′(θ) cos θ + 2c2j t
(
i sin θ(c−2

R − c−2
j )

1

2 ± c−1
R cos θ

)
,

ξ1(t) = i cos θ(c−2
R − c−2

j )
1

2 ∓ c−1
R sin θ,

ξ2(t) = i sin θ(c−2
R − c−2

j )
1

2 ± c−1
R cos θ.

Pour faciliter l’écriture, on considère les nombres strictement positifs a1 et a2

(a1 < a2) définis par

cosh(aj) = cjc
−1
R et sinh(aj) = cj(c

−2
R − c−2

j )
1

2 , j = 1, 2.

Les courbes ont alors pour équations :

x1(t) = p(θ) cos θ − p′(θ) sin θ ∓ 2cjt sin(θ ∓ iaj),

x2(t) = p(θ) sin θ + p′(θ) cos θ ± 2cjt cos(θ ∓ iaj),

ξ1(t) = ∓c−1
j sin(θ ∓ iaj),

ξ2(t) = ±c−1
j cos(θ ∓ iaj).

Λ±
j est paramétrée par (θ, t) où t est unique et θ est unique modulo 2π.
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Nous allons voir si Λ±
j se projette bien dans l’espace des configurations. Au

voisinage de tout point de Λ±
j , Π Λ±

j
: (θ, t) 7→ (x1, x2) a pour jacobien

∣∣∣∣
−R(θ) sin θ ∓ 2cjt cos(θ ∓ iaj) ∓2cj sin(θ ∓ iaj)

+R(θ) cos θ ∓ 2cjt sin(θ ∓ iaj) ±2cj cos(θ ∓ iaj)

∣∣∣∣

= −4c2j

(
t+

i

2
c−1
j sinh(aj)R(θ)

)
.

Il s’ensuit que le jacobien de Π Λ±

j
est nul pour t = − 1

2 ic
−1
j sinh(aj)R(θ). Si a

et T sont assez petits, l’équation n’a pas de solution dans Λ±
j . On en déduit

que Π Λ±

j
est un difféomorphisme holomorphe local. De plus Π Λ±0

j
est injective

et Π
(
Λ±0
j

)
= Γ (complexifié) ; on obtient donc la proposition :

Proposition 3.1. — Si a et T sont assez petits, Π Λ±

j
est bijective de Λ±

j

sur Π(Λ±
j ) et Π(Λ±

j ) contient un voisinage du complexifié de Γ.

3.2. Relèvement des lagrangiennes et construction des phases φ
±

j

On va relever les lagrangiennes Λ±
j (via les coordonnées d’Euler-Gauss) afin

que la projection dans l’espace des configurations de ces lagrangiennes soit un
ouvert contractile.

Précisons le lien entre les coordonnées euclidiennes et celles d’Euler-Gauss
dans le cotangent. On considère l’application

g : (r, α, ρ, η) 7−→
[
f(r, α),t (df)−1

(r,α)(ρ, η)
]
.

D’après la proposition 2.1, on obtient que g est un difféomorphisme holomorphe
local sur T ∗A et que tout (x1, x2, ξ1, ξ2) appartenant à g(T ∗A) admet un unique
antécédent (r, α, ρ, η) (modulo (0, 2π, 0, 0)) par g appartenant à T ∗A.

Ceci nous permet de préciser le lien qu’il y a entre les courbes de Hpj (r,α,ρ,η)

et celles de Hpj(x1,x2,ξ1,ξ2). Remarquons d’abord que pour tout ν, on a

exp(tHpj
)
(
ν + (0, 2π, 0, 0)

)
= exp(tHpj

)(ν) + (0, 2π, 0, 0).

Les courbes de Hpj(r,α,ρ,η) relèvent les courbes de Hpj(x1,x2,ξ1,ξ2) ; plus pré-
cisément, si γ est une courbe de Hpj (r,α,ρ,η), alors g(γ) est une courbe de

Hpj(x1,x2,ξ1,ξ2) et si Υ est une courbe de Hpj (x1,x2,ξ1,ξ2), alors g−1(Υ) est une

réunion de courbes disjointes de Hpj (r,α,ρ,η) et g−1(Υ) ' γ × Z, où γ est une
courbe de Hpj (r,α,ρ,η).

On va maintenant relever par g les lagrangiennes Λ±
j .

Posons Λ±
j,r = g−1(Λ±

j ). D’après la proposition 3.1, la restriction de la projec-

tion canonique Π à Λ±
j,r réalise un difféomorphisme de Λ±

j,r sur Π(Λ±
j,r) := Ω±

j .

Il existe donc des fonctions ψ±
j et Φ±

j holomorphes sur Ω±
j telles que

Λ±
j,r =

{
(r, α, ψ±

j (r, α),Φ±
j (r, α)) ; (r, α) ∈ Ω±

j

}
.
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Comme (θ, t) est un système de coordonnées globales de Λ±
j,r et A est contrac-

tile, alors Ω±
j est contractile. Comme Λ±

j,r est une lagrangienne, il existe des

fonctions φ±j holomorphes sur Ω±
j telles que

Λ±
j,r =

{
(r, α, ∂rφ

±
j (r, α), ∂αφ

±
j (r, α)) ; (r, α) ∈ Ω±

j

}
.

De plus, f(Ω±
j ) contient un voisinage du complexifié de Γ d’après la proposi-

tion 3.1. Puisque Λ±
j,r ⊂ p−1

j (1), on obtient la première partie de la proposition
suivante :

Proposition 3.2. — Il existe des fonctions φ±
j , j = 1, 2, holomorphes dans

un domaine Ω±
j tel que f(Ω±

j ) contienne un voisinage du complexifié de Γ, et
qui vérifient

c2j

[
(∂rφ

±
j )2 +

1

(r +R(θ))2
(∂θφ

±
j )2

]
= 1,(1)

∂rφ
±
j (0, θ) = i(c−2

R − c−2
j )

1

2 et ∂θφ
±
j (0, θ) = ±c−1

R R(θ).(2)

Les fonctions φ±j vérifiant ces trois conditions sont entièrement déterminées à
une constante près. De plus, pour j = 1, 2 on a

φ±j (r, θ + 2π) − φ±j (r, θ) = ±c−1
R `(Γ),

et donc Imφ±j est 2π-périodique en la variable θ.

Fin de la preuve. — La condition (2) détermine φ±
j (0, θ) à une constante près.

La fonction φ±j (0, θ) vérifiant (2) étant donnée, si φ±
j vérifie (1), sa valeur

est imposée sur les projections des courbes du champ hamiltonien Hpj
issues

de Λ±0
j . D’où l’unicité à une constante près de φ±

j vérifiant (1) et (2).

Les fonctions ∂rφ
±
j et ∂θφ

±
j étant 2π-périodiques en la variable θ, on en

déduit les égalités

φ±j (r, θ + 2π) − φ±j (r, θ) = φ±j (0, θ + 2π) − φ±j (0, θ)

=

∫ 2π

0

∂θφ
±
j (0, θ)dθ = ±c−1

R `(Γ)

On obtient la fin de la proposition en prenant la partie imaginaire.

4. Construction BKW complexe

4.1. Introduction. — On cherche à construire des solutions approchées du
problème suivant :

Q(h)u = 0 près de Γ, Bu = 0 sur Γ

où Q(h) est l’opérateur −h2∆e − 1 dans les coordonnées (r, θ) et où et Γ est
remplaçé par son revêtement universel (via les coordonnées d’Euler-Gauss).
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On peut directement chercher u sous la forme

u = u1(r, θ;h) exp
(
iφ1(r, θ)/h

)
+ u2(r, θ;h) exp

(
iφ2(r, θ)/h

)

où uj(r, θ;h) ∼
∑

k≥0 u
j
k(r, θ)h

k et montrer que, pour que u soit solution non
nulle du problème, les phases φ1 et φ2 doivent être solutions des équations de
la proposition 3.2. C’est donc aussi une façon de retrouver l’existence de la
variété caractéristique Σ de l’opérateur de Neumann. De plus les amplitudes
u1 et u2 doivent être non nulles toutes les deux pour que u ne soit pas nulle ;
la solution u vit donc sur les lagrangiennes Λ1,r et Λ2,r. Cette méthode est
élémentaire mais nécessite beaucoup de calculs et il semble très difficile ensuite
de contrôler les fonctions ujk(r, θ) pour montrer que u1 et u2 sont des symboles
analytiques.

Nous allons donc faire une construction BKW en deux temps en nous rame-
nant à un problème de Dirichlet à l’aide de l’opérateur de Dirichlet-Neumann.

Près de la variété caractéristique Σ, l’opérateur N(h) := hN (h−1) est un
opérateur pseudo-différentiel analytique. Nous montrons que les valeurs propres
de son symbole principal ne se croisent pas au voisinage du complexifié de Σ±.
Cela nous permet de diagonaliser N(h) près du complexifié de Σ± et de
construire une solution approchée V ± de l’équation N(h)V = 0, qui vit dans
le complexifié de Σ±.

On construit ensuite une solution approchée du problème de Dirichlet

(−h2∆e − 1)u = 0 près de Γ, u = V ± sur Γ.

On diagonalise pour cela le système dans Ω et la condition au bord devient une
perturbation O(h) d’une condition de Dirichlet complètement découplée. Mais
elle n’est pas découplée : c’est lié au fait que la solution u que l’on construit
vit à la fois sur les deux lagrangiennes associées aux deux vitesses d’onde. On
adapte ensuite à notre cas la démonstration du théorème 9.3 dans [9].

4.2. Symboles analytiques. — Nous rappelons ici des notions introduites
par Sjöstrand [9] qui nous seront utiles dans cette section.

Définition. — Soit Ω un ouvert de Cn. On définit l’espace H loc
0 (Ω) comme

l’ensemble des fonctions u(z;h) holomorphes en z dans Ω vérifiant la pro-
priété suivante : pour tout compact K ⊂ Ω et tout ε > 0, il existe une cons-
tante CK,ε > 0 telle que

∀z ∈ K,
∣∣u(z;h)

∣∣ ≤ CK,ε exp
( ε
h

)
.

Les éléments de H loc
0 (Ω) sont appelés symboles analytiques. En particulier, u

sera dit symbole analytique d’ordre fini m ∈ R, si pour tout compact K ⊂ Ω,
il existe une constante CK > 0 telle que

∀z ∈ K,
∣∣u(z;h)

∣∣ ≤ CK
hm

·
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Définition. — On ne distingue pas deux éléments de H loc
0 (Ω) dont la diffé-

rence est exponentiellement petite. On dit que u ∼ v (u est équivalent à v) si
pour tout compact K ⊂ Ω, il existe une constante CK > 0 et une constante
ε > 0 vérifiant

∀z ∈ K,
∣∣u(z;h) − v(z;h)

∣∣ ≤ CK exp
(
−
ε

h

)
.

On note Sloc
0 (Ω) l’espace H loc

0 (Ω) quotienté par cette relation équivalence.

Définition. — On appelle symbole analytique classique formel toute suite
(uk(z))k∈N de fonctions holomorphes sur Ω telle que pour tout compact K ⊂ Ω
il existe une constante CK > 0 vérifiant

∀z ∈ K,
∣∣uk(z)

∣∣ ≤ Ck+1
K kk.

À tout symbole analytique classique formel (uk(z))k∈N, pour tout ouvert Ω′ ⊂
K ⊂ Ω où K est un compact, on associe par la formule

u(z;h) =
∑

0≤k≤1/(eCKh)

uk(z)h
k

un élément de H loc
0 (Ω′) et un unique élément de S loc

0 (Ω′) (indépendant de la
constante CK). Alors u(z;h) est un symbole d’ordre 0.

Définition. — On dit qu’un élément u de H loc
0 (Ω) est un symbole analytique

classique d’ordre m s’il existe un suite (uk(z))k∈N de fonctions holomorphes
dans Ω telle que pour tout compactK ⊂ Ω il existe une constante CK vérifiant :

∀z ∈ K,
∣∣uk(z)

∣∣ ≤ Ck+1
K kk,

∀N ∈ N,
∣∣u(z;h) − h−m

∑
0≤k≤N−1 uk(z)h

k
∣∣ ≤ CN+1

K NNhN−m.

On dit que u est elliptique si u0(z) 6= 0 pour tout z dans Ω.

Semi-normes. — Soit Ωt, avec 0 < t ≤ t0, une famille de petits voisinages d’un
point (x0, ξ0) de C2n tels que Ωs ⊂ Ωt pour t < s et

(y, ξ) ∈ Ωs, |x− y| ≤ s− t =⇒ (x, ξ) ∈ Ωt.

Alors pour 0 < t < s ≤ t0, D
α
x = 1/i|α|∂αx est un opérateur borné de l’es-

pace B(Ωt) des fonctions holomorphes bornées sur Ωt dans l’espace B(Ωs)
de norme

‖Dα
x‖t,s ≤

C
|α|
0 |α||α|

(s− t)|α|
,

où C0 est une constante universelle ne dépendant que de n.
On associe à un symbole analytique classique p(x, ξ;h) d’ordre 0 un opé-

rateur différentiel d’ordre infini

A(x, ξ,Dx, ;h) = p(x, ξ + hDx;h) =
∑

k≥0

hkAk(x, ξ,Dx)

et on a ‖Ak‖t,s ≤ Ck+1kk(s− t)−k.
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Notons fk(A) la plus petite des constantes ≥ 0 possibles vérifiant

‖Ak‖t,s ≤ fk(A)kk(s− t)−k.

Pour µ > 0, on pose alors

‖A‖µ =
∑

k≥0

µkfk(A);

cette quantité est finie pour un µ > 0.

Soit u =
∑

k≥0 uk un symbole où (uk(x, ξ))k∈N une suite de fonctions holo-
morphes dans Ω0 vérifiant

‖uk‖Ωt
= sup

Ωt

|uk| ≤ C(k, u)kkt−k, 0 < t ≤ t0.

Si l’on note fk(u) la plus petite constante C(k, u) ≥ 0 dans l’inégalité ci-dessus,
on pose pour µ > 0

‖u‖µ =
∑

k≥0

µkfk(u).

Propriétés

• Le symbole u est analytique dans Ω0 si et seulement si ‖u‖µ est fini pour
un µ > 0.

• On a ‖Au‖µ ≤ ‖A‖µ · ‖u‖µ.

Définition. — Soient p(x, ξ;h) et q(x, ξ;h) des symboles analytiques clas-
siques dans un ouvert Ω de C

2n. On définit le symbole composé par

p ] q =
∑

α∈Nn

1

α!

(h
i

)|α|

∂αξ p ∂
α
x q

Propriétés

• Le composé de deux symboles analytiques classiques est un symbole ana-
lytique classique.

• Si p est un symbole analytique classique elliptique, il existe un unique sym-
bole analytique classique q, appelé symbole inverse de p, tel que p ] q = q ] p = 1.

4.3. Construction sur le bord

4.3.1. Opérateur de Neumann près de Σ. — Soit N(h) := hN (h−1). D’après
le travail de Vodev [21] dans lequel est traité le cas analytique, près de Σ, N(h)
est un opérateur h-pseudodifférentiel analytique, qu’on notera Ne(h).

Comme dans [16], nous calculons son symbole principal n0 au voisinage
de Σ, mais dans les coordonnées (θ, η), qui ont l’avantage d’être globales sur le
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revêtement de T ∗Γ. Dans ces coordonnées, la zone elliptique E (qui contient Σ)
est caractérisée par η2/R(θ)2 > c−2

1 . Posons

ζ1 =

√
η2

R(θ)2
− c−2

1 et ζ2 =

√
η2

R(θ)2
− c−2

2 .

On obtient n0 = BA−1 où B = (Bi j)1≤i≤2
1≤j≤2

et A = (Ai j)1≤i≤2
1≤j≤2

sont définies

par

A11 = c−2
2 cos2 θ + c−2

1 sin2 θ + i sin(2θ)(ζ1 − ζ2)
η

R(θ)
,

A22 = c−2
1 cos2 θ + c−2

2 sin2 θ + i sin(2θ)(ζ2 − ζ1)
η

R(θ)
,

A12 = A21 =
1

2
(c−2

2 − c−2
1 ) sin(2θ) + i cos(2θ)(ζ2 − ζ1)

η

R(θ)
,

B11 = ζ2 cos2 θ + ζ1 sin2 θ − i (1 − c21c
−2
2 ) sin(2θ)

η

R(θ)

+2c21 cos(2θ)(ζ1 − ζ2)
η2

R(θ)2
,

B22 = ζ1 cos2 θ + ζ2 sin2 θ + i (1 − c21c
−2
2 ) sin(2θ)

η

R(θ)

+2c21 cos(2θ)(ζ2 − ζ1)
η2

R(θ)2
,

B12 =
1

2
sin(2θ)(ζ2 − ζ1) + i

(
cos2 θ − (1 − 2c21c

−2
2 ) sin2 θ

) η

R(θ)

+2c21 sin(2θ)(ζ1 − ζ2)
η2

R(θ)2
v

B21 =
1

2
sin(2θ)(ζ2 − ζ1) + i

(
(1 − 2c21c

−2
2 ) cos2 θ − sin2 θ

) η

R(θ)

+2c21 sin(2θ)(ζ1 − ζ2)
η2

R(θ)2
·

On obtient

det
(
n0(θ, η)

)
= −c41

( η2

R(θ)2
− ζ1ζ2

)−1[(
c−2
1 − 2

η2

R(θ)2

)2

− 4ζ1ζ2
η2

R(θ)2

]
(3)

= −c41

( η2

R(θ)2
− ζ1ζ2

)−1 η4

R(θ)4
R

(
c−1
1

R(θ)

η

)
,

où R est la fonction de Rayleigh. On a également

(4) Tr
(
n0(θ, η)

)
= (c−2

2 ζ1 + c−2
1 ζ2)

(
c−2
1 c−2

2 + (ζ2 − ζ1)
2 η2

R(θ)2

)−1

.

On rappelle que R admet le nombre c−1
1 cR comme unique zéro dans ]0, 1[ et

que R′(c−1
1 cR) 6= 0. De même R(−c−1

1 cR) = 0 et R′(−c−1
1 cR) 6= 0. On retrouve
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que le déterminant s’annule sur la variété

Σ =
{
(θ, η) ∈ T ∗(Γ) ; η2 = c−2

R R(θ)2
}
.

Ne(h) reste un opérateur h-pseudodifférentiel analytique près du complexifié
Σ = {(θ, η) ∈ T ∗(Γ) ; θ ∈ Ba et η2 = c−2

R R(θ)2}. Le déterminant de n0(θ, η)
s’annule sur le complexifié de Σ.

4.3.2. Diagonalisation de l’opérateur de Neumann près du complexifié de Σ

La matrice 2 × 2 n0(θ, η) admet deux valeurs propres a1(θ, η) et a2(θ, η).
D’après (3), (4) et le fait que ±c−1

1 cR est un zéro simple de la fonction holo-
morphe R, pour (θ, η) dans un voisinage du complexifié de Σ, on a

(5) a1(θ, η) = ã1(θ, η)
(
c2Rη

2 −R(θ)2
)

où ã1(θ, η) 6= 0 et a2(θ, η) 6= 0.

Posons ψ(θ) = ψ±(θ) = ±c−1
R

∫
R(θ)dθ ; donc ψ est telle que

det
(
n0

(
θ, ∂θψ(θ)

))
= 0.

Posons alors
Nψ
e (h) = exp(−iψ/h)Ne(h) exp(iψ/h).

Nψ
e (h) est aussi un opérateur h-pseudodifférentiel analytique. Notons nψ son

symbole et nψ0 son symbole principal.

La matrice nψ0 (θ, η) = n0(θ, η + ∂θψ(θ)) = n0(θ, η ± c−1
R R(θ)) est une ma-

trice 2 × 2 ayant deux valeurs propres aψ1 et aψ2 . Nous allons montrer que ces
valeurs propres ne se croisent pas dans un certain domaine.

Lemme 4.1. — Il existe un voisinage complexe W de 0 et une constante C0 > 0
tels que

∀(θ, η) ∈ Ba ×W,
∣∣aψ1 (θ, η) − aψ2 (θ, η)

∣∣ ≥ C0.

Démonstration. — aψ1 (θ, η) = ã1(θ, η ± c−1
R R(θ))(c2Rη

2 ± 2ηcRR(θ)) est aussi
proche de 0 que l’on veut pourvu que W soit un voisinage de 0 assez petit.

D’après (4), aψ1 + aψ2 ne s’annule pas dans Ba ×W pourvu que W soit assez
petit ; d’où le résultat.

Il existe donc une matrice T (θ, η) analytique dans Ba × W où W est un
voisinage complexe de 0, telle que

T−1(θ, η)nψ0 (θ, η)T (θ, η) =
( aψ1 (θ, η) 0

0 aψ2 (θ, η)

)
.

L’opérateur T−1(θ, hDθ)N
ψ
e (h)T (θ, hDθ) de symbole

R(θ, η;h) = T−1(θ, η) ] nψ(θ, η;h) ] T (θ, η)

a pour symbole principal
( aψ1 (θ, η) 0

0 aψ2 (θ, η)

)
.
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Nous allons maintenant nous ramener à la dimension 1 pour pouvoir ap-
pliquer les résultats de Sjöstrand [9]. Nous allons rappeler une proposition de
L. Nédélec [8] dont la démonstration suit Helffer-Sjöstrand [5] (section 3.2) :

Proposition 4.2 (voir [8]). — Soit R(x, ξ;h) un symbole analytique classique
formel d’ordre 0 sur un ouvert Ω × V de C2, de symbole principal

r(x, ξ) =
(
r1,1(x, ξ) 0

0 r2,2(x, ξ)

)

et vérifiant de plus

∃C0 > 0, ∀(x, ξ) ∈ Ω × V,
∣∣r1,1(x, ξ) − r2,2(x, ξ)

∣∣ ≥ C0.

Alors il existe un symbole analytique classique elliptique d’ordre 0 U(x, ξ;h) sur
Ω × V tel que

U−1(x, ξ;h) ]R(x, ξ;h) ] U(x, ξ;h) =
(R1(x, ξ;h) 0

0 R2(x, ξ;h)

)

où Rj(x, ξ;h) a pour symbole principal rj,j(x, ξ;h) pour j = 1, 2.

D’après la proposition 4.2 et le lemme 4.1 il existe un symbole analytique
classique d’ordre 0 U(θ, η;h) dans Ba ×W tel que

U−1(θ, η;h) ]R(θ, η;h) ] U(θ, η;h)

= U−1(θ, η;h) ] T−1(θ, η) ] nψ(θ, η;h) ] T (θ, η) ] U(θ, η;h)

=
(
R1(θ, η;h) 0

0 R2(θ, η;h)

)

où R1(θ, η;h) et R2(θ, η;h) sont des symboles analytiques classiques ayant res-

pectivement pour symboles principaux aψ1 (θ, η) et aψ2 (θ, η). On a donc

(6) U−1(θ, hDθ;h)T
−1(θ, hDθ)N

ψ
e (h)T (θ, hDθ)U(θ, hDθ;h)

=

(
R1(θ, hDθ;h) 0

0 R2(θ, hDθ;h)

)
.

D’après (5), pour θ dans Ba, on a aψ2 (θ, 0) = a2(θ,±c
−1
R R(θ)) 6= 0 et

(7)

{
aψ1 (θ, 0) = a1

(
θ,±c−1

R R(θ)
)

= 0,

∂ηa
ψ
1 (θ, 0) = ±2cRR(θ) ã1

(
θ,±c−1

R R(θ)
)
6= 0.

D’après les résultats de Sjöstrand [9] sur les symboles analytiques en dimen-
sion 1, il existe un symbole analytique classique non nul d’ordre 0 r1(θ;h)
dans Ba tel que

R1(θ, hDθ;h) r1(θ;h) = 0.
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Si l’on note r1 =
∑+∞

k=0 r1,k h
k, alors r1,0 ne s’annule pas dans la bande Ba

d’après (7). Si l’on pose

(8) v(θ;h) = T (θ, hDθ)U(θ, hDθ;h)

(
r1(θ;h)

0

)

alors v(θ;h) est un symbole analytique classique non nul puisque T (θ, η) et
U(θ, η;h) sont elliptiques, et avec (6) on a

Nψ
e (h) v(θ;h) = 0.

On obtient la proposition suivante :

Proposition 4.3. — Il existe un symbole analytique classique d’ordre 0 v±(θ;h)
dans Ba tel que

Nψ±

e (h) v±(θ;h) = 0.

Remarque. — on a v− = v+ puisque ψ− = −ψ+.

Proposition 4.4. — Il existe un symbole c±(h) =
∑

k≥0 ckh
k analytique clas-

sique tel que

v±(θ + 2π;h) = c±(h) v±(θ;h).

Démonstration. — Nous allons montrer dans un premier temps qu’il existe un
symbole analytique classique c(h) vérifiant

r1(θ + 2π;h) = c(h) r1(θ;h).

Pour cela, nous allons préciser les équations de transport apparaissant dans la
résolution de l’équation R1(θ, hDθ;h)r1(θ;h) = 0 (voir [9]). Notons

r1(θ;h) =
∑

k≥0

r1,k(θ)h
k et R1(θ, η;h) =

∑

k≥0

R1,k(θ, η)h
k.

Précisons que R1,0 = aψ1 . On a

R1(θ, hDθ;h) =
∑

k+α≥0

hk+α∂αηR1,k(θ, 0)Dα
θ

= ∂ηR1,0(θ, 0)hDθ + hR1,1(θ, 0) +
∑

j≥2

hjAj

où Aj est un opérateur différentiel d’ordre fini ne dépendant pas de h. On
obtient donc comme équations de transport

(9) ∂ηR1,0(θ, 0)Dθr1,0(θ) +R1,1(θ, 0)r1,0(θ) = 0

et pour k ≥ 1

(10) ∂ηR1,0(θ, 0)Dθr1,k(θ) +R1,1(θ, 0)r1,k(θ) = −
∑

2≤j≤k+1

Ajr1,k+1−j(θ).
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r1,0(θ+ 2π) et r1,0(θ) sont tous les deux solutions de l’équation homogène (9),
donc il existe un nombre c0 tel que

r1,0(θ + 2π) = c0r1,0(θ).

Supposons maintenant qu’il existe des nombres c0, . . . , cm tels que

(11) r1,j(θ + 2π) =
∑

0≤k≤j

ckr1,j−k(θ) pour j = 0, . . . ,m.

Puisque les coefficients des équations (9) et (10) sont 2π-périodiques en la
variable θ, on a

∂ηR1,0(θ, 0)Dθr1,m+1(θ + 2π) +R1,1(θ, 0)r1,m+1(θ + 2π)

= −
∑

2≤`≤m+2

A` r1,m+2−`(θ + 2π)

= −
∑

2≤`≤m+2

A`
∑

0≤k≤m+2−`

ckr1,m+2−`−k(θ)

= −
∑

0≤k≤m

ck
∑

2≤`≤m+2−k

A`r1,m+2−`−k(θ).

Donc r1,m+1(θ + 2π) −
∑

0≤k≤m ckr1,m+1−k(θ) est solution de l’équation

homogène (9) ; on en déduit qu’il existe un nombre cm+1 tel que

r1,m+1(θ + 2π) −
∑

0≤k≤m

ckr1,m+1−k(θ) = cm+1r1,0(θ),

c’est-à-dire

r1,m+1(θ + 2π) =
∑

0≤k≤m+1

ckr1,m+1−k(θ).

La formule (11) est donc vraie pour toutm dans N. Si on pose c(h) =
∑
k≥0 ckh

k,
alors on a formellement

r1(θ + 2π;h) = c(h)r1(θ;h).

De plus r1,0(θ), solution de l’équation homogène (9), ne s’annule pas. Donc
r1(θ;h) et r1(θ + 2π;h) sont des symboles analytiques classiques elliptiques.
Il s’ensuit que

c(h) = r1(θ + 2π;h) ] r1(θ;h)
− ]1

où r1(θ;h)
−]1 désigne le symbole analytique inverse de r1(θ;h). Le symbole

c(h) est donc un symbole analytique classique. Et d’après (8),

v(θ + 2π;h) = c(h)v(θ;h).

Remarque. — On a évidemment c−(h) = c+(h).
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4.4. Construction près du bord. — Soient φ±
1 et φ±2 les phases construites

dans la proposition 3.2 et vérifiant

φ±1 (0, θ) = φ±2 (0, θ) = ψ±(θ),

et Λ±
j,r les lagrangiennes relevées construites dans la section 3. La notation Q(h)

désigne l’opérateur −h2∆e − 1 dans les coordonnées (r, θ).

Proposition 4.5. — Soit v± =
(
v1
v2

)
le symbole construit dans la proposi-

tion 4.3. Il existe des symboles analytiques classiques u1,± et u2,± tels que

(12)






exp(−iφ±1 /h)Q(h) exp(iφ±1 /h)u
1 = 0 dans Π

(
Λ±

1,r

)
,

exp(−iφ±2 /h)Q(h) exp(iφ±2 /h)u
2 = 0 dans Π

(
Λ±

2,r

)
,

u1 + u2 = v, sur Γ,

où Γ désigne ici le complexifié du revêtement universel de Γ.

Démonstration. — Puisque l’on travaille localement, on peut tout exprimer
dans les coordonnées euclidiennes. Réduisons d’abord le symbole principal q(ξ)
de Q(h). Celui-ci a deux valeurs propres q1(ξ) = c21ξ

2 − 1 et q2(ξ) = c22ξ
2 − 1.

Soit V (ξ) =
( ξ2 ξ1
−ξ1 ξ2

)
. On a

V (ξ)−1 =
1

ξ2

(
ξ2 −ξ1
ξ1 ξ2

)
et V (ξ)−1q(ξ)V (ξ) =

(
q1(ξ) 0

0 q2(ξ)

)
,

c’est-à-dire

V (ξ)−1 ] q(ξ) ] V (ξ) =
(
q1(ξ) 0

0 q2(ξ)

)
.

On a donc

exp(−iφj/h)V (hDx)
−1 exp(iφj/h)︸ ︷︷ ︸

=V −1

j

exp(−iφj/h)Q(h) exp(iφj/h)︸ ︷︷ ︸
:=Qj

× exp(−iφj/h)V (hDx) exp(iφj/h)︸ ︷︷ ︸
:=Vj

= exp(−iφj/h)
(
q1(hDx) 0

0 q2(hDx)

)
exp(iφj/h) =

(
q1j(x, hDx) 0

0 q2j(x, hDx)

)

où

qkj(x, ξ) = c2k
(
ξ + ∇φj

)2
= 2c2k∇φj · ξ + c2kξ

2 + c2kc
−2
j − 1.

On cherche uj symbole analytique d’ordre 0 tel que Qj(x, hDx)u
j = 0.

Puisque detVj(x, 0) = detV (∇φj) = |∇φj |2 6= 0, on peut poser uj = Vj
( ωj1
ωj2

)
,

et on se ramène à chercher des symboles analytiques d’ordre 0 ωjk vérifiant

qkj(x, hDx)ωjk = 0.

On a qkj(x, 0) 6= 0 si k 6= j ; donc si k 6= j, on a ωjk = 0.
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La condition au bord s’écrit alors

V1

(
ω11

0

)
+ V2

(
0
ω22

)
r=0

=
(
v1
v2

)
.

Or on a

V1

(
ω11

0

)
+ V2

(
0
ω22

)
=

[ (
∂x2

φ1 ∂x1
φ2

−∂x1
φ1 ∂x2

φ2

)

︸ ︷︷ ︸
:=A

+h
(
Dx2

Dx1

−Dx1
Dx2

)

︸ ︷︷ ︸
:=C

](
ω11

ω22

)
.

Pour r = 0, on a

detA = ∂x2
φ1∂x2

φ2 + ∂x1
φ1∂x1

φ2 = ∂rφ1∂rφ2 +
1

R(θ)2
∂θφ1∂θφ2

= −(c−2
R − c−2

1 )
1

2 (c−2
R − c−2

2 )
1

2 + c−2
R 6= 0.

A r=0 est donc inversible et analytique, et (12) s’écrit alors

(13)






q11(x, hDx)ω11 = 0, q22(x, hDx)ω22 = 0,
(
ω11

ω22

)
+ hE

(
ω11

ω22

)
r=0

= v′,

où E = (A r=0)
−1C est un opérateur différentiel matriciel d’ordre 1 indépen-

dant de h, et v′ = (A r=0)
−1v est un symbole analytique d’ordre 0 puisque v

en est un.

On déduit de qkk(x, ξ) = 2c2k∇φj · ξ + c2kξ
2 que l’on a qkk(x, 0) = 0,

∂ξqkk(x, 0) 6= 0 et que ∂ξqkk(x, 0) · ∂x est transverse à Γ. À une perturbation
près, le système (13) serait entièrement découplé et le théorème 9.3 de [9] s’ap-
pliquerait. Il donnerait l’existence de symboles analytiques classiques d’ordre 0,
ω11 et ω22, vérifiant (13). On va adapter la démonstration de ce théorème à
notre cas de figure.

Si l’on regroupe les termes avec la même homogénéité dans (13), on ob-
tient une suite d’équations de transport qui déterminent ω11 et ω22 de manière
unique. On va montrer que l’on obtient des symboles analytiques classiques.

On se place près d’un point x0 du bord. Soit (rj , βj) les coordonnées relevant
les champs de vecteur ∇φj · ∂x et tels que Γ soit donnée par rj = 0 et x0

par rj = βj = 0. Pour 0 ≤ t ≤ t0, on définit

Ωjt =
{
x ∈ C

2 ;
|βj |

T0 − T0t/t0
+

|rj |

t0 − t
≤ 1

}

où T0 et t0 > 0 sont assez petits pour que Ω0 ∩Γ soit contenu dans le domaine
de v′. Soit a holomorphe sur Ω0 et vérifiant pour k > 1

sup
Ωj

t

|a| ≤ Cj(a, k)t
−k, 0 < t ≤ t0.
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Si l’on pose

(∂rj
)−1a =

∫ rj

0

a(s, βj)ds,

on rappelle que

sup
Ωj

t

∣∣(∂rj
)−1a

∣∣ ≤ Cj(a, k)

(k − 1)tk−1
·

On en déduit que si a =
∑
k≥2 akh

k est un symbole d’ordre −2 et que l’on pose

b = (h∂rj
)−1a, alors

‖b‖jµ ≤
2e

µ
‖a‖jµ.

Dans les nouvelles coordonnées, (13) devient

∂r1ω11 = h−1A1ω11, ∂r2ω22 = h−1A2ω22,

ω11 Γ = −hE11 ω11 − hE12 ω22 Γ + v′1,

ω22 Γ = −hE21 ω11 − hE22 ω22 Γ + v′2,

où Eij , (i, j) ∈ {1, 2} sont des opérateurs différentiels d’ordre 1 à coefficients
analytiques indépendants de h, et h−2Aj , avec j ∈ {1, 2}, sont des opérateurs
différentiels d’ordre 2 à coefficients analytiques indépendants de h. On obtient
donc

ω11 = (h∂r1)
−1(A1ω11) − hE11 ω11 r1=0 − hE12 ω22 r1=0 + v′1,

ω22 = (h∂r2)
−1(A2ω22) − hE21 ω11 r2=0 − hE22 ω22 r2=0 + v′2.

Puisque ‖Aj‖jµ = O(µ2), on a

(14)
∥∥(h∂rj

)−1(Ajωjj)
∥∥j
µ
≤

2e

µ

∥∥Ajωjj
∥∥j
µ
≤

2e

µ

∥∥Aj
∥∥j
µ
·
∥∥ωjj

∥∥j
µ
≤ O(µ)

∥∥ωjj
∥∥j
µ
.

On a aussi
∥∥hEjjωjj rj=0

∥∥j
µ
≤

∥∥hEjjωjj
∥∥j
µ

= O(µ)
∥∥ωjj

∥∥j
µ
.(15)

On peut s’arranger pour que sur Γ on ait β1 = β2, donc Ω1
t ∩Γ = Ω2

t ∩Γ, ce qui
permet d’affirmer que

‖ . Γ‖
j
µ ≤ ‖ .‖kµ pour (j, k) ∈ {1, 2}.

On en déduit {
‖hE12 ω22 r1=0‖

1
µ = O(µ)‖ω22‖2

µ,

‖hE21 ω11 r2=0‖
2
µ = O(µ)‖ω11‖1

µ.
(16)

On déduit de (14), (15) et (16) que

‖ω11‖1
µ ≤ O(µ)

(
‖ω11‖1

µ + ‖ω22‖2
µ

)
+ ‖v′1‖

1
µ,

‖ω22‖2
µ ≤ O(µ)

(
‖ω11‖1

µ + ‖ω22‖2
µ

)
+ ‖v′2‖

2
µ,
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d’où

‖ω11‖
1
µ + ‖ω22‖

2
µ ≤ O(µ)

(
‖ω11‖

1
µ + ‖ω22‖

2
µ

)
+ ‖v′1‖

1
µ + ‖v′2‖

2
µ.

Les symboles v′1 et v′2 étant analytiques, on a ‖v′1‖
1
µ+‖v′2‖

2
µ < +∞ et finalement

on obtient que ‖ω11‖1
µ+ ‖ω22‖2

µ < +∞ pour µ assez petit, d’où ω11 et ω22 sont
des symboles analytiques dans un voisinage du bord Γ. Or on a

q11(x, hDx)ω11 = 0, q22(x, hDx)ω22 = 0

où qjj(x, hDx) = 2c2j∇φj · hDx + c2jh
2D2

x pour j = 1, 2. En résolvant les
équations de transport le long des courbes de ∇φj , on obtient des symboles ωjj
dans Π

(
Λ±
j,r

)
et ils sont analytiques d’après le théorème 9.3 de [9]. Et puisque

u1 = V1

(
ω11

0

)
et u2 = V2

(
0
ω22

)
, uj est un symbole analytique dans Π

(
Λ±
j,r

)

pour j = 1, 2.

Proposition 4.6. — Pour j = 1, 2, on a uj(r, θ + 2π;h) = c(h)uj(r, θ;h) où
c(h) est le symbole analytique défini dans la proposition 4.4.

Démonstration. — Commençons par préciser les équations de transport ob-
tenues en regroupant les termes avec la même homogénéité dans (13). Si

ωjj =
∑

k≥0 ω
j
kh

k, v′ =
∑
k≥0 v

′
kh

k et ωk =
( ω1

k

ω2

k

)
, on a

(17) Xjω
j
0 = 0 (j = 1, 2), ω0 r=0 = v′0

et pour k ≥ 1

(18)

{
Xjω

j
k = ∆r,θ ω

j
k−1 (j = 1, 2),

ωk r=0 = −E ωk−1 r=0 + v′k

où ∆r,θ est le laplacien dans les coordonnées (r, θ) et

Xj = 2∂rφj(r, θ)∂r +
2

[r +R(θ)]2
∂θφj(r, θ)∂θ.

Comme ∂θφj est 2π-périodique en la variable θ, (A r=0)
−1 l’est aussi ; on en

déduit, avec la proposition 4.4, que v′(θ + 2π;h) = c(h)v′(θ;h). On a

Xjω
j
0(r, θ + 2π) = 0 (j = 1, 2),

ω0(0, θ + 2π) = v′0(θ + 2π) = c0v
′
0(θ).
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L’unicité de la solution dans (17) implique ω0(r, θ+2π) = c0ω0(r, θ). Supposons
maintenant que ωm(r, θ + 2π) =

∑
0≤k≤m ckωm−k(r, θ) ; on a alors

Xjω
j
m+1(r, θ + 2π) = ∆r,θω

j
m(r, θ + 2π)

=
∑

0≤k≤m ck∆r,θω
j
m−k(r, θ) (j = 1, 2),

ωm+1(0, θ + 2π) = −E ωm(0, θ + 2π) + v′m+1(θ + 2π)

= −
∑

0≤k≤m ckE ωm−k(0, θ) +
∑

0≤k≤m+1 ckv
′
m+1−k(θ)

=
∑

0≤k≤m ck
(
−E ωm−k(0, θ) + v′m+1−k(θ)

)
+ cm+1v

′
0(θ).

D’après l’unicité des solutions dans (17) et (18) on obtient

ωm+1(r, θ + 2π) = cm+1ω0(r, θ) +
∑

0≤k≤m ckωm+1−k(r, θ)

=
∑

0≤k≤m+1 ckωm+1−k(r, θ).

On a donc ωjj(r, θ + 2π;h) = c(h)ωjj(r, θ;h) et Vj étant des opérateurs diffé-
rentiels à coefficients 2π-périodiques en la variable θ, on peut conclure.

On énonce une proposition qui signifie que la solution BKW u vit bien à la
fois sur les deux lagrangiennes :

Proposition 4.7. — u1
0 ne s’annule pas dans Π(Λ±

1,r) et u2
0 ne s’annule pas

dans Π(Λ±
2,r).

Démonstration. — On a u1 = V1

(
ω11

0

)
et u2 = V2

(
0
ω22

)
; donc

u1
0 = ω1

0

(
∂x2

φ1

−∂x1
φ1

)
et u2

0 = ω2
0

(
∂x1

φ2

∂x2
φ2

)
.

Puisque ∇φj ne s’annule pas, il suffit de vérifier que ωj0 ne s’annule pas. De

plus ∇φj · ∂xω
j
0 = 0, donc ωj0 est constant sur les courbes de ∇φj . Il suffit

donc de montrer que ω1
0(0, θ) et ω2

0(0, θ) ne s’annulent pas dans la bande Ba.
Pour r = 0 on a

(
ω1

0

ω2
0

)
= A−1

(
v1
0

v2
0

)
= A−1T (θ, 0)

(
r1,0
0

)
,

et puisque

A−1 =
1

detA

( ∂x2
φ2 −∂x1

φ2

∂x1
φ1 ∂x2

φ1

)
,

on a

(19) ω1
0 =

1

detA
r1,0

(
∂x2

φ2 −∂x1
φ2

)
· T (θ, 0)

(
1
0

)
,

(20) ω2
0 =

1

detA
r1,0

(
∂x1

φ1 ∂x2
φ1

)
· T (θ, 0)

(
1
0

)
.
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T (θ, 0)
(

1
0

)
engendre le sous-espace propre associé à la valeur propre aψ1 (θ, 0)

(= 0) de la matrice nψ0 (θ, 0), c’est-à-dire le noyau de n0(θ,±c
−1
R R(θ)) = n0 Σ±.

Or r1,0 ne s’annule pas dans Ba, donc d’après (19)

ω1
0(0, θ) = 0 ⇐⇒ n0 Σ±∇φ±2 (0, θ) = 0,

et d’après (20)

ω2
0(0, θ) = 0 ⇐⇒ n0 Σ±

(
∂x2

φ±1 (0, θ)
−∂x1

φ±1 (0, θ)

)
= 0.

Il suffit de faire le calcul pour s’apercevoir que

n0 Σ±∇φ±2 (0, θ) = 0 ⇐⇒ c2R = c21 + c22,

n0 Σ±

(
∂x2

φ±1 (0, θ)
−∂x1

φ±1 (0, θ)

)
= 0 ⇐⇒ c2R = c21 + c22.

Or la relation c2R = c21 + c22 n’est jamais vérifiée puisque cR < c1 < c2, d’où le
résultat.

4.5. Conclusion. — Soit u1 et u2 des réalisations des symboles analytiques
construits dans la proposition 4.5. Il existe une constante C1 > 0 telle que

Q(h)u1 exp(iφ1/h) = O
(
exp(−(C1 + Imφ1)/h)

)
,

Q(h)u2 exp(iφ2/h) = O
(
exp(−(C1 + Imφ2)/h)

)
.

Donc si l’on pose u = u1 exp(iφ1/h) + u2 exp(iφ2/h), on a

Q(h)u = O
(
exp

(
−(C1 + min(Im φ1, Imφ2))/h

))
.

Si u1 et u2 désignent les symboles analytiques construits dans la proposition 4.5,

exp(−iψ/h)B
(
u1 exp(iφ1/h) + u2 exp(iφ2/h)

)
r=0

est un symbole analytique, qui est nul d’après les propositions 4.3 et 4.5. Il existe
donc C2 > 0 tel que

Bu r=0 = O
(
exp

(
−(C2 + Imψ)/h

))
.

Choisissons ψ telle que Imψ(θ) = 0 pour θ dans R. C’est possible car Imψ est
constante sur R. Il existe alors une constante C > 0 telle que
(21){

Q(h)u = O
(
exp

(
−(C + min(Imφ1, Imφ2))/h

))
dans Π(Λ±

1,r) ∩ Π(Λ±
2,r),

Bu r=0 = O
(
exp(−C/h)

)
pour θ ∈ R.
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5. Condition de quantification

Nous allons tout d’abord montrer des résultats sur les symboles analytiques
ne dépendant que de h :

Proposition 5.1. — (i) Si a(z) est une fonction analytique près de b0 et
b(h) =

∑
j≥0 bjh

j est un symbole analytique, alors a(b(h)) est un symbole ana-
lytique.

(ii) Si a(h) est un symbole analytique et b(h) est un symbole analytique
d’ordre −1, alors a(b(h)) est un symbole analytique.

(iii) Si a(h) =
∑

j≥1 ajh
j est un symbole analytique d’ordre −1 vérifiant

a1 6= 0, l’unique symbole formel d’ordre −1 b(h) vérifiant a(b(h)) = h est un
symbole analytique.

On a besoin du lemme suivant :

Lemme 5.2. — Soient k, n1, . . . , nk des entiers strictement positifs. On a :

kk
k∏

i=1

nni

i ≤
( k∑

i=1

ni

)∑k
i=1

ni

.

Démonstration. — On va montrer cela par récurrence sur j =
∑k

i=1 ni. Re-
marquons que 1 ≤ k ≤ j. On note P (j) la propriété suivante :

∀k ∈ {1, . . . , j}, ∀(n1, . . . , nk) ∈ (N∗)k t.q.

k∑

i=1

ni = j, kk
k∏

i=1

nni

i ≤ jj .

P (1) est évidemment vraie. Pour j = 2, si k = 1 c’est évident car n1 = j, et si
k = 2 c’est vrai aussi car k = j et n1 = n2 = 1. Donc P (2) est aussi vraie.

Soit maintenant j ≥ 3 et supposons que P (n) est vraie pour n = 1, . . . , j − 1.
On va montrer que P (j) est vraie. Si k = 1 c’est évident car n1 = j. Si k = j
c’est évident aussi car n1 = · · · = nk = 1. Supposons maintenant que
2 ≤ k ≤ j − 1. Puisque n1 ≥ 1, P (j − n1) est vraie, on obtient

(22) kk
k∏

i=1

nni

i ≤ kknn1

1

(j − n1)
j−n1

(k − 1)k−1

Il suffit d’étudier la fonction x 7→ x lnx + (j − x) ln(j − x) sur l’intervalle
[1, j−1] pour se rendre compte qu’elle atteint son maximum aux extrémités de
l’intervalle. On a donc

nn1

1 (j − n1)
j−n1 ≤ (j − 1)j−1
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et avec (22) on obtient

kk
k∏

i=1

nni

i ≤
kk(j − 1)j−1

(k − 1)k−1jj
jj ≤

( k

k − 1

)k−1(j − 1

j

)j k

j − 1
jj(23)

≤
( k

k − 1

)k−1(j − 1

j

)j
jj .

Or k 7→ (k/(k − 1))k−1 est croissante et tend vers e lorsque k tend vers +∞
et j 7→ ((j − 1)/j)j est croissante et tend vers 1/e quand j tend vers +∞. On en
déduit avec (23) que

kk
k∏

i=1

nni

i ≤ e
1

e
jj ≤ jj .

Donc P (j) est vraie.

Preuve de la proposition 5.1. — Les symboles ne dépendant que de h, on va
définir les pseudonormes suivantes : soit a(h) =

∑
j≥0 ajh

j un symbole et Cj(a)

le plus petit nombre vérifiant |aj | ≤ Cj(a)j
j , on définit

‖a‖µ =

+∞∑

k=0

Ck(a)µ
k.

Alors a(h) est un symbole analytique si et seulement si il existe µ > 0 tel que
‖a‖µ < +∞. On a aussi ‖a · b‖µ = ‖a ] b‖µ ≤ ‖a‖µ · ‖b‖µ.

(i) a(h) étant analytique au voisinage de b0, on a a(z) =
∑+∞
j=0 aj(z − b0)

j

et il existe C > 0 telle que |aj | ≤ Cj . b(h) − b0 étant un symbole analy-
tique d’ordre −1, ‖b − b0‖µ = O(µ), donc si µ > 0 est assez petit on a
‖b− b0‖µ ≤ 1/2C. On a alors

‖a ◦ b‖µ ≤
+∞∑

k=0

ak‖b− b0‖
k
µ ≤ 2 < +∞.

Le symbole a ◦ b est donc bien analytique.

(ii) On a a(b(h)) =
∑
k≥0 ak

(∑
`≥1 b`h

`
)k

=
∑

j≥0 djh
j où d0 = a0 et

pour j ≥ 1 on a

dj =

j∑

k=1

ak
∑

n1+···+nk=j

bn1
· · · bnk

.
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D’après le lemme 5.2 on obtient

|dj | ≤

j∑

k=1

Ck(a)k
k

∑

n1+···+nk=j

Cn1
(b) · · ·Cnk

(b)nn1

1 · · ·nnk

k

≤
( j∑

k=1

Ck(a)
∑

n1+···+nk=j

Cn1
(b) · · ·Cnk

(b)
)
jj .

On en déduit

Cj(a ◦ b) ≤

j∑

k=1

Ck(a)
∑

n1+···+nk=j

Cn1
(b) · · ·Cnk

(b)

et donc

(24) ‖a ◦ b‖µ =

+∞∑

j=0

Cj(a ◦ b)µ
j ≤

+∞∑

k=0

Ck(a)
( +∞∑

`=1

C`(b)µ
`
)k
.

a(h) étant un symbole analytique,
∑
k≥0 Ck(a)µ

k converge pour µ < µa donc

est analytique en µ au voisinage de 0. De même
∑

`≥1 C`(b)µ
` converge pour

µ < µb donc est analytique au voisinage de 0, et de plus vaut 0 en 0. Par
composition des séries entières on obtient que le membre de droite de (24)
converge pour µ assez petit et donc ‖a ◦ b‖µ < +∞. Le symbole a ◦ b est donc
bien un symbole analytique.

(iii) a(h) =
∑

j≥1 ajh
j étant un symbole analytique il existe C > 0 tel que

|aj | ≤ Cj+1jj . On cherche b(h) =
∑
j≥1 bjh

j tel que

a
(
b(h)

)
=

∑

k≥1

ak

( ∑

n≥1

bnh
n
)k

= h

(somme finie en chaque degré d’homogénéité). Les nombres bj sont déterminés
de façon unique par les équations suivantes :

(25) a1b1 = 1 et ∀j ≥ 2, a1bj +

j∑

k=2

ak
∑

n1+···+nk=j

bn1
· · · bnk

= 0.

On va d’abord montrer par récurrence que pour j ≥ 2

(26) bj =
1

a2j−1
1

∑

n1+···+nj−1=2j−2

α(n1, . . . , nj−1) an1
· · · anj−1

où les α(n1, . . . , nj−1) sont des nombres entiers. On a b2 = −a2/a
3
1 ; donc la

propriété est vraie pour j = 2 avec n1 = 2 et α(n1) = −1. Soit j ≥ 3, supposons
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que la propriété soit vraie pour 1, . . . , j − 1. D’après (25)

bj =

j∑

k=2

∑

n1+···+nk=j

−
aka

k−2
1

ak−1
1

bn1
· · · bnk

= −
1

a2j−1
1

j∑

k=2

∑

n1+···+nk=j

aka
k−2
1 bn1

a2n1−1
1 · · · bnk

a2nk−1
1 .

D’après l’hypothèse de récurrence et le fait que b1 = 1/a1, dans la somme pré-

cédente chacun des termes aka
k−2
1 bn1

a2n1−1
1 · · · bnk

a2nk−1
1 est de la forme

∑
β(i1, . . . , im)ai1 · · · aim

où m = 1 + k − 2 + n1 − 1 + · · · + nk − 1 = j − 1 et

i1 + · · · + im = k + k − 2 + 2n1 − 2 + · · · + 2nk − 2 = 2j − 2.

La propriété (26) est donc vraie pour tout j ≥ 2.

On peut supposer sans perte de généralité que a1 > 0. Remarquons que
lorsque a1 est fixé |bj | est maximal lorsque ak = −Ck+1kk pour k ≥ 2. Il suffit
donc de montrer (iii) dans le cas où a(h) = a1h+

∑
k≥2 −C

k+1kkhk. Dans ce

cas, dans (26) chacun des termes est positif.

D’après le lemme 5.2, si n1 + · · · + nj−1 = 2j − 2 on a

(27) nn1

1 · · ·n
nj−1

j−1 ≤
(2j − 2)2j−2

(j − 1)j−1
≤ 22j−2 (j − 1)j−1 ≤ 4jjj .

Posons maintenant cj = aj/j
j . D’après (26) et (27) on a

bj ≤ 4jjj
1

c2j−1
1

∑

n1+···+nj−1=2j−2

α(n1, . . . , nj−1) cn1
· · · cnj−1

︸ ︷︷ ︸
:=dj

.

Pour j ≥ 2, cj = −Cj+1 ; c(h) =
∑

j≥1 cjh
j est donc une fonction analytique

au voisinage de 0 et d(h) =
∑
j≥1 djh

j , inverse de c(h) pour la composition, est

donc analytique au voisinage de 0. Il existe donc C ′ > 0 telle que dj ≤ C ′j et
finalement on obtient 0 < bj ≤ (4C ′)jjj . b(h) est donc un symbole analytique.

Remarque. — Dans la démonstration de (iii), nous n’avons pas utilisé les
pseudonormes pour la raison suivante. On peut exprimer le symbole inverse
comme somme d’une série dont les termes sont des itérés pour la composition
◦ de symboles analytiques, mais il n’est pas évident que tous les itérés ont leur
pseudonorme finie pour un même µ.

Proposition 5.3. — Le symbole analytique classique c(h) (voir la proposi-

tion 4.4) vérifie c(h) · c(h) = 1.
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Démonstration. — Soit a un réel tel que 0 < a < π. Soit χ = χ(θ) à support
compact telle que :

• χ = 0 sur ] −∞,−a] ∪ [2π + a,+∞[ ;

• χ = 1 sur [a, 2π − a] ; 0 ≤ χ ≤ 1 ; χ > 0 sur ] − a, a[ ;

• χ(−θ) − 1
2 = 1

2 − χ(θ) pour tout θ dans [−a, a] ;

• χ(π + θ) = χ(π − θ) pour tout θ dans R.

On a alors 1−χ(2π+ θ) = 1−χ(−θ) = χ(θ) pour tout θ dans [−a, a]. On peut
choisir χ1 = χ1(θ) et χ2 = χ2(θ) à supports compacts vérifiant les conditions
suivantes :

• 0 ≤ χ1 ≤ 1 ; χ1 = 1 sur [−a, a] ;

• Suppχ1 ⊂ ] − π, π[ ; 0 ≤ χ2 ≤ 1 ;

• χ2(θ) = χ1(θ − 2π) pour tout θ dans R.

On a alors χ2 = 1 sur [2π−a, 2π+a], Suppχ2 ⊂ ]π, 3π[ et Suppχ1∩Suppχ2 = ∅.

Dans la suite (. , .) désigne le produit scalaire usuel dans L2(R) et [. , .] le
commutateur de deux opérateurs.

D’après le travail de Sjöstrand-Vodev [10], Ne(h) est auto-adjoint pour h
réel. Nψ

e (h) est donc aussi un opérateur h-pseudodifférentiel analytique, auto-
adjoint pour h réel. D’après la proposition 4.3, on a donc

(
[Nψ

e (h), χ]v, v
)

=
(
Nψ
e (h)χv, v

)
−

(
χNψ

e (h)v, v
)

(28)

=
(
χv,Nψ

e (h)v
)
−

(
χNψ

e (h)v, v
)

= 0.

On a χ1 + χ2 = 1 sur le support de ∂αθ χ pour tout α ≥ 1, d’où

(29) [Nψ
e (h), χ] · (1 − χ1 − χ2) = 0.

Or
(
[Nψ

e (h), χ]χ2v, v
)

= −
(
[Nψ

e (h), 1 − χ]χ2v, v
)

(30)

= −
(
[Nψ

e (h), χ(.− 2π)]χ1(.− 2π)v, v
)

= −
(
[Nψ

e (h), χ]χ1v(.+ 2π), v(.+ 2π)
)

= −
∣∣c(h)

∣∣2([Nψ
e (h), χ]χ1v, v

)
.

D’après (28), (29) et (30), on obtient
(
1 − |c(h)|2

) (
[Nψ

e (h), χ]χ1v, v
)

︸ ︷︷ ︸
:=I

= 0.

Il reste à montrer que I n’est pas nulle au sens des symboles analytiques.

Soient n0(θ, η) et nψ0 (θ, η) les symboles principaux respectifs des opérateurs

Ne(h) et Nψ
e (h). On a nψ0 (θ, η) = n0(θ, η + ∂θψ(θ)) = n0(θ, η ± c−1

R R(θ)).
Puisque Ne(h) est auto-adjoint, n0(θ, η) est une matrice hermitienne et on a

n0(θ, η) = ã1(θ, η)
(
c2Rη

2 −R(θ)2
)
Π1(θ, η) + a2(θ, η)Π2(θ, η),
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où Π1 et Π2 sont les projecteurs orthogonaux auto-adjoints associés aux valeurs
propres a1(θ, η) et a2(θ, η) de n0, et ã1(θ, η) et a2(θ, η) sont différents de 0
pour (θ, η) dans un voisinage de Σ (voir (5)).

Le symbole principal de [Nψ
e (h), χ]χ1 est h/i ∂η n

ψ
0 ∂θχ · χ1, donc le premier

terme dans le développement de I est

I0 :=
h

i

∫ (
∂ηn

ψ
0 (θ, 0)∂θχ(θ) · χ1(θ)v0(θ) | v0(θ)

)
dθ

où (. | .) désigne le produit hermitien usuel dans C2. On sait que

v0(θ) = T (θ, 0)U0(θ, 0)

(
r1,0(θ)

0

)
= T (θ, 0)

(
1
0

)
r1,0(θ).

Or T (θ, 0)
(

1
0

)
engendre le sous-espace propre de nψ0 (θ, 0) associé à la valeur

propre aψ1 (θ, 0) = 0, c’est-à-dire Im Π1(θ,±c
−1
R R(θ)). Donc

(31) v0 ∈ Im Π1

(
θ,±c−1

R R(θ)
)

= kerΠ2

(
θ,±c−1

R R(θ)
)
.

On a

∂ηn
ψ
0 (θ, 0) = ∂ηn0(θ,±c

−1
R R(θ))(32)

= ±2cRR(θ)ã1

(
θ,±c−1

R R(θ)
)
Π1

(
θ,±c−1

R R(θ)
)

+∂ηa2

(
θ,±c−1

R R(θ)
)
Π2

(
θ,±c−1

R R(θ)
)

+a2(θ,±c
−1
R R

(
θ)

)
∂ηΠ2

(
θ,±c−1

R R(θ)
)
.

De plus Π1 ·Π2 = Π2 ·Π1 = 0 ; donc ∂ηΠ2 ·Π1 +Π2 ·∂ηΠ1 = 0 et en composant
à gauche par Π1 on obtient Π1 · ∂ηΠ2 · Π1 = 0. D’après (32), on obtient

Π1

(
θ,±c−1

R R(θ)
)
∂ηn

ψ
0 (θ, 0)Π1

(
θ,±c−1

R R(θ)
)

(33)

= ±2cRR(θ)ã1

(
θ,±c−1

R R(θ)
)
Π1

(
θ,±c−1

R R(θ)
)
.

D’après (31) et (33), I0 est égal à

h

i

∫ (
∂ηn

ψ
0 (θ, 0)∂θχ(θ) · χ1(θ)Π1

(
θ,±c−1

R R(θ)
)
v0(θ) |

Π1

(
θ,±c−1

R R(θ)
)
v0(θ)

)
dθ

=
h

i

∫ (
Π1(θ,±c

−1
R R(θ)

)
∂ηn

ψ
0 (θ, 0)

×Π1(θ,±c
−1
R R(θ)) ∂θχ(θ) · χ1(θ)v0(θ) | v0(θ)

)
dθ

= ±2cR
h

i

∫
ã1

(
θ,±c−1

R R(θ)
)
∂θχ(θ) · χ1(θ)(v0 | v0)R(θ)dθ.

On a ã1(θ,±c
−1
R R(θ)) 6= 0, (v0 | v0) > 0, R(θ) > 0, ∂θχ ≥ 0 sur le support

de χ1 et χ1(θ) = 1 lorsque ∂θχ(θ) > 0, donc I0 6= 0. La proposition est
démontrée.
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Soient u1 et u2 les symboles analytiques construits dans la proposition 4.5 ;
on pose

u = u1 exp(iφ1/h) + u2 exp(iφ2/h).

D’après la proposition 4.6 et la dernière partie de la proposition 3.2, on a

u(r, θ + 2π;h) = c(h) exp
(
±ic−1

R `(Γ)/h)
)
u(r, θ;h).

u(r, θ;h) est formellement 2π-périodique en la variable θ si

(34) c(h) exp(±ic−1
R `(Γ)/h) = 1.

Puisque c(h) · c(h) = 1, on a |c0|2 = 1. Soit z 7→ ln z une détermination
du logarithme près de c0 ; posons d(h) = ∓i ln c(h). La fonction ln étant ana-
lytique près de c0 et c(h) étant un symbole analytique, d(h) =

∑
j≥0 djh

j est
un symbole analytique classique d’après la proposition 5.1. De plus puisque

c(h) · c(h) = 1, les dj sont réels, et puisque c−(h) = c+(h), d(h) est indé-
pendant de ±. On a alors c±(h) = exp(±id(h)) et d’après (34) on obtient la
condition de quantification :

(35) d(h) + c−1
R `(Γ)/h = k · 2π, k ∈ Z.

Proposition 5.4. — Il existe un symbole analytique classique

h
(1

k

)
=

`(Γ)

2πcR
k−1 +

∑

j≥2

ejk
−j ,

avec ej ∈ R, k ∈ N∗, vérifiant la condition de quantification (35).

Démonstration. — Lorsque k appartient à Z∗, (35) devient h = a(h)k−1 où

a(h) =
c−1
R `(Γ)

2π
+

1

2π
hd(h)

est un symbole analytique classique elliptique d’ordre 0. a(h) admet donc un
symbole analytique classique inverse (pour le produit) b(h) =

∑
j≥0 bjh

j avec

b0 = 2πcR/`(Γ). On obtient alors hb(h) = 1/k et d’après la proposition 5.1,
hb(h) admet un inverse (pour la composition ◦) e(h) =

∑
j≥1 ejh

j qui est un

symbole analytique vérifiant e1 = `(Γ)/2πcR. On obtient alors h =
∑
j≥1 ejk

−j .

Donc si hk est une réalisation du symbole analytique h(k−1) =
∑
j≥1 ejk

−j ,

il existe une constante C > 0 telle que pour h dans {hk ; k ∈ N∗} on ait

u(r, θ + 2π;h) − u(r, θ;h)(36)

= O
(
exp(−(C + min(Imφ1(r, θ), Im φ2(r, θ)))/h)

)
.
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6. Localisation des résonances de Rayleigh

En tronquant (en la variable r) près du bord Γ les solutions BKW construites
dans la section 4, on obtient des fonctions presque 2π-périodiques pour h dans
{hk ; k ∈ N∗} et analytiques en la variable θ. En leur rajoutant un terme ex-
ponentiellement petit à support compact on obtient des quasimodes W±(h)
exactement 2π-périodiques (pour h dans {hk ; k ∈ N∗}), à supports compacts,
presque orthogonaux entre eux pour la norme L2(Ω) et vérifiant exactement la
condition de Neumann au bord (voir la proposition 6.4).

6.1. Résolution de l’équation f(z + T ) − f(z) = g(z). — Nous allons
d’abord rappeler un vieux résultat (voir [2]) qui donne sous forme intégrale une
solution particulière de l’équation d’inconnue f

f(z + T ) − f(z) = g(z),

où T est un nombre strictement positif fixé et g est analytique. Nous montrerons
ensuite que si g(z;h) est exponentiellement petit par rapport à h, alors l’une
des solutions f(z;h), celle justement donnée sous forme intégrale, l’est aussi.

• Si g = 0 alors f est T -périodique. Les solutions du problème homogène
sont donc connues.

• Si g 6= 0 est analytique dans la bande | Im z| < a où a > 0, alors on fixe
δ > 0 et pour | Im z| < a− δ, on considère

(Ig)(z) =
i

2T

∫

γ

cotan
( π
T

(z − z′ + 0)
)
g(z′)dz′.

où γ est un chemin qui joint le point −i(a − δ) au point i(a − δ) et qui passe
par z. On peut par exemple choisir le segment de droite joignant −i(a− δ) à z
augmenté du segment de droite joignant z à i(a − δ). On intègre donc sur un
chemin juste à gauche de z ; c’est bien défini par déformation de contour et
analyticité de l’intégrande.

La fonction Ig est analytique en la variable z. Fixons z0 ; si on choisit un
chemin γ0 juste à gauche de z0 dans un voisinage de z0, Ig est définie par
intégration le long de γ0. Alors Ig est analytique au voisinage de z0 car on
intègre alors une fonction analytique en le paramètre z sur un chemin fixe γ0

sur lequel l’intégrande est parfaitement contrôlé.

La fonction z 7→ cotan(π/T (z − z′ + 0)) étant T -périodique, on obtient

(Ig)(z + T ) − (Ig)(z) =
i

2T

∫

γ̃

cotan
(π
T

(z − z′ + 0)
)
g(z′)dz′

où γ̃ est un chemin fermé orienté trigonométriquement et entourant le point z.
La fonction z′ 7→ cotan(π/T (z − z′ + 0)) a un unique pôle dans γ̃ en z′ = z
d’ordre 1 et de résidu −T/π. Par la formule de Cauchy, on obtient donc

(Ig)(z + T ) − (Ig)(z) = g(z).
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On obtient donc une solution particulière du problème non homogène qui est
analytique dans la bande | Im z| < a− δ.

On a la propriété suivante :

Lemme 6.1. — Soient Ba la bande | Im z| < a et Ba−δ la bande | Im z| < a−δ.
Si g = g(z;h) est un élément de H loc

0 (Ba) et g ∼ 0, alors (Ig)(z;h) est un
élément de H loc

0 (Ba−δ) vérifiant Ig ∼ 0.

Démonstration. — Comme g est analytique dans Ba, alors Ig est analytique
dans Ba−δ . Soit un compact K ⊂ Ba−δ ; par déformation de contour, Ig peut
être définie par intégration le long de γz où γz est le segment de droite joignant
−i(a− δ) à z − 1

2T augmenté du segment de droite joignant z− 1
2T à i(a− δ).

Puisque K est un compact inclus dans Ba−δ et que γz évite les points z−nT
pour tout n dans N, il existe une constante % > 0 telle que

∀z ∈ K, ∀z′ ∈ γz, ∀n ∈ N,
∣∣z′ − (z − nT )

∣∣ ≥ %.

On en déduit qu’il existe une constante M > 0 telle que

∀z ∈ K, ∀z′ ∈ γz,
∣∣∣cotan

(π
T

(z − z′)
)∣∣∣ ≤M.

K étant compact, il existe une constante L > 0 vérifiant

∀z ∈ K, `(γz) ≤ L.

La réunion des γz pour z dansK est incluse dans un compactK ′ ⊂ Ba. Il existe
donc une constante CK′ > 0 et un nombre ε > 0 tels que

∀z′ ∈ K ′,
∣∣g(z′;h)

∣∣ ≤ CK′ exp
(
−
ε

h

)
.

On déduit de tout cela que

∀z ∈ K,
∣∣(Ig)(z;h)

∣∣ ≤ LMCK′ exp
(
−
ε

h

)
.

D’où Ig ∼ 0.

6.2. Construction des quasimodes de Rayleigh. — Soient u1 = u1±

et u2 = u2± des réalisations des symboles analytiques construits dans la pro-
position 4.5. Soit φ1 = φ±1 et φ2 = φ±2 les fonctions construites dans la propo-
sition 3.2 et vérifiant

(37) ∀θ ∈ R, Imφ1(0, θ) = Imφ2(0, θ) = 0 et Reφ1(0, θ) = Reφ2(0, θ)

On peut faire ce choix car φ±
j est définie à une constante près dans la proposi-

tion 3.2, Imφ±j (0, θ) est constante pour θ dans R et ∂θφ
±
j (0, θ) ne dépend pas

de j. On pose

u = u1 exp(iφ1/h) + u2 exp(iφ2/h).
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Lemme 6.2. — Soit P = [0, r0] × [0, 2π] et a et ϕ deux fonctions C∞ dans P
vérifiant

ϕ(0, θ) = 0, Reϕ ≤ 0, Reϕ(r0, θ) < 0, ∂rϕ 6= 0.

Alors si l’on note I(h) =
∫
P a exp(ϕ/h), on a

I(h) = Ch+O(h2) avec C = −

∫ 2π

0

a(0, θ)

∂rϕ(0, θ)
dθ.

Démonstration. — Il suffit d’appliquer la formule de Green. On obtient

I(h) = h

∫

P

a

∂rϕ
∂r

(
exp(ϕ/h)

)

= h

{
−

∫

P

∂r
( a

∂rϕ

)
exp(ϕ/h)

︸ ︷︷ ︸
:=I

+

∫ 2π

0

a(r0, θ)

∂rϕ(r0, θ)
exp(ϕ(r0, θ)/h)dθ

︸ ︷︷ ︸
:=J

−

∫ 2π

0

a(0, θ)

∂rϕ(0, θ)
exp(ϕ(0, θ)/h)dθ

︸ ︷︷ ︸
:=K

}
.

On a I = O(1), J = O
(
exp(−δ/h)

)
et K = O(1) donc I(h) = O(h). Comme I

vérifie les mêmes hypothèses que I(h) on a aussi I = O(h) ; d’où le résultat.

Proposition 6.3. — Il existe r0 > 0 et des constantes C, C ′ > 0 tels que l’on
ait ∫

0≤r≤r0
0≤θ<2π

(u | u)R(θ)drdθ ∼ Ch

et pour h appartenant à {hk ; k ∈ N
∗}

∫

0≤r≤r0
0≤θ<2π

(u+ | u−)R(θ)drdθ = O
(
exp(−C ′/h)

)
.

De plus u+ et u− sont linéairement indépendantes pour h ∈ {hk ; k ∈ N∗} assez
petit.

Démonstration. — Posons P = [0, r0] × [0, 2π] ; on a

(38)

∫

P

(u | u)R(θ)drdθ =

∫

P

∑

1≤j≤2
1≤k≤2

(uj | uk) exp(i(φj − φk)/h)R(θ)drdθ.

Puisque ∂r Imφj(0, θ) = (c−2
R − c−2

j )
1

2 > 0, la régularité de Imφj et les accrois-

sements finis donnent l’existence de r0 > 0 et δ > 0 tels que pour θ dans [0, 2π],

(39) ∀r ∈ [0, r0], Imφj(0, θ) ≥ 0 et ∀r ∈
[r0

4
, r0

]
, Imφj(0, θ) ≥ δ.
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La propriété (39) reste valable pour tout θ dans R puisque Imφj est 2π-
périodique en la variable θ d’après la proposition 3.2.

Posons ϕjk = i(φj − φk). On a ϕjk = −(Imφj + Imφk) + i(Reφj − Reφk).
D’après (37), ϕjk(0, θ) = 0. Dans P , Reϕjk = −(Imφ1 + Imφ2) ≤ 0 et
Reϕjk(r0, θ) < 0 d’après (39). De plus ∂r Reφj(0, θ) = 0 donc ∂rϕjk(0, θ) =

−(c−2
R − c−2

j )
1

2 − (c−2
R − c−2

k )
1

2 et donc si r0 est assez petit, on a ∂rϕjk 6= 0
dans P .

On peut donc appliquer le lemme 6.2 à chacun des quatres termes de (38)
et on obtient ∫

P

(u | u)R(θ)drdθ = Ch+O(h2)

avec

C =

∫ 2π

0

∑

1≤j≤2
1≤k≤2

1

αj + αk

(
uj0(0, θ) | u

k
0(0, θ)

)
R(θ)dθ

où l’on a posé αj = (c−2
R − c−2

j )
1

2 .

L’inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit hermitien usuel (.|.) dans C2

donne
∑

1≤j≤2
1≤k≤2

1

αj + αk

(
uj0(0, θ) | u

k
0(0, θ)

)
≥

1

2α1
|u1

0|
2 +

1

2α2
|u2

0|
2 −

2

α1 + α2
|u1

0| · |u
2
0|.

La forme quadratique réelle q(x, y) = 1/(2α1)x
2 + 1/(2α2)y

2 − 2/(α1 + α2)xy
a pour mineurs principaux 1/(2α1) > 0 et (α1 − α2)

2/(4α1α2(α1 + α2)
2) > 0 ;

elle est donc définie positive. Puisque u1
0(0, θ) ne s’annule pas dans [0, 2π] (voir

la proposition 4.7), on a C > 0.

Montrons maintenant la deuxième partie de la proposition. On a

I :=

∫

P

(u+|u−)R(θ)drdθ =

∫

P

∑

1≤j≤2
1≤k≤2

(u+j | u−k) exp
(
i(φ+

j −φ−k )/h
)
R(θ)drdθ.

Puisque la fonction sous le signe somme est analytique en la variable θ dans une
bande complexe, on peut déformer le contour dans le complexe dans la variable
θ. Soit y un nombre > 0 qui sera choisi assez petit. On considère le contour
γ = γ1∪γ2∪γ3 où γ1 est le segment de droite joignant 0 à iy, γ2 est le segment
de droite joignant iy à 2π + iy et γ3 est le segment de droite joignant 2π + iy
à 2π. On a

I =

∫ r0

0

( ∑

1≤`≤3

∫

γ`

u+(r, θ;h) · u−(r, θ;h)R(θ)dθ

︸ ︷︷ ︸
:=I`

)
dr.
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D’après (36) on a, pour h dans {hk ; k ∈ N∗},

u±(r, θ+2π;h)−u±(r, θ;h) = O
(
exp

(
−(min(Imφ±1 (r, θ), Im φ±2 (r, θ))+C1)/h

))

où C1 > 0. Donc d’après (39), si y est assez petit, pour tout r dans [0, r0] et
tout x dans [0, y], on a

u±(r, 2π + ix;h) − u±(r, ix;h) = O
(
exp

(
−C1/(2h)

))

et donc aussi

u±(r, 2π − ix;h) − u±(r,−ix;h) = O
(
exp

(
−C1/(2h)

))
.

On déduit de cela que

(40) I1 + I3 = O
(
exp

(
−C1/(2h)

))
.

Il reste à estimer I2. Posons ϕjk = i(φ+
j − φ−k ) ; on a

ϕjk = − Imφ+
j − Imφ−k + i(Reφ+

j − Reφ−k );

donc ∂θϕjk(0, θ) = 2ic−1
R R(θ). À une constante imaginaire pure près, on a

ϕjk(0, θ) = 2ic−1
R

∫

γ′

R(z)dz

où γ′ est un chemin quelconque joignant 0 à θ pourvu que γ ′ soit contenu dans
le domaine d’analyticité de z 7→ R(z). On va estimer Reϕjk sur γ2. Soit s
appartenant à [0, 2π], on a

Reϕjk(0, s+ iy) = −2c−1
R Im

(∫ s

0

R(x)dx+

∫ y

0

R(s+ it)d(s+ it)
)

= −2c−1
R

∫ y

0

ReR(s+ it)dt.

Fixons y > 0 assez petit tel que

∀s ∈ [0, 2π], ∀t ∈ [0, y], ReR(s+ it) ≥ C2 > 0.

On a alors Reϕjk(0, s+ iy) ≤ −2c−1
R yC2. Si l’on choisit r0 assez petit, on a

Reϕjk γ2
≤ −c−1

R yC2

et donc

(41) I2 = O
(
exp

(
−c−1

R yC2/h
))
.

Les estimations (40) et (41) donnent la deuxième partie de la proposition.

Supposons qu’il existe α+(h) et α−(h) tels que

α+(h)u+ + α−(h)u− = 0.
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On a alors

α+

∫

P

(u+ | u+)R(θ)drdθ + α−

∫

P

(u− | u+)R(θ)drdθ = 0,

α+

∫

P

(u+ | u−)R(θ)drdθ + α−

∫

P

(u− | u−)R(θ)drdθ = 0.

D’après les deux premières parties de la proposition, le déterminant de ce sys-
tème d’inconnues α+ et α− est équivalent à C2h2 donc est non nul pour h assez
petit. Il s’ensuit que u+ et u− sont linéairement indépendantes.

Proposition 6.4. — Il existe deux fonctions W+(h) et W−(h), C∞ à support
compact dans Ω, de norme 1 dans L2(Ω), et une constante C > 0 telles que
pour h assez petit dans {hk ; k ∈ N∗} on ait

(
−h2∆e − 1

)
W± = O

(
exp(−C/h)

)
dans Ω,

BW±(h) = 0 sur Γ,(
W+(h),W−(h)

)
L2(Ω)

= O
(
exp(−C/h)

)
.

En outre, W+(h) et W−(h) sont linéairement indépendantes.

Démonstration. — De la première partie de (39) on déduit avec (21) et (36)
qu’il existe une constante C1 > 0 telle que

Q(h)u = O
(
exp(−C1/h)

)
, 0 < r ≤ r0, θ ∈ R,

Bu = O
(
exp(−C1/h)

)
, r = 0, θ ∈ R

et pour tout h dans {hk ; k ∈ N∗}

u(r, θ + 2π;h) − u(r, θ;h) = O
(
exp(−C1/h)

)
.

Soit χ = χ(r) une fonction C∞ dans [0,+∞[ vérifiant χ(r) = 1 pour
0 ≤ r ≤ 1

4r0, χ(r) = 0 pour r ≥ 1
2r0 et 0 ≤ χ ≤ 1. On pose v = χ · u.

Pour 0 < r < 1
4r0, on a χ(r) = 1 ; donc Q(h)v = Q(h)u et Bv r=0 = Bu r=0.

Pour r > 1
2r0, on a v = 0 ; donc Q(h)v = 0. Pour 1

4r0 ≤ r ≤ 1
2r0, d’après la

deuxième partie de (39), u = O
(
exp(−δ/h)

)
. On obtient donc l’existence de

C2 = min(C1, δ) > 0 telle que

Q(h)v = O
(
exp(−C2/h)

)
, r > 0, θ ∈ R,

Bv = O
(
exp(−C2/h)

)
, r = 0, θ ∈ R,

v(r, θ + 2π;h) − v(r, θ;h) = O
(
exp(−C2/h)

)
, r ≥ 0, θ ∈ R,

la dernière égalité ayant lieu pour h ∈ {hk ; k ∈ N∗}.

Posons g(r, θ;h) = v(r, θ + 2π;h) − v(r, θ;h). La fonction g =
( g1
g2

)
est ana-

lytique en la variable θ dans une bande | Im θ| < a. On note alors Ig =
( Ig1
Ig2

)

où

(Igj)(r, θ;h) =
i

4π

∫

γ

cotan
(1

2
(θ − θ′ + 0)

)
gj(r, θ

′;h)dθ′
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et on pose w = v − Ig. On a

w(r, θ + 2π;h) − w(r, θ;h) = g(r, θ;h) −
(
(Ig)(r, θ + 2π;h) − (Ig)(r, θ;h)

)
= 0.

D’après (36), on a

u(r, θ + 2π;h) − u(r, θ;h) = O
(
exp

(
−(min(Imφ1, Imφ2) + C1)/h

))

pour r dans un voisinage complexe V de 0 et θ dans une bande complexe Ba.
Si V et a > 0 sont assez petits, il existe donc une constante C3 > 0 (C3 < C1)
telle que

u(r, θ + 2π;h) − u(r, θ;h) = O
(
exp(−C3/h)

)

et d’après les inégalités de Cauchy, si V et a > 0 sont assez petits

(42) ∀(r, θ) ∈ V ×Ba, ∂
α
r ∂

β
θ

(
u(r, θ + 2π;h) − u(r, θ;h)

)
= O

(
exp(−C3/h)

)
.

Puisque χ est bornée indépendamment de h, d’après (42), si 0 ≤ r ≤ r0 et
| Im θ| < a avec r0 et a choisis assez petits alors g = O

(
exp(−C3/h)

)
. D’après

le lemme 6.1 et les inégalités de Cauchy, on obtient alors

(43) ∀r ∈ [0, r0], ∀θ ∈ R, ∀α ∈ N, ∂αθ (Ig)(r, θ;h) = O
(
exp(−C3/h)

)
.

En dérivant sous le signe somme on obtient

∂αr (Igj)(r, θ;h) =
i

4π

∫

γ

cotan
(1

2
(θ − θ′ + 0)

)
∂αr gj(r, θ

′;h)dθ′.

Puisque les dérivées de χ sont bornées indépendamment de h, d’après (42) on
obtient pour 0 ≤ r ≤ r0 et | Im θ| < a

∂αr g(r, θ;h) = O
( ∑

0≤k≤α

∂kr
(
u(r, θ + 2π;h) − u(r, θ;h)

))
= O

(
exp(−C3/h)

)

et donc, de la même façon que pour le lemme 6.1, on obtient

(44) ∀r ∈ [0, r0], ∀θ ∈ R, ∀α ∈ N, ∂αr (Igj)(r, θ;h) = O
(
exp(−C3/h)

)
.

D’après (43) et (44) on a

Q(h)Ig = O
(
exp(−C3/h)

)
, BIg r=0 = O

(
exp(−C3/h)

)
.

Il existe donc une constante C4 = min(C2, C3) > 0 telle que

Q(h)w = O
(
exp(−C4/h)

)
, r > 0, θ ∈ R,

Bw = O
(
exp(−C4/h)

)
, r = 0, θ ∈ R.

Posons Bw r=0 = s ; on a la propriété classique suivante :

Lemme 6.5. — Il existe une fonction w′, C∞ à support compact dans la va-
riable r telle que

(45) Bw′
r=0 = s
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Preuve du lemme. — Cherchons w′ telle que w′(0, θ) = 0. On a ∂θw
′(0, θ) = 0,

donc Bw′
r=0 = B0(θ)∂rw

′
r=0. Puisque detB0(θ) = (λ0 + µ0)µ0 6= 0, B0(θ)

est inversible et l’équation (45) devient

(46) ∂rw
′
r=0 = B0(θ)

−1s := s′.

Il suffit alors de poser w′(r, θ;h) = χ1(r)rs
′(θ;h) où χ1 est une fonction C∞

à support compact dans [0,+∞[ valant 1 près de 0. La fonction w′ satisfait
alors (46) et puisque w′(0, θ) = 0, elle satisfait aussi(45).

Fin de preuve de la proposition 6.4. — On va estimer ∂αr ∂
β
θw

′. On a

∂βθ s =
(
∂βθBw

)
r=0 = O

(
exp(−C4/h)

)

et les dérivées par rapport à r et θ de χ1 et B0(θ)
−1 sont bornées

indépendamment de h ; donc d’après la définition de w′, on a ∂αr ∂
β
θw

′ =

O
(
exp(−C4/h)

)
. On a donc finalement en posant W = w − w′

Q(h)W = O
(
exp(−C4/h)

)
, r > 0, θ ∈ R,

BW = 0, r = 0, θ ∈ R,

w et w′ étant à support compact en la variable r, W l’est aussi.
La fonction w étant 2π-périodique en la variable θ, on obtient successive-

ment que s, s′, w′ et donc W le sont aussi. On peut donc identifier W à une
fonction C∞ de la variable x dans Ω.

On a W = u + O
(
exp(−C4/h)

)
et u = O(1) d’après la première partie

de (39) ; donc

‖W‖2
L2(Ω) =

∫

0≤r≤r0
0≤θ<2π

W ·WR(θ)drdθ(47)

=

∫

0≤r≤r0
0≤θ<2π

u · uR(θ)drdθ +O
(
exp(−C4/h)

)
= Ch+O(h2)

et aussi

(W+,W−)L2(Ω) =

∫

0≤r≤r0
0≤θ<2π

W+ ·W
−
R(θ)drdθ(48)

=

∫

0≤r≤r0
0≤θ<2π

u+ · u−R(θ)drdθ +O
(
exp(−C4/h)

)

= O
(
exp(−min(C ′, C4)/h)

)
.

Alors, de la même façon que pour u+ et u−, de (47) et (48) on obtient que W+

et W− sont linéairement indépendants.

Et puisque ‖W‖L2(Ω) ∼ C
1

2 h
1

2 n’est pas exponentiellement petit, on obtient
le résultat en renormalisant W .
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6.3. Des quasimodes aux résonances de Rayleigh. — Nous sommes
maintenant en mesure de prouver le théorème.

Les résultats de Stefanov [12] (voir le corollaire 1 et la remarque due à
I. Nakamura) et la proposition 6.4 donnent l’existence d’au moins deux réso-
nances (comptées avec multiplicités) exponentiellement proches de chacun des
λk := h−1

k . On a donc la première partie du théorème.

Puisque hk ∼ `(Γ)/2πcRk
−1 quand k tend vers +∞, on a

∣∣Re(zk,±) − λk
∣∣ = O

(
exp(−Cλk)

)
= O

(
exp(−C ′k)

)

où C ′ > 0, donc Re(zk,±) a le même développement semi-classique de para-

mètre k−1 que λk = hk
−1. Or, hk = `(Γ)/(2πcR)k−1 +

∑
m≥2 emk

−m est un
symbole analytique d’après la proposition 5.4 ; donc

λk =
2πcR
`(Γ)

k +
∑

m≥0

amk
−m

est aussi un symbole analytique. Re(zk,±) est donc un symbole analytique.

D’après Sjöstrand-Vodev [10], dans le cas d’un obstacle strictement convexe
à bord C∞ en dimension 2, l’asymptotique du nombre de résonances de Rayleigh
dans Λ de module inférieur à r est

N(r) =
`(Γ)

πcR
r +O(1), r −→ +∞.

Soit Nq(r) le nombre de λk inférieur ou égal à r. D’après le développement
de λk, on a

λk =
2πcR
`(Γ)

k + a0 + O
(1

k

)
.

Donc pour k assez grand (λk)k∈N est une suite croissante et

(49) λk−1 <
2πcR
`(Γ)

k + a0 < λk+1.

Soit r assez grand ; il existe un unique entier k0 = [`(Γ)/(2πcR)(r − a0)] véri-
fiant

2πcR
`(Γ)

k0 + a0 < r ≤
2πcR
`(Γ)

(k0 + 1) + a0.

Donc d’après (49) appliqué à k0 et k0 + 1, on a λk0−1 < r < λk0+2 ; donc

k0 − 1 ≤ Nq(r) ≤ k0 + 1.

On en déduit

`(Γ)

2πcR
(r − a0) − 2 < Nq(r) ≤

`(Γ)

2πcR
(r − a0) + 1

et finalement

Nq(r) =
`(Γ)

2πcR
r +O(1), r −→ +∞.
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Pour les mêmes raisons, le nombre de résonances zk,± de module inférieur à r
est

N±(r) =
`(Γ)

πcR
r +O(1), r −→ +∞,

donc comme zk,± appartient à Λ, le nombre de résonances dans Λ différentes
des zk,± et de module inférieur à r est N(r)−N±(r) c’est-à-dire O(1). Donc si
C0 est assez grand il n’y a pas d’autre résonance dans Λ que les zk,±.
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sité Paris 13, 2002.
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