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PERSISTANCE DE STRUCTURES GEOMETRIQUES ET
LIMITE NON VISQUEUSE POUR LES
FLUIDES INCOMPRESSIBLES
EN DIMENSION QUELCONQUE
PAR RAPHAEL DANCHIN

RESUME. — Dans cet article, on s’intéresse a la limite non visqueuse du systéme de
Navier-Stokes incompressible en dimension d. On suppose que le tourbillon initial a des
propriétés de régularité stratifiée (qui généralisent de fagon naturelle la structure de
poche de tourbillon). On prouve la persistance de cette régularité stratifiée localement
en temps et uniformément par rapport a la viscosité, ainsi que des estimations
uniformes de la norme lipschitzienne du champ de vitesse. On obtient alors un résultat
de convergence forte vers les solutions du systéme d’Euler avec méme donnée initiale,
lorsque la viscosité tend vers zero.

ABSTRACT. — PERSISTENCE OF GEOMETRIC STRUCTURES AND INVISCID LIMIT
FOR INCOMPRESSIBLE FLUIDS IN ANY DIMENSION. — We investigate here the inviscid
limit for d-dimentional incompressible Navier-Stokes equations. We suppose the initial
vorticity has striated regularity (which is a natural way of generalising the structure
of vortex patches). We prove the persistence of striated regularity locally in time and
uniformly with respect to the viscosity, together with uniform estimates on a fixed
time interval for the lipschitzian norm of the velocity. This entails a result of strong
convergence to the solution of Euler equations with the same initial datum, when
viscosity tends to zero.
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180 R. DANCHIN

Introduction
Considérons le systeme de Navier-Stokes incompressible en dimension
quelconque d > 2 :
o, + v, - Vv, —vAv, = —=VP,,
(NS,) divy, =0,
v,(0) = °.
Dans le systeme précédent, la viscosité v est une constante strictement
positive, la vitesse v, (t,x) est un champ de vecteurs sur R? dépendant
du temps t > 0 et la pression P,(¢,z) est un scalaire. On considérera
également le systeme d’Euler que l'on notera (E) et qui consiste &
faire v = 0 dans (NS,). On s’intéresse ici aux solutions de (NS, ) dans R¢
entier, c’est-a-dire que = décrit tout R
Au champ v,, on associe une matrice antisymétrique £2,, appelée
matrice tourbillon et définie par

(Qu); = ijf’, - 8{1},];.
A partir de (NS,), il est facile de montrer que £, est solution de
(T,) (O + v, - V)Q, —vAQ, = -, - Vu, — ‘Yo, - Q,,
v Q,(0) = Q°.

De la définition de ,, on obtient
(BS) Avi = Zlaj ()
J:

Gréace a (BS), la connaissance de la matrice tourbillon permet de recons-

truire v, & un polynéme harmonique pres. Si 'on suppose de plus que

v, est somme finie de champs & coefficients dans L?* (p; € [1,+00[),

et que Q, est dans L7 pour un g < d, on peut inverser le laplacien. Le

champ v, est alors déterminé de maniére unique par la loi de Biot-Savart :

k _ ok d+1/2

¥ -y ; 27

(W)i(y)dy avec cg= —4—
I(5(d+1))

ou ’on a adopté la convention d’Einstein pour la sommation sur les indices

répétés.

(BS) vi(z) = Cd/]R

a |z —yld

Dans le cas particulier de la dimension 2, le second membre de (T,)
est nul. Il en résulte que, pour un fluide non visqueux (i.e. v = 0) ayant
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LIMITE NON VISQUEUSE POUR LES FLUIDES INCOMPRESSIBLES 181

un champ de vitesse suffisamment régulier, le tourbillon est constant le
long des lignes de flot.

Ceci entraine notamment la stabilité des structures de type poche de
tourbillon (ou worter patch en anglais) ou l'on suppose que Q0 est la
fonction caractéristique d'un domaine borné D° (voir [Yu]).

Dans [Ch2], J.-Y. Chemin prouve que la régularité de la frontiere de
la poche est préservée pour tout temps si 'on suppose que 9D° est dans
une classe de Holder C™ avec r € |1,400]\N. Il montre également une
propriété plus générale de persistance de la régularité stratifiée pour le
systéme d’Euler incompressible en dimension deux (voir également [Se]).

Toujours en dimension 2, nous nous sommes intéressés dans [D2] a la
convergence des solutions de (NS,,) vers celles de

o +v-Vuv=-VP,
(E) dive =0,
v(0) =,

lorsque QO est la fonction caractéristique d’un domaine borné régulier ou,
plus généralement, possede des propriétés de régularité stratifiée. Nous
avons établi des bornes uniformes en v sur la norme lipschitzienne de
la vitesse, ainsi qu’un résultat de convergence pour tout temps de v,
vers v, en un sens qui conserve la structure stratifiée. Notons que pour
des raisons techniques qui apparaitront clairement dans cet article aussi
(¢f. remarque 1.7), nous avons dii abandonner le cadre des espaces de
Holder. Les résultats démontrés correspondent en fait au cas de poches de
tourbillon & frontiere dans des classes de Besov Byl pour un a € |2, +00|
et r €]2/a,1].

Dans cet article, on se propose de généraliser tout ceci au cas de la
dimension d > 3. Il ne faut cependant pas s’attendre & retrouver vraiment
les résultats de la dimension 2. La question de I’existence globale pour (E)
ou (NS,) restant ouverte, nous devrons en effet nous contenter de résultats
locaur en temps. Par ailleurs, méme pour un fluide non visqueux, la
structure de poche de tourbillon stricto semsu n’a aucune stabilité en
dimension d > 3 (ceci est di & la présence du terme supplémentaire dit de
stretching au membre de droite de (T,)). Nous nous limiterons donc dans
un premier temps a I’étude de la stabilité et de la convergence de structures
stratifiées telles qu’elles sont définies dans [Ch2]. En reprenant les idées de
P. Gamblin et X. Saint-Raymond (voir [GSR]), et de P. Serfati (voir [Se]),
nous nous intéresserons ensuite & une structure de poche de tourbillon
généralisée liée a des domaines dont la frontiere est une hypersurface de
classe Bytl avec a > d et r € |d/a, 1)
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182 R. DANCHIN

Rappelons que dans le cas d’une donnée initiale mieux que lipschit-
zienne, on dispose déja de résultats d’existence et d’unicité d’une solution
réguliere v, pour (NS,) (resp. v pour (E)) avec convergence forte de v,
vers v quand v tend vers 0. Nous prendrons comme résultat de référence
le théoréme suivant di & T. Kato et G. Ponce (voir [KP1] et [KP2]) :

THEOREME 0.1. — Soient v* > 0, p € |1,400[ et s > 1 + d/p.
Soit v un champ de vecteurs & divergence nulle et a coefficients dans
WeP(R?). Alors il existe un temps T > 0 tel que pour tout v € ]0,v*], le
systéme (NS,) (resp. (E)) admette une unique solution v, (resp. v) dans
C([0,T); W*P) et tel que de plus, v, tende vers v dans C([0,T]; W*P)
lorsque v tend vers 0.

Ce théoréme ne s’applique pas & des données initiales de type poche
de tourbillon puisque le gradient de la vitesse n’est méme pas continu.
Nous verrons cependant dans la partie 3 que les hypotheses de régularité
stratifiées sur la donnée initiale entrainent v° € W si bien que notre
travail peut également étre vu comme ’étude d’un cas limite du théoreme
de Kato et Ponce.

La partie essentielle de cet article consiste & prouver des estimations
de ||Vuy||L~ indépendantes de v sur un intervalle de temps fixe, ainsi
qu’un résultat de persistance des structures stratifiées pour (NS,) ou (E).
Comme on dispose par ailleurs de la convergence L? de v, vers v lorsque v
est a gradient borné (voir la proposition 1.5), on en déduit un résultat de
convergence de v, vers v pour la régularité stratifiée, similaire a celui
obtenu en dimension deux mais local en temps (voir le théoréme 1.1).

Dans le théoréme 1.2, nous prouverons un résultat de convergence plus
précis pour la régularité conormale par rapport a une hypersurface.

La troisieme partie est consacrée a la preuve d’une estimation station-
naire pour le gradient de la vitesse lorsque le tourbillon a des propriétés
de régularité stratifiée. Il s’agit en fait d’étendre le résultat correspondant
de [GSR] au cas de la dimension quelconque.

Dans la quatrieme partie, on prouve le théoreme 1.1 de persistance
et de convergence pour la géométrie stratifiée, ainsi que le résultat de
convergence L? de la proposition 1.5.

Enfin, dans la derniere partie, nous établissons le résultat de persistance
et de convergence pour la régularité conormale.

Nous avons mis en appendice un certain nombre de lemmes techniques
afin d’alléger les parties précédentes.

REMERCIEMENTS. — L’auteur exprime sa reconnaissance au rapporteur
anonyme qui lui a signalé une erreur grossiere dans la premiére version de
cet article.
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1. Enoncé des résultats

1.1 Espaces conormaux et espaces stratifiés de type Besov

Nous commengons par définir les espaces de fonctions que nous utilise-
rons pour énoncer le théoreme de propagation de régularité conormale. Ces
espaces qui sont construits a partir d’espaces de Besov du type Bg’oo(]Rd)
(que Pon notera simplement BY), correspondent a des fonctions bornées
qui sont « plus régulieres que prévuy» dans certaines directions données par
une famille de champs de vecteurs de rang au moins d — 1 en tout point.

Pour les espaces de Besov, nous adopterons provisoirement la définition
suivante. Nous en verrons une autre (équivalente) dans la partie 2.

DEFINITION 1.1. — Soient a € [1,+00] et r € RT\N; notons k la partie
entiere de r. On dira qu’un élément u de W*(RY) appartient a BL(R?) si

déf OaTht — Ont|| e
fullsg %Y fowule + 3 sup 102 futlen o
laf<k laj=k " 0 Al

ot Thu(z) = u(z + h). Pour r €10,1[, on notera
B Y (RY) = {u e S'(RY), u = ug + 9;v
avec v € BL(R?) et ug € L*(R%)}.

REMARQUE 1.1. — L’espace (B, || - |lpr) est un Banach qui coincide
avec l'espace de Holder usuel lorsque r est positif non entier et a = 4oc.
C’est une algebre lorsque r > d/a.

REMARQUE 1.2.— On dispose de plus des résultats d’inclusion suivants :

—d(i-1
sil <a<b< oo, Bl est continiment inclus dans B; (@3 (voir
I d
par exemple [T]). En particulier, B, — C"~a lorsque r — d/a € N. Les
fonctions de B sont donc continues lorsque r > d/a et de classe C!

lorsque r > 1+ d/a.

On va maintenant définir des espaces de Besov non isotropes & partir
de champs de vecteurs peu réguliers. Cette approche trouve ses origines
dans [A] et [Chl]. Cependant les définitions données ici s’inspirent davan-
tage de celles de [GSR] et [D2].

NoTAaTIONS. — Si X est un champ de vecteurs a coefficients dans B,

on posera
déf

IX|l; = sup ||X*| ;.
1<i<d
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184 R. DANCHIN

Si de plus ce champ est a divergence dans Bf, on écrira

" déf .
1X|l8; = I X ||B; + || div X || gr.

Pour un champ X a coefficients et divergence dans By, on définit la
dérivée d’une fonction bornée u selon X en posant

X (z, D)u = 8;( X u) — udiv X.
Par ailleurs, si (fx)aca est une famille d’éléments d’un espace de Banach

(B,|l-1l5), on écrira

déf
171l 5 == sup [|£xll p-
PN

Si(Ay,...,Aq_1) est un (d—1)-uplet de R?, on notera Ay A...AAq_1 (ou
d—1
parfois A (A)) Uélément de R? tel que

d—1
VB eR? A (A)-B=det(As,...,Aq_1,B).
Enfin A} désignera lensemble des k-uplets strictement ordonnés d’élé-
ments de {1,...,m}.
Nous pouvons maintenant définir des espaces stratifiés de type Besov.

DEFINITION 1.2. — Soient a € ]|d,00] et r € ]d/a,1[. Soit m € N*.
On dira qu’une famille X = (X;)1<i<m de champs de vecteurs est (r,a)-
substantielle si les X; sont a coefficients et a divergence dans BL(R?) et

5 d—1 1
I(X) ¥ inf sup |'A(Xa)(2)|TT >0.
T€ERA AeAT |

On note alors BT (X) l’espace des fonctions u bornées sur R? et telles que
Xi(x, D)u € BI7Y(R?) pour tout i € {1,...,m}, muni de la norme

B;—l)'

Comme cas particuliers d’espaces stratifiés, nous allons définir des
espaces conormaux par rapport a des hypersurfaces & régularité dans une
classe de Besov.

& 1 o
lulls; « < (70gy) (e X g + [1X 2, Dy
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LIMITE NON VISQUEUSE POUR LES FLUIDES INCOMPRESSIBLES 185

DEFINITION 1.3. — Soient a € [d,+o0] et r > d/a.

o On dira qu'un fermé ¥ de R? est une hypersurface de classe BLt! si
il existe un voisinage V de % et une application f € BITY(RY) telle que
Vf ne s’annule pas sur V et ¥ = f~1(0)NV.

e On dira qu’un champ X a coefficients B] est tangent a % si
X -V fiz =0. On notera T, (X) l'ensemble des champs de classe B, tan-
gents a X.

REMARQUE 1.3. — La définition de 7, () ne dépend pas de I’équation
de ¥ choisie.

DEFINITION 1.4. — Soient a € [d, +00], 7 € |d/a, 1] et ¥ une hypersur-
face compacte de classe BiT1. On définit alors U'espace conormal associé

a 3, noté B 5. par

Ty ={ueL®; VX € T/ (%), div(Xu) € B, '}.
Lorsque a = 400, on notera respectivement C"(X) et C§ les espaces

de la définition 1.2 et 1.4.

REMARQUE 1.4. — L’espace Cy, ainsi défini est contenu dans celui
de [GSR] qui est ’ensemble des fonctions bornées telles que

(i) VX € 77, (divX =0) = (divXueC™),
(ii) Ve € ]O’ 1[7 llu”CT(Eg) < Ce.

Il n’est pas évident de savoir par quoi remplacer la condition (ii) dans le
cas des espaces de Besov, ce qui explique pourquoi nous avons choisi une
définition légerement différente.

Pour terminer, signalons que I'espace By 5, contient la fonction caracté-
ristique de 'ouvert borné délimité par ’hypersurface ¥. Plus générale-

ment, on a le résultat suivant :

ProposITION 1.1. — Soit D un ouvert borné a frontiére BLT" avec
a € |d,+o0] et r € 1d/a,1[. Alors pour toute fonction ¢ € BL, on a
1D¢ € B;,E'

Nous renvoyons au lemme A.4 de 'appendice pour la démonstration
de ce résultat.

1.2 Deux théorémes de convergence.

Commencons par définir la notion de champ de vecteurs transporté par
le flot.
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186 R. DANCHIN

ProrosiTION 1.2. — Soient v un champ de vecteurs lipschitzien et 1
son flot, c’est-a-dire lunique solution de ’équation

P(t,z) =z + /t v(s,¥(s,z))ds.
0

Soient X° un champ de vecteurs de B, et
déf _
Xi(z) = X (z, D)o (¢7 ' (2))
le champ transporté de X par le flot 9 a linstant t. Alors X, est solution
de

(TG) { (0 +v-V)X = X(z,D)v,

Xlt:() = XO.

Démonstration. — I suffit de dériver en temps la relation X, (v:(z)) =
X%z, D)1(z) et de revenir & la définition du flot. []

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de convergence pour
la régularité stratifiée. Dans le théoréme suivant, les quantités ayant v
en indice sont liées & (NS,) si v > 0 et & (E) si v = 0, et on notera
indifféremment X, , » ou X, »(t) le champ transporté de X g par le flot 9,
a l'instant ¢.

THEOREME 1.1. — Soient m € N*, a € ]d,+oo[ et r € ]d/a,1[. Soit
(X 1<r<m, une famille (r,a)-substantielle de champs de vecteurs. On
suppose que le champ de vecteurs v° est a coefficients dans H'(R?), a
divergence nulle et que son tourbillon Q° est dans BT (X°).

Alors il existe une constante C ne dépendant que de d, m, a et r, et un
temps T vérifiant

0
19°1: _,

CT|Q°|| poornp2 10 (e+———)21,
“ ”L NL g ||QO|IL00|"|L2

tels que pour tout v > 0 (resp. pour v = 0), (NS,) (resp. (E)) admette
une unique solution v, avec donnée initiale v°, dans
L>([0,T); Lip) nC([0, T}; H')

uniformément en v. De plus, la famille X, , transportée par le flot de v,
reste (r,a)-substantielle et Q,,(t) reste dans B} (X;,) uniformément en v.
Enfin, v, tend vers v et 1, —Id tend vers 1o —Id dans L>([0,T]; C*~¢)
pour tout € > 0, lorsque v tend vers 0. Sir’ < r, alors :
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LIMITE NON VISQUEUSE POUR LES FLUIDES INCOMPRESSIBLES 187

o XV(z,D)ip, (resp. X\, resp. divX,,,)\)/tendent vers X% (x, D)o
(resp. Xox, resp. div Xo ») dans L>([0,T]; B}, ), et
o X,a(z,D)Q, tend vers Xox(x, D)Q dans L=([0,T}; B ~).

Nous pouvons également énoncer une version conormale du théoréme
de convergence.

THEOREME 1.2. — Soient a € |d,+oo[ et r € ]d/a,1[. Soit ° une
hypersurface compacte de classe BLT'. On suppose que le champ de
vecteurs v° est dans H'(RY), a divergence nulle et que son tourbillon Q°
est dans B;EO.

Alors il existe un temps T ne dépendant que des données initiales et
tel que pour tout v > 0 (resp. pour v = 0), (NS,) (resp. (E)) admette
une unique solution v, dans L*°([0,T];Lip) N C([0,T]; H') avec donnée
initiale v°. Pour tout t € [0,T) et v > 0,

Sew Loy, (20)

est une hypersurface compacte de classe Bg“, et Q,(t) est dans Bg’zt L
Enfin, v, tend vers vy et 1, —1Id tend vers 1o —Id dans L>([0,T]; C1~¢)
pour tout € > 0 lorsque v tend vers 0. De plus, X, tend vers ¥ o au sens
suivant. Soit (f° = 0) une équation de classe BLT" de X°. Posons
déf _
Frw 2 0ok,

Alors pour tout 7 < 7, f, tend vers fo dans L>(]0,T); Bt"") lorsque v
tend vers 0.

REMARQUE 1.5. — En dimension d > 3, I’hypothese v° € H' est
automatiquement vérifiée des que Q° € LP N L™ pour un p < 2d/(d + 2)
(c’est le cas par exemple si Q° € BT(X") est & support compact ou
dans L'). Ceci se démontre aisément & partir de (BS’).

REMARQUE 1.6. — Dans les théoremes précédents, on établit ’existence
d’un intervalle de temps commun pour Euler et Navier-Stokes quelle que
soit la viscosité, sur lequel la solution de (NS, ) converge vers celle de (E)
avec méme donnée initiale. En revanche, si I'on suppose, toujours sous
les hypotheses du théoreme 1.1 ou 1.2, que v est lipschitzienne jusqu’au
temps T' > T, on ne sait pas montrer qu'il en est de méme pour v,
lorsque v est suffisamment petit.

L’existence d’une solution & gradient borné pour un tourbillon initial
dans B s, résulte du théoréme 1.1. On montrera en effet 1'existence d’une
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188 R. DANCHIN

famille X© (r, a)-substantielle et telle que B” v, C B[ (X°). La preuve des
autres résultats du théoreme 1.2 : propagation de la régularité conormale
et convergence de X, , vers Y g, fera 'objet de la cinquieme partie.

La démonstration du théoreme 1.1 repose essentiellement sur une esti-
mation stationnaire du gradient de la vitesse (proposition 1.3) et sur
la proposition 1.4, relative aux équations de transport-diffusion dans les
espaces de Besov et qui donne des estimations a priori indépendantes de
la viscosité. La partie convergence du théoreme se déduit alors par inter-
polation avec le résultat de convergence L? donné par la proposition 1.5.

L’estimation stationnaire suivante s’inspire d’un théoréeme de J.-Y.
Chemin valable en dimension 2 (voir [Ch2]), d’un résultat de P. Gamblin
et X. Saint-Raymond [GSR] valable en dimension 3. On le trouve avec la
méme généralité qu’ici mais sous une forme un peu différente, dans la
these de P. Serfati [Se, chap. 4].

ProposiTION 1.3. — Soient ¢ € [1,4o00[, r € ]0,1[, m € N* et
(Xi)1<i<m une famille (r,00)-substantielle de champs de vecteurs. Soit
p € ]1,d[. Alors il existe une constante C ne dépendant que de d,r,p
et m telle que pour tout champ de vecteurs v € L1, a divergence nulle,
& gradient dans LP et a tourbillon dans C™(X), on ait

1€2],. x
o < P o )
Vol —C(HQ”L + 1120l 1°g<e+ IIQIILw»

Pour la démonstration du théoréme suivant, nous renvoyons a [D2].

ProrosiTION 1.4. — Soient T > 0 et v un champ de vecteurs de
C>=([0,T] x R%) ¢ divergence nulle et a dérivées spatiales bornées. Soient

re]l—11 a€][2,4+o0], v>0,
(u, £)EL™ ([0, ], B (RY) x BL(R%).
Supposons qu’il existe un X > 0 indépendant du temps tel que
SuppgN B(0,A) =0

et que u vérifie
(Ot +v-Vu—vAu= f+vg.

Alors il existe une constante C ne dépendant que de \, de r et de a, telle
que, si V(t) = [ [IVv(s)||L~ds, on ait

[u®)]

B < C(”U(O)”Bg + 191l os (0,4 87-2)

t
+/ e_cv(sﬁ)Hf(s)HB, ds) eCV (),
0 a
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LIMITE NON VISQUEUSE POUR LES FLUIDES INCOMPRESSIBLES 189

REMARQUE 1.7. — Lorsque v = 0, le résultat précédent demeure bien
évidemment pour les espaces de Holder (voir par exemple [Ch2]). La partie
existence et régularité d’une solution pour le systéeme d’Euler s’étend donc
aux espaces de Holder. Le théoréme correspondant se trouve d’ailleurs
dans [GSR] et [Se|] dans le cas d = 3. Lorsque v > 0, on ne sait pas
démontrer un analogue de la proposition 1.4 dans les espaces de Holder,
ce qui nous a amené a utiliser les espaces B, pour a < oo.

Enoncons maintenant le résultat de convergence L? de (NS,) vers (E).

ProposITION 1.5. — Soit v° € H'. On suppose que (E) a une solution
ve L®(]0,T[ L*(RY) n L*(]0,T[; H' (RY))

avec donnée initiale v° telle que Vv € L*(]0,T[; L°(R%)). Alors il existe
une constante C ne dépendant que de d et telle que pour toute solution v,
de (NS,) appartenant a

L>(10,7(; L*(RY) N L*(]0, T[; H' (RY)),

on ait t
oy = vllgz < CUM2|Q0 aeC Jo IV2 Ol a7,

2. Décomposition de Littlewood-Paley, paraproduit et
espaces de Besov

Définissons d’abord la décomposition de Littlewood-Paley (voir [Ch2]
pour plus de détails) :

ProrosiTiON 2.1. — Soient
C={zeR’ 2<lzg|< 2} e B={zeR? |z/< I}

Il existe deux applications & valeurs réelles, x € C§°(B) et ¢ € C§°(C)
telles que :

VEERY, X(§)+ D w(27%) =1,

q€EN

VEERY, 1 <xAO)+ ) ¢*(27%) <
g€EN

On définit alors des opérateurs A, et S, de L£(S'(R%),C>®(R%)) qui
correspondent respectivement a des localisations en fréquences voisines
de 27 pour A, et plus petites que 2P pour S,
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Plus précisément, soient h = F 1y et h= F~1x. On pose :
0 sip< =2,
Apu = X(D)u:ﬁ*u sip=—1,
p(27D)u =2 [P y)ule — y)dy sip=0,

et
Spu = x(27PD)u = Z Agu = 2F¢ / h(2Py)u(z — y) dy.

g<p—1

REMARQUE 2.1. — La famille (Ag)qez est «presque» orthogonale au
sens L2. Plus précisément, si u et v appartiennent 4 S’'(R%), on a :

(2.1) p—ql>2 = ApAu=0,

(2.2) lp—q| >4 = Ay(Sp-1ud,v) =0,

(2.3) (g<r—4detlp—r|>2) = A,(Ajud,v) =0.
DEFINITION 2.1. — Pour a € [l,4+oc] et 7 € R, on note BT (R?)

Uensemble des distributions u € S'(R?) telles que

ull By 2 sup 277 (| Aqul| o < +o00.
q

L’espace (B5(R%), || - ||5;) est un Banach qui coincide avec I'espace de
la définition 1.1 lorsque r € ] — 1,400[\N, avec équivalence des normes
(voir [T]). Dans le cas particulier ol a = +00, on note

r déf op
Ccr <= BT,
et on pose

déf
lull, == llull s,

L’espace C" coincide avec I’espace de Holder usuel lorsque r est positif non
entier. Si 7 € N, on préferera le noter C] pour éviter les confusions avec
P’espace des applications r fois continiment différentiables. L’inclusion

Lip, — C¥

ou Lip, désigne l’espace des distributions u bornées telles que 9“u soit
bornée pour |o| < r, est stricte.
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REMARQUE 2.2. — On a le classique résultat d’interpolation suivant

Yu € B:(RY) N BL(R?), VO € [0, 1],

0 -6
”U”Bgsﬂl—e)t < lullz; - ”uHIBE :

Le lemme suivant est une conséquence de la définition 1.1. Il montre que
les fonctions suffisamment régulieres operent a droite et a gauche dans les
espaces de Besov. Ceci justifie a posteriori la définition des hypersurfaces
de classe B1".

LEMME 2.1. — Soient a € ]d, +o0] et r € |d/a,1]. Supposons u € B+,
F € Bit! et F(0) = 0. Alors Fou € B, Sia € [1,4+00], r € ]0,1],
¢ € Lip est inversible et le jacobien de )~ est borné, alors uo € BL.
En particulier,

1
(2.4) oy < Cmax(1, ||V L) ([ldet V™| Lo ) @ [lull By -

Rappelons maintenant quelques résultats élémentaires sur la décom-
position de Littlewood-Paley. Le lecteur intéressé par la preuve de ces
résultats pourra consulter par exemple [Ch2] et [D2].

LEMME 2.2. — Soient v € B] et ¢ € C§°. On suppose que 9 est
supportée dans une couronne C(0, Ry, Ra). Alors, il existe une constante C
ne dépendant que de r, Ry et Ry telle que

|27 D)ul| o < CIUF L2274 |Jul 5.

DEFINITION 2.2. — On dira qu’une suite (uq)g>—1 d’éléments de
C>(R?) est a fréquences dans des boules dyadiques (resp. couronnes dya-
diques) s’il existe un réel R > 0 (resp. deuzx réels Ry > Ry > 0), tel(s)
que

Supp(tg) C B(0,27R) pour ¢ > —1

(resp. Supp(d,) C C(0,29Ry,29R3) pour Supp(d—1) C B(0,27'Ry) et
g €N).

Le lemme suivant assure entre autres que la définition 2.1 des espaces
de Besov ne dépend pas de la décomposition de Littlewood-Paley choisie.

LEMME 2.3.

o Soit (ug)g>—1 @ fréquences dans des boules dyadiques. On suppose
qu’il existe r > 0, a € [1,400] et une constante K > 0 tels que

Vg> -1, |luglize < K277
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Posons

u = E Ugq-

q>-1

Alors u € BL(R?) et il existe une constante C > 0 indépendante des u,,

de a et de r telle que
147

K.

lullsy <

o Soit (ug)g>—1 a fréquences dans des couronnes dyadiques. On suppose
qu’il existe r € R, a € [1,+00] et une constante K > 0 tels que

Vg > -1, ||ugllpe < K277,

u = E Uq-

g>-1

Posons

Alors u € BL(RY) et il existe une constante C > 0 indépendante des ug,

de a et de r telle que
lullgy < CHHIMK.

Définissons maintenant le paraproduit de J.-M. Bony (voir [B]). La
présentation donnée ici s’inspire de [GR].
DEFINITION 2.3. — Soient u € S(RY) et v € S(RY). On appelle
paraproduit de u par v, I’élément T,v € S(RY) défini par
Tyv = Z Sq—1ulgqu.
q

On notera R(u,v) le reste de u et v, défini par

Ru,v) =Y Al ot A=A 1 +A0+ A
q

et on posera
Tiv =Ty + R(u,v).
REMARQUE 2.3. — On a évidemment
Y(u,v) € (S(]Rd))2, w =Ty, + Tyu + R(u,v).

La définition de paraproduit et de reste s’étend sans difficulté & un grand
nombre d’espaces fonctionnels; pour une étude systématique de I'opérance
du reste et du paraproduit sur les espaces de Besov, on renvoie & [Ya]. Nous
aurons seulement besoin des résultats suivants :
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LEMME 2.4. — Soient a € [1,+00] et r € R.

o Lopérateur T est bilinéaire continu de L>° x B} dans B,. Sit <0,
il est également continu de C* x BY dans B5t et de B:, x C" dans BL*.

e L’opérateur R est continu de Bt x C™ dans BI*t dés que r +t > 0.
Plus précisément, il existe des constantes C' universelles telles que

(2.5) Vr e R, I Twvlls; < CMHYJull < [lv]l 55,
Clrttl+1
(2.6) Vr e R, Vi <0, [Tl < ———llull 1ol 5,
Clr+tl+1
(2.6") VreR, Vt <0, |[Tuvllgr+e < —_‘7—‘||u“33“1’”r»
Cr+t+1
(2.7) ¥(r,t) €RY, 741> 0, [ R(u,v)| ppee < = — lllzgloll,-

Le lemme suivant clarifie le comportement des opérateurs de Fourier
homogenes dans les espaces de Besov et les propriétés de commutation du
paraproduit avec de tels opérateurs.

LEMME 2.5. — Soient m € R et R > 0. Soit f une application de
C>®(R%) homogéne de degré m en dehors de la boule B(0,R). Il existe
alors une constante C ne dépendant que de R telle que, pour tout réel r,
pour tout t < 1 et pour tout a € [1,+00], on ait

(2.8) £ (D)u| grm < CIHEmEL 1y 5

(2.9) [T, Aglo|] . < C27CHO V]| o ],
Clrl+iml+1

(2.10) ([T, F(D)Jo]| gr-mse < — = IVullge vl

Cirl+iml+1
—3 =7 IVull_illvls;,

gr—m+1 < CITH[mHl”VUHD’"Hv“Bg‘

(210) [T, FD))o]| gr-mere <

211) [T, F(D)]o|

REMARQUE 2.4. — On a
Tuw =T, (1 - x(D))w,

ce qui permet, d’apres (2.8), de remplacer ||v||pr par ||[Vov| gr-1 dans les
estimations sur le paraproduit.
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DErINITION 2.4. — Soient X un champ de vecteurs & coefficients
dans S'(RY) et u € S'(RY). On définit formellement l’action du para-
champ Tx par

Txu = TXi 61'11,.

Le lemme suivant montre que la régularité de X (z, D)u est essentielle-

ment donnée par celle de T'xu.

LEMME 2.6. — Soient X, un champ de vecteurs a coefficients dans B,
etu € C*. Alors on a:

(212) (s<letr+s>1) =
Clritlsl+1

HTXU - X(xa D)u||32+871 < (] — 3)(7‘ + s — 1)

(2.13) (s<0,r<letr+s>0) =

X1 By - IVell,—ys

I Txu — div Xul| gres-1 < X157 - lull-

¢
s(r+s)(r—1)
Si de plus, div X € By, alors,

(2.14) (s<letr+s>0) =

Clrl+lsl+1 o
Txu— X(z,D o1 K ————— || X ||Br - ||V .
|Txw — X (z, D)ul prte-1 < (r+8)(1_s)|l 7 - IVull,_y
La premieére et la derniére inégalités sont valables dans le cas s = 1 a

condition de remplacer |Vul||,_, par [|[Vul|pe. La deuzriéme reste vraie
pour s = 0 si on remplace ||ul|, par ||u| L.

Démonstration. — Elle repose sur les lemmes 2.4 et 2.5 appliqués aux
identités :

X(z,D)u — Txu = R(Xi, Oiu) + Taz.uXi pour (2.12),

div Xu — Txu = [0;, Tx:|u + 0; R(X", u) + 0; T, X" pour (2.13),

X(z,D)u — Txu = O;R(X*,u) — R(div X,u) + Tp,, X" pour (2.14).

REMARQUE 2.5. — Ceci prouve au passage que la définition 2.4 a un
sens intrinseque dans B.t*~! pour X & coefficients dans B", u € C*
et 7+ s > 0. En effet, si T et T sont les paraproduits associés a deux
décompositions de Littlewood-Paley, on a, d’apres I'inégalité (2.13),

IlTxu — fxu|

gt S ClX|By - [Vully_y si s<0 et r<l1

Rappelons enfin un résultat classique d’analyse harmonique (voir par
exemple [St, p. 42 et p. 250]) :
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LEMME 2.7. — Soit f une application de C*°(R¥\{0}) homogéne de
degré 0. Alors lopérateur f(D) défini sur S(R?) par

f(D)uta) = (2m) ¢ [ e ple)ace)ae
se prolonge par continuité sur tout LP pour p € |1,+00|. De plus, il existe
C > 0 indépendante de p telle que
Cp?
p—1

vu e LP(R?), ||f(D)ul|,, < llulle-

3. Estimation stationnaire du gradient de la vitesse

Dans cette partie, on démontre une estimation stationnaire pour le
gradient de la vitesse, valable lorsque le tourbillon appartient & un espace
stratifié C"(X). Comme il s’agit juste d’une généralisation facile du
résultat de [GSR] au cas de la dimension d > 2 quelconque, nous indiquons
principalement les modifications a apporter a la démonstration originale.
Il s’agit de prouver le :

THEOREME 3.1. — Soient r € 10,1[ et (X;)i<i<m une famille (r,00)-
substantielle de champs de vecteurs. Soit p € |1,+oo[. Alors il existe
une constante C ne dépendant que de d et de m, et telle que pour toute
matrice antisymétrique Q a coefficients dans LP(R?)NC"(X), le champ v
4 divergence nulle donné par la loi de Biot-Savart (BS') vérifie

2
p
190l < (2190

19| X2 + [ div(X @ QI
R (e+ 09~ )

Preuve. — Admettons provisoirement le lemme suivant :

LEMME 3.1. — Soient r € 10,1[, m > d — 1 et (X;)1<i<m une famille
(r,00)-substantielle de champs de vecteurs. Alors il existe des fonctions
a;; et bf;’ (avec 1 <i,j,k <det1<a<m)deC (R telles que
(3.1) Ve € R, Vo € R,

&€ = ai (@61 + Y i (@) (Xa(a) - €),
a,k

m

2d—2 9d—10
ka Xl
(32) Ikl <O

X)  I(X)

)

(33) laijllLe <1,
ot C ne dépend que de d.
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Par définition de v, on a
(3.4) Vo = AL VoF +) VoA (Id - A )0k
J

Donc, d’apres le lemme 2.7 et les inégalités de Bernstein, on a

2
Vel < O (S I1ele + 310087 (1d — &) . ).
(2]

On conclut a laide du lemme 3.1 de la méme fagon que dans [GSR]. []

Preuwve du lemme 8.1. — Commengons par énoncer et prouver une
version locale du lemme 3.1.

LeMME 3.2. — Soit r € 0, 1[ et (Yi)i1<i<a—1 une famille de champs de
vecteurs sur ouvert Q C R & coefficients dans C™(Q) et telle que

4 ing |°A"(V) 7 (@) > 0.

1(Q,y) ¥

Alors il existe des fonctions a;; et bff (1<ijk<detl<a<d-—-1)
de C™(Q) et que

(3.5) VEERY Vo€ Q, &€ = ai; ()€ + Zb’“‘ (z)-€),
C ||Y|lm 849
ka (@)
(3.6) 155"l e ) = I(Q,Y)( 1(Q,Y) ) ’
(3.7) laille <1,

ou C' est une constante ne dépendant que de d.

Preuve du lemme 3.2. — Considérons 'application linéaire suivante :
Yi-¢€
RY — R —n = :
y E ’r] Yd_l . g
d—1
AN(Y)-¢€
Cette application est inversible. La matrice A de son inverse est la
transposée de

(—1)d_1(Y2 AYsA...AY4 1 A (d/_\l(y)))

(D) 2(YiAYsA ... AY 41 A (d/—\l(Y)))

I A (Y - /\.../\Yd._z A (d/_\l(Y)))
d/_\l(Y)
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Notons ¢;;(§) = &£, et Q;; la matrice correspondante. Posons

d—1
11 est clair que le vecteur A (Y)) est isotrope pour la forme quadratique
qi; (&) —aqjl€ |2. En écrivant que ‘AAe;-e; = Ae;- Aej, on vérifie par ailleurs

que
0

. B 0

AA = :

0 --- 0 1

ou la matrice B a pour coefficients des polynémes homogenes de degré
2d — 4 en les coefficients des (Y;)1<i<d—1. En travaillant avec la variable

d—1

n = A71€ et en utilisant lisotropie de A (Y) pour ¢;;(€) — a;;/¢|%, on
obtient donc

mip Mz e Mg
1 mg1 Moz -+ Mg
"AQuA - ai' AA= | . ;
| A ()
Mgy Mgz -+ 0

les coeflicients m;; étant homogenes de degré 4d — 6 par rapport aux
(Yi)i<k<d—1 sii < det j <d, et de degré 3d — 4 sinon.

En revenant aux variables £, on obtient

d—1

N @) (&85 — aislé?) = S B (2) € (Yalz) - €)

k,a
avec des 52-’;“ homogenes de degré 4d — 5. On pose alors
~ d—1 —4
k k
bip = b5 | A (Y)]
et on en déduit aisément les inégalités souhaitées. []

Preuve du lemme 3.1 (suite). — Pour A € A" |, posons
a 431 1 1
Uy = {a: eRY, A (X)) T > §I(X)}.
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Le lemme 3.2 découle clairement du lemme 3.1 dés que 'on dispose d’une
partition de I'unité (¢x)ae am , de classe C™ telle que

(1) Z ¢>\ = ]-7

AEAT

(i) Supp ¢x C Ui,
X d—1
(i) o, < Camet= (U2lley ™,

Pour construire cette partition de I'unité, on se donne une approximation
de l'identité x de classe C™° et on pose, pour € > 0,

Xe(-) =€ Ix(eh)
On définit

é d— 1
P2 e RN (X017 > 1(X),

Fy aé {a: e RY, d(z, Fy) < e},
et on pose

5\ = Lpera x Xey2, D = P H (1 =45

22
ou < désigne l'ordre lexicographique strict sur les éléments de A7} ;.

En remarquant que R? = | J F\ et

XEAT
1-> o= JIa-9¢5.
AEAT AeAng

on constate que (i) est vérifiée.
En revenant a la définition de ¢y, on obtient

up 12@) ~ )

By ST
T#y

ce qui donne (iii) si on choisit € = (2(I(X))’1|||X|||T)1;rd. Enfin, en
conservant cette valeur de € et pour x € F, %, 0on a

A ) |(@) > 1071 — e |I"A x|, > (2 1x0)*

1
2
Ceci assure que Supp ¢ C F5 C Uy. ]
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4 Propagation de la régularité stratifiée
Dans cette partie, on prouve le théoreme 1.1.

Premiere étape. — Démonstration d’estimations uniformes en v pour
les solutions régulieres de (NS,). Il s’agit de démontrer la proposition
suivante :

PROPOSITION 4.1. — Soient T > 0, q € |1, 400[ et v € C([0,T]; W9)
une solution de (NS,) ou de (E) en dimension d; soit ¢ son flot. Soient
a € ld,+oof, 7 € 1d/a, 1, (X 1<r<m, une famille (r,a)-substantielle de
champs de vecteurs, et (X¢x)xen, la famille transportée par le flot de v.
Alors X reste (r,a)-substantielle pour tout t € [0,T]. De plus, il existe
une constante C' ne dépendant que de r, de a et de d et telle que les
estimations suivantes soient vérifiées :

@) 2, < 92,

[P
st Q€ L*([0,T); LP) pour un p € [1, 4],

(4.2) [|div X | || div X3 5; eV ®),

5 <

(4.3) I(Xy) > I(X%)e VO,

(44) || X;(z, D))

et < C(IX(@, D) 51
+1X A 32 120 L ) W O,

(4.4) [[div(Xer ® Q)| v < COXS 120 2

+ (| div(X3 @ Q°)[| gr-1) e,

(4.5) || By, S CHQOIIB;XO CW ),
(4.6) || Xen| 5 < C(” div(ﬁé(ﬁ?j)umﬂ +||Xf\)1|3;)ecw(t),
(4.6') || X% (z, D)(1)] Br

- (ll divﬁécﬁﬁ)“%_l N ”X/(\)”Bg)eCW(t)’

V(t) = /O Vo), mdr et W(t) = Q0] st + V(2).

Les estimations (4.4'), (4.6) et (4.6') restent valables si on remplace X
par tout champ'Y transporté par le flot et tel que Y° € BT et div(Y°®Q0)
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dans Br~1. Les estimations (4.2) et (4.4) demeurent également valables
si I’on suppose de plus divY® € BT. Enfin, si ¢° € BT et ¢y = ¢° ooh; !,
alors

(4.7) IellB; < Cll6° By e,
(48) (6], < CUI 121 + [16°2°]] ) 7.

Démonstration. — Soit donc v une solution réguliere de (NS, ) et € son
tourbillon. On a

(4.9 (0 +v-V)Q—-vAQ=AQ avec AQ=-Q-Vv- Vv Q.
Supposons v > 0 (le cas v = 0 se traite facilement en passant en
formulation lagrangienne). En prenant le produit scalaire L? de (4.9)

avec §2, on obtient

1d

S 1902 < CILAR 12 92012 < CIVllze 91,

ce qui, par le lemme de Gronwall, donne (4.1) dans le cas p = 2.

La méme inégalité reste valable pour les normes L grace au principe
du maximum. En effet, le systéme (4.7) peut s’écrire

(@ +v -V —vA)Q = (AQ).

Il en résulte par exemple que

@09 =) ([ AV 6)] ot - 5) 20

En appliquant le principe du maximum (voir par exemple [F, chap. 2]),
on montre donc que

Qi(t,2) < || 0)]] . + /O 1A (s)]|, ds pour ¢ >0,

On obtient de la méme facon 'inégalité correspondante pour —Qj. (t,x)
et (4.1) en résulte pour p = +oo & 'aide du lemme de Gronwall. Le
résultat pour p € [2, +0o] suit par interpolation.
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Le cas p € [1,2[ (dont on ne se servira pas pour prouver le théo-
réme 1.1), résulte d’'un argument de dualité. En effet, soient p € [1,2]
et p’ exposant conjugué. On a

”Q(t)”Lp = /Qt(.’I}) . ft(fl’)d.’]?

Soit A* I’adjoint de A au sens de la dualité dans M, (R). Notons fy la
solution a l'instant 0 du systeme rétrograde

{(83—I-U-V+Z/A+A*)¢=O,
¢|s=t=ft~

Alors, en raisonnant comme pour prouver (4.1) avec p € [2,+0o0], on
obtient

max
£l <1

I Foll o < W fell o €<V
De plus [Q(z) - fi(z)dz = [Q°(z) - fo(z)dz, d’ou la conclusion.
En revenant a I’équation (TG), on montre aisément que
(O +v-V)divX,,=0.
L’estimation (4.2) résulte alors de la proposition 1.4.
Pour prouver (4.3), nous avons besoin de I'identité suivante :
(4.10) X, A ANAXy,  ++HAX AL AKX,
= ((tr A)Ig —"A)(Xa, A A XL,

valable pour toute matrice A et qui se démontre en décomposant les
champs sur la base canonique.

Des équations (TG) vérifiées pour chaque champ X, et de (4.10), on
obtient alors

@ +v-9) A (Xy) =~V A (X0),
N ) = N X (0,87 () - /0 70 R (500) (5, () s,
On en déduit que
1A 0,87 @)] < | A (X))

t d—1
+/0 “Vv(t - s)HLmI A (Xn)(t— s,ws—l(x))|ds.
Une simple application du lemme de Gronwall permet alors d’obtenir

1) R 2 R KD @ @) e Jo I ar
On en déduit (4.3).
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Pour obtenir les autres estimations, on reprend la démarche de [D2].
Désignons par X un champ de la famille (X)aeca ou plus généralement
vérifiant les hypothéses de la fin de la proposition 4.1, et appliquons-le
a ’équation du tourbillon (4.9). Comme X et 9; + v - V commutent, on
obtient formellement

O +v-V)X(z,D)Q — vA(X (z,D)Q) = v[X(z, D), A]Q + X (x, D).AQ.
Comme dans le cas de la dimension 2, il n’est pas clair que le commutateur
[X (2, D), A]Q ait un sens avec I'’hypothese Q € B7(X) N L2 L’idée & ce
stade est d’appliquer seulement le parachamp Tx & 1’équation (4.9), au
lieu du champ X entier. Il y a bien str un prix a payer : 0y + v -V et T'x
ne commutent pas, mais on dispose d’'un lemme permettant d’estimer ce
commutateur dans B.~1 (voir [D2, lemme 5.1]). L’équation obtenue est
la suivante :
(4.12) (O +v-V—vA)TxQ

= [at +wv-V, Tx]Q + Tx AQ + I/[Tx, A]Q
Notons que la seule différence de (4.12) avec P’équation correspondante
dans le cas d = 2, provient du terme supplémentaire Tx AQ qui n’est pas
génant puisqu’il peut étre estimé de la méme maniere que [0;+v-V, Tx|Q
(voir I'inégalité (A.1) de 'appendice). On obtient en définitive

[0 +v -V, Tx]Q gr 1 + [ Tx AQ| g7-1
< ClIVollpe (19 1 X[l 5; + 1Tl py-1)-
Le terme de viscosité s’estime directement a partir de (2.10) :
T, A 0 < CUX 3 120
En appliquant la proposition 1.4, il en résulte

72Ol + < OO Teol s + sup 1XPla 127y

TE[0,t

v OV OTU e (1T, 21 + 19 = X ()2
puis, d’apres (2.13),
(4.13) [ div(X; ® Q)|
< CeCV(t){”XOIIBg“QOHLOO
+ | div(X° ® Q)| gr—1 + s 1 X ()l B 12(7) ]l

t
+/0 =V Vu(r) | g (| div(Xr @ Q) gr-1 + 1) | | X (7))

Bg)dT}
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et d’apres (2.14),

(414) [ X(z, D)W gy < CVO{|| X0, D)2

r—1
Ba

+ Q0= X0y + sup (| X[z 10l

,t

t _
+ / e VO o (X (@, D)) | g1 + 19l [1 X 1) dr }.
0

Remarquons ensuite que

(4.15) || X(z, D)v|

g < CUIV0lle | X g + 1| div(X © Q) 1),
Pour le voir, il suffit d’écrire

X (&, D)o’ = Th, s X* + S { [Tn, [5(D))0R + f3(D) (div X)
J

+ f;(D)(Tx 2 — div XQ;Z)}

avec f;(D) = (1 — x)(D)A™19;, et d’appliquer les lemmes 2.4 et 2.5.
En utilisant maintenant (TG), la proposition 1.4 et (4.15), on obtient

t
(4.16) | X (t)|| Br < {”X(’”Bg + C/O e” VI (|| div(X, ® Q)| grr
HIVO() = 1X (7)) dr } VO,

Posons

[| div(X: @ Q)| gr—
l1€2°]] oo

a(t) = e~V ( + x|

o)

A partir de (4.1) avec p = 400, de (4.13) et de (4.16), on obtient
t
o) < C(a)+ [ (1990 + IVo(r)li)a(r)dr),
d’oli, par le lemme de Gronwall
(4.14) a(t) < Ca(0)eCW O,

On en déduit (4.4’) et (4.6). En revenant & (4.2) et (4.14), on obtient (4.4).
Enfin, en utilisant (4.1), (4.2), (4.3) et (4.4), on aboutit & (4.5).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



204 R. DANCHIN
D’apres la définition du flot et le lemme de Gronwall, on a de plus

(4.17) Ve[l < edo IVzedr,

Par ailleurs, X°(x, D)y (t, ) = X¢(¢:(x)). Donc, d’apres le lemme 2.1,
Xt 0 thellBy < ClIVipe|[L= | Xell By,

ce qui, conjugué & (4.6), donne (4.6").
L’estimation (4.7) résulte simplement du lemme 2.1 et de (4.17).
Reste & prouver (4.8). Par hypothese, on a

{(6t+'UV)¢:O,
(8 +v-V)Q — vAQ = AQ.

Si on cherche & obtenir directement une équation sur ¢§2, on va étre géné
par le terme ¢AQ qui n’a pas de sens a priori sous les seules hypothéses
¢ € B! et ¢Q € Bl. On procede comme pour prouver (4.4) : on passe au
paraproduit. On obtient

Oy +v-V—-vAYT,Q = 6 +v- V,T¢] Q4+ T4 AQ — V[A,T¢] Q.

D’apres les lemmes A.1 et A.3 de Pappendice, on a
IT5AQ By < Cl[VollLe (¢l 55 12 L + 1T B7),

([0 + v - V, Ty)Q| 5, < ClIVlL=(Igll5; QL + [Ts2 ;)

Enfin, d’apres (2.10),

1A, T4]9|

s < Cl9o 6l s;.

La proposition 1.4 donne donc I’estimation voulue. ]

Nous terminons la premiére étape avec le lemme suivant :

LEMME 4.1. — Soient p € |1, +00[ et v une solution de (NS,) ou de (E)
appartenant ¢ L ([0,T); LipNLP). Alors il existe une constante C ne
dépendant que de p et de d et telle que

”U(t) ”Lp S ”'UO”Lp eCV(t)'
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Preuve. — D’aprés [GSR], [|[VP|r» < C||Vv||L~|v|[Lr. On a donc
|-VP+v-Vol,, <ClVo|lLe o] Le-

Dans le cas v = 0, on en déduit aisément le résultat en passant en
formulation lagrangienne (voir par exemple [GSR] pour plus de détails).

Lorsque v > 0, on écrit

¢
v(t) = A0 + / et=IA(_TP(s) +v - Vu(s))ds
0

ot €™ désigne le semi-groupe de la chaleur, et le lemme de Gronwall joint
& linégalité || e u||r» < ||ullL» donne I'estimation désirée. |]

Deuziéme étape. — Minoration du temps d’existence de solutions
régulieres de Navier-Stokes en fonction de la norme du tourbillon initial
dans BT (XY), et indépendamment de la viscosité.

PROPOSITION 4.2. — Soient p € |1, +oo| et v° un champ de vecteurs
de R? & divergence nulle et & coefficients dans WP, On suppose de plus
que Q0 € L2, Soit (X9)1<r<m une famille (r,a)-substantielle de champs
de vecteurs. Alors il existe une constante C' > 1 ne dépendant que de d,
m, r et a, et telle que, pour tout v > 0, si l’on pose

Q0| 5.
12906,

1929 o2

1

L0 =1 ="
o8 (o + T om0

)etT

le systéme (NS,) (ou (E) si v = 0), avec donnée initiale v° admette une
unique solution v € C([0,T]; WP) avec de plus

IVollze < ClIQ°|oenz L.

Preuve. — Considérons la solution v de (NS, ) ou de (E) donnée par le
théoreme de Kato et Ponce et notons 7T, son temps maximal d’existence,
c’est-a-dire le plus grand élément de ]0, +00] tel que v € C([0, T, [; WP).

Gréce aux propositions 1.3 et 4.1, aux injections B, — C¢ et Bl ™! —
C* ! avec € = r — d/a, on établit que pour t € [0,T,[, on a

195,

(4.18) [Vo@)|| o < C(Hﬂ(t)llmonm 108(6‘ + W))
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En reportant dans (4.18) les estimations (4.1) et (4.5), on obtient
W (t) < CIRO erni eV O (10 + W(1),

ou encore, quitte a changer C,

(4.19) W'(t) < CLC(|Q° ooz eV @,

Notons T, le plus grand réel positif tel que W'(t) < 2C||°||ponz>L°
sur [0,7,]. Il est bien connu (voir par exemple [KP2]) que

T,
T, < 400 = / ||V11(7-)||LDo dr = 400,
0

et par conséquent T, < T,,.

Comme d’apres (4.19), on a W (0) < CL%|Q°||Locnr2 et comme v est en
particulier continue a valeurs lipschitziennes, on a nécessairement 7', > 0.

Posons T = (4C?||2°|| peonr2 L?) 7L, D’apres (4.19), on a
1— e WO < 2|0 poenz2 L° pour t e [0,T,].
Donc, pour ¢ € [0,T]N[0,T,], on a eV < %, et donc, d’apres (4.19),
W'(t) < 2C[|Q°)| L2 L.

Ceci entraine T, > T et donc a fortiori T, > T. []

Les deux étapes suivantes, régularisation et passage a limite se traitent
exactement comme dans le cas de la dimension 2, mais sur un intervalle
de temps borné fixe. On renvoie donc & [D2] pour une preuve compléte.

Troisiéme étape. — Régularisation et temps d’existence pour les solu-
tions régularisées.
Donnons-nous v° vérifiant les hypotheéses du théoréme 1.1 et posons

0 0
v, = Spv.

Comme v° € L2, on a visiblement v0 € W°2 La proposition 4.2
assure donc ’existence d’une constante C' indépendante de v et de n telle
que (NS,) (ou (E)) admette une unique solution v,, réguliere avec donnée

initiale v0 sur I'intervalle de temps [0, T}, tel que
1502 -
a,X

1 0 )
15020 ooz /-

T CISn 0| ez LY

T, L% =log (e +
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De plus
IVl oo (o, xRty < CHQ° oz Lo

On vérifie aisément que |2 || onz2 L8 < C||Q2°||,00nz2 L%, ce qui donne
une minoration du temps d’existence et une estimation de ||Vuy| e
indépendante de n et de v. De plus, quitte a changer les constantes, toutes
les estimations de la proposition 4.1 peuvent étre rendues indépendantes
de n et de v.

Quatrieme étape. — Convergence des solutions régularisées.

On commence par prouver que la suite v, est de Cauchy dans des
espaces fonctionnels «grossiersy (du type C* avec a < 0), puis on
montre les propriétés de régularité souhaitées sur v grace aux estimations
uniformes obtenues dans la troisitme étape. En particulier, son temps
d’existence est minoré comme dans la proposition 4.2.

REMARQUE 4.1. — La solution v vérifie de plus toutes les estimations
de la proposition 4.1 avec des constantes ne dépendant que de r, a et d,
ainsi que celle du lemme 4.1.

Cinquiéme étape. — Limite non visqueuse.

Commengons par prouver la proposition 1.5. On procede comme
dans [Ch3]. Notons donc v, la solution de (NS, ) de I’énoncé et v, celle
de (E). Si l'on pose w, = v, — v, on obtient

{ (0y + v, - VIw, —vAw, = V(p —p,) + vAv —w, - Vv,
w,(0) = 0.

En prenant le produit scalaire L? avec w, et en tenant compte de
divv = divw, = 0, on obtient

1d
555”10”“%2 +v||Vw, 3. = —1// Vw, - Vvdz —/(w,, -Vv) - w, dz.
Donc
l1d 2 2 2
3 qpllwvllze + vV |2 < viIVollca [V re + Vol e ffws [ 2e,
d’ou 4
Sllwvlis < 5ulVolis + 2w, Vol .
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Par le lemme de Gronwall, on en déduit

1/2 t v —d
w2z < (%V) ”VU”L?(]O,T[de)efO IVe(mlize dr.

On conclut en remarquant que, par le lemme 2.7, on a
[Vvllrz < Ol L2,

et en appliquant (4.1) avec p = 2 (qui reste valable avec les hypotheses de
la proposition 1.5, comme on peut le constater en relisant la démonstra-
tion). []

Revenons & la preuve du théoreme 1.1. Notons respectivement v,
et vy, les solutions régularisées de (NS,) et (E) telles qu’elles sont définies
dans la troisieme étape. Comme v° est dans L?, ces solutions vérifient les
hypotheses de la proposition 1.5. On a donc

¢
“('Uy,n _ Un)(t)”Lg < CV1/2||SnQOHL2 eCfO IVvn (T)||Loo d-r.

Gréace aux estimations uniformes en n de la troisieme étape, on obtient
donc I'existence d’une constante C' qui peut dépendre de T', mais pas de v,
et telle que

[y = vll poo o,z 22y < CVH2 Q) 1.

Donc v, tend vers v dans L*>(]0,T[; L?). En combinant avec les estima-
tions uniformes en v de la quatriéme étape, on en déduit notamment
que v, tend vers v dans L*([0,T];C*~¢) pour tout € > 0. Les autres
résultats de convergence en découlent (voir [D2]). []

5. Propagation de la régularité conormale

Dans cette partie, on démontre le théoréme 1.2. On reprend la démarche
de [GSR] en faisant les modifications adéquates pour traiter le cas de
la dimension quelconque et tenir compte de la définition légérement
différente des espaces conormaux. Résumons les étapes principales de la
preuve.

Premiére étape. — On montre que si X0 est une hypersurface compacte
de classe B alors il existe une famille (7, a)-substantielle X° de champs
de vecteurs tangents a X° et telle que B} 5, C B;(X°).

Ceci donne, via le théoréeme 1.1, I'existence et l'unicité de solutions
lipschitziennes v, et v pour (NS,) et (E) sur un intervalle de temps [0, 7]
indépendant de v, et avec de plus des propriétés de convergence et de
bornes uniformes en v dans des espaces appropriés : on dispose des esti-
mations de la proposition 4.1.

TOME 127 — 1999 — ~° 2



LIMITE NON VISQUEUSE POUR LES FLUIDES INCOMPRESSIBLES 209

Deuziéme étape. — On montre que f, et f sont dans L ([0, T]; BLT")
uniformément en v.

Troisiéme étape. — On en déduit la convergence de f, vers f dans tous
les L>®([0,T); BL™) tels que 7/ < r.

Quatriéme étape. — On montre que pour tout ¢ € [0,7], on a
Q. € B(;Et , et O € BZ,E[

La premiere étape consiste a prouver la proposition suivante :

PROPOSITION 5.1.— Soit a € |d, +o0|, r € |d/a, 1| et ¥ une hypersurface
compacte de classe BLt". Alors il existe une famille (r,a)-substantielle X
composée de %d(d + 1) champs de vecteurs tangents a ¥ et telle que
B} 5 C By(X).

Preuve. — Soit (f = 0) une équation de classe BL*" de 3. Notons V'
un voisinage de ¥ sur lequel |V f(z)| > ¢ > 0.
Soit (e1, ..., eq) la base canonique de R%. Pour A € A4 ., on pose

Zy=exN...Nex,_ ,\NVf.

Il est clair que tous ces champs sont dans 77(X). Ils sont de plus &
divergence nulle. Pour le voir, il suffit de remarquer que

(5.1) Zy = 6/\17~~7>\d(8)\d—1fe)\d - 6/\dfe>\d—1)v
ol €y, ...z, désigne la signature de la permutation (A1, ..., Ag) et ol Ag—1
et A sont les seuls indices de {1,...,d} n’apparaissant pas dans X et tels

que Ad—1 < Ag-
Soit x une troncature positive de classe C°°, nulle pres de X et valant 1
pres de R4\ V. On pose
Z; =x0; pouried{l,... d}.

On rebaptise (Xi)1<k<n avec N = %d(d—l— 1), la famille regroupant les Z;
et les Zy. Soit .
-1
K =x7'([0, 3]).
1l est clair que pour z € RA\K, on a |[(Z1 A...AZg_1)(z)| > 2'7¢. Pour
prouver que X est substantielle, il suffit donc d’établir que
d—1

inf sup | A (X,)(x)|>0.
xEKﬂeAé\LI' w |

Ceci va résulter du lemme suivant :

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



210 R. DANCHIN

LemME 5.1. — Soit A € RN\{0}. Posons Ay = ex, A...Aex, ,AA
pour A € A4_,,. Alors tout B € R? se décompose en

A-B det(ex,,...,ex, 5, A, B)

B=(——= A+ A,
(am )1+ 3 AP

d—

2

Preuve. — Supposons d’abord B € At. Posons

K= Z det(exl,...,e,\d_2,A,B)A>\.
AeAd

Fixons k € {1,...,d}. Alors on a

K~ek: Z ZAgA/\d_lB)\ddet(e)\l,...,6)\d)

AeAd_ L Aa—1€A
5‘37&,2 SO x det(ex,,.--,exng_ns €0, €k).

Pour ¢ fixé distinct de k, seul 'élément de A% _, ne contenant ni k ni £
donne une contribution non nulle dans la somme précédente. On doit avoir
de plus (k,€) = (Ag—1,Aq) ou (k,£) = (Mg, A\g—1) pour que le deuxieme
déterminant ne soit pas nul. On obtient donc, compte tenu de A - B = 0,

K- €L = Z(A%Bk — AkAng) = |A|QBk

04k
A-B

n n L
Az )A—l—B avec B € A—-. On

Si B est quelconque, on écrit B = (
conclut en remarquant que

det(ex,,--.,exn, 5, A4,B) = det(eh,...,e)\d_z,A,E’). (]

Si Y est un champ de vecteurs sur R%, on en déduit que

(5.2) VzeK,Y(z)= (W)vm)
det(ex,,-..,ex, o, Vf(x),Y(x))
"> VWP i)

d
xeAd

Si x € K, la relation (5.2) assure que (ZA(:U)),\GAng est une famille géné-
ratrice de (Vf(z))*. Donc il existe (A!,...,A71) € (A4_,)?"! tel que

ZyiA...NZya1(x) # 0. Donc I'application z — SUP,enN |d/\1(XM(x))|
ne s’annule pas sur le compact K. Comme elle est continue, elle a une
borne inférieure strictement positive sur K. La famille X est donc (r, a)-
substantielle.

Soit enfin u € B} 5, et k € {1,...,N}. Comme X}, est de classe B, et
est tangent & X, on a par hypothese div(Xu) € B.~!. Comme de plus
u € L, divXy € B et Xi(x,D)u = div(Xgu) — udiv Xy, on a bien
Xi(z,D)ue Br=t. ]
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Deuziéme étape. — Montrons que f, et f sont dans L ([0, T]; Br 1)
uniformément en v.

La proposition 5.1 nous autorise & appliquer le théoréme 1.1. On dispose
donc de toutes les estimations uniformes données par la proposition 4.1
sur un intervalle [0, T] indépendant de la viscosité.

Pour simplifier les notations, on convient de noter avec un indice 0
les objets liés a 1’équation (E). Considérons une équation (f° = 0) de
I'hypersurface initiale 3° et notons V°® un voisinage de X° sur lequel
[V f° > ¢ > 0. Sil'on pose

0 -1
ft,l/ = f Owt,zn

on a clairement f,, € L°°([0, T]; Lip W) uniformément en v. Il ne reste
plus qu'a prouver que Vf, € L*([0,T]; B},) uniformément en v.

Commengons par remarquer que V f,, est solution du systeme

(TC) { (@ + v, - V)V, = ~'Vu, - Vf,,

Vfl’|t:0 = va € BZ

Soit x° une troncature lisse valant 1 preés de R*\V? et nulle pres de %°.

Pour plus de clarté, on omet 'indice v dans le reste de la deuxieme
étape. On définit d champs F; dépendant du temps par

(8t + - V)E, = EZ(ZU, D)U,

TG
T6) {Em:o = x"0;.

Comme E? est de classe B et est tangent a ¥.°, on a div(EY®Q°) € Br—1.
La remarque 4.1 assure donc que E; € L*([0,T]; B,) uniformément en v.

Pour A € A%_,, on pose
VY =E{ A NEy  AVS°

et on note Yy la solution de (TG) avec donnée initiale Yy. Comme Y7 est
tangent & 3° (car nul au voisinage de ¥°) et dans B, la remarque 4.1
donne également Yy € L*°([0,T]; B:) uniformément en v.

Posons
Wyx=E\, AN...NE),_, NY).

En utilisant I’expression (5.1), on établit que

2d—4

W)? e —(XO) (a,\dilfe)\d_l +a)\dfe/\d)’
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Donc

(5.3) > WR=—(d-1)(x"

AeAd_

2d—4

Vo

2
D’apres (4.10), on a

(at + vy - V)W)\ = _tvvl/ . W/\a
W,\Itzo = (Xo)d—Q(eM ARERRAYC VIPA Y)?)

Donc, en comparant avec (TC) et (5.3), on trouve

3 Wa=—d- DO o) Vi

d
XeAd_,

O)Qd—-4

En conséquence, ((x o 2)V fer € L([0,T); BY) uniformément

en v.

Etude de (1 - ((XO)Qd_% ¥;))V ft,o. — On utilise encore les champs

ex A Aex, , ANV FO

pour A € A4 _,, mais on les note Z?j avec la convention que (4,75) est
I'unique couple de {1,...,d}\{A1,...,Aa—2} tel que i < j. Soit Z;; le
champ transporté de Z?j par le flot de v. On a vu dans la premiére étape
que les ZJ; appartiennent & 7.7 (£°). D’apres la remarque 4.1, on a donc

Z,‘j € Loo([O, T]; BZ)

uniformément en v.

Nous pouvons en fait reconstruire V f; a l'aide des Z;; ;. Ceci résulte
du lemme suivant :

LEMME 5.2. — Soit A € R%. Pour 1 <i < j < d, notons
Bf =e,\1/\.../\e,\d_2/\A

ot (A1,...,Aq—2) est le seul élément de Ag_z ne comprenant ni ¢ ni j.

d
Soit (ai,...,aq) € N? tel que Y. a; = d — 2. On note o la permutation

i=1
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de {1,...,d} telle que a,(;) soit une famille décroissante avec de plus
o(i) <o(i+1) si g = Qg(iyr). Alors on a

BI A ABITD A RIS A poloateat?)

o(1) o(1) o(2) o(2) d
o(ar1+a o(d a;
ABIGT I N ABID = g (H(Ai) )A.
=1

ol €, € {—1,1} et k est le plus grand entier tel que gy > 0.

Preuve. — Quitte a multiplier le résultat final par €,, on peut toujours
supposer que oy > -+ > ag. Supposons A # 0 et soit

K=BA.. . ABMP2ABS YA ABE

Comme tous les Bf appartiennent 3 AL, on sait déja que K = \(A)A.
D’apres (5.1), on a }

Bl] = e(A,-ej — Ajei)
avec € € {—1,1}.

Calculons Y -e;. On a :

Y - e = Edet(el,B%, e ’B1041+2’ B2al+37 ey Bg)7

1 —-A —Aa1+2 _Aa1+3 —Aqg
0 A 0 0 0
0 0 0

=€]0 Al 0
0 0 Ao
: ‘ 0
0 0 0 A

k

(i)

i=1

avec € € {—1,1}, d’ou le résultat. []

d
Soit donc a € N¢ tel que Y @; = d — 2. Notons o la permutation
=1
construite dans le lemme précédent et posons

Ua = Zo(yo@) N+ - No(k)o(d)-
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On sait que le champ U, est dans L*°([0,77]; B,) uniformément en v et
vérifie, en vertu du lemme précédent et de (4.10),
(0y + vy - V)Uy = ="'V, - U,
Ua|t=0 = €q (H;‘iﬂ (aifo)ai>vf0-
d o
On a donc U, = ea<H (0 f° 0 wt_,}) ')Vft,,,. Donc
i=1

(1= (X" oty )** ) VS

d .
€a(d — 2)! (1 B (XO ° wt”'})%_ll) (11;11 (aifo ° 7’[}t_l}) 1)
= X ! e 241 Ua.
a1+~~+ad=d—2a1“”ad. lvfoo ;3|

De plus, on sait que ¢ — Uy (1—(x°)?¢~¢;}) appartient & L*°([0,T]; BY)
uniformément en v et est nul en dehors de 9 ,(V?), donc en dehors d’un
domaine o [V % o1; )| > ¢ > 0. On en déduit que

V(1= (O)* orry)
est dans L>°([0, T]; B.) uniformément en v.

Troisiéme étape. — Convergence de f, vers f.

D’apreés le théoréme 1.1, 1, ! converge vers ¢~ ! dans L>°([0, T] x R?).
On a donc convergence de £, vers f dans L ([0, 7] xR?). Par interpolation
avec le résultat de bornes uniformes de la deuxiéme étape, on obtient la
convergence de f, vers f dans tous les L ([0, T]; BA+™") tels que ' < r.

Quatriéme étape. — On montre que pour tout t € [0,7], on a
Ny € By, et € By, . Ce résultat découle du lemme suivant :

LEMME 5.3. — Sous les hypothéses du théoréme 1.2, la solution v de
(E) ou de (NS,) donnée par le théoréme 1.1 vérifie la propriété suivante :
sit € [0,T] et ¢, est une fonction de Bl nulle sur ¥, alors ¢80 € BT.

Preuve. — Posons ¢g = ¢ o ¢;. Comme 1); est lipschitzienne, on a
clairement @9 € B~. De plus ¢o est nulle sur £°. On en déduit que les
champs ¢9; sont dans 7.7 (£°). En conséquence, 9;(¢oQ°) € B-~! pour
tout i € {1,...,d}. Comme ¢oQ° € L% et

Di(Id— A_y)

(5.4) $02° = A_1(¢0Q°) + D (9;(6092%)),

on en déduit d’apres (2.8) que $oQ2° € B~. Grace a 'estimation (4.8), on
sait donc que ¢§2 € L>°([0, T]; B.) uniformément en v. []
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Soit ¢ € [0,T]. Donnons-nous un champ X; de classe B7 et tangent &
3; et montrons que div(X, ® ;) € BZ L.

Soit (f° = 0) une équation de X% et VY un voisinage de X° sur lequel
V£ > ¢ > 0. Pour A € A4_,, on note

ZY=ex, N...Nex, , ANV f°

et Zy, le champ transporté par le flot initialement égal a Zg.

Soit x une troncature lisse valant 1 pres de R¥\V? et nulle pres de X°.
On pose
70 =x0; pour i€ {l,...,d}

et on note Z; les champs transportés des Z? par le flot. On a déja
prouvé dans les étapes précédentes que Zx € L*™([0,T]; B.) et que
Z; € L*>([0,T]; B;) uniformément en v.
Enfin, on note
fo=f00urt, Vi=1(V)
et on définit Zy comme étant la solution du systeme
{ (87' +v- v)ZO,T = ZO,T(x) D)’U,
ZO,T|T=t =V fe.
Remarquons d’abord que les champs Z) restent tangents a ¥;. Ceci se

montre aisément a I'aide des équations vérifiées par Z) ; et V fs, et qui
entrainent Zy - Vfs = (ZY - Vf9) o4, 1. On en déduit que

inf sup |det(Z,\l’t, R ZAd‘I,ZO,t)(x)i

z€V; )‘EAZ— il
= inf ([V£i(@)] A§X§_| A (2 (@)

2

1

En se souvenant de (4.11), on en déduit que

inf sup ]det(Z,\ht, .. .,Z,\d,z,t,Zo,t(iL“))| >c >0,

TE€Vi NeAd ,

pour une constante ¢’ dépendant de ¢ mais pas de v. Pour z € V;, on a
det(Z1(t,2),..., Zq(t,2)) = det(Z0(sp; ' (), ..., Z3(¢; (2))) = L.

On note (W;)1<;<n la famille constituée des Z; et des Z,. On supposera
que Wy = Zjy. Les considérations précédentes montrent que, quitte &
prendre ¢ assez petite, les ouverts

U = {x S Rd, ldet(Wkl (),..., Wkd(l‘))l > C}
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pour k décrivant AY, recouvrent R%. En notant (¢)sc AN une partition
de 'unité associée, on obtient

d .
Xi= ) Z{(Wkl,‘~-7Wkd)_1(¢kXt)]]Wkr

keAY j=1

Comme | det(Wy,, ..., Wg,)| > ¢ sur Supp ¢k, on en déduit Vexistence de
fonctions oy ¢ de By telles que

N
X = E ak,th,t-
k=1

L’hypothese de tangence se traduit par ay,; = 0 sur %;.

Il ne reste plus qu’a prouver que pour tout ¢ € {1,...,N}, on a
div(og, Wit ® Q) € Bg_l. Remarquons que oy Wi est le champ
transporté de (ag: o Y)Wy par le flot. Pour k£ < N, W? € 77(x°)
par construction. Donc (ak: o ¢)WP € 77(3°). On en déduit que
div((ags o )W ® Q°) € Br~!. La remarque 4.1 assure donc que
div(ag Wk, ® Q) € BZ~! uniformément en v.

Enfin, les composantes de an:Vfi sont des fonctions de B qui
s’annulent sur ;. Le lemme 5.3 nous donne donc div(ay Wy, ® Q) €

B~ ]

Appendice

Le lemme suivant donne des estimations sur le terme de stretching,
utilisées dans la partie 4.

LEMME A.1. — Soient r € 10,1] et a € [1,+00]. Alors il existe une
constante C telle que pour tout champ X d coefficients Bl et pour toute
fonction ¢ € B], on ait
(A.1) ]]TX(Q»VU+‘VU-Q)]BZ_1

< OVl (190l 1X |57 + [ Tx 2l g7-1),

(A2) ||Tp(Q- Vo + Vo - Q) By
< C||VollLe (2= l18llB: + | Tp2Br) -

Preuve. — Démontrons d’abord la seconde inégalité qui est plus simple.
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On remarque que

Ty = Ty(1 - x)(D)A'0;008,,

k
=Y {15, (1 - ) (D)A9,0) 2
k A
+ (1= X)(D)AT 0;00(Ty%) }.
L'opérateur (1 — x)(D)A~'9;0; étant d’ordre 0, on a, d’apres (2.8)

et (2.10),
1T Vol < CUIUNI4l1B; + 16 B7)-

Comme ¢pVv = Ty Vv + Ty, ¢, le lemme 2.4 assure donc

(A:3) [¢Volls; < C(IVvllze=llpllB; + 1 T4l 57)-

En partant de la définition 1.1, on prouve aisément que

692V ol gy < ¢l 1L [Vl Loe + VOl Lo |92 57 + Q2| L [#V v B,

ce qui, conjugué a (A.3) assure (A.2).

La deuxieéme inégalité repose sur le lemme suivant qui est démontré en
détail pour les espaces de Holder dans [D1].

LEMME A.2. — Sir €]0,1] et a € [1,400], il existe des constantes C
ne dépendant que des paramétres de régularité et telles que si p1 < 0
et p2 € R,

(A4) | TxTaBllgor+ea+r— < C(I1 XI5zl 181,

T A -

+llal,, I Tx Bl o 1)1
cette estimation demeurant valable pour p; = 0 a condition de remplacer
llally par ||o|pe. Si de plus p1 +p2 +7—1>0, on a
(A5) “TXR(Q], 02)”351-{—/724-1‘—1
< C(IXlsgllall,, 161,
+ 181, I Tx ] e
+ Nl ITx Bl o).
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Sip€eR et feC®R?) est homogéne de degré m en dehors d’une boule
centrée sur l’origine,

(A.6) ||TXf(D)aHBg+r-1fm < ClIXlIszllell, + [ Txal gp+r-1.
Preuve. — Pour démontrer la premiére inégalité, on utilise la décom-
position

TxToB =) Tx(Sq-10848).

q

Comme la suite de terme général Tx (Sq—1aA¢B) est & fréquences dans
des couronnes dyadiques, il suffit, d’apres le lemme 2.3, de majorer la
norme L% de chaque terme de maniére adéquate, pour prouver (A.4).
Pour cela, on utilise la formule de paradérivation de Leibniz-Chemin
(voir [Chl]).

Pour ¢ e NU {—1} et ¢; € NU {—1}, posons

Agg=(ln —1,9-2U[g -2, - 1]) NZ.
On définit également, pour i € {1,2},
@i(€) =&ip(§), xi(§) =&x(§)

et des opérateurs A; ,, par :
0 sip < -2,
Aip =9 x:(D) sip=-1,
vi(27PD) sip>0.
On a alors

(A7) TXiBi(Sq_laAqﬁ)
= (Aqﬂ)TXi()iSq_la + (Sq_la)TXiBz'Aqﬂ + Rg + RZ,
ou

Rl = Z 2% sgn(qy — q)APXi{Ai,ql(Sqquq,B)

lg1—q|<3

PEAG, ,q + (Sq—la)Ai,ql Aqﬂ}v
R} = 2% sgn(q — q1)Ap X AgBA; 4, Sq- 10
4 gnlq — q1)Ap qPRi,q199-1
q1<q-1
PEAg q

En appliquant alors les lemmes 2.4, 2.5 et 2.2, on obtient I'inégalité voulue.
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L’inégalité (A.5) se démontre en écrivant que

TxR(e,8) =Y Tx(Agal,f)
q

et en utilisant une décomposition analogue & (A.4). La restriction
p1+ p2+ 7 —1>0 provient de ce que les termes T'x (Aqaﬁqﬁ) ne sont
pas a fréquences dans des couronnes dyadiques, mais seulement dans des
boules dyadiques.

L’inégalité (A.6) est une conséquence directe de (2.8) et (2.10). []

Suite de la preuve du lemme A.2. — On écrit
Tx (- Vo +'Vu-Q)} = TXTQzajv’“ + Tx T, o+ QU + Tx Tp, ox %

+ TxTqr &'vk + Z Tszj (v)
q
avec Rflj (v) = AqQZﬁqajvk + Zlqaivaqu.

D’apres (A.4),

“TxTﬂiajvk + TXTawk Q;c + TXTij’C Q;c + TxTQ;caivk‘ Bt
< C{IX B 9L Vol Lo + [ Tx Q| gr-11[Vv]| oo
12 e | Tx V| gr-1 }-

On applique (A.6) pour estimer le dernier terme, et on obtient I'inégalité
souhaitée. Par ailleurs,

RY (v) = 9; (AgQLA ") + 0 (A QEAg0F) + Ok (A Agv™).
Donc

> TxRY (v) = Tx9;R(Y%, v*) + Tx 0 R(Q,v%) + Tx O R(Q, v¥)
q

= 9;Tx R(Q,v*) + ;Tx R(¥, vF) + 0 Tx R(Q, v*)
— T, xt O R(Q%,v*) — T, x e O R(QY, )
— Ty, xeOeR(H ,0%).
Une application de (2.6), de (2.8) et de (A.5) donne donc

(A.8) “Z Tx R (v)

Br—t

< C(lIvll 1o X Iy + 190l Tx vl gr-1 + vl I Tx 2l -1 )-
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Ceci n’est pas tout a fait I'estimation souhaitée car I'inégalité
lolly < ClIVullg
n’est pas vraie en général. On écrit alors
v=x(D)v+ (Id — x(D))v.

Comme |(Id — x(D))v||, < C||Vvl|, et comme Txv = Tx (Id — x(D))v, il
est clair que l'on obtient 'estimation voulue pour

[ st o,

Reste a estimer la partie correspondant aux basses fréquences de v. On
a par exemple

TxR(Q,x(D)Vv) = > Tx (A2 - Agx(D)Vv).

g<l1
On utilise & nouveau la décomposition (A.7). Il vient
Tx (842 - Agx(D)Vv)

= AyA VT A Q +0
+ > sen(q— Q)27 A XA 4, (VA1 A0A,9)

QI§44+3
p€ q1,9 . ~
+ ) sgn(q — @27 A X (A g, AQ)VA_ 1A
lg—q1]<1
PEAgq
+ Y sgn(q — )27 A XAy, (VAL A)AQ.
q1<0
PEAGq

Il est clair maintenant que T'x R(2, x(D)Vwv) vérifie estimation souhaitée.
On procede de maniere analogue pour Tx R(!*Vx(D)v, ). []

Le lemme suivant donne une estimation pour un commutateur, utilisée
pour prouver (4.8).
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LeMME A.3. — Soient a € [1,400], 7 € ]0,1[, v € L*=([0,T};Lip) a
divergence nulle, et ¢ € L*([0,T); BL) telle que

Soit u € L*®([0,T) x R?) telle que Tyu € L>([0,T]; B%). Alors il existe
une constante C ne dépendant que de r et d et telle que

||[8t +wv-V, T¢]u|

e < ClIVollee (lull <16l s; + 1 Tpul 5;).-

Preuve. — En exploitant d; + v - V¢ = 0, on montre que

(A.9) [3,3 +v- V,T¢]’U, = [ij,T¢]8ju + ijTaj¢u — ijaj¢u
— T, 71,00 — TyTouv’ — Tyd; RV, u).

D’apres les lemmes 5.2 et 5.3 de [D2], on a

[T, T)0sul| g + 1 T0s To, 01 = Tosoypull By < Clivllys sy llull .

Le lemme 2.4 donne HTéijUj“Bg < Ol |1 Tyul Br -

Estimation de || TgTy,,v"||r. — On a
TyTouv’ = TySq 10;ubrgv’.
q

Comme le terme général de cette série est a fréquences dans des couronnes
dyadiques, il suffit d’estimer ||TS,-10;uqv?||L= de maniére adéquate.
Dans les calculs qui suivent, on note R tout terme satisfaisant

[RllLe < C27 vl (I8l llull e + [ Tpull5;)-
On peut écrire :
TpSq—10;ulr v’
= S, 16S,-10;ul v’
Y (St — Sy 1)bAN(Sy105ub ),

lp—q|<3
= 807 (TySy105u+ Y (Som1 = Sp-1)685 Sy 10u) + R,
p<g—1
= Aq’l)j (Sq_l(T¢8ju) -+ [T¢, Sq_l]c’)ju) + R,

=R.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



222 R. DANCHIN
Estimation de || T30; R(v?,u)| pr. — On a

T¢8jR(vj, u) = Z T¢Aqvj ﬁqaju.
q

Le terme général de cette série est seulement a fréquences dans des boules
dyadiques. Cependant, comme on cherche a estimer la somme dans un
espace de Besov a indice positif, il suffit encore, en vertu du lemme 2.3,
d’estimer ||T,AyvIAydjul|Le de manitre adéquate.
On applique & nouveau la formule de paradérivation du type (A.7) :
T¢8j(Aqvquu) = ﬁqqu)@quvj + Aqva¢8j£qu
+ Z 29 sgn(q1 — @) ApPAj g, (Agv?! Agu)
q1<q+3

PE€EAgq
- Z 2% sgn(qq — q)qub(&quAj’qlAqvj + AqvjAj,qlzqu).
lgr—ql<2
PEAgq
11 vient donc, compte tenu de divv = 0,
T¢8j(Aqv’ﬁqu) = AW Ty0;A0u + R,

= Agv? ([T, 5q]aju + 5t1T<i>aj“) +R,
=R.

On a donc montré que

(AIO) H[(‘?t +v- V, T¢]U|

e < ClvllLiy, (lull o 19l sy + 1 Tpull 5y)-

Ce n’est pas tout a fait P'estimation voulue. En traitant & part les basses
fréquences, on peut remplacer ||v|[;;, par [[Vvl[pe-.

Soit x € C§°(B(0, %) On pose
v=z+w avec w=x(D)v.

On écrit & nouveau la décomposition (A.9) en dédoublant chaque terme
selon les hautes et basses fréquences de v. Comme certains des termes de
basses fréquences sont nuls, on trouve

[3,5 +v-V, Td,]u = (ijajT¢u - T¢wj(9ju — ijaj¢u)
+ (T2, Tyl 05w + Tos To, gu — Thig, u
- TéjT¢qu - T¢T3juzj - T¢8jR(zj, u))
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En remarquant que
2l < CUIA = X) (D)0l + [[(1 = x) (D)ol < Cf Vol
et en appliquant (A.10), on constate que les hautes fréquences de v véri-
fient l’estimation souhaitée.
Pour les termes de basses fréquences, on écrit

ijajd,u = Z Sq_l (’UJj Sq+18j qS)Aqu
q

=Y w8, 10;000u+ Y AqulSy1,w]S,110;6
q q

= w/Ty,pu+ Z Aqu/ﬁ(y)(wj(x — 270Ny — wi(z))
? Sgr1050(z — 270 Vy)dy
=w/Thpu+R,
ou R désigne un terme vérifiant I’estimation voulue. On a aussi,
ijajT¢u = Z Sq_le(‘?qu(Sp_lqupu),
lp—q|<3
= w!0;(Tyu) + Z (Sq-1 = Sp-1)w? 08¢ (Sp-16Apu).
lp—al<3
On remarque alors que
Sp—100pu = ApTyu + [Ty, Aplu + Ap_29pApAp_1u — Ap_ 1A, Ap 0.
Le lemme 2.2 et (2.9) assurent donc que
IISp—1¢Apu|‘La < 2_pr(“T¢>uHBg + “¢I|BZ”UH0)
Finalement, on a donc T,,;0;Tyu = w? 9;(Tyu) + R.
Pour Tyw?d;u, on écrit
Tyw' Oju = Z Sp—100p(w? Oju)
= wTydiu + Y (Sp-1 — Sq—1)Ap(w;Aqu)
lp—q|<2
= wTydu+0+ Y (Sp-1— Sq-1)¢[Ap, w!]A0;u
[p—q|<2
= ij¢8ju + Z (Sp_l - Sq_1)¢
lp—q|<2 ; —p j
h(y) (v’ (z — 27Py) — w’ (z))
Ag0ju(x — 27Py)dy
= ij¢6ju +R.
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On en déduit que

ij (9]-T¢u - T¢wj8]~u - ij3j¢u
=w0;Tyu — W Tydju — w Thsu+ R =R. |[]

Dans le lemme suivant, on établit que I’espace By y, contient une large
classe de fonctions ayant une discontinuité sur .

LEMME A.4. — Soient ¥ une hypersurface compacte de classe BL"
(avec a € |d,+o0] et r € |d/a,1]) et U louvert borné de frontiére %.
Alors pour toute fonction u € By, on a uly € By 5.

Preuve. — On se donne une équation (f = 0) définissant ¥ et un
voisinage V' de ¥ sur lequel |V f| > ¢ > 0. Soit x une troncature C*
valant 0 pres de ¥ et 1 au voisinage de R*\V. On pose

ZA=6)\1/\.../\6)\d_2/\Vf

pour A € AY_,, Z; = x0; et Zy =V f.
Soit X un champ de vecteurs de B tangent a X. La décomposition (5.2)
appliquée & (1 — x)X prouve l'existence de fonctions a; et () de classe BY

et telles que
d
X = ZaiZi + Z,B)\Z)\.
i=0

AeAd_,

La tangence se traduit par ags = 0.
Comme B] est une algebre, on a uapZy € B}. Admettons provisoire-
ment le lemme suivant :

LEMME A.5. — Soient a € |1,+00], s € |1/a,1] et U un ouvert borné
de R ¢ frontiére de classe C*. Alors toute fonction f € BS(R%) a trace
nulle sur OU vérifie 1y f € B3(R).

Dans notre cas, B1*" < (!, donc on peut appliquer le lemme A.5.
On en déduit que apZouly € By.
On a par ailleurs pour i € {1,...,d} et A € Ad_,,
div(a;uly Z;) = Zi(z, D)(a;uly) + a;uly div Z;,
div(byuly Zy) = Zx(z, D)(aruly).

11 suffit donc de prouver 'appartenance de Z;(z, D)(a;uly) et celle de
Zx(x, D)(ayuly) & BL~! pour obtenir divXu € B7~!. Ceci résulte du
lemme suivant que nous admettons pour l'instant.
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LEMME A.6. — Soient r € ]0,1] et a € [1,+00]. On se donne
u € BINL>®, v & L>®, X un champ de vecteurs a coefficients et divergence
dans L° N BL. On suppose en outre que X (x, D)v est dans B.~1. Alors
on a X(x,D)uv € B! et l’estimation

”X(:C,D)uvl

gt < C{vlle= (1X I llull 5y + llull .= l1X 1 5;)
+ [lull Lo || X (@, D)ol g1 }.

Avec les hypotheses du lemme A.4, les fonctions et les champs
considérés sont bornés. De plus Z,;(z, D)1y = 0 et Zx(z, D)1y = 0, d’ou
la conclusion. []

Preuve du lemme A.5. — Supposons d’abord que U = R4 x Rf.
D’apres [T, prop. 3.3.2], 'application g — 1y g est alors continue de BS~!
dans BS~L.

Soit maintenant h € B2 s’annulant sur l'axe {xq4 = 0}. Pour tout
i € {1,...,d}, on a 0;(1yh) = 1yd;h. Donc, d’apres ce qui précede,
0;(1yh) appartient & B:~!. Comme par ailleurs il est clair que 1yh € L®
puisque h € L*, on en déduit, en utilisant la décomposition (5.4), que 1yh
appartient a B;.

Lorsque U est un ouvert borné de classe C', on peut se ramener au
cas précédent a l'aide d’une partition de I'unité (voir [T] page 191 pour
un exemple d’une telle partition). Tout revient finalement & appliquer le
résultat du cas U = R?"! x R} & un nombre fini de fonctions du type
¢f otp avec ¢ € CS°, f € BS et ¢ € C1 N Lip. Grace au lemme 2.1, ces
fonctions sont dans B, d’ou la conclusion.

Preuve du lemme A.6. — On écrit la décomposition suivante :

X(z,D)uv = X (z, D)Tyv + X (x, D)T,u,
=TxTyv + To,r,0 X" + O R(Tyv, X*)
— R(Tyv,divX) + Tx Tyv + Tp,1ru X'
+ &R(X, T'u) — R(div X, T'u).

D’apres le lemme 2.4, on a
[Tuvlly < Cllullz=llvlly et [ Tyulls; < Cllvllze [lulls;-

En appliquant encore ce lemme, on vérifie que les sept derniers termes
satisfont ’estimation voulue.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



226 R. DANCHIN
Pour traiter le premier terme, on utilise U'inégalité (A.4). On obtient

ITxTwvll 5y < CUIX 5 lullze vl + vl Txull 71
+lull L I Txv] g }-

et (2.14) permettent alors de conclure. []

Il est clair que [[Txulgr-1 < C||X||p|ullp;. Les inégalités (2.12)
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