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PERSISTANCE DE STRUCTURES GEOMETRIQUES ET

LIMITE NON VISQUEUSE POUR LES

FLUIDES INCOMPRESSIBLES

EN DIMENSION QUELCONQUE

PAR RAPHAËL DANCHIN

RÉSUMÉ. — Dans cet article, on s'intéresse à la limite non visqueuse du système de
Navier-Stokes incompressible en dimension d. On suppose que le tourbillon initial a des
propriétés de régularité stratifiée (qui généralisent de façon naturelle la structure de
poche de tourbillon). On prouve la persistance de cette régularité stratifiée localement
en temps et uniformément par rapport à la viscosité, ainsi que des estimations
uniformes de la norme lipschitzienne du champ de vitesse. On obtient alors un résultat
de convergence forte vers les solutions du système d'Euler avec même donnée initiale,
lorsque la viscosité tend vers zéro.

ABSTRACT. — PERSISTENCE 0F GEOMETRIC STRUCTURES AND INVISCID LIMIT
FOR INCOMPRESSIBLE FLUIDS IN ANY DIMENSION. — We investigate hère thé inviscid
limit for d-dimentional incompressible Navier-Stokes équations. We suppose thé initial
vorticity has striated regularity (which is a natural way of generalising thé structure
of vortex patches). We prove thé persistence of striated regularity locally in time and
uniformiy with respect to thé viscosity, together with uniform estimâtes on a fixed
time interval for thé lipschitzian norm of thé velocity. This entails a resuit of strong
convergence to thé solution of Euler équations with thé same initial datum, when
viscosity tends to zéro.
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180 R. DANCHIN

Introduction
Considérons le système de Navier-Stokes incompressible en dimension

quelconque d > 2 :

( 9tV^ + Vy • V^ - z/A^ = -VP^,
(NS^) div^=0,

^(0)=î;°.

Dans le système précédent, la viscosité v est une constante strictement
positive, la vitesse Vy(t,x) est un champ de vecteurs sur W1 dépendant
du temps t > 0 et la pression Py(t,x) est un scalaire. On considérera
également le système d'Euler que l'on notera (E) et qui consiste à
faire v = 0 dans (NS^). On s'intéresse ici aux solutions de (NS^) dans R^
entier, c'est-à-dire que x décrit tout W1.

Au champ z^, on associe une matrice antisymétrique f^, appelée
matrice tourbillon et définie par

W}=Q^-Q^.

A partir de (NS^), il est facile de montrer que f^ est solution de

f (9t + ̂  . V)0. - ̂ A^, = -^ . Vî;, - ̂ V^ • ̂ ,
( ') 1^(0)=^°.

De la définition de f^, on obtient

(BS) A^=^ô,(^);..

Grâce à (BS), la connaissance de la matrice tourbillon permet de recons-
truire v^ à un polynôme harmonique près. Si l'on suppose de plus que
v^ est somme finie de champs à coefficients dans Lpi (pi ç [l,+oo[),
et que f^ est dans Lq pour un q < d, on peut inverser le laplacien. Le
champ v^ est alors déterminé de manière unique par la loi de Biot-Savart :

r ^k — nk 9^+1/2
(BS) '̂U^F^^ aïec "r(^))-
où l'on a adopté la convention d'Einstein pour la sommation sur les indices
répétés.

Dans le cas particulier de la dimension 2, le second membre de (T^)
est nul. Il en résulte que, pour un fluide non visqueux (i.e. v = 0) ayant

TOME 127 — 1999 — N° 2



LIMITE NON VISQUEUSE POUR LES FLUIDES INCOMPRESSIBLES 181

un champ de vitesse suffisamment régulier, le tourbillon est constant le
long des lignes de flot.

Ceci entraîne notamment la stabilité des structures de type poche de
tourbillon (ou vortex patch en anglais) où l'on suppose que f^0 est la
fonction caractéristique d'un domaine borné D° (voir [Yu]).

Dans [Ch2], J.-Y. Chemin prouve que la régularité de la frontière de
la poche est préservée pour tout temps si l'on suppose que 9D° est dans
une classe de Hôlder C^ avec r ç ]l,+oo]\N. Il montre également une
propriété plus générale de persistance de la régularité stratifiée pour le
système d'Euler incompressible en dimension deux (voir également [Se]).

Toujours en dimension 2, nous nous sommes intéressés dans [D2] à la
convergence des solutions de (NS^) vers celles de

( 9tV + v • Vv = -VP,
(E) divî;=0,

v(Q) = ̂

lorsque f^° est la fonction caractéristique d'un domaine borné régulier ou,
plus généralement, possède des propriétés de régularité stratifiée. Nous
avons établi des bornes uniformes en v sur la norme lipschitzienne de
la vitesse, ainsi qu'un résultat de convergence pour tout temps de Vy
vers î;, en un sens qui conserve la structure stratifiée. Notons que pour
des raisons techniques qui apparaîtront clairement dans cet article aussi
(cf. remarque 1.7), nous avons dû abandonner le cadre des espaces de
Hôlder. Les résultats démontrés correspondent en fait au cas de poches de
tourbillon à frontière dans des classes de Besov B]^ pour un a G ] 2, +oo[
e t re]2 /a , l [ .

Dans cet article, on se propose de généraliser tout ceci au cas de la
dimension d > 3. Il ne faut cependant pas s'attendre à retrouver vraiment
les résultats de la dimension 2. La question de l'existence globale pour (E)
ou (NS^) restant ouverte, nous devrons en effet nous contenter de résultats
locaux en temps. Par ailleurs, même pour un fluide non visqueux, la
structure de poche de tourbillon stricto sensu n'a aucune stabilité en
dimension d > 3 (ceci est dû à la présence du terme supplémentaire dit de
stretching au membre de droite de (T^)). Nous nous limiterons donc dans
un premier temps à l'étude de la stabilité et de la convergence de structures
stratifiées telles qu'elles sont définies dans [Ch2]. En reprenant les idées de
P. Gamblin et X. Saint-Raymond (voir [GSR]), et de P. Serfati (voir [Se]),
nous nous intéresserons ensuite à une structure de poche de tourbillon
généralisée liée à des domaines dont la frontière est une hypersurface de
classe B^4^ avec a > d et r ç ]d/a, 1[).
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182 R. DANCHIN

Rappelons que dans le cas d'une donnée initiale mieux que lipschit-
zienne, on dispose déjà de résultats d'existence et d'unicité d'une solution
régulière Vy pour (NS^) (resp. v pour (E)) avec convergence forte de Vy
vers v quand v tend vers 0. Nous prendrons comme résultat de référence
le théorème suivant dû à T. Kato et G. Ponce (voir [KP1] et [KP2]) :

THÉORÈME 0.1. — Soient ^* > 0, p <E ]l,+oo[ et s > 1 + d/p.
Soit v° un champ de vecteurs à divergence nulle et à coefficients dans
W8^^). Alors il existe un temps T > 0 tel que pour tout v e ]0, z/*], le
système (NS^) (resp. (E)) admette une unique solution v^ (resp. v) dans
C^O.T^W8^) et tel que de plus, Vy tende vers v dans C([0,T]; W8^)
lorsque v tend vers 0.

Ce théorème ne s'applique pas à des données initiales de type poche
de tourbillon puisque le gradient de la vitesse n'est même pas continu.
Nous verrons cependant dans la partie 3 que les hypothèses de régularité
stratifiées sur la donnée initiale entraînent v° e W1'00 si bien que notre
travail peut également être vu comme l'étude d'un cas limite du théorème
de Kato et Ponce.

La partie essentielle de cet article consiste à prouver des estimations
de ||Vz^||L00 indépendantes de y sur un intervalle de temps fixe, ainsi
qu'un résultat de persistance des structures stratifiées pour (NS^) ou (E).
Comme on dispose par ailleurs de la convergence L2 de v^ vers v lorsque v
est à gradient borné (voir la proposition 1.5), on en déduit un résultat de
convergence de v^ vers v pour la régularité stratifiée, similaire à celui
obtenu en dimension deux mais local en temps (voir le théorème 1.1).

Dans le théorème 1.2, nous prouverons un résultat de convergence plus
précis pour la régularité conormale par rapport à une hypersurface.

La troisième partie est consacrée à la preuve d'une estimation station-
naire pour le gradient de la vitesse lorsque le tourbillon a des propriétés
de régularité stratifiée. Il s'agit en fait d'étendre le résultat correspondant
de [GSR] au cas de la dimension quelconque.

Dans la quatrième partie, on prouve le théorème 1.1 de persistance
et de convergence pour la géométrie stratifiée, ainsi que le résultat de
convergence L2 de la proposition 1.5.

Enfin, dans la dernière partie, nous établissons le résultat de persistance
et de convergence pour la régularité conormale.

Nous avons mis en appendice un certain nombre de lemmes techniques
afin d'alléger les parties précédentes.

REMERCIEMENTS. —L'auteur exprime sa reconnaissance au rapporteur
anonyme qui lui a signalé une erreur grossière dans la première version de
cet article.
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1. Enoncé des résultats

1.1 Espaces conormaux et espaces stratifiés de type Besov
Nous commençons par définir les espaces de fonctions que nous utilise-

rons pour énoncer le théorème de propagation de régularité conormale. Ces
espaces qui sont construits à partir d'espaces de Besov du type B^ ^(M^)
(que l'on notera simplement B^), correspondent à des fonctions bornées
qui sont « plus régulières que prévu )) dans certaines directions données par
une famille de champs de vecteurs de rang au moins d - 1 en tout point.

Pour les espaces de Besov, nous adopterons provisoirement la définition
suivante. Nous en verrons une autre (équivalente) dans la partie 2.

DÉFINITION 1.1. — Soient a e [1, +00] et r ç R+\N ; notons k la partie
entière der. On dira qu'un élément u de W1^^^) appartient à B^R^ si

II II déf V^ un il V^ \\9aT~hU — 9a.U\\LaIMk = E IMÎ  + E ̂ P——^ " < +^
\a\<k |a|=^° m

où Thu(x) = u{x + h). Pour r e ]0,1[, on notera
~DT—1 /"[n)d\ f .— ç*l (~[r^d,\ n iB^ (R ) = [u e <S (M"), u = UQ + 9jV3

avec v3 e B^R^ et UQ ç L0^)}.

REMARQUE 1.1. — L'espace (^ [| • |[^) est un Banach qui coïncide
avec l'espace de Hôlder usuel lorsque r est positif non entier et a = +00.
C'est une algèbre lorsque r > d / a .

REMARQUE 1.2.—On dispose de plus des résultats d'inclusion suivants :

si 1 < a < b < oo, B^ est continûment inclus dans B[~ ^ - 6 ) (voir
par exemple [T]). En particulier, B^ ̂  C^-^ lorsque r - d / a ^ N. Les
fonctions de B^ sont donc continues lorsque r > d / a et de classe C1

lorsque r > 1 + d / a .

On va maintenant définir des espaces de Besov non isotropes à partir
de champs de vecteurs peu réguliers. Cette approche trouve ses origines
dans [A] et [Chl]. Cependant les définitions données ici s'inspirent davan-
tage de celles de [GSR] et [D2].

NOTATIONS. — Si X est un champ de vecteurs à coefficients dans B^,
on posera

\\X\^ ̂  SUp H^H^.
Ki<d
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184 R. DANCHIN

Si de plus ce champ est à divergence dans B^ on écrira

pC||B;^||X||B;+||divX||B;.

Pour un champ X à coefficients et divergence dans B^ on définit la
dérivée d'une fonction bornée u selon X en posant

X(x,D)u=9i(X^u)-udlyX.

Par ailleurs^ si (f\)\çA ^st une famille d'éléments d'un espace de Banach
(£?, |[ • ||^), on écrira

M 1 1 £ IIB =sup I l / A l l a -
AçA

Si (Ai,... ,A^_i) est un (d—l)-uplet de R^, on notera Ai A ... AA^-i (ou

parfois A (A)) l'élément de R^ tel que

VB (E Œ^, ^(A) • B = det(Ai, . . . , A^-i, B).

Enfin A^ désignera l'ensemble des k-uplets strictement ordonnés d'élé-
ments de {1, . . . , , 77i}.

Nous pouvons maintenant définir des espaces stratifiés de type Besov.

DÉFINITION 1.2. — Soient a e ]d,oo[ et r e }d/a,l[. Soit m e N*.
On dira qu'une famille X = (^Q)i<^m de champs de vecteurs est (r^a)-
substantielle si les Xi sont à coefficients et à divergence dans ^(R^) et

I(X)^ inf sup I^Â1^)^)!^ >0.
^eM dAeA^_^

On note alors B^(X) l'espace des fonctions u bornées surW1 et telles que
Xi(x, D)u e 5^-1(]RC^) pour tout i ç {!,..., m}, muni de la norme

MB:,, ̂  (y^) (Nk~- iïlXUlB; + \\\X(x,D)u\\\^).

Comme cas particuliers d'espaces stratifiés, nous allons définir des
espaces conormaux par rapport à des hypersurfaces à régularité dans une
classe de Besov.
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LIMITE NON VISQUEUSE POUR LES FLUIDES INCOMPRESSIBLES 185

DÉFINITION 1.3. — Soient a <E [d, +00] et r > d / a .
• On dira qu'un fermé S de R^ est une hypersurface de classe B^1 si

il existe un voisinage V de I; et une application f G B^ÇR^ telle que
V/ ne s'annule pas sur V et E = /^(O) D V.

• On dira qu'un champ X à coefficients B^ est tangent à S si
x ' V/|s = 0. On notera 7^(E) l'ensemble des champs de classe B^ tan-
gents à S.

REMARQUE 1.3. — La définition de T^ (S) ne dépend pas de l'équation
de E choisie.

DÉFINITION 1.4. — Soient a G [d, +00], r <E } d / a , 1[ et S îme hypersur-
face compacte de classe B^. On définit alors l'espace conormal associé
à S, noté B^ ̂  par

,̂E = [u e 2.00 ; vx e TJ(S), div(Xn) e B;-1}.
Lorsque a = +00, on notera respectivement C^X) et C^ les espaces

de la définition 1.2 et 1.4.

REMARQUE 1.4. — L'espace C^ ainsi défini est contenu dans celui
de [GSR] qui est l'ensemble des fonctions bornées telles que

(i) VX G T^ (divX = 0) =^ (divXn e C"-1),

(n) V6e]o , i [ , hll^^)^^"'-
II n'est pas évident de savoir par quoi remplacer la condition (ii) dans le
cas des espaces de Besov, ce qui explique pourquoi nous avons choisi une
définition légèrement différente.

Pour terminer, signalons que l'espace B^ contient la fonction caracté-
ristique de l'ouvert borné délimité par l'hypersurface S. Plus générale-
ment, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 1.1. — Soit D un ouvert borné à frontière B^ avec
a e ]d, +00] et r e ]d/a, 1[. Alors pour toute fonction (/) ç B^, on a

W ^ B^.

Nous renvoyons au lemme A.4 de l'appendice pour la démonstration
de ce résultat.

1.2 Deux théorèmes de convergence.
Commençons par définir la notion de champ de vecteurs transporté par

le flot.
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186 R. DANCHIN

PROPOSITION 1.2. — Soient v un champ de vecteurs lipschitzien et ^
son flot, c'est-à-dire l'unique solution de l'équation

rt
^(t.x) = x-[- / vÇs^(s^x)) ds.

Jo

Soient X0 un champ de vecteurs de B^ et

X^x}^X\x,D)^,\x)}

le champ transporté de X ° par le flot ̂  à l'instant t. Alors Xf est solution
de

(TG)
• ( 9 t + v ' ^ ) X = X ( x , D ) v ,
. X ^ = X ° .

Démonstration. — II suffit de dériver en temps la relation Xt (^(.r)) =
X°(x, D}ij^t(x) et de revenir à la définition du flot. \\

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de convergence pour
la régularité stratifiée. Dans le théorème suivant, les quantités ayant v
en indice sont liées à (NSi,) si v > 0 et à (E) si v = 0, et on notera
indifféremment Xt^.x ou X^^\(t) le champ transporté de X^ par le flot ̂
à l'instant t.

THÉORÈME 1.1. — Soient m ç N~\ a e ]d,+oo[ et r e }d/a,l[. Soit
(X^)i^^, une famille (r, a) -substantielle de champs de vecteurs. On
suppose que le champ de vecteurs v° est à coefficients dans ./^(R^), à
divergence nulle et que son tourbillon f^° est dans B^(X°).

Alors il existe une constante C ne dépendant que de d, 772, a et r, et un
temps T vérifiant

, II^HB- , ,
CT||Q°||^on^ log (e + a>xo ) > 1,

v ll^'IlL-n^^

tels que pour tout v > 0 (resp. pour v = 0), (NS^) (resp. (E)) admette
une unique solution Vy avec donnée initiale v°^ dans

^([o.riîLi^nG^r];^1)
uniformément en v. De plus^ la famille Xf^ transportée par le flot de v^
reste (r, a)-substantielle et fî^(t) reste dans B^(Xt^) uniformément en y.
Enfin, Vy tend vers VQ et ^y — Id tend vers ^o — Id dans Î dO, F]; G1"6)
pour tout e > 0, lorsque v tend vers 0. Si r' < r, alors :
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• X^(x^D)ip^ (resp. Xy^\^ resp. divX^^\) tendent vers X^(x^D)ï^Q
(resp. Xo^ resp. div XQ^) dans L°°([0,r]; B^), et

• X^(x,D)^ tend vers Xo^(x,D)^ dans L°°([0,r]; B^~1).

Nous pouvons également énoncer une version conormale du théorème
de convergence.

THÉORÈME 1.2. — Soient a G ]d,+oo[ et r G ]d/a,l[. Soit S° une
hypersurface compacte de classe B1^1. On suppose que le champ de
vecteurs v° est dans ^(M^), à divergence nulle et que son tourbillon ^ï°
est dans B^ ^o •

Alors il existe un temps T ne dépendant que des données initiales et
tel que pour tout v > 0 (resp. pour v = 0), (NS^) (resp. (E)) admette
une unique solution Vy dans L°°([0,r];Lip) H (7([0,T]; H1) avec donnée
initiale v°. Pour tout t e [0,T] et v > 0,

S^^^S0)

est une hypersurface compacte de classe ̂ +1, et ^t^(t) est dans B^ ̂
Enfin^ Vy tend vers VQ et ̂  — Id tend vers ^o ~ Id dans L^dO, T]; Cl~e)
pour tout e > 0 lorsque v tend vers 0. De plus^ S^^ tend vers S^o ̂  sens
suivant. Soit (f° = 0) une équation de classe ̂ +r de S°. Posons

„ déf (.Q , —i
ft^ = f °^.

Alors pour tout r7 < r, /^ ^enc? rer5 /o dans L°°([0,r]; ̂ +r ) lorsque v
tend vers 0.

REMARQUE 1.5. — En dimension d > 3, l'hypothèse v° e H1 est
automatiquement vérifiée dès que Q° e L^* H L00 pour un p < 2d/(d + 2)
(c'est le cas par exemple si ^° e B^(X°) est à support compact ou
dans L1). Ceci se démontre aisément à partir de (BS').

REMARQUE 1.6. —Dans les théorèmes précédents, on établit l'existence
d'un intervalle de temps commun pour Euler et Navier-Stokes quelle que
soit la viscosité, sur lequel la solution de (NS^) converge vers celle de (E)
avec même donnée initiale. En revanche, si l'on suppose, toujours sous
les hypothèses du théorème 1.1 ou 1.2, que v est lipschitzienne jusqu'au
temps T ' > T, on ne sait pas montrer qu'il en est de même pour Vy
lorsque v est suffisamment petit.

L'existence d'une solution à gradient borné pour un tourbillon initial
dans B^ ^o résulte du théorème 1.1. On montrera en effet l'existence d'une
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188 R. DANCHIN

famille X° (r, a)-substantielle et telle que B^ ^o C B^{X°). La preuve des
autres résultats du théorème 1.2 : propagation de la régularité conormale
et convergence de S^ ^ vers St,o? fera l'objet de la cinquième partie.

La démonstration du théorème 1.1 repose essentiellement sur une esti-
mation stationnaire du gradient de la vitesse (proposition 1.3) et sur
la proposition 1.4, relative aux équations de transport-diffusion dans les
espaces de Besov et qui donne des estimations a priori indépendantes de
la viscosité. La partie convergence du théorème se déduit alors par inter-
polation avec le résultat de convergence L2 donné par la proposition 1.5.

L'estimation stationnaire suivante s'inspire d'un théorème de J.-Y.
Chemin valable en dimension 2 (voir [Ch2]), d'un résultat de P. Gamblin
et X. Saint-Raymond [GSR] valable en dimension 3. On le trouve avec la
même généralité qu'ici mais sous une forme un peu différente, dans la
thèse de P. Serfati [Se, chap. 4].

PROPOSITION 1.3. — Soient q C [l,+oo[, r e ]0,1[, m e N* et
(^)i<i<m une famille (r,oo)- substantielle de champs de vecteurs. Soit
p € ]lî^[. Alors il existe une constante C ne dépendant que de d,r,p
et m telle que pour tout champ de vecteurs v € L9, à divergence nulle,
à gradient dans V et à tourbillon dans (^(X), on ait

W\L^ ^ C(ML. + ||«HL~ log(e + ̂ ^)).

Pour la démonstration du théorème suivant, nous renvoyons à [D2].
PROPOSITION 1.4. — Soient T > 0 et v un champ de vecteurs de

(7°°([0,r] x R^) à divergence nulle et à dérivées spatiales bornées. Soient

r<E]- l , l [ , ae[2,+oo[, v > 0,

(^/^^([o.r],^^) x B^)).
Supposons qu'il existe un X > 0 indépendant du temps tel que

Supp^nB(0,À) =0

et que u vérifie
(9f + v ' V)n — v^u = f + y g.

Alors il existe une constante C ne dépendant que de A, de r et de a, telle
que, si V(t) = f^ \\^7v(s)\\L^ds, on ait

11^)11^ < ̂ (ll^0)!!^ + ll^llL-ao^^-2)
+fe-cy(s)||/(.)||^d.)ecy(t).

i/o a

TOME 127 — 1999 — ?2
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REMARQUE 1.7. — Lorsque v = 0, le résultat précédent demeure bien
évidemment pour les espaces de Hôlder (voir par exemple [Ch2] ). La partie
existence et régularité d'une solution pour le système d'Euler s'étend donc
aux espaces de Hôlder. Le théorème correspondant se trouve d'ailleurs
dans [GSR] et [Se] dans le cas d = 3. Lorsque v > 0, on ne sait pas
démontrer un analogue de la proposition 1.4 dans les espaces de Hôlder,
ce qui nous a amené à utiliser les espaces B^ pour a < oo.

Enonçons maintenant le résultat de convergence L2 de (NS^) vers (E).

PROPOSITION 1.5. — Soit v° G H1. On suppose que (E) a une solution

^;eLOO(]o,^[;L2(]RC^))nL2(]o,^[;^^l(]Rd))
avec donnée initiale v° telle que \/v e ^(jO^rl^ L^R^)). Alors il existe
une constante C ne dépendant que de d et telle que pour toute solution v^
de (NS^) appartenant à

on ait

LOO(]0,^[;L2(]Rd))nL2(]0,T[;^^l(Md)),

||̂  _ ̂  < C^Vh.e0^ ̂ V^LOO dT.

2. Décomposition de Littlewood-Paley, paraproduit et
espaces de Besov

Définissons d'abord la décomposition de Littlewood-Paley (voir [Ch2]
pour plus de détails) :

PROPOSITION 2.1. — Soient

C = [x C M^ J < M < f } et B = [x e W1, \x < J }.

77 existe deux applications à valeurs réelles^ \ € C§°(B) et (p 6 C§°(C)
telles que :

V^eM^ ^(O+E^2^)^
9<EN

v^er^ j<^)^^-^^
gçN

On définit alors des opérateurs Ap et Sp de CÇS'(R^, C°° (R^) qui
correspondent respectivement à des localisations en fréquences voisines
de 2^ pour Ap et plus petites que 2P pour S p .
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Plus précisément, soient h = J='~l(p et h = T~^\. On pose :

( 0 si p < -2,

/\pU= x(D)u=h-ku s ip=- l ,
^(2-PD)u = 2^ [h(2Py)u(x - y) dy si p ^ 0,

et

SpU = x(2~p^)^ = ̂  \u= 2^ [h((2py)u(x - y ) d y .
q<p-l J

REMARQUE 2.1. — La famille (Ag)gç^ est «presque» orthogonale au
sens L2. Plus précisément, si u et ^ appartiennent à ^'(IR^), on a :

(2.1) \p-q > 2 =^ ApA^=0,

(2.2) h - ç| > 4 ==^ Ag (Sp^u^pv) = 0,

(2.3) (ç < r - 4 et \p - r > 2) ̂  Ap(Ag^A^) = 0.

DÉFINITION 2.1. — Pour a e [1,+œ] et r G M, on note B^ÇR^
l'ensemble des distributions u G ^'(IR^) telles que

IHIa^sup 2^1^11^ <+oo.
9

L'espace (^(IR^), || • ||^) est un Banach qui coïncide avec l'espace de
la définition 1.1 lorsque r ç ] — l,+oo[\N, avec équivalence des normes
(voir [T]). Dans le cas particulier où a = +00, on note

^ir déf or
c =^00

et on pose
il il ^Le^ il il
IHIr= IMI%.

L'espace C1" coïncide avec l'espace de Hôlder usuel lorsque r est positif non
entier. Si r € N, on préférera le noter C^ pour éviter les confusions avec
l'espace des applications r fois continûment différentiables. L'inclusion

Lip, —. C:

où Lipy. désigne l'espace des distributions u bornées telles que Qau soit
bornée pour a < r, est stricte.
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REMARQUE 2.2. — On a le classique résultat d'interpolation suivant

\fu e B^) n B^OR^ \/e e [o, i],
\\U\\^sW-e^ < \\U\\°^ • \\U\\^°.

Le lemme suivant est une conséquence de la définition 1.1. Il montre que
les fonctions suffisamment régulières opèrent à droite et à gauche dans les
espaces de Besov. Ceci justifie a posteriori la définition des hypersurfaces
de classe B^.

LEMME 2.1. — Soient a ç. }d, +00] et r G }d/a, 1[. Supposons u e B^1,
F e B^1 et F(0) = 0. Alors F o u e B^. Si a e [1, +oo], r e ]0,1[,
^ € Lip est inversible et le jacobien de ip~1 est bornée alors u o ip ç B^.
En particulier,

(2.4) \\uo^\\^ <C7max(lJ|V^||L-)(l|detV^-l||L°o)è||^||B^

Rappelons maintenant quelques résultats élémentaires sur la décom-
position de Littlewood-Paley. Le lecteur intéressé par la preuve de ces
résultats pourra consulter par exemple [Ch2] et [D2].

LEMME 2.2. — Soient u G B^ et ^ G Cg°. On suppose que ^ est
supportée dans une couronne G(0, J?i, R^}' Alors, il existe une constante C
ne dépendant que de r, R\ et R^ telle que

\\^(2-W)u\\^ < W^L^^MB^

DÉFINITION 2.2. — On dira aucune suite ('Ug)g>_i d^ éléments de
C^M^) est à fréquences dans des boules dyadiques {resp. couronnes dya-
diques) s'il existe un réel R > 0 {resp. deux réels R^ > R\ > 0), tel(s)
que

Supp(ûç) C B(0, yR) pour q > -1

(resp. Supp(ûç) C C(0,2qRl,2qR2) pour Supp(û-i) C B^^-^R^) et
ç e N ) .

Le lemme suivant assure entre autres que la définition 2.1 des espaces
de Besov ne dépend pas de la décomposition de Littlewood-Paley choisie.

LEMME 2.3.
• Soit (uq)q>-\ à fréquences dans des boules dyadiques. On suppose

qu'il existe r > 0, a ç [1, +00] et une constante K > 0 tels que

Vç>-l , MLO <K2-qr.
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Posons
u= E u^

q>-l

Alors u 6 B^R^) et il existe une constante C > 0 indépendante des Uq,
de a et de r telle que

î+r
IHlB; <. ———K.

• Soit (uq)q>-\ à fréquences dans des couronnes dyadiques. On suppose
qu'il existe r ç M, a e [1, +00] et une constante K > 0 ^e/5 çne

P050?25

Vç>- l , \\Uq\\La <K2-qr.

-E
<?>-!

AZor5 'u G ^(R^^) e^ ^ existe une constante C > 0 indépendante des Uq^
de a et de r telle que

\\U\\B^ < C^K.

Définissons maintenant le paraproduit de J.-M. Bony (voir [B]). La
présentation donnée ici s'inspire de [GR].

DÉFINITION 2.3. — Soient u <E SÇR^ et v G S{W1). On appelle
paraproduit de u par v, l'élément TuV e ^(R^) défini par

Tuv = Y^Sq-lU\V.

9

On notera R(u^ v) le reste de u et v^ défini par

R(u, v) = ̂  \u\v où Àç = Aç-i + Ag + Aç+i

et on posera
T^v=TuV+R(u,v).

REMARQUE 2.3. — On a évidemment

V(u, v) ç (^(R^))2, uv =- TnV + T^u + R(u, v).

La définition de paraproduit et de reste s'étend sans difficulté à un grand
nombre d'espaces fonctionnels ; pour une étude systématique de Popérance
du reste et du paraproduit sur les espaces de Besov, on renvoie à [Ya]. Nous
aurons seulement besoin des résultats suivants :
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LEMME 2.4. — Soient a e [1, +00] et r e M.
• L'opérateur T est bilinéaire continu de L00 x B^ dans B^. Si t < 0,

il est également continu de C^ x B^ dans B^ et de B^ x ̂  "dans B^.
• L'opérateur R est continu de B\ x C" dans B^ dès que r +1 > 0.

Plus précisément, il existe des constantes C universelles telles que

(2-5) w ^ M. \\TnV\\B^ < C^\\U\\^\\V\\B^

^|r+^|+l
(2.6) Vr e R, \/t< 0, \\T^v\\^ < , blljblla;,

L

^|r+t|+l
(2.6') Vr e R, V« 0, ||T |̂|̂ . ̂  , ll«||̂ ||̂ ||,,

6

(2.7) V(r,f) e^, r+^>0 , ||fi(u,î;)||^« < ̂ ^^[[^ll^l^
r Y~ L

Le lemme suivant clarifie le comportement des opérateurs de Fourier
homogènes dans les espaces de Besov et les propriétés de commutation du
paraproduit avec de tels opérateurs.

LEMME 2.5. — Soient m e M et R > 0. Soit f une application de
G00^) homogène de degré m en dehors de la boule B(0,R). Il existe
alors une constante C ne dépendant que de R telle que, pour tout réel r,
pour tout t < 1 et pour tout a <E [1, +oo], on ait

(2-8) \\f(D}u\\^ < CH+^I+^HI^

(2.9) l|[^.A^||^<C2-^^||Vn||^-.|h||,

^|r|+|m|+l
(2.10) \\[T^f(D)}v\\^^ < \_^ IIV^-.IK,

(2.10Q \\[T^fW\^^ < c'̂ l||v.||̂ |H ,̂

(2.11) \\[T^f(D)]v\\^_^ ^H ÎIVHiMHÎ .

REMARQUE 2.4. — On a

T,v= T^(l-^D))v,

ce qui permet, d'après (2.8), de remplacer |HJB; par \\^v\\y-i dans les
estimations sur le paraproduit.
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DÉFINITION 2.4. — Soient X un champ de vecteurs à coefficients
dans ^(R^) et u G ^'(R^). On définit formellement l'action du para-
champ Tx par

Txu=TxzOiU.

Le lemme suivant montre que la régularité de X(x^ D)u est essentielle-
ment donnée par celle de T^u.

LEMME 2.6. — Soient X, un champ de vecteurs à coefficients dans B^
et u e C8. Alors on a :

(2.12) (s < 1 et r+5 > 1) =^
(^H+M+i

\Txu - X^ D)u\\^^ ^ (i_,)(,+,_i) mBr- ' ws-1-

(2.13) (s < 0, r < 1 et r + s > 0) =^

\\Txu-dïvXu\\^-. < ̂ ^_^lk • IK.

Si de plus, div X G B^, alors,

(2.14) (5 < 1 et r + s > 0) =^
çH+M+i ^

||r̂  - x(^ D)u\\^^ < ̂ -̂̂ ||x||̂  . ||v^||,_,.

La première et la dernière inégalités sont valables dans le cas s = 1 à
condition de remplacer ||Vn||^_^ par ||Vn||^oo. La deuxième reste vraie
pour s = 0 si on remplace \\U\\Q par \\u\\Loo.

Démonstration. — Elle repose sur les lemmes 2.4 et 2.5 appliqués aux
identités :

X(x, D)u - Txu = R(X\ 9iu) + TQ^X1 pour (2.12),

dïyXu-Txu= [Oi.Tx^u+OiRÇX^^+QiTuX1 pour (2.13),

X(x,D)u-Txu=9iR(X\u) - R(div X, u) + TQ^X' pour (2.14).

REMARQUE 2.5. — Ceci prouve au passage que la définition 2.4 a un
sens intrinsèque dans B'^~s~l pour X à coefficients dans B^, u G C8

et r + s > 0. En effet, si T et T sont les paraproduits associés à deux
décompositions de Littlewood-Paley, on a, d'après l'inégalité (2.13),

\\Txu-fxu\\^r.-i <C\\X\\B^ • I I V^|[^_i si 5 < 0 et r < 1.

Rappelons enfin un résultat classique d'analyse harmonique (voir par
exemple [St, p. 42 et p. 250]) :
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LEMME 2.7. — Soit f une application de (^^(^^{O}) homogène de
degré 0. Alors l'opérateur f(D) défini sur ^(M^) par

f(D)u(x) = W'1 f e"-^(0â(0d$

se prolonge par continuité sur tout L1^ pour p e ]1, +oo[. De plus, il existe
C > 0 indépendante de p telle que

Cr?
\/u e 27(M^ \\f{D)u\\^ < —^IHiLP.

3. Estimation stationnaire du gradient de la vitesse

Dans cette partie, on démontre une estimation stationnaire pour le
gradient de la vitesse, valable lorsque le tourbillon appartient à un espace
stratifié Cr(X). Comme il s'agit juste d'une généralisation facile du
résultat de [GSR] au cas de la dimension d > 2 quelconque, nous indiquons
principalement les modifications à apporter à la démonstration originale.
Il s'agit de prouver le :

THÉORÈME 3.1. — Soient r G ]0,1[ et (^)i<z<m une famille (r.oo)-
substantielle de champs de vecteurs. Soit p G ]l,+oo[. Alors il existe
une constante C ne dépendant que de d et de m, et telle que pour toute
matrice antisymétrique f2 à coefficients dans ^(M^) nC'7"^), le champ v
à divergence nulle donné par la loi de Biot-Savart (BS') vérifie

||V^oo^c(^-||f2|kp

,?-1 ( , limil M^+ III div(X®0)|||,_^
-^^i-T)10^———îwm^———))•

Preuve. — Admettons provisoirement le lemme suivant :

LEMME 3.1. — Soient r G ]0,1[, m > d — 1 et (^)i<z<yn une famille
(r,oo)- substantielle de champs de vecteurs. Alors il existe des fonctions
ciij et b^ (avec 1 < i j ,k < d et 1 < a < m) de C^fTR^) telles que

(3.1) V^ e M^ Va; G R^
^ = a^(x)\^ + ̂ b^(x)^{Xa(x) • ̂

a,k

_2d-2 ni Y-lll9^-10

/o o^ ||LA;a|| ^ ^m____ lll^lllr(3-2) ll^-II^^T^y ^ -
(3.3) ||^||^oc <1 ,

où C ne dépend que de d.
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Par définition de v^ on a

(3.4) V^ = A_iV^ + ̂  V^-A-^Id - A-i)^.
j

Donc, d'après le lemme 2.7 et les inégalités de Bernstein, on a
2

W\L- < C(-^W\LP + ̂ II^A-^Id - A-i)^||^J IIL00

On conclut à l'aide du lemme 3.1 de la même façon que dans [GSR]. []

Preuve du lemme 3.1. — Commençons par énoncer et prouver une
version locale du lemme 3.1.

LEMME 3.2. — Soit r e ]0 ,1 [ et (l^)i<î<d-i une famille de champs de
vecteurs sur l'ouvert ̂  C IR^ à coefficients dans C1"^) et telle que

J(^y)^ inf I^Â^V)!^^) >o.
xçQ

Alors il existe des fonctions a^ et b^ (1 ^ i,j, k <^ d et 1 ̂  a < d — 1)
de C^^) et que

(3.5) V^ e R^ \/x e ̂  ̂  = a^(x)\^2 + ̂ b^(x)^(Ya(x) . 0,
a,k

(36} 11^11 < c7 ^ll^lc^)^"9

(3-6) 11^ llc.(Q) < J^Y) { I(^Y) ) 5

(3.7) HO^HL- < 1,
o'à C est une constante ne dépendant que de d.

Preuve du lemme 3.2. — Considérons l'application linéaire suivante :

/ ̂  \
îd __^ -n-pd , ^ • r}= Yd-i • ^

^(Y)-^
Cette application est inversible. La matrice A de son inverse est la
transposée de

,d-l(- l )c (- l(y2Ay3A...Ayd_lA( A (Y)))
,d-l(_l)d-2(y^ ^ YS A ... A Vd_i A ( A (Y)))

r^ni2 d-l
- ( r iA. . .Ayd_2A( A (Y)))

^(n
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Notons qij(^) = ̂  et Q^ la matrice correspondante. Posons

_ ^/MY))
U^j — ——-—-——————-

" d—1 9
1 A (Y)|2

II est clair que le vecteur A (Y) est isotrope pour la forme quadratique
ç<7 (0 - ûzj |^| . En écrivant que ^AAe, • e -̂ = Ae, • Ae^-, on vérifie par ailleurs
que

/ (T
1 [ B 0*AA=

d-l 9 :
IA( l '" lo ... o i

où la matrice B a pour coefficients des polynômes homogènes de degré
2d - 4 en les coefficients des (T^K^-I. En travaillant avec la variable

d-l
Ar] = A ^ et en utilisant Pisotropie de A (Y) pour ç^(^) - a^|2, on

obtient donc

/mn mis • • • m^\
tAQ,A-a^AA=—————\m21 m22 ' " m2d

d-l A
1 A (Y)!4

V rridi rrid'2 • • • 0 /

les coefficients m^ étant homogènes de degré 4d - 6 par rapport aux
(Yk)i<k<d-i si î < d et j < d, et de degré 3d - 4 sinon.

En revenant aux variables ^ on obtient

,d-i
A 00| (^(^-%-1^|2) =^ ^(^^(r,^).^)îj

A;,a

avec des b^ homogènes de degré 4d - 5. On pose alors

^=b^\\\Y)\-^

et on en déduit aisément les inégalités souhaitées. \\

Preuve du lemme 3.1 (suite). — Pour À ç A^, posons

Ux={xçR^ [^(JOOl^ > j/(X)}.
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Le lemme 3.2 découle clairement du lemme 3.1 dès que l'on dispose d'une
partition de l'unité ((f)\)\çA^_^ de classe C°° telle que

(i) E ̂  = ̂
AçA^

(ii) Supp^C^

(iii) 1 1 0 . 1 1 . ̂ -^(^r1.

Pour construire cette partition de l'unité, on se donne une approximation
de l'identité % de classe C°° et on pose, pour e > 0,

-d^.f-l
Xe(-) = e-\(e- •)

On définit
F^^{xe R^ \ A (X)|À > J(X)}, déf ix^R^ \\\X}\^

def /^ ^ TOdF^^eR^ d(^FA)<e} ,
et on pose

^X = 1^/2 ^ Xe/2, 0A = ^1 II (1 - ̂ ),
At<À

où <: désigne l'ordre lexicographique strict sur les éléments de A^_^.
En remarquant que M^ = \J F\ et

^^-i

^E^- II(1-^)-
AGAS!_, ÀGA^_,

on constate que (i) est vérifiée.
En revenant à la définition de (f)\^ on obtient

sup^)_^<^^-1.-
x^y x - y \

ce qui donne (iii) si on choisit e = (2(J(X))-1|||X|||J1^. Enfin, en
conservant cette valeur de e et pour x G F^, on a

^A^y^l^ ^ r/v-^-1 - r i i^T 1 /À (XA)|(^) > JW^-1 - e-H A (X^ > (^(X))'-1.

Ceci assure que Supp^ C F{ c U\. []
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4 Propagation de la régularité stratifiée

Dans cette partie, on prouve le théorème 1.1.

Première étape. — Démonstration d'estimations uniformes en v pour
les solutions régulières de (NS^). Il s'agit de démontrer la proposition
suivante :

PROPOSITION 4.1. — Soient T > 0, q e ]l,+oo[ et v ç C7([0,T]; W00^)
une solution de (NS^) ou de (E) en dimension d; soit ^ son flot. Soient
a e ]ûî,+oo[, r e }d/a,l[, (X^)i<A<yn, une famille (r, a) -substantielle de
champs de vecteurs, et (Xt,\)\çA, la, famille transportée par le flot de v.
Alors Xt reste (r, a)-substantielle pour tout t e [0,T]. De plus, il existe
une constante C ne dépendant que de r, de a et de d et telle que les
estimations suivantes soient vérifiées :

(4.1) IÎ IL ÎMLe^)
si^çL^^T^L1') pour un pç [l,+oo],

(4.2) [|div^||^ ^ lldivX^l^e^),

(4.3) /(XO^J^e-^M,

(4.4) \\X^(x,DWt)\\^<,C{\\X^x,Dm^

+ix,o||^||i-20|koo)ecw(t),

(4.4Q ||div(Xt,,®îî)||^_, <C(\\X°,\\B^°\\^

+\\div(X^Sîo)\\^)ecw(t\

(4.5) ||̂ )||̂  ^qiî/V e^W,
a,Xt a,XQ

^ \\^<- C^^--1. W^

(4.6') \\X^x,D)^(t)\\^

/lldiv^0®^0)!)^-! .

^(-——lOTk——-+ {^) eww

avec

[ t

V(t)= / ||V^(T)||^dT e^ Ty^)=||^o||^^+y^).
<^o

Le5 estimations (4.4'), (4.6) e^ (4.6') restent valables si on remplace Xx
par tout champ Y transporté par le flot et tel que Y0 ç B^ et div(y°(g)n0)
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dans B^~~1. Les estimations (4.2) et (4.4) demeurent également valables
si l'on suppose de plus divV0 € B^. Enfin, si (f)0 e B^ et ̂  = (f)° o '^-1,
alors

(4.7) WB^C^B^W,

(4.8) ||W)||̂  ^ (7(11^11^11^11^ + II^WlI^e^W.

Démonstration. — Soit donc v une solution régulière de (NS^) et fl, son
tourbillon. On a

(4.9) (9t + v ' V)f2 - z/A^ = A^ avec Af2 = -^ • Vv - ̂ v • ^.

Supposons v > 0 (le cas v == 0 se traite facilement en passant en
formulation lagrangienne). En prenant le produit scalaire L2 de (4.9)
avec f^, on obtient

|^ii"ni2 ^ c\w\L. m^ <. cw\^ mî.,
ce qui, par le lemme de Gronwall, donne (4.1) dans le cas p = 2.

La même inégalité reste valable pour les normes L°° grâce au principe
du maximum. En effet, le système (4.7) peut s'écrire

(^+^V-^A)^.=(^)}.

Il en résulte par exemple que

(Q, +v. v - ̂ (y'IK^.ooll^ds - n}) ^ o.

En appliquant le principe du maximum (voir par exemple [F, chap. 2]),
on montre donc que

^(t,x) < 11^(0)11^ + f'^A^s^ds pour t ̂  0.
Jo

On obtient de la même façon l'inégalité correspondante pour —^-(t^x)
et (4.1) en résulte pour p = +00 à l'aide du lemme de Gronwall. Le
résultat pour p ç [2, +00] suit par interpolation.
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^ Le cas p e [1,2[ (dont on ne se servira pas pour prouver le théo-
rème 1.1), résulte d'un argument de dualité. En effet, soient p ç [1,2[
et p ' l'exposant conjugué. On a

11^) IL = ̂ ^f^tW.ft(x)dx.
Soit A* l'adjoint de A au sens de la dualité dans A^R). Notons /o la
solution à l'instant 0 du système rétrograde

r (9s + v • v + ̂ A + A*)^ = o,
l ^8=1 = ft-

Alors, en raisonnant comme pour prouver (4.1) avec p ç [2,+oo], on
obtient

ll/oll^^ll^H^e^^.

De plus f^t(x) • ft(x)dx = f^°(x) • fo(x)dx, d'où la conclusion.
En revenant à l'équation (TG), on montre aisément que

(9t + v • V) div Xf,x =0.
L'estimation (4.2) résulte alors de la proposition 1.4.

Pour prouver (4.3), nous avons besoin de l'identité suivante :
(4.10) X^ A .. .^AX^_, + • . . + AX^ A . . . AX^_,

= ((trA)^ - ̂ (X^ A ... AX^_J,
valable pour toute matrice A et qui se démontre en décomposant les
champs sur la base canonique.

Des équations (TG) vérifiées pour chaque champ X\^ et de (4.10), on
obtient alors

(9t + v . V) "Â1^) - -^v . ̂ (XA),
ou encore

^(X^Çt, x) = ̂ (X^ÇO, ̂  ' • rtA (X^)(t,x) = YpOO^1^))- / 'VîA1^)^-1^)))^.
v0

On en déduit que

l'À1^)^,^-1^))!^!^1^)^^!
i*t

+ / llv^-s)!)^!^1^)^-^^-1^))!^.
uo

Une simple application du lemme de Gronwall permet alors d'obtenir

I^XA)^)! > Y
On en déduit (4.3).
(4.11) | À\X^x)\ > ^À^)^--1^))^^ 11 )̂11^^
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Pour obtenir les autres estimations, on reprend la démarche de [D2].
Désignons par X un champ de la famille (X\)\^ ou plus généralement
vérifiant les hypothèses de la fin de la proposition 4.1, et appliquons-le
à l'équation du tourbillon (4.9). Comme X et 9f + v • V commutent, on
obtient formellement

(<9, + v ' V)X(;r, D)^l - ̂ A(X(:r, D)f2) = y[X(x, D), A]^ + X{x, D)A^l.

Comme dans le cas de la dimension 2, il n'est pas clair que le commutateur
[X(x,D),A}Çl ait un sens avec l'hypothèse ^ e B^{X) H L2. L'idée à ce
stade est d'appliquer seulement le parachamp Tx à l'équation (4.9), au
lieu du champ X entier. Il y a bien sûr un prix à payer : Ot + v • V et Tx
ne commutent pas, mais on dispose d'un lemme permettant d'estimer ce
commutateur dans B^~1 (voir [D2, lemme 5.1]). L'équation obtenue est
la suivante :

(4.12) (^+î;.V -y^)Tx^
= [Ot + v • V, Tx}^ + TxA^ + y[Tx, A]^.

Notons que la seule différence de (4.12) avec l'équation correspondante
dans le cas d = 2, provient du terme supplémentaire TxAfl. qui n'est pas
gênant puisqu'il peut être estimé de la même manière que [9t -\-v • V, Tx]fî
(voir l'inégalité (A.l) de l'appendice). On obtient en définitive

II [9t + y . V,Tx]n|[^_, + ||ïx^||^-i

^ G||V^ (||^||^||X||^ + ||M|[^-i).
Le terme de viscosité s'estime directement à partir de (2.10) :

\\[Tx^]^\\^-s<C\\X\\^m,.

En appliquant la proposition 1.4, il en résulte

||^^n(t)||^-l<c7ecy^{||^^o^o||^-l+ sup ||X(T)||^(T)||,
L a re[o,é]

+/le-cv(r)||Vî;(T)||^(||^x^(T)||^-l+||^(T)||Loo||X(T)||^)dT},
v 0

puis, d'après (2.13),

(4.13) II dïv(Xt®fît) HB;-I

^C'e^ll^IlBj^ll^

+||div(^o®no)||^-l+ sup \\X(r)\\B^(r)\\o
TÇ[0,t]

+/>e-cv(T)||Vî;(T)||^(||div(X,®^)||^-l+||f2(T)||^||X(T)||^)dT}
«/ 0 -'
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et d'après (2.14),

(4.14) \X(x,D)ïî(t) \^ < Ce^W^ X°(x,D)^°\\^

+\\fl°\\L^\X°\\B^+ SUp \\X,\\Br\\fîr\\Q
ïe[o,t]

ft ^

+ / e-^^HV^II^dIX^D^MII^-i+II^II^IIX.IIfi^dr}.
v 0 )

Remarquons ensuite que

(4.15) ||^(^^||^^C'(||Vî;||Loo||X||B^+||div(X0^)||^-i).

Pour le voir, il suffit d'écrire

X^D}v1 = T^Xk + ̂ {[Tx^fAWk^ + /,(D)(divX^.)
3

+A-(^)(îx^-divX^.)}

avec fj{D) = (1 - ̂ )(L))A-la^ et d'appliquer les lemmes 2.4 et 2.5.
En utilisant maintenant (TG), la proposition 1.4 et (4.15), on obtient

(4.16)TO)||^ < {[|X°||^+C7 /'e-^^didiv^ 0^)||^-i
«^o a

+||V^T)||^o||X(T)||^)dr}ecv(t).

Posons

^)-^V(^lldiv?0^))llB.r- , ,|̂ .,| ^
w - V—————Q^———— + I I^^UBJ-

À partir de (4.1) avec p = +00, de (4.13) et de (4.16), on obtient

a(t}<C a(0)+ / (||^o||L-+||Vî;(T)||^)af (t) < C(a(0) + f (II^H^oo + ||Vî;(T)||^)a(T)dr),
/o

d'où, par le lemme de Gronwall

(4.14) aW^CaWe0^.

On en déduit (4.4') et (4.6). En revenant à (4.2) et (4.14), on obtient (4.4).
Enfin, en utilisant (4.1), (4.2), (4.3) et (4.4), on aboutit à (4.5).
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D'après la définition du flot et le lemme de Gronwall, on a de plus

(4.17) HV^HLOO < Jo'11^^00^.

Par ailleurs, X°(x, D)^(t,x) = Xt(^t(x)). Donc, d'après le lemme 2.1,

\\Xt^t\\B^<C\\^^\\^\\Xf\\B^

ce qui, conjugué à (4.6), donne (4.6/).
L'estimation (4.7) résulte simplement du lemme 2.1 et de (4.17).
Reste à prouver (4.8). Par hypothèse, on a

r (9t + v • v)^ = o,
f (9t + v ' V)^ - z^A^ = A^ï.

Si on cherche à obtenir directement une équation sur <^, on va être gêné
par le terme <^Af2 qui n'a pas de sens a priori sous les seules hypothèses
(f) C B^ et (^Q e B^. On procède comme pour prouver (4.4) : on passe au
paraproduit. On obtient

(<9, + v • V - ̂ A)T^ = [9t + v • V, T^\ Q + T^ - ^[A, T^\ n.

D'après les lemmes A.l et A.3 de l'appendice, on a

\\T^\\B^ < C\\\/V\\^(MB^ ML- + ICTiB^

\\[0t + v • v, W\\^ < c||v^||^oo (ii^n^ ||n||̂  + HT^H^).

Enfin, d'après (2.10),

||[A,r^||^-.<q|^||j|^||^.

La proposition 1.4 donne donc l'estimation voulue. []

Nous terminons la première étape avec le lemme suivant :

LEMME 4.1. — Soient p ç ]1, +oo[ et v une solution de (NS^) ou de (E)
appartenant à ^([O.r^LipnL^). Alors il existe une constante C ne
dépendant que de p et de d et telle que

||̂ )IL, ̂ m^e0^).
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Preuve. — D'après [GSR], ||VP||LP < C\\\/V\\L- MLP- On a donc

11-VP + v . Vv\\^ < CW\L^ MLP.

Dans le cas v = 0, on en déduit aisément le résultat en passant en
formulation lagrangienne (voir par exemple [GSR] pour plus de détails).

Lorsque v > 0, on écrit

pt
<t) = e^v0 + / e^-5^ (-VP(s) + v • Vî;(s)) ds

Jo
v(t) = e^v0 + / e^-^^-VPO,) +v

où er^ désigne le semi-groupe de la chaleur, et le lemme de Gronwall joint
à l'inégalité He^^H^p < \\U\\LP donne l'estimation désirée. []

Deuxième étape. — Minoration du temps d'existence de solutions
régulières de Navier-Stokes en fonction de la norme du tourbillon initial
dans B^(X°), et indépendamment de la viscosité.

PROPOSITION 4.2. — Soient p ç ]l,+oo[ et v° un champ de vecteurs
de M^ à divergence nulle et à coefficients dans W^^. On suppose de plus
que f2° G L2. Soit (^^)i<A<m une famille (r, a) -substantielle de champs
de vecteurs. Alors il existe une constante C > 1 ne dépendant que de d,
772, r et a, et telle que^ pour tout v > 0, si l'on pose

11"°11^ 1
LO=log(e+Wh^) et T=c\m^L^

le système (NS^) (ou (E) si v = 0), avec donnée initiale v° admette une
unique solution v G C7([0,T]; TV00'23) avec de plus

W\L- < C\\^h^L°.

Preuve. — Considérons la solution v de (NS^) ou de (E) donnée par le
théorème de Kato et Ponce et notons Ty son temps maximal d'existence,
c'est-à-dire le plus grand élément de ]0, +00] tel que v ç. C7([0,7^[; TV00^).

Grâce aux propositions 1.3 et 4.1, aux injections B^ ̂  0e et B^~1 c—^
(7e'1 avec e = r — d/a, on établit que pour t ç [0,7^[, on a

/ / 1 1 ^ ( ^ ) 1 1 ^ x x

(4-18) HV^IL- <G(l|^)||^n^log(e+ 11^11;^))-
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En reportant dans (4.18) les estimations (4.1) et (4.5), on obtient

TV /(^)<q|^o|[^^ec^)(LO+^)),

ou encore, quitte à changer C7,

(4.19) W'(t) < CL^^nL-^^.

Notons_7^ le plus grand réel positif tel que W^t) < 2C\\^°\\^nL^0

sur [0,T^]. Il est bien connu (voir par exemple [KP2]) que

r.<+oo =^ ( ^||Vz;(T)||^dT=+oo,
«^0

et par conséquent T^ <T^.
Comme d'après (4.19), on a TT(0) < CL°\\^°\\^^ et comme^est en

particulier continue à valeurs lipschitziennes, on a nécessairement T^ > 0.
Posons T = (4C<2||^o||^oon^LO)-l. D'après (4.19), on a

l-e-^)<c2^o^^o p^ ^ç[0,r,[.

Donc, pour t e [0, F] n [O.T,], on a e^W < |, et donc, d'après (4.19),

Wf(t)<2C\\^o\\^^LO.

Ceci entraîne Ty > T et donc a fortiori Ty>T. []

Les deux étapes suivantes, régularisation et passage à limite se traitent
exactement comme dans le cas de la dimension 2, mais sur un intervalle
de temps borné fixe. On renvoie donc à [D2] pour une preuve complète.

Troisième étape. — Régularisation et temps d'existence pour les solu-
tions régularisées.

Donnons-nous v° vérifiant les hypothèses du théorème 1.1 et posons

.,0 _ o 0
^n ~ ^nV .

Comme v° e L2, on a visiblement v°, e W00-2. La proposition 4.2
assure donc l'existence d'une constante C indépendante de y et de n telle
que (NS^) (ou (E)) admette une unique solution v^ régulière avec donnée
initiale v°, sur l'intervalle de temps [0, Tn] tel que

T - 1 0 / W\\B- , .
^-CW^^ ^=^[^ ||̂ o||,:̂  J-
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De plus

II^IL^o^jx^) < ̂ II^HL-HL^.

On vérifie aisément que ||^||^nL^ < C\\^\\^^L^ ce qui donne
une minoration du temps d'existence et une estimation de ||V^||^oo
indépendante de n et de v. De plus, quitte à changer les constantes, toutes
les estimations de la proposition 4.1 peuvent être rendues indépendantes
de n et de v.

Quatrième étape. — Convergence des solutions régularisées.
On commence par prouver que la suite Vn est de Cauchy dans des

espaces fonctionnels «grossiers» (du type C^ avec a < 0), puis on
montre les propriétés de régularité souhaitées sur v grâce aux estimations
uniformes obtenues dans la troisième étape. En particulier, son temps
d'existence est minoré comme dans la proposition 4.2.

REMARQUE 4.1. — La solution v vérifie de plus toutes les estimations
de la proposition 4.1 avec des constantes ne dépendant que de r, a et d,
ainsi que celle du lemme 4.1.

Cinquième étape. — Limite non visqueuse.
Commençons par prouver la proposition 1.5. On procède comme

dans [Ch3]. Notons donc ^ la solution de (NS^) de l'énoncé et v, celle
de (E). Si l'on pose w^ = v^ - v, on obtient

F (9t + ̂  • V)w^ - î/Aw^ = V(p - p^) + v/^v - w^ • Vv,
lw,(0)=0.

En prenant le produit scalaire L2 avec w^ et en tenant compte de
div v = div v^ = 0, on obtient

2-dtll^lli2 + ̂ IIV^I^ = -v Vw, . V vàx -f(w^ • Vî;) • w,dx.

Donc

2 ^ 1 1 ^ 1 1 1 2 + ̂ ||Vw,[|^ < ̂ ||Vî;||^||Vw,||^ + \\Vv\\L^\\w,\\i^

d'où

^M^ < ^||V2;||i.+2||w,|[^||Vî;||^.
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Par le lemme de Gronwall, on en déduit

IK|k. < (^W^T^e^^^-^.

On conclut en remarquant que, par le lemme 2.7, on a

W\L-<CML^

et en appliquant (4.1) avec p = 2 (qui reste valable avec les hypothèses de
la proposition 1.5, comme on peut le constater en relisant la démonstra-
tion). Q

Revenons à la preuve du théorème 1.1. Notons respectivement Vy^n
et Vn les solutions régularisées de (NS^) et (E) telles qu'elles sont définies
dans la troisième étape. Comme v° est dans L2, ces solutions vérifient les
hypothèses de la proposition 1.5. On a donc

1 1 ^ , _., \(+\\\ <^7y l/2||Ç 0°11 c f^^^^^L^dr
ll^^n ^nA^II^ -̂  oî/ ll^n^ \\L2 e °

Grâce aux estimations uniformes en n de la troisième étape, on obtient
donc l'existence d'une constante C qui peut dépendre de F, mais pas de v,
et telle que

II^-^II^^T^)^^172^0!!^.
Donc v^ tend vers v dans L°°(]0,r[; L2). En combinant avec les estima-
tions uniformes en v de la quatrième étape, on en déduit notamment
que Vy tend vers v dans L°°([0,r]; C1"6) pour tout e > 0. Les autres
résultats de convergence en découlent (voir [D2]). []

5. Propagation de la régularité conormale
Dans cette partie, on démontre le théorème 1.2. On reprend la démarche

de [GSR] en faisant les modifications adéquates pour traiter le cas de
la dimension quelconque et tenir compte de la définition légèrement
différente des espaces conormaux. Résumons les étapes principales de la
preuve.

Première étape. — On montre que si S° est une hypersurface compacte
de classe B^ alors il existe une famille (r, a)-substantielle X° de champs
de vecteurs tangents à S° et telle que B^ ̂ o C B^(X°).

Ceci donne, via le théorème 1.1, l'existence et l'unicité de solutions
lipschitziennes v^ et v pour (NS^) et (E) sur un intervalle de temps [0,T]
indépendant de v, et avec de plus des propriétés de convergence et de
bornes uniformes en v dans des espaces appropriés : on dispose des esti-
mations de la proposition 4.1.
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Deuxième étape. — On montre que jy et / sont dans L°°([0, F]; B^)
uniformément en v.

Troisième étape. — On en déduit la convergence de fy vers / dans tous
les ^([O.T];^^) tels que r ' < r.

Quatrième étape. — On montre que pour tout t e [0,T], on a
^çB^et^^B^.

La première étape consiste à prouver la proposition suivante :

PROPOSITION 5.1.— Soit a G }d, +oo], r <E ]d/a, 1[ et S une hypersurface
compacte de classe B^. Alors il existe une famille (r, a)-substantielle X
composée de jd(d+ 1) champs de vecteurs tangents à S et telle que
B^cB^X).

Preuve. — Soit (/ = 0) une équation de classe B^ de E. Notons V
un voisinage de S sur lequel |V/(:r)| > c > 0.

Soit ( e i , . . . , ed) la base canonique de 'Rd. Pour À e A^_^, on pose

Z\ = ex, A ... A CAd-2 A V/.

Il est clair que tous ces champs sont dans 7^ (S). Ils sont de plus à
divergence nulle. Pour le voir, il suffit de remarquer que

(5-1) ^A = ^,...,A,(<9A,_JeA, - 9xje^_,),

où 6Ai, . . . ,Ad désigne la signature de la permutation ( A i , . . . , A^) et où À^-i
et \d sont les seuls indices de { 1 , . . . , d} n'apparaissant pas dans A et tels
que \d-i < Ad.

Soit \ une troncature positive de classe C°°, nulle près de S et valant 1
près de R^V. On pose

zi = \Qz pour i e { 1 , . . . , d}.

On rebaptise (Xk)i<k<N avec 7V = jd(d+1), la famille regroupant les Zi
et les Z\. Soit

K=X-1^1,]).

II est clair que pour x e M^^, on a |(Zi A . . . A Zd-\}(x)\ > 21~d. Pour
prouver que X est substantielle, il suffit donc d'établir que

inf sup | /\\X^)(x)\ >0.
XÇK^-.

Ceci va résulter du lemme suivant :
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LEMME 5.1. — Soit A ç M^VO}. Posons A\ = e\^ A . . . /\e\^ A A
pour \ e A^. A^r5 tout B ç^ se décompose en

R ^^il^ji V det(eA,,...,eA,_^A,B)w^S,—^—•4A-
Preuve. — Supposons d'abord B e A-1. Posons

K= ^ det(e^, . . . ,e^_^A,B)AA.
^-2

Fixons A: G { 1 , . . . , d}. Alors on a
K ' e k = Y^ ^ ^A,_^det(e^,...,e;J

^K^ xdet(e^,...,e^,e,,e,).
Pour ^ fixé distinct de A;, seul l'élément de A^_^ ne contenant ni k ni -^
donne une contribution non nulle dans la somme précédente. On doit avoir
de plus (k,£) = (\d-i^d) ou (k,£) = (A^À^-i) pour que le deuxième
déterminant ne soit pas nul. On obtient donc, compte tenu de A • B = 0,

K . ck = ̂ (AJBk - AkA^B,) = |A|2^
£^k

Si B est quelconque, on écrit B= ( — — — ) A + £ ? avec B e A^. On
conclut en remarquant que ' 1

d e t ( eAi , . . . , ex^, A, B) = det^i,.. • , e^_^, A, B). Q

Si Y est un champ de vecteurs sur R^, on en déduit que

<5-2' ^^-.^'c1^")^
, Y- fdet^x^...,ex,_„\/f(x),Y(x))^
+ 2^ l———————v77^———————ZÀ^)-|V/(^)|2

^A^-2

Si rr e JC, la relation (5.2) assure que (Z\(x))^^d est une famille géné-
ratrice de (V/Cr))^-. Donc il existe ( À 1 , . . . , À^-1) e (A^)^-1 tel que

Z),i A . . . A ̂ d-1 (tr) 7^ 0- Donc l'application .r ̂  sup^ç/\^ | A (X^(a;))|
ne s'annule pas sur le compact K. Comme elle est continue, elle a une
borne inférieure strictement positive sur K. La famille X est donc (r, a)-
substantielle.

Soit enfin u G B^ ̂  et k e { 1 , . . . . N}. Comme Xk est de classe B^ et
est tangent à S, on a par hypothèse div(Xu) G B^~1. Comme de plus
u e L°°, divXk e ̂  et Xk(x,D)u = div(Xku) - udiyXk, on a bien
X^D)u^B^-1. D
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Deuxième étape. — Montrons que f^ et / sont dans L°°([0, F]; B^+1)
uniformément en y .

La proposition 5.1 nous autorise à appliquer le théorème 1.1. On dispose
donc de toutes les estimations uniformes données par la proposition 4.1
sur un intervalle [0,r] indépendant de la viscosité.

Pour simplifier les notations, on convient de noter avec un indice 0
les objets liés à l'équation (E). Considérons une équation (/° = 0) de
l'hypersurface initiale E° et notons V° un voisinage de S° sur lequel
|V/°| > c> 0. Si l'on pose

ft^=f°0^^

on a clairement jv ç ^°°([0, F]; Lip nW1^) uniformément en v. Il ne reste
plus qu'à prouver que V/^ G L°°([0,r]; B^) uniformément en v.

Commençons par remarquer que V/^ est solution du système

(TC) ' (Ot + ̂  • V)V/, = -^ • V/,,
-V/^o=V/°e^.

Soit ^° une troncature lisse valant 1 près de R^V0 et nulle près de S°.
Pour plus de clarté, on omet l'indice v dans le reste de la deuxième

étape. On définit d champs Ei dépendant du temps par

(TG) '(9t+v\/)E,=E,(x,D)v^

^E^=o=X°9z-

Comme E° est de classe B^ et est tangent à S°, on a divf^0^0) e B^~1.
La remarque 4.1 assure donc que Ei ç L°°([0, F]; B;) uniformément en v.

Pour À G A^_^, on pose

^°=^A...A^AV/°

et on note Y\ la solution de (TG) avec donnée initiale Y^. Comme Y^ est
tangent à S° (car nul au voisinage de S0) et dans B^, la remarque 4.1
donne également Y\ e L°°([0,r];^) uniformément en v.

Posons
WX=E^/\...^E^_^Y^.

En utilisant l'expression (5.1), on établit que

W°, = -(X'f^^je^ +9Aj6,J.
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Donc

(5.3) ^ w^-id-Wf^f^=-(d-i)(x°r~\f°.
^-2

D'après (4.10), on a

(Qt+v^-^W^^-^v^-Wx,
^ '(^A.-.Ae^A^0)

Donc, en comparant avec (TC) et (5.3), on trouve

^|t=o = (X°) (^, A ... Ae^ A^°).

E W^-Çd-^^f^o^^ft^
^-2

En conséquence, ((x0)^ ^V^V./^ e L^QO.r]; B^) uniformément
v'.en ;/

Étude de (l - ((x0)20^40 ̂ ))v/t^• — O11 utilise encore les champs

e^f\.../\ex,_,/\Vf

pour À e A^_2, mais on les note Z^ avec la convention que (ij) est
l'unique couple de { ! , . . . , c ?} \{Ai , . . . , \d-2} tel que % < j. Soit Z,j le
champ transporté de Z^ par le flot de v. On a vu dans la première étape
que les Z^ appartiennent à 7J(S°). D'après la remarque 4.1, on a donc

^eL-ao.r];^)

uniformément en v.

Nous pouvons en fait reconstruire V/^ à l'aide des Zz^t- Ceci résulte
du lemme suivant :

LEMME 5.2. — Soit A e 1R< PoiAr 1 < î < j < d, notons

B{ = e^ A . . . A e^_, A A

où (Ai,... ,A^-2) e^ le seul élément de A^_^ ne comprenant ni i ni j .
d

Soit (ai,..., ad) ç N^ tel que ^ ai = d - 2. On no^e a Za permutation
i=l
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de {!,..., d} telle que a^ç^ soit une famille décroissante avec de plus
o-(i) < a(i + 1) si Q^(,) = Q^+I). Alors on a

^ A ... A B:^ A ̂ Ql+3) A ... A rë^24-2)a(l) a(l) (7(2) a(2)

A ̂ r'2^ A • • • A <g = .. (lI(A.r) A.
î=l

o^ 6o, e {-1,1} e^ A: est le plus grand entier tel que Q^) > 0.

Preuve. — Quitte à multiplier le résultat final par e^, on peut toujours
supposer que ai > • • • > a^ Supposons A / 0 et soit

^=Bl2A...ABlal+2A^ l+3A...A^.

Comme tous les Bf appartiennent à A-1-, on sait déjà que K = A(A)A.
D'après (5.1), on a

B3, = e{Aiej - A^e,)

avec e e {—1,1}.
Calculons Y • e\. On a :

Y • ei = 6det(ei, B^..., B^\ B^\.... B^),

= 6

/ ^

1

0

0
0

0

-Â2 • • •
Al ...
0

0
\

~^ai-\-2
0

0
Al
0

0

—A^+3 • • •
0

0

0
Â2

0

-Ad
0

0
Afc

^(n^)^\=i /

avec 6 ç {-1,1}, d'où le résultat. Q

d
Soit donc a ç N^ tel que ^ a, = d - 2. Notons a la permutation

i=l
construite dans le lemme précédent et posons

Ua = ̂ r(l)a(2) A . . . A ^(fc)a(d) •
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On sait que le champ Va. est dans -L°°([0,T']; B^) uniformément en v et
vérifie, en vertu du lemme précédent et de (4.10),

J [Qt + r. • V)[^ = -^ • U^

t^o^n^i^/T^v/0.
On a donc U^ t = Ça f n (9if° 0 ̂ )°')v/t r - Donc

^=1 ' /

(l-O^-y4)^

e ( d w (l-^0^2d~4w^foo^r)E^ eg(d - z)\ ^ _____________z=i__________ „
rv-i î /"v-jî i\-7^n / — 1 | 2 < ^ — 4 Q"

ai+.-.+a^^1- • • • ad' |V/° 0 ̂  |

De plus, on sait que t ̂  Uc,(l - (x0)2^^) appartient à L°°([0, F]; B^)
uniforniément en v et est nul en dehors de '0^(V°), donc en dehors d'un
domaine où [V/° o ̂ ^\ > c > 0. On en déduit que

v/^i-o^-4»^1)
est dans L°°([0, T]; B^) uniformément en y .

Troisième étape. — Convergence de fy vers /.
D'après le théorème 1.1, ̂ 1 converge vers f^p~l dans Z/°°([0,r] x M^).

On a donc convergence de f^ vers / dans L°°([0, T} xM^). Par interpolation
avec le résultat de bornes uniformes de la deuxième étape, on obtient la
convergence de fv vers / dans tous les L°°([0,T}', ̂ +r/) tels que r ' < r.

Quatrième étape. — On montre que pour tout t e [O^T], on a
Q.t,v € ^,Sf ^ et n^ e ^,St- ^e ré811^^ découle du lemme suivant :

LEMME 5.3. — Sous les hypothèses du théorème 1.2, la solution v de
{E} ou de (NS^) donnée par le théorème 1.1 vérifie la propriété suivante :
si t G [0,T] et (f)f est une fonction de B^ nulle sur S^ alors (pt^t ^ B^.

Preuve. — Posons 0o = ^t ° ̂ t- Comme ^ est lipschitzienne, on a
clairement (J)Q € B^. De plus (/)Q est nulle sur S°. On en déduit que les
champs <po9i sont dans T^S0). En conséquence, ^(0o^°) ê ̂ -1 pour
tout i e { 1 , . . . , d}. Comme 0o^° ê L" et

(5.4) 0o^° = A-i(<^°) + ̂ ^^(^(^o^0)),z|±^|

on en déduit d'après (2.8) que <^o^° ê ̂ - Grâce à l'estimation (4.8), on
sait donc que 0f2 G ^°°([0, r]; B^) uniformément en v. \\
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Soit t G [0,T]. Donnons-nous un champ Xf de classe B^ et tangent à
Sf et montrons que dïvÇXf 0 ̂ i) G B^~1.

Soit (/° == 0) une équation de S° et V° un voisinage de S° sur lequel
[V/°| > c > 0. Pour À G A^, on note

^ = ^A. . .AeÂ,_ ,AV/ o

et Z^, le champ transporté par le flot initialement égal à Z^.
Soit ^ une troncature lisse valant 1 près de R^V0 et nulle près de S°.

On pose
Z°=x9z Pour iç { ! , . . . ,d}

et on note Z, les champs transportés des Z° par le flot. On a déjà
prouvé dans les étapes précédentes que Z\ ç L°°([0,T];B^) et que
Z, ç L°°([0,T];^) uniformément en v.

Enfin, on note
ft=f°o^\ Vt=^(V°)

et on définit ZQ comme étant la solution du système

((9r+v\/)Z^=Z^(x,D)v,
t^O,r|^=V/,.

Remarquons d'abord que les champs Z\ restent tangents à Sf. Ceci se
montre aisément à l'aide des équations vérifiées par Z\^ et V/s, et qui
entraînent Z^s ' ̂ fs = (Z^ ' V/°) o ̂ -1. On en déduit que

inf sup |det(Z^...^A,_^o,t)(^)
xçvtAçA^_^

=X(lvÂ(':)l ^P'M^X^I).^A^-l
En se souvenant de (4.11), on en déduit que

inf sup |det(Z^,.... Z^_^ Z^{x))\ > c' > 0,
'^-2

pour une constante d dépendant de t mais pas de v. Pour x ^ Vf, on a

det(Zi(^^), . . . , Z^x)} = det(Z?(^-1^)),..., Z^\x))) = 1.

On note (W^K^TV la famille constituée des Z, et des ZA. On supposera
que WN = ZQ. Les considérations précédentes montrent que, quitte à
prendre c assez petite, les ouverts

Uk = {x G R^ | det(^ (r , ) , . . . , W^ (x))\ > c}
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pour k décrivant A^, recouvrent R^. En notant ((f^^kçA1^ une partition
de l'unité associée, on obtient

d
xt= E EK^i---^)"1^^)]'^--

fceAy .7=1

Comme | det(W^,..., WfcJI > c sur Supp (^, on en déduit l'existence de
fonctions a^t de B^ telles que

N

^ = Y^^k,tWk,t-
k=l

L'hypothèse de tangence se traduit par aN,t = 0 sur S^.
Il ne reste plus qu'à prouver que pour tout i e { ! , . . . , N}, on a

dw(ak,tWk,t 0 ^) G ^-1- Remarquons que ak,tWk,t est le champ
transporté de (a^ o ^)H^ par le flot. Pour k < N ' , W^ e ^(S0)
par construction. Donc (a^t o ^t)W^ G ^(S0). On en déduit que
àiy[(ak,t ° ^t)W^ 0 ^°) e ^-1. La remarque 4.1 assure donc que
dw(ak,tWk,t 0 ̂ ) G B^~1 uniformément en v.

Enfin, les composantes de o^^ft sont des fonctions de B^ qui
s'annulent sur S^. Le lemme 5.3 nous donne donc div(a7v ^W/vï 0 ̂ ) €
^-1. D ' '

Appendice
Le lemme suivant donne des estimations sur le terme de stretching,

utilisées dans la partie 4.

LEMME A.l. — Soient r e ]0,1[ et a e [l,+oo]. Alors il existe une
constante C telle que pour tout champ X à coefficients B^ et pour toute
fonction (f) e B^, on ait

(A.I) Hrx^-v^+^.^n^
< C\\Vv\\^ (M^\\X^ + llîx^-i),

(A.2) llr^^.v^+^Vî;^)!!^
< c||v^||^ (ii^n^ ||̂ ||̂  + \\W\^).

Preuve. —Démontrons d'abord la seconde inégalité qui est plus simple.
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On remarque que

w^ = Y,w -xx^A-1^^,
k

=E{[^^(1-^(JD)A-1^^^
+(1-X)(^)A-19^(^^)}.

L'opérateur (1 — )()(D)/\~19j9k étant d'ordre 0, on a, d'après (2.8)
et (2.10),

\\TW\B^ < C{M,MB^ + IIWk).
Comme 0Vv = T^Vv + îy-y^ ^e ^mme 2.4 assure donc

(A.3) ||<WB; < C(W\^ H^HB; + ||r |̂|a;).

En partant de la définition 1.1, on prouve aisément que

ll^v^l^ < IHk 11^11^° ° 11^11^°° + ll^lk0011^11^ + ML- \\W\B^ ,
ce qui, conjugué à (A.3) assure (A.2).

La deuxième inégalité repose sur le lemme suivant qui est démontré en
détail pour les espaces de Hôlder dans [Dl].

LEMME A.2. — Si r € ]0,1[ et a çL [1, +oo], il existe des constantes C
ne dépendant que des paramètres de régularité et telles que si pi < 0
et p2 ê M,

(A.4) \\TxW\^^-. < C(\\X\\BM,MP.

+ m^\\Txa\\^-.

+ IHÎ  llTx/îl^-i),

cette estimation demeurant valable pour p\ = 0 a condition de remplacer
||a||o par ^^L00 • Si de plus p\ + p^ + r — 1 > 0, on a

(A.5) ||Tx^(ai,a2)||^i+p24-r-i

<C(\\X\\BM^\\0\\^

+ m^\Txa\\^-.

+ll^pj|îx/?||^^-i).
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Si p G M e^ / e (^(M^) e5^ homogène de degré m en dehors d'une boule
centrée sur l'origine^

(A.6) \\Txf{D)a \^-.-r. < C\\X\\B^\\a\\, + \\Txa\\^r-..

Preuve. — Pour démontrer la première inégalité, on utilise la décom-
position

TxT^ = ̂ îx(ViaA^).
q

Comme la suite de terme général Tx{Sq-^a/^qf3} est à fréquences dans
des couronnes dyadiques, il suffit, d'après le lemme 2.3, de majorer la
norme L" de chaque terme de manière adéquate, pour prouver (A.4).
Pour cela, on utilise la formule de paradérivation de Leibniz-Chemin
(voir [Chl]).

Pour q G N U {-1} et Ci G N U {-!}, posons

\^ = ([9l - 1,9 - 2] U [ç - 2, ci - 1]) HZ.

On définit également, pour i e {1,2},

vz{€) = M), Xi(0 - W)
et des opérateurs A^p par :

) 0 si p < -2,
A,,p= Xi(D) s ip=- l ,

(^(2-^) s i p > 0 .

On a alors

(A.7) T^(Vic^V)
= (\f3)Tx.9iS^a + (S^a)T^9i\f3 + R^ + R^

où
Rl= Y, y1 sgn(çi - g)ApX^A^,(^-iaA^)

l9i-ç|<3
P<=A^, + (S'ç-ia)A^Aç/?},

^= ^ 2^1sgn(g-gl)ApX^A^A^Vla.
9i<9-l
peAç^,g

En appliquant alors les lemmes 2.4, 2.5 et 2.2, on obtient l'inégalité voulue.
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L'inégalité (A.5) se démontre en écrivant que

TxR(a^)=^Tx(\aÂ,(3)
q

et en utilisant une décomposition analogue à (A.4). La restriction
Pi + ?2 + r — 1 > 0 provient de ce que les termes ^(AgO'Ag/?) ne sont
pas à fréquences dans des couronnes dyadiques, mais seulement dans des
boules dyadiques.

L'inégalité (A.6) est une conséquence directe de (2.8) et (2.10). []

Suite de la preuve du lemme A. 2. — On écrit

Tx(^ • Vî; + ̂ v • ̂  = TxT^O^ + TxTQ^ + TxT^^

+TxT^aiVk+^TxRÏ/(v)
q

avec R^(v) = A^ÂqQ^ + Àç<9^A^.

D'après (A.4),

^TxT^Q^ + TxTQ^ + TxT^^ + TxT^Q^^

< C{\\X\\BML-M\L- + \\Tx^\\^M\L^

+||^||L-||TxV^||^-i}.

On applique (A.6) pour estimer le dernier terme, et on obtient l'inégalité
souhaitée. Par ailleurs,

R^(V) = ̂ (Ag^À^) + ̂ (Ag^À^) + ̂ (Ag^Ag^).

Donc

^ TxIV^v} = Tx9jR(^, v^ + T^9iR^, v^ + TxQkRW, v^
g

= 9,TxR{^ ̂ ) + QiTxR(^, v^ + QkTxRW^)

- Tg^W^ v^ - T^'9eR(^, v^

-T^WW^).

Une application de (2.6'), de (2.8) et de (A.5) donne donc

(A.8) HE^WIL-.
9 a

< C{\\VWUX\\B^ + \W\Txv\\B:-1 + MTxiî\\^).
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Ceci n'est pas tout à fait l'estimation souhaitée car l'inégalité

IHIi<^l|v<

n'est pas vraie en général. On écrit alors

v=x(D)v+{ïd-x{D))v.

Comme ||(Id - x(D))v\\^ < C\\\/V\\Q et comme Txv = îx(Id - x(D))v, il
est clair que l'on obtient l'estimation voulue pour

\^TxR:l(ïd-x(D))zw
^-^^q

q
\B\

Reste à estimer la partie correspondant aux basses fréquences de v. On
a par exemple

TxR(^ x(D)^v) = ̂  Tx (A,n • Â,x(D)Vv).
9^1

On utilise à nouveau la décomposition (A.7). Il vient

Tx(^'\x(D)Vv)

= ÀgA-iVî/TxAg^ + 0

+ ^ sgn(çi-ç)2^A^A^(VA_iÀ^A^)
9i<9+3
P^qi^

+ ̂  sgn(çl-ç)2glApX^(A^A^)VA_lA^
\q-qi\^l
P^Aq^q

+ ̂  sgn(çl-g)2^ApX^A^(VA_lÀ^)A^.
9i<0

P^Aq^q

II est clair maintenant que TxR(^^ x(-D)Vv) vérifie l'estimation souhaitée.
On procède de manière analogue pour TxR^xÇ0)^^ ^)- D

Le lemme suivant donne une estimation pour un commutateur, utilisée
pour prouver (4.8).
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LEMME A.3. — Soient a (= [l,+oo], r e ]0,1[, v e L°°([0,T];Lip) à
divergence nulle, et (f) e L°°([0,r];^) ^/e ç^e

(9^ + v ' V)0 = 0.

Sozt u e L°°([0,r] x R^) ^e ^e T^ ç L°°([0,r]; B^). AZ^ z/ errz^
une constante C ne dépendant que de r et d et telle que

II [Ot + v . v, T^\u\\^ < c\\\/v\\^ (ll^n^ ii^ii^ + ||r̂ ||̂ ).

Pre^î;e. — En exploitant ^ + î; • V(^ = 0, on montre que

(A.9) [9, + y . v, r^ = [r,,, r^]9^ + r^-r^.^ - T^^u
- ̂ T.uV3 - T^TQ^ - T^R(V^U).

D'après les lemmes 5.2 et 5.3 de [D2], on a

IÎ W ÎÎ  + \\T^T^U-T^Q^U\\B^ < ̂ ||^||Lip||</>||Bshl|L-.

Le lemme 2.4 donne \\T^^\\^ < C\\V\\^U\\B^

Estimation de \\T^TQ^\\B^ — On a

T^TQ^ = ̂ T^Sq^Ô.uAqV3 .

q

Comme le terme général de cette série est à fréquences dans des couronnes
dyadiques, il suffit d'estimer \\T^Sq^9,u\^\\La de manière adéquate.
Dans les calculs qui suivent, on note K tout terme satisfaisant

WL. < ̂ -^iHLipOHiBdNk- + l|T<^lk).
On peut écrire :

T^ Sq _ i 9j uAq V3

= Sq-^Sq-^OjU/^qV3

+ 1̂  (^-i-Vi)^Ap(Viô^A^),
b-9|<3

= A^ (T^Sq^9,u + ̂  (Vi - ̂ -i)^ApVi9^) + 7Z,
P<9-1 /

= A^(Vi(r<^) + [T^,Vi]ô^)+7Z,

=7Z.
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Estimation de \T^QjR(v3\u)\\B^- — On a

T^R(v^u) = ̂ T^^ÂqQ.u.
q

Le terme général de cette série est seulement à fréquences dans des boules
dyadiques. Cependant, comme on cherche à estimer la somme dans un
espace de Besov à indice positif, il suffit encore, en vertu du lemme 2.3,
d'estimer \\T^^qV3 Aq9jU\\La de manière adéquate.

On applique à nouveau la formule de paradérivation du type (A. 7) :

r^(A^'À^) = À^r^-A^' + A^T^Âqu
+ ^ 291 sgn(çi - q)A^A^ (Açî/À^)

9i<9+3
peA^q

- ^ 291 sgn(çi - ç)A^(À^A^A^ + A^'A^À^).
|çi-g|<2
P^qi.q

II vient donc, compte tenu de divî; = 0,

T^O^^Âqu) = A^T^À^ + 7Z,

= Aç^' ([T^, \}QJU + ÀçT^ô^) + 7Z,
=7Z.

On a donc montré que

(A.IO) |[^+^v,r^||^<q|^||^(||^||^ 1 1 ^ 1 1 ^ +|M^).
Ce n'est pas tout à fait l'estimation voulue. En traitant à part les basses
fréquences, on peut remplacer \\v\\^ par HV^IL^.

Soit ^ e C§°(B(0, j). On pose

'y == z + w avec w = ̂ (J9)v.

On écrit à nouveau la décomposition (A.9) en dédoublant chaque terme
selon les hautes et basses fréquences de v. Comme certains des termes de
basses fréquences sont nuls, on trouve

[9t + v • V, T^]u = (T^Q.T^u - T^QjU - T^Q^u)

+ ([r^ ^ TAQ3U + T^TQ^U - T^JQ^U

- TQ^ - T^z3 - T^R(z^u)).
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En remarquant que

IMLip < ^(11(1 - X){D)V\\L^ + 11(1 - x)(^|li < C\\VV\\L^
et en appliquant (A. 10), on constate que les hautes fréquences de v véri-
fient l'estimation souhaitée.

Pour les termes de basses fréquences, on écrit

T^Q^U =^Sq^{w3Sq^9j(|))^qU

q

= ̂  w^q^Q^qU + ̂  A^[Vi, w^Sq^Q^
q q

= W^TQ^U + J^\u [^{w^x - 2-^-^y) - w^x))
q S^9^(x-2-^y)dy

= W^TQ^U + n,
où 7Z désigne un terme vérifiant l'estimation voulue. On a aussi,

T^QjT^u = ^ Viw^Aç(5p-i^A^),
\P-q\<3

= w^-(r^)+ ̂  (Vi-^-i)w^-A,(^_^A^).
|p-ç|<3

On remarque alors que

Sp^ApU = ̂ pT^u + [T^ \}u + Ap_2^)ApAp_i^ - \.^\^iu.
Le lemme 2.2 et (2.9) assurent donc que

\\S^^U\\L. < 2-^(11^115^ + H^IlB^ll^llo)-

Finalement, on a donc T^QjT^u = w^Q^T^u) + 7Z.
Pour T^wWjU, on écrit

T^Q.u =^Sp^Ap(wj9,u)

=w:)T^u + ^ (^-i-^-i)^^'^^^)
|p-g|<2

=w^ô^+0+ ̂  (5'p-i-Vi)^Ap,w^A^n
|p-g|<2

=w^^+ ̂  (5p-i-Vi)^
|p-g|<2 /l

y ^(î/)(wJ(^-2-^)-wJ(.r))
^q9,u(x-2-py)dy

=wJT^•^+7^.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



224 R. DANCHIN

On en déduit que

T^jQjT^u - T^QjU - T^JQ^U

= w^Q^u - ̂ T^u - w^Ta^u + n = n. D

Dans le lemme suivant, on établit que l'espace B^ ^ contient une large
classe de fonctions ayant une discontinuité sur S.

LEMME A.4. — Soient E une hypersurface compacte de classe B^
(avec a e ]d, +00] et r G ]d/a,l[) et U l'ouvert borné de frontière E.
Alors pour toute fonction u e B^ on a uljj ê B^ ̂ .

Preuve. — On se donne une équation (/ = 0) définissant S et un
voisinage Y de S sur lequel |V/| > c > 0. Soit ^ une troncature C°°
valant 0 près de S et 1 au voisinage de R^V. On pose

Zx=ex,/\.../\ex,_,/\^f

pour A e A^, Zi = \Q, et ZQ = V/.
Soit X un champ de vecteurs de B^ tangent à S. La décomposition (5.2)

appliquée à (1 —x)X prouve l'existence de fonctions ai et (3\ de classe B^
et telles que

d

X=^a,Z, + Y^(3xZx.
z=o \çAi_,

La tangence se traduit par aojs = 0-
Comme B^ est une algèbre, on a uaoZo G B^. Admettons provisoire-

ment le lemme suivant :

LEMME A.5. — Soient a e ]l,+oo[, s e ]l/a, 1[ et U un ouvert borné
de R^ à frontière de classe C1. Alors toute fonction f e ^(IR^) à trace
nulle sur 9U vérifie luf e B^R^.

Dans notre cas, B^ ^ C1, donc on peut appliquer le lemme A.5.
On en déduit que aoZoulu 6 B^.

On a par ailleurs pour i ç { 1 , . . . . d} et À e A^_^,

diy(aiUluZi) = Zi(x,D)(aiulu) + a^l^divZ,,

div(b\uluZ),) = Z\{x,D)(a\u\u)'

II suffit donc de prouver l'appartenance de Zi(x^D)ÇaiUlu) et celle de
Z\(x,D)(a\ulu) à B^~1 pour obtenir div Xu e B^~1. Ceci résulte du
lemme suivant que nous admettons pour l'instant.
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LEMME A.6. — Soient r G ]0î l [ et a ç [1,+co]. On se donne
u G B^HL00, v G L°°, X zm champ de vecteurs à coefficients et divergence
dans L°° D B^. On suppose en outre que X{x,D)v est dans B^~1. Alors
on a X(x^D)uv G B^~1 et l^estimation

\\X(x,D)uv\\^ < C{\\v\\^ (||X||̂  Ms; + |H|L~Nk)

+\\u\\^\\X(x,D)v\\^-.}.

Avec les hypothèses du lemme A. 4, les fonctions et les champs
considérés sont bornés. De plus Zi(x^D)lu = 0 et Z\(x^D)\u = O? d'où
la conclusion. []

Preuve du lemme A. 5. — Supposons d'abord que U = M^"1 x IR^".
D'après [T, prop. 3.3.2], l'application g \—> lu g est alors continue de B^~1

dans B^~1.
Soit maintenant h G B^ s'annulant sur l'axe {xd = 0}. Pour tout

i 6 { ! , . . . , û?}, on a 9i(luh) = lu9zh. Donc, d'après ce qui précède,
Oi(luh) appartient à B^~1. Comme par ailleurs il est clair que lu h G L0'
puisque h e L", on en déduit, en utilisant la décomposition (5.4), que lu h
appartient à B^.

Lorsque U est un ouvert borné de classe (71, on peut se ramener au
cas précédent à l'aide d'une partition de l'unité (voir [T] page 191 pour
un exemple d'une telle partition). Tout revient finalement à appliquer le
résultat du cas U = R^"1 x Rj" à un nombre fini de fonctions du type
(f)f o '0 avec (f) € C§°^ f C B^ et ^ G C1 D Lip. Grâce au lemme 2.1, ces
fonctions sont dans B^ d'où la conclusion.

Preuve du lemme A. 6. — On écrit la décomposition suivante :

X{x, D)uv = X(x, D)T^v + X(x, P)î>,
= TxT^v + TQ^X1 + 9^(î>, X1)

- J?(r ,̂ divX) + TxT^v + Ta^uX1

+9iR(X\T^u)-R(divX,T^u).

D'après le lemme 2.4, on a

||î>|lo < C\\U\\L^MO et \\T^U\\B^ < C\\V\\L^\\U\\B^

En appliquant encore ce lemme, on vérifie que les sept derniers termes
satisfont l'estimation voulue.
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Pour traiter le premier terme, on utilise l'inégalité (A.4). On obtient

||TxTn^||^<C7{||X||^||^||L-||^|lo+ll^lloll^^||^-

+IM^||r^|lB^}-
II est clair que ||r^||^r'-i < C7|[X||^oo ||îz||^. Les inégalités (2.12)
et (2.14) permettent alors de conclure. Q
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