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TWISTEURS DES ORBITES COADJOINTES ET

MÉTRIQUES HYPER-PSEUDOKÀHLÉRIENNES

PAR OLIVIER BIQUARD

RÉSUMÉ. — Soit G un groupe de Lie compact semisimple. Les orbites coadjointes
de 0e ont des métriques hyper-kàhlériennes G-invariantes. Dans cet article, nous
construisons leurs espaces de twisteurs et déduisons une formule pour la métrique en
fonction d'une solution d'équations algébriques réelles; par conséquent, ces métriques
sont algébriques réelles. Les équations algébriques gardent un sens pour d'autres formes
réelles, non compactes, Gr de 0e ; les solutions fournissent des métriques pseudoriema-
niennes G^-invariantes définies sur des ouverts des orbites coadjointes. Ces métriques
demeurent kàhlériennes par rapport à trois structures complexes satisfaisant les rela-
tions de commutation des quaternions : nous les appelons hyper-pseudokàhlériennes.

ABSTRACT. — TWISTORS 0F COADJOINT ORBITS AND HYPER-PSEUDOKÀHLER
METRICS. — Let G be a compact semisimple Lie group. Thé coadjoint orbits of Gc

hâve G-invariant hyper-Kàhler metrics. In this paper, we give a construction of their
twistor spaces and a général formula for thé metric in terms of a solution of real
algebraic équations; we deduce that thèse metrics are real ( serai-)algebraic. Thèse
algebraic équations make sensé aiso for other real (non compact) forms Gr of G^ ;
thé solutions give rise to G^-invariant pseudoRiemannian metrics on open subsets of
coadjoint orbits. Thèse metrics are still Kàhler with respect to three complex structures
satisfying thé commutation relations of thé quaternions : they are hyper-pseudoKàhler.

Les orbites coadjointes d'un groupe de Lie semi-simple complexe
possèdent une structure symplectique canonique, donnée par la forme de
Kirillov-Kostant-Souriau. Ces variétés holomorphes-symplectiques admet-
tent des métriques hyper-kàhlériennes, invariantes sous une forme com-
pacte du groupe, par le travail de Kronheimer [14], [15], généralisé à toutes
les orbites par [13] et [1] ; la dernière référence contient aussi la construc-
tion de métriques hyper-kàhlériennes sur des variétés dérivées, comme
les cotangents des espaces de drapeaux généralisés. Le procédé général
est abstrait : on exhibe l'orbite comme un quotient hyper-kàhlérien de
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80 0. BIQUARD

dimension infinie, ce qui ne donne pas de renseignement très précis sur la
métrique.

Dans certains cas, on sait obtenir les orbites par quotient hyper-
kàhlérien de dimension finie : les orbites de 5'̂ C [16] et les orbites
niipotentes des groupes classiques [12] ; si une telle présentation donne
à nouveau peu de renseignements précis sur la métrique, elle indique que
l'on doit l'obtenir en résolvant les équations du quotient hyper-kàhlérien,
qui sont polynômiales. En particulier, les métriques ainsi obtenues sont
algébriques réelles (ou plus précisément semi-algébriques, et même Nash,
voir [5], où sont traités les orbites niipotentes minimales).

Cet article part d'une question que m'a posée Ranee Brylinski : est-ce
que les métriques hyper-kàhlériennes de toutes les orbites niipotentes
(pas seulement celles des groupes classiques) sont algébriques réelles ? La
question est en fait valable pour toutes les orbites coadjointes. Pour les
cotangents des espaces hermitiens-symétriques et les orbites complexifiées
d'orbites hermitiennes-symétriques, ainsi que pour certaines orbites nii-
potentes obtenues comme limite des précédentes, la réponse est positive
grâce aux formules explicites obtenues dans [3], [4].

Ici, nous traitons le cas général. L'idée est de passer par l'espace
des twisteurs. La considération de la construction twistorielle montre
immédiatement que les métriques doivent être analytiques réelles. Pour
obtenir l'algébricité, il faut une description plus explicite, que nous
réalisons.

Une motivation importante a été la construction de l'espace des twis-
teurs de l'espace des modules des fibres de Higgs par Simpson [18],
construction qu'il attribue à Deligne. Or les espaces de modules d'équa-
tions de Nahm, qui fournissent les métriques hyper-kàhlériennes sur les
orbites, sont des exemples particuliers d'espaces de modules de fibres de
Higgs, munis de certaines singularités supplémentaires.

Notre construction est différente (voir section 2) : elle est basée sur
une SOs-symétrie des équations de Nahm, qui permet de décrire toutes
les structures complexes de la métrique hyper-kàhlérienne, à partir de
certains espaces de modules d'une équation complexe issue des équations
de Nahm. Nous expliquons le lien avec la construction de Deligne-Simpson
à la fin de la deuxième section.

On obtient ainsi, dans la troisième section, une description très concrète
(théorème 4) de l'espace des twisteurs, avec la forme symplectique le long
des fibres et la structure réelle. Les sections réelles sont des polynômes
de degré 2, dont un coefficient est inconnu. Deux cas intéressants sont
explicités particulièrement : les cotangents d'espaces de drapeaux généra-
lisés, et les orbites niipotentes, pour lesquelles l'espace des twisteurs est
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TWISTEURS DES ORBITES COAD JOINTES 81

très simple, car toutes les structures complexes sont équivalentes. Pour ces
dernières orbites, Ranee Brylinski m'a indiqué avoir une construction simi-
laire. Dans le cas des espaces cotangents d'orbites compactes, Burns [6]
avait construit une métrique hyper-kàhlérienne dans un voisinage de la
section nulle par des méthodes twistorielles.

Dans la quatrième section, on examine la construction twistorielle
inverse. A posteriori, le seul rôle des équations de Nahm est de construire
le coefficient inconnu fournissant les sections réelles; la métrique a une
formulation très simple (théorème 7) en fonction de ce coefficient, obtenu
par résolution d'équations algébriques (les solutions sont isolées, mais pas
nécessairement uniques, donc il y a un choix qui explique le caractère
semi-algébrique) ; on a donc une construction générale, algébrique, de ces
métriques et on déduit (théorème 11) que les métriques hyper-kàhlériennes
des orbites coadjointes sont (semi-) algébriques réelles.

Enfin, l'approche algébrique a le mérite de faire apparaître de nouvelles
métriques, quand on substitue une autre forme réelle Gr de 0e au groupe
compact G : l'espace des twisteurs explicite construit précédemment a
formellement toujours un sens, mais on ne dispose plus de la famille de
sections réelles fournies par les équations de Nahm. Nous interprétons
ces espaces comme correspondant à des métriques G^-invariantes définies
sur des ouverts d'orbites coadjointes contenant une G^-orbite ; ces métri-
ques sont pseudoriemanniennes (non définies positives en général), mais
toujours kàhlériennes (ou plutôt pseudokàhlériennes) par rapport à trois
structures complexes vérifiant les relations de commutation des quater-
nions : c'est-à-dire hyper-pseudokàhlériennes. Elles sont encore algébriques
réelles : les équations qui les déterminent sont analogues aux équations
obtenues pour les métriques hyper-kàhlériennes (^-invariantes ; cela per-
met de donner quelques exemples explicites.

Deux travaux récents sont liés à cet article : dans [17], Santa-Cruz a
indépendamment étudié une forme de twisteurs pour les orbites coad-
jointes; dans [11], Joyce a obtenu, à partir de sa construction d'une
«géométrie algébrique hyper-complexe», des équations algébriques pour
les métriques hyper-kàhlériennes des orbites coadjointes, qui semblent
équivalentes à celles produites ici via les twisteurs.

1. Équations de Nahm et équation complexe
Nous rappelons la construction des métriques hyper-kàhlériennes sur

les orbites coadjointes; comme indiqué plus haut, l'idée de base est due
à Kronheimer, mais nous basons notre présentation sur [1]. Soit G un
groupe de Lie compact connexe semi-simple, d'algèbre de Lie g.
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82 0. BIQUARD

1.1. Équations de Nahm. — On regarde le système d'équations
suivant, portant sur des fonctions Ti : R_ —> g :

f^+[îb,Ti]=-[T2,r3],

(1) { ^+[îb,T2]=-[T3,ïl],

^+[To,r3]=-[ri,r2];

ces équations sont exactement les équations d'antiautodualité pour la G-
connexion

3

V^d+Tbds+^T.d^
i

sur le cylindre R- x (S1)3 (mais on regarde uniquement les solutions inva-
riantes sous l'action du tore (S1)3). Le groupe de jauge des applications
g : M- —> G agit sur les solutions par

gÇTo^T^Ts) = (Ad(g)To- ̂  g-\ Ad(g)T^ Ad{g)T^ Ad{g)T^).

1.2. Exemples de solutions. — Fixons une sous-algèbre de Cartan
I) G Q et un triple! r == (Ti^^s) d'éléments de () ; donnons-nous aussi
un triplet a = ((71,^2,0-3) dans le centralisateur Cr des T^, tel que a soit
une représentation de 5112 dans Q, c'est-à-dire [cr^c^] = —2ak si (ijk) est
une permutation circulaire de (123). Alors on a une solution particulière
du système (1), donnée par la formule

(2) Vo-d+E^-^)^-

1.3. Espace des modules hyper-kàhlérien. — En fait, toutes les
solutions de (1) sont asymptotes à ce modèle quand s tend vers —oo,
à un terme en 0(1 /[.s]1'^6) près. Etant donnés r et a comme dans
l'exemple, on considère l'espace des modules M(r^(r} des solutions de (1)
qui sont asymptotes à Vo, module le groupe de jauge des transformations
g : IR_ —> G qui préservent le comportement asymptotique en —oo et qui
vérifient la condition au bord g(0) = 1.

De manière plus précise, M(r^a) est construit comme quotient de
dimension infinie : on pose, pour e assez petit,

^-{^(^ûi.^.as); \a\=0{\s\-l-€), |Voa|=0(H-2-6)},
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TWISTEURS DES ORBITES COADJOINTES 83

ce qui permet de définir

A= {Vo+o; oef2vj,

G = {g : M- -. G; (7(0) = 1, (Vo^-1 e ^vo}-

L'espace des modules est alors

M.(r,a) = {solutions de (1) dans A} / G .

C'est en fait un quotient hyper-kàhlérien de dimension infinie : si on fixe
un produit scalaire invariant ( . , . ) sur g, l'espace affine A est muni d'une
métrique

(3) (o ,&)= I {à(s)^b(s)}ds
JR_

et de trois structures complexes J, J et K, données par

{ ^(00,01,02,03) = (-oi, oo,-03,02),
(4) ^(00,01,02,03) = (-02,03,0o,-0i),

K(ào, oi, 02, 03) == (-03, -02, oi, oo);

l'espace A est ainsi hyper-kàhlérien. En un point [V] e A^(r,a), l'espace
tangent à M(r,a) s'identifie à l'espace des o e fî^^, tels que

V*(o) = V*(Jo) = V*(Jo) = V*(^o) =0;

la structure hyper-kàhlérienne de A descend à .A/((r,cr).

1.4. L'équation complexe. — Une variété hyper-kàhlérienne

(X.^.J,^)

induit une structure holomorphe-symplectique (X,!,^ = ujj + îci;j<).
Dans le cas des espaces de modules de solutions des équations de Nahm,
la structure holomorphe-symplectique sous-jacente peut être décrite sim-
plement à partir des espaces de modules des solutions d'une équation
complexe.

Si l'on regarde les fonctions v et ^ à valeurs dans ^c, données par

^=^(To+^i) et 0=j(r2+zT3),
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84 0. BIQUARD

alors les deux dernières équations du système (1) s'écrivent comme Y équa-
tion complexe

(5) J-^+^^=0-

Cette équation est invariante sous un groupe de jauge plus gros, à savoir
les transformations complexes g : M- —> 0e agissant par

g(v^) = (Ad(g)v - J ̂ g-\Ad(g)4>).

On écrit U = ir\ et V = r^ + rrs, de sorte que (U, V) est un couple à
valeurs dans la sous-algèbre de Cartan ^€. D'autre part, étant donnée la
représentation a de 5112, on pose

H=iai, X = ^(-0-2 +^3), ^ = |)(^2+ÎO-3),

de sorte que p = (H,X,Y) est une représentation de 0(2 (c'est-à-dire
[H, X] = 2X, [H, Y} = -2Y et [X, Y] = H). Pour les éléments de M(r, a),
on a le comportement asymptotique

(o -j(^-ë). ^^-r).
1.5. Espace des modules holomorphe-symplectique. — On peut

considérer l'espace des modules des solutions de l'équation complexe

(7) M^ÇU, Y; p) = {solutions de (5) dans A}/QC,

où 0e est défini de manière similaire à Ç, mais avec des transformations
à valeurs dans (5e. L'espace des modules M^^U^V^p) est muni d'une
structure holomorphe-symplectique naturelle,

(8) ^((î)!, ̂ i), (v^ ̂ )) = 4 ({v^ ̂ }c - {v^ ̂ i}'.

Le théorème le plus important dans la théorie est le suivant. Son origine
remonte au travail de Donaldson [7] sur les monopoles.

THÉORÈME. — La flèche naturelle M(r,a) —^ M^'ÇU.V',?) est un
isomorphisme de variétés holomorphes-symplectiques.

L'intérêt de ce théorème réside dans le fait qu'il est tout à fait
possible d'expliciter concrètement la variété holomorphe-symplectique
.A/fO^, V;p) ; nous le ferons dans la section 3, dans un cadre légèrement
plus général que dans [l], en supprimant l'hypothèse que H et U soient
autoadjoints.
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TWISTEURS DES ORBITES COADJOINTES 85

Nous utilisons cette généralisation dans le lemme très simple suivant.

LEMME 1. — Fixons U, V et p = (H, X, Y). Soit une constante c e C,
alors :

1) l'application (y, 0) \—> (y-\-c(j), 0) fournit un isomorphisme de variétés
holomorphes-symplectiques

MC(U,V',p)——Â^C(^+cy,V;Ad(ecy)p);

2) l'application (v,(/)) i—>- (y^ccf)) fournit un isomorphisme de variétés
holomorphes-symplectiques

(A^([/, Y; p), J, c^) — Mc^ cV; p'),

cm ̂  = (^ c-1^, cV) = Ad(exp(- jc^))p.

Démonstration.—La première application proposée préserve l'équation
complexe (5); comme Ad(exp(cy))7:f = H + 2cV, c'est clairement un
isomorphisme holomorphe entre les espaces indiqués ; enfin, compte tenu
de la formule (8), les structures symplectiques sont préservées. La seconde
partie est aussi facile. []

2. Action de SOs et twisteurs

2.1. Variétés des twisteurs.—Soit (M, g , I , J , K) une variété hyper-
kàhlérienne, de dimension complexe 2n. La variété M. admet une 2-sphère
de structures complexes,

1^ = xi + yJ + zK, w = (x, y , z) çS2 C M3.

On identifiera donc 1 = (1,0,0), J = (0,1,0) et K = (0,0,1).

Construction twistorielle. — Décrivons l'espace T des twisteurs de M.
(voir par exemple [10], [8]). Comme variété topologique, c'est un produit
M x §2. Notons IQ la structure complexe de S2 = CP1. Si on pose,
pour X e TmM et Y e T^§2,

J(x,r)=(^x,ion

on obtient une structure complexe sur T, qui apparaît alors munie
d'une projection holomorphe TT : T —^ §2, dont la fibre F au-dessus
de w est {M,Iw}. L'espace T est muni d'une structure réelle (involution
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86 0. BIQUARD

antiholomorphe) ï(m,w) = (m, —w). Si w = u(I) pour u ç SÛ3, alors la
fibre (A^,Jw) admet une structure symplectique-holomorphe

^c = ̂ u(J) + ̂ n(J<) ;

l'élément u de SOs n'est déterminé par w ç §2 = SOs /S1 qu'à l'action
près de §1, si bien que sur T, on ne retrouve qu'une forme symplectique
dans la direction des fibres, tordue par le fibre tangent 0(2) de CP1 :
donc uj° est une section holomorphe de A2^ 0 0(2\ invariante sous r.
Enfin, l'identification (non holomorphe) T == A4 x §2 fournit une famille,
paramétrée par .M, de sections holomorphes réelles w i—^ (m,w) de TT,
chacune avec fibre normal C271 (g) 0(1).

Réciproquement, pour une variété T munie de toutes ces données,
l'espace des paramètres de la famille de sections réelles est une variété
hyper-kàhlérienne.

Recollement via la structure réelle.—Identifions S2 privé d'un point à C
par la projection stéréographique. L'application antipodale s'écrit alors
A ^—> —1/À. Notons % la restriction de T au-dessus de C. La structure
réelle T de T —^ §2 couvre l'application antipodale en préservant toutes les
structures, si bien que la donnée de l'espace des twisteurs T est équivalente
à la donnée de 7c et de la structure réelle r : Tjc* 1—)> ^|c* couvrant
l'application antipodale À i—>- —1/A, et préservant toutes les structures; en
notant 7c l'espace Te muni de la structure complexe opposée, la structure
réelle apparaît alors comme un isomorphisme (holomorphe)

(9) T : Te. -^ 7c*

qui permet de récupérer T en recollant 7c et 7c au-dessus de C*.

2.2. Action de SOa sur les solutions des équations de Nahm.
Une propriété intéressante des équations de Nahm est que les solutions
admettent l'action d'un élément u € S Os par

To——TO, (Tl,T2,Ï3)——<Tl,r2,T3).

On obtient ainsi un difféomorphisme

u : M(r,a) —> M(u(r),u(a)).

Ce difféomorphisme échange les structures complexes de la manière sui-
vante : soit w ç §2, alors u est holomorphe comme application

(10) u : (A^(T,(T),^) —— (A^(T),^(a)),J^)).

TOME 126 — 1998 — N° 1



TWISTEURS DES ORBITES COADJOINTES 87

II est à noter que cette propriété détermine le choix de J, a priori
arbitraire, fait dans la formule (4).

2.3. Construction de l'espace des twisteurs.—Nous allons utiliser
cette action de S0(3) pour construire directement l'espace des twisteurs
de M.(r^(T).

Formules utiles. — Ecrivons des formules pour la projection stéréo-
graphique de la sphère §2, privée du pôle nord (—1,0,0) , sur le plan
complexe C :

. , , ., ,, / 1 - |Ar 2a( l l ) A = a + ^ e C - ( . = H , ^ ^ — —
|A|2 |A|2

2b
5 Z =

1+|A|2
)eS 2 .

Si A = a + ib 6 C on peut faire le choix suivant de u G S Os envoyant 0
sur À, en posant

/ i - i A | 2
2a 2b

(12) -1

1+|À|2

0

2|A|

1-

1-

^|À|2

-b
W\

|A|2 a

1

1-

+|A|2

a
N-|A|2 b

1 + I A p |À|\ 1+ |A | 2 1+|À|2 |À | /

ce choix correspond à une section unitaire ^ de TCP1 au-dessus de C*,
que l'on peut écrire concrètement, dans la trivialisation TCF1^ = C x C,
comme

(13)
«^J^l^

Fibres de l'espace des twisteurs. — Compte tenu de cette trivialisation
de 0(2) sur C", la fibre T\ de T au-dessus de A est

(14) TA = (M(T,a),h,uj^ = {M{u-\T\u-\a)),I^

au lieu de faire le calcul uniquement sur les valeurs asymptotiques r et <r,
posons-le directement pour (T^T^T^) = u-^ri^îs), donc

^-î^M1T', + iT' = 2|A| .- , 1
)-^1+

1-|A|2

1+|A|2 1 |A|
2|A| r^îi-l-

.1-|A|2
•1+|A|2

b)T,)

l (_ i\{T^iTs) - |A|2^A(-^2+^^3))
1+|A|2 1 |A|(1+|A|2)

l-^l f^rp , Tî+iTy, \= î^^ [2ÎT^ + —[)- - ̂ T,+zTs) );
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00 0. BIQUARD

en termes de v = j (TQ + îTi) et <j) = j (Ta + îTs), on obtient

(15) ^^U^â-^).
et on calcule de manière similaire,

(16) v ' ^\\\(1)1 =v-i\(f)\

Ainsi, d'après (14), TA s'identifie comme variété holomorphe-symplectique
(la section ^ de 0(2) ayant été fixée) à l'espace des modules MC(Uf, V', //),
où (U^V'.p'} s'exprime en fonction de (U,V\p) par les formules (15)
et (16).

Par la première partie du lemme 1, on peut se débarrasser du terme
en (f)' dans la formule (16) pour v ' sans changer la structure holomorphe-
symplectique, donc regarder l'espace des modules des solutions ( v " , ( f ) " }
de l'équation complexe, avec

-̂.A,., ,--,^(^^.^.^.).

Finalement, il est plus commode de raisonner par rapport à la section
holomorphe

faW»-^
de 0(2) au-dessus de C; cela revient à multiplier la forme symplectique
P^ Ç/Ço = (1 + IAI^ 'A/IAI , ce qu'on obtient, d'après la seconde partie
du lemme 1, en considérant l'espace des modules complexes des solu-
tions {v1"^"1), données par

^-< r^i+iAi2)^',
c'est-à-dire

v 1 " = y - ̂ *, ( j ) ' " = cf) + i\(v + ̂ ) + AV.

L'intérêt de cette écriture est que le couple (^.ç^") dépend maintenant
de manière holomorphe de A, ce qui signifie que la collection des espaces
de modules correspondant donne la structure complexe, non seulement de
chaque fibre T\, mais aussi de l'espace total 7c.

Description de l'espace des twisteurs. — Nous sommes maintenant en
mesure de démontrer le théorème suivant. Pour simplifier les formules,
nous remplaçons -i\ par A dans ce qui suit.
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TWISTEURS DES ORBITES COADJOINTES 89

THÉORÈME 2. — L'espace des twisteurs Te de M(r,a) peut se décrire
de la manière suivante :

1) comme variété complexe, 7c = ]J MC(U\,V\',p\), avec
\çc

Ux = U + AV*. Vx = V - \{U + î/*) - A2^*,

p^A^e-^)?;

la dernière égalité se traduit par

H^ = H + 2AX, VA = Y - \H - A2^;

2) Za section standard ^(A) = -\QfQ\ de TCP1 = 0(2) 5W C ayant
été fixée, la structure symplectique suivant les fibres est exactement la
structure symplectique des MC(U\, V\;p\) ;

3) la structure réelle est

r^)-(-l,-.--C.-^

4) la famille de sections réelles est donnée par

\^ (A^+A^*, ct)-\(v-}-v^-\2^)

pour toute solution (v,(/)) ç M(r,a) des équations de Nahm (1).

En réalité, ces données définissent complètement T.

Démonstration. — Les espaces de modules MC(U\, V\',p\) se rassem-
blent bien pour former une variété complexe : il s'agit d'être capable
de faire la construction quotient (7) en famille; cela est possible car les
espaces A et les groupes de jauge complexes 0e pour chaque A restent
les mêmes, à l'action près de Ad(exp(-AX)) : la construction quotient
est alors C°° par rapport aux paramètres, et même holomorphe puis-
que ceux-ci sont holomorphes par rapport à A. Le fait que l'espace 7c,
avec sa forme symplectique suivant les fibres, soit bien l'espace des twis-
teurs découle directement de la construction que nous avons faite, qui
donne aussi les sections réelles ; ces sections réelles fournissent un produit
7c = C x M(r, cr), dans lequel la structure réelle est A i-̂  -1/Â : on vérifie
ainsi aisément la formule annoncée pour r. Enfin, la forme symplectique
suivant les fibres vérifie r*^ = Â~2 ̂ c ; quand on recolle les espaces 7c
et 7c au-dessus de C* via r (voir (9)), toutes les structures se recollent
bien, et la forme symplectique prend ses valeurs dans 0(2). []
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2.4. Comparaison avec la construction de Deligne-Simpson. —
Indiquons maintenant le lien avec la construction de Deligne-Simpson [18]
de l'espace des twisteurs de l'espace des modules des fibres de Higgs.

Equations de Nahm et fibres de Higgs. — Si z = rexp(i6) est la
coordonnée complexe sur C, et s = Inr, alors (voir [1]) une solution (v^ (f))
des équations de Nahm (1) donne un fibre de Higgs ((9"^, (p), invariant par
rotation sur le disque unité privé de l'origine (avec singularité à l'origine)

a^^^, ^=^,
z z

qui vérifie l'équation d'antiautodualité FÇ^) + [^, </?*] = 0.

Construction de Deligne-Simpson. — La construction de Deligne-
Simpson pour l'espace des twisteurs de l'espace des modules des fibres
de Higgs est la suivante : pour A ç C, la fibre T\ est l'espace des A-
connexions, c'est-à-dire des opérateurs V : 0{E) —> 0(Q1 0 E) vérifiant

V(/5) =Ad/0s+ /V5 ;

pour À = 0 on retrouve les fibres de Higgs. Si A 7^ 0, l'espace T\ s'identifie
à un espace de connexions en associant à V la connexion V°'1 + A^V150 ;
les espaces T\ pour A G C* ont ainsi tous la même structure complexe.

Rapport entre les deux constructions.—Maintenant, notre construction
peut être interprétée dans le formalisme des A-connexions : nos espaces
de solutions de l'équation complexe (A, v, (f)) fournissent en effet des A-
connexions en posant v ' = v, (f)' = 0 + Xv et

V = < ^ + A 9 + ^ / d ! + ^ d ^ ;
z z

à partir d'une solution (y^ (f)) 6 A^(r, a), on a la section réelle v^ = v-{-\(f)*
et 0^ == (f) — \v* qui pour chaque A donne une A-connexion, avec une
singularité à l'origine qui dépend de A.

Un ingrédient absent de la construction de Deligne-Simpson est la
présence de structures à la singularité, que nous avons incorporées dans
notre construction. Une conséquence est que les diverses structures com-
plexes des 7^, pour A 6 C*, ne sont plus équivalentes en général.

Enfin, remarquons que la combinaison de la construction faite dans
ce papier, qui traite les singularités à l'origine, avec la construction de
Deligne-Simpson, donne certainement une construction des twisteurs de
l'espace des modules des fibres de Higgs avec singularités logarithmiques
au-dessus d'un diviseur lisse, étudié dans [2].
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3. Twisteurs explicites
Nous donnons à présent une description concrète de l'espace des

twisteurs T de M(r,a).

3.1. Structure de M, (U, V; p). —Fixons toujours une sous-algèbre
de Cartan () C 5, des éléments [/, V ç ^ et une représentation p =
{H, X, Y) de 5(2 dans le centralisateur cu,v de U et V. Nous allons énoncer
sans démonstration des résultats qui sont une généralisation immédiate
de [1] au cas où U et H ne sont plus nécessairement autoadjoints.

Décomposons U en U == U~ + U~^~ e ( ) € % ( ) ; nous décomposons
5e = ^S^" suivant les valeurs propres (réelles) de ad^^ et définissons
les sous-algèbres niipotente et parabolique

^-(D^ p^=(B^;
^<o e<^o

on notera P[; le sous-groupe parabolique, d'algèbre de Lie pu ; soit L le
sous-groupe d'algèbre de Lie (^ncyen^ncv ; si g = g(0) est un élément
de 0e, prolongé sur IR_ de sorte que g{s) = 1 pour s < -1, et n e H[/,
alors

("•^^(K"-^).!^-^)^^"-1'""""1-")?)
est un élément de A^^V;?); en fait, tout élément de M^-^.V^p) se
réalise ainsi, de sorte qu'on obtient un isomorphisme

(17) A^(^ V; p) = 0e XL (V + Y + nu H cy).

L'application

^x^y+r+n^ncy)—0e ,
qui à (g, V + Y + n) associe Ad^"1)^ + V + n), n'est autre, au niveau
des solutions, que (y, (/)) ̂  20(0) ; la structure symplectique est invariante
sous l'action naturelle de 0e et est décrite en g = 1 par la formule

(18) ^((^m),^^)) =-<20(0),[^,^]>c+(^l^2)c-<n2^l>c .

Dans le cas régulier, c'est-à-dire quand c^/ D Cy, alors H[/ H Cy = 0,
donc l'application (y, 0) ̂  2^(0) identifie M(U, V\ p ) à l'orbite 0(V+Y)
de V+y, avec la forme symplectique -(2^(0), [gi,^])0, à savoir la forme
de Kirillov-Kostant-Souriau.

Enfin, le lemme suivant donne une description de .A^t/, V\p) comme
feuille symplectique des structures de Poisson canoniques sur 0e Xp p,
introduites dans [1]. Sa démonstration est immédiate.
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LEMME 3. — Si P est un sous-groupe parabolique^ dont l'algèbre de
Lie vérifie p D Cy = pu ^ Cy? e^ 5î n C p e^ l'algèbre de Lie niipotente
correspondante^ alors

^ x^ (Y + Y + n^ H cy) = Gc xp ÇOp(V + Y) + n),

où Op désigne l'orbite sous P. []

3.2. Description de l'espace des twisteurs. — Ces résultats nous
permettent de donner une description de l'espace des twisteurs T de
M.(r^a). Définissons l'ouvert des points réguliers,

C ^ = { A e C ; c ^ D c y j = { A e C ; c^Dcv,},

où la seconde égalité est facile à déduire des formules du théorème 2 ; cet
ouvert est constitué de C privé d'un nombre fini de points.

La démonstration du théorème suivant est immédiate à partir du
théorème 2 et de ce qui précède.

THÉORÈME 4. — Reprenons les notations du théorème 2.
(a) Au-dessus de A C C, la fibre T\ est

0e xp^ (Op^+y^+n^),

avec forme symplectique donnée par la formule (18).
(b) Au-dessus de C^ :

1) la fibre T\ est l'orbite de V\ + Y\ avec la forme de Kirillov-
Kostant-Souriau ;

2) la structure réelle est

(19) ^'^(-r-^)5

3) si 0 est régulier^ alors les sections réelles^ paramétrées par
A ç 0(y + Y), sont données par

Ai—^A^Aîri^-A^*,

où Ti(0) est la valeur en 0 de la solution des équations de
Nahm dans M(r,a) telle que (T^ 4- iT^ÇO) = A.

(c) La correspondance entre les descriptions (a) et (b) est donnée par

^A)^Ad(g-l)A.
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La signification du théorème est claire : quand l'orbite de V\ + Y\ est
de dimension maximale, elle fournit la fibre T\, sinon on la remplace par
une variété symplectique de la bonne dimension ; par exemple, dans le cas
semi-simple (a = 0 donc VA == 0), la fibre exceptionnelle s'identifie à une
fibration au-dessus de l'orbite de V\^ avec fibre

r*(Stab(y;o/Stab(y;o np^).

D'autre part, il est important de noter que, dans le résultat, les équa-
tions de Nahm n'interviennent que comme moyen de produire les sections
réelles.

Enfin, dans la description (a), on peut, localement, éviter la dépen-
dance par rapport à A du sous-groupe parabolique Pjj^, en appliquant le
lemme 3. Ainsi, de la formule

^=j^+^=^[7+2(^lmW+Â^•
on déduit que, sur le disque A = { | A | < l } , o n a

Tx = 0e xp^ (Op^(Vx + VA) + nu)
(20)

= 0e xp^ (<9stab(i/+)(^ + Yx) + nu) ;

cette formulation clarifie le fait que la famille des T\ est lisse par rapport
à A, puisque Stab([/+,y;J = Stab(£/, V) ne varie pas et les Y\ sont tous
conjugués sous Stab([/, V).

3.3. Deux exemples. —Nous explicitons deux exemples intéressants.

Orbites niipotentes. — Le cas des orbites niipotentes est particuliè-
rement simple, puisqu'il correspond à r = 0, donc tous les points sont
réguliers. On en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5. — L'espace des twisteurs T d'une orbite niipotente 0
est entièrement décrit par :

1) l'espace des twisteurs 7c au-dessus de C est un produit C x 0 ;
2) la forme symplectique le long des fibres est la forme de Kirillov-

Kostant-Souriau ;
3) la structure réelle est

^)=(4,-$),
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4) les sections réelles sont

\——A-^XiT^-^A^

où Ti(0) est la valeur en 0 de la solution (T^.T^.T^s)) des équa-
tions de Nahm, convergeant vers 0 quand s tend vers -oo, et telle que
(T2+ZT3)(0)=A.

Cotangents des espaces de drapeaux. — Si on fait a = 0 et r^ = r^ == 0,
alors U = ZTI et M^ÇU^V^O) = T^GC/Pu) est le cotangent d'un espace
de drapeaux généralisés; dans ce cas U\ = U et V\ = -2\U, si bien
que la description (20) reste valable sur C tout entier. Notons qu'alors
^Pu{U) + nu = U + nu' On en déduit le résultat suivant.

COROLLAIRE 6. — Soit U = îïi et P = Pu, alors l'espace des twisteurs
du cotangent de l'espace des drapeaux, T^G^P), est décrit par :

1) pour A (E C, on a T^ = 0e Xp (-2XU + n), avec forme symplectique
donnée par (18) ;

^ 2) au-dessus de C*, on a %* = (C* x 0(U), -2Àa^^), avec structure
réelle donnée par

.(A,A)»(4,-^).

L'élément U tel que P = Pu paramètre toutes les métriques obtenues.
L'espace des twisteurs est une orbite coadjointe pour tous les A ^ 0, et
dégénère sur l'espace des drapeaux T^G^/P) en 0.

4. Construction twistorielle inverse
Etant donné un espace de modules M(r,a) des équations de Nahm,

donnant une métrique hyper-kàhlérienne sur une orbite coadjointe 0\
l'espace des twisteurs est entièrement codé dans la donnée de l'application

(21) A e o — r(A) e ̂ ,
où T(A) = îTi(O) et (Ti,r2,r3) est la solution des équations de Nahm
dans M(r, a) telle que (T^ + iT^)(0) = A.

Bien que cela ne nous soit pas absolument nécessaire, il a paru intéres-
sant d'expliciter la formule fournie par la construction twistorielle inverse.
On montre ensuite l'algébricité réelle des métriques hyper-kàhlériennes.

4.1. Formule pour la métrique. — Soit une section réelle

^(A^A^AT^-À^*.
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L'espace tangent à l'espace des sections de T, à savoir H°(CP1, <J\Tp) 5
est engendré par les o-^(A) = À - 2AdT(A) - A2^*. Nous définissons

^A = \ ̂ A + ̂ A) = -2A<9r(A) - A2^,

^-è^A-^-A^A^A);

on a ainsi décomposé

(22) ^=^+^,

avec o-0 s'annulant en 0 et a^ en oo.
-A A

Rappelons que (j\Tp w C271 0 (9(1), donc

(23) H°(CP\ayF) ^H°(CP\O-ATF(-I)) 0 H°(CP\0(1))

et que la métrique s'obtient comme le produit ^c 0 w, où UJC• est la forme
symplectique le long des fibres, à valeurs dans 0(2), et w le wronskien
sur H°(CP\ 0(1)).

Décomposons suivant (23) :

^(A)=((-2AâT(A)-A2A*)0(d^)0A(^) l /2,

a^(A) = ((A - 2A9T(A)) 0 (dA)V2) 0 (^V72;

en A = 0, la forme symplectique suivant la fibre est o^ 0 (— - )9/9\, donc
on déduit, en calculant en A = 0,

^(A,A)=2^(ôr(A),A).

En calculant plutôt en A = oo, on montrerait que g est bien réelle. On a
donc démontré le théorème suivant.

THÉORÈME 7. — La métrique hyper-kàhlérienne de l'orbite 0 s'écrit

^(A,A)=2a;c(ôT(A),A),

où ̂ c est la forme symplectique de 0 est T : 0 -^ ÎQ est défini en (21). []

Certains choix de constantes dans la construction peuvent être jugés
arbitraires, et il n'est pas évident que la constante 2 dans la formule ci-
dessous soit exactement la bonne. Heureusement, on peut parfois vérifier
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plus directement la formule : plaçons-nous dans le cas semi-simple a = 0,
et supposons TI = TS == 0; alors on une action de §1 sur .M(r,cr), donnée
par

((Ti +^3)^2) —— (e^(Ti +^3)^1) ;
l'action infinitésimale sur (T^iT^}(ft) est justement donnée par iT^(ff)=T,
et on obtient, d'après (10),

uji = CT^K = ̂ r^û^,
d'où on retrouve la formule du théorème; en fait, l'action préserve uûj et
l'application moment fournit un potentiel pour cjj (voir [10], [9]).

Dans le cas généraj, T n'est plus un champ de vecteurs et il n'est pas
évident a priori que 9T soit tangent à l'orbite.

4.2. Sections réelles et algébricité. —Nous commençons par reve-
nir sur la description des sections réelles aux points singuliers. Examinons
le cas où A = 0, par exemple, n'est pas un point régulier. Compte tenu de
(20), pour une section réelle

A - 2AT - A^* e (9(VA + îU
il doit exister g\ ç 0e et n\ e H[/, tels que

A - 2Ar - A^* = Ad{g^)(Vx + VA + ̂ ).
En particulier, en A = 0, l'élément A e 0e est conjugué à V + Y + no?
et, d'après (17), on peut choisir no € nu n Cy, de sorte que la partie
semi-simple de A est conjuguée à V et la partie niipotente à Y + no-

La question que nous voulons résoudre est la suivante : si, réciproque-
ment, on a

a(A) = A - A(r + r*) - A^* e 0(Vx + Yx)
pour A 7^ 0 proche de 0, à quelle condition a se prolonge-t-elle au-dessus
de 0 en une section de l'espace des twisteurs ?

Extension de sections. — Pour simplifier le problème, nous nous
restreignons ici au cas semi-simple (donc Y\ =0).

LEMME 8. — Si n ç nu est régulier, alors {g ç. g, [g, n] e nu} C eu'

Démonstration. — Décomposons g en g = p+ -\-go +<)-, avec g^_ G n±£/;
go G Q H eu et g- = -((/+)*; de [g + go,n] e n^/, on déduit que la
composante sur c-u + n-[/ de [n,^-] est nulle, ce qui se traduit, pour
tout X € puj par

0=(X,[^-])=([X,n],<7-);
par régularité de n, on déduit que ^- = 0 donc ^+ = 0 et g e c^/. []
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LEMME 9. — Si A est conjugué à V + n, avec n régulier dans n^/, alors
a(A) = A - A(T + F*) - A^* e (^(VA + VA) 5e ;m^n<7e a^-de5^5 de 0
en une section de T.

Démonstration. — Notons B un sous-groupe de Borel associé à la sous-
algèbre de Cartan \f-, tel que B C PU ; un A -^ 0 suffisamment petit est
régulier, donc il existe g\ ç G, b\ e B H Stab((7) et HA C n^/, tels que

A - À(T + F*) - A^* = Ad^X&AC^A) + HA) ;

pour une limite go de g\ en 0, on obtient une limite VQ + no de b\(V\) + n^
conjuguée à A, donc Vo est dans l'orbite de V et no est régulier dans r\u 'i
si A1111 est la partie niipotente de A, l'égalité A1111 = Ad^^no) déter-
mine, compte tenu du lemme 8, la classe [go] de go dans G/G'nStab(î7) =
0e / P u modulo un ensemble discret : donc l'application

A ̂  [gx] e G^/Pu^

étant holomorphe, doit avoir un prolongement en 0. On en déduit facile-
ment le lemme. []

Algébricité. — Nous pouvons maintenant déduire le résultat qui nous
intéresse. Notons que nous considérons les orbites comme données dans 0e

par un ensemble d'équations, et éventuellement (pour la partie niipotente)
d'inéquations, algébriques : d'où leur structure semi-algébrique.

LEMME 10. — Pour une orbite semi-simple^ la fonction A ̂  T(A) ç ÎQ
est semi-algébrique réelle.

Démonstration. — L'élément T(A) vérifie

(24) A - 2ÀT(A) - À2^ G [ o(vx) pour À régulier'
t 0(V\ + n^) pour A non régulier,

qui sont des équations algébriques (réelles) sur T(A) (en fait, il n'est pas
difficile de voir que la seconde est une conséquence de la première) ; la
solution n'est pas unique (par exemple, quand U = 0, si T(A) est solution,
alors —T(A) est aussi solution, ce qui correspond à résoudre les équations
de Nahm vers +00 plutôt que vers -oo) ; cependant, si A est générique,
la solution donnée par T(A) est certainement isolée : en effet, toute autre
solution proche de (24), par le lemme 9, s'étend en une section réelle de T,
mais la construction twistorielle nous dit alors qu'elle ne peut différer de
la solution initiale; il y a donc un ouvert dense sur lequel les équations
algébriques (24) déterminent T. []
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THÉORÈME 11. — Les métriques hyper-kàhlériennes des orbites coad-
jointes, obtenues comme espaces de modules M (r, cr), sont (semi-) algébri-
ques réelles.

Démonstration. — D'après le théorème 7, il suffit de montrer que la
fonction T est une fonction semi-algébrique réelle de l'élément de l'orbite.
Le lemme 10 montre justement cela pour les orbites semi-simples. Pour
les orbites niipotentes, le corollaire 5 montre que tous les points A sont
réguliers, si bien que l'algébricité de T est immédiate; pour les autres
orbites, on peut adapter les lemmes précédents pour prendre en compte
la partie niipotente, mais il y a aussi un raisonnement par densité : la
collection des orbites semi-simples (on peut même se contenter des orbites
semi-simples régulières) est dense dans 0e et les fonctions T des autres
orbites (dont on connaît a priori l'existence) s'obtiennent en fait comme
limite des fonctions T des orbites semisimples. []

4.3. Un exemple. — Nous donnons un exemple simple illustrant la
puissance de la construction twistorielle. Regardons l'orbite coadjointe de
S£Çn = p + ç, C) donnée par l'élément

y- fÂ i lp 0 y
' - { 0 \2lJ'

prenons par exemple les Aj ç zR et considérons la métrique hyper-
kàhlérienne à paramètre U = 0; on va élucider la fonction T G z^, qui
est un vrai champ de vecteurs sur l'orbite.

Si Y est dans l'orbite de Y, alors T = T(Y) doit vérifier, pour A
générique,

Y - 2AT - A^* e 0(V - A^*),

ce qui s'écrit

(Y - 2XT - A^* - (1 + A^Ai) (Y - 2AT - A^* - (1 + X2)^) = 0 ;

en développant, on trouve l'équation (Y — Ai) (Y — \^) = 0, qui traduit le
fait que Y est dans l'orbite de Y, et les équations

(y-Ai)r+r(y-A2)=o,
4T2 = (Y - Ai)(r - Â2)* + (Y - Ai)*(V - Â2);

en notant V+ = j (Y + Y*) et Y~ = j (Y - Y*), on peut les réécrire

(Y - Ai)T + T{Y - Â2) =0, F2 = (V+)2 ;
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ainsi T a la propriété remarquable d'anticommuter à Y~^ et d'avoir le
même carré; comme Y est toujours conjugué sous le groupe compact à
un élément de la forme

/ Ai lp diag(ai,. . . , a?) Op,q-p \
{ 0 À2l, ) '

un calcul explicite est facile. On peut alors retrouver facilement tous les
éléments de la métrique, en particulier le potentiel calculé dans [4], à
savoir, si on pose A = n\\/iq = —nX^/ip^

(25) p=n^^\\\2+\a,\2.
i

Par rapport au quotient hyper-kàhlérien (lorsqu'il existe), la construc-
tion twistorielle offre l'avantage de prendre en compte toutes les symétries
de la situation; elle fournit ici un objet géométrique important, à savoir
l'action de S1 sur l'orbite.

Regardons à présent le cas plus général d'une orbite semisimple
régulière de S£{n, C), constituée des matrices de valeurs propres A i , . . . . An;
pour simplifier, supposons ces valeurs propres imaginaires pures, \i e îR;
l'orbite est définie par l'équation w(Y) = 0, où w(x) == H(x — \i) ; alors,
pour le paramètre U = 0, le champ de vecteurs T est déterminé par les
équations (-> ^-^xl)">
qui sont d'ordre n, donc beaucoup plus difficiles à résoudre.

5. Métriques hyper-pseudokâhlériennes
L'observation sur laquelle est basée cette section est la suivante : si

on remplace l'involution A i—>- —A* de l'algèbre de Lie ^c par une autre
involution, définissant une autre forme réelle, alors le théorème 4 construit
encore un espace de twisteurs, codant des métriques pseudoriemanniennes.

DÉFINITION. —Une métrique hyper-pseudokàhlérienne est la donnée de
(^,J,J,X), où g est une métrique pseudoriemannienne (non dégénérée),
J, J, K des structures complexes vérifiant I J K = —1, telles que g soit
kàhlérienne par rapport à chacune de ces structures.

Une telle métrique demeure Ricci-plate.
Pour clarifier la discussion à venir, nous nous limiterons au cas semi-

simple.
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5.1. Extension de la construction twistorielle. — Soit ^r une
forme réelle de 0e, donnée par une involution a de 5e = ^ 0 ̂ r ; soit
^r C ^r l'algèbre de Lie d'un tore maximal de Gr ; pour une certaine forme
réelle compacte Q C 0e et une sous-algèbre de Cartan () C 5, on a

(f^n^.
Fixons TI, ï2, TS G i^ et [7 = îïi, Y = ï24-îT3 ; posons, de manière similaire
au théorème 2,

Ux = U - Acr(V), VA = V - 2\U + A^V);

de manière parallèle au théorème 4, nous pouvons définir un espace

7-—,CP1,

muni d'une structure réelle r et d'une forme symplectique le long des
fibres, à valeurs dans 0(2), tel que pour A ç C régulier, on ait :

1) 7\ = 0(V\) avec la forme de Kirillov-Kostant-Souriau ;
2 )T(A,A)=( - l /À ,a (A) /À 2 ) ;

nous disposons de plus d'une section réelle évidente

(26) A —— VA;

enfin, toute la structure est invariante sous l'action de Gr ; nous avons donc
formellement défini un espace de twisteurs, à l'exception de la présence
d'une famille de sections réelles.

THÉORÈME 12. — II y a un voisinage G^^-invariant de la section
standard (26) dans T qui est l'espace des twisteurs d'une variété hyper-
pseudokàhlérienne.

La structure holomorphe-symplectique sous-jacente de cette variété est :

1) un ouvert de l'orbite de r^ + ir^ si (ï2,T3) sont réguliers'^

2) un voisinage de la section nulle de T^O^ {r\) si ï2 = TS = 0.
Ces variétés admettent donc des métriques hyper-pseudokàhlériennes

G7'-invariantes.

Démonstration. — II y a deux méthodes pour démontrer ce théorème :
1) on dispose d'une famille de sections donnée par l'action de Gr sur

la section (26), de dimension réelle 2n (c'est une orbite de G1") ; on peut
montrer que ces sections ont pour fibre normal 0(1) 0 C271, et déduire
que la famille peut être (localement) complétée en une famille de sections
réelles de dimension réelle 4n ;

TOME 126 — 1998 — N° 1



TWISTEURS DES ORBITES COADJOINTES 101

2) dans le cas où le groupe Gr est compact, nous avons construit l'espace
des twisteurs à partir des équations de Nahm; dans le cas général, le
processus est exactement le même, à la différence que nous ne savons
résoudre les équations de Nahm que dans un voisinage de la solution
standard : nous présentons cette résolution à la section 5.3, après avoir
examiné quelques exemples dans la section suivante. \\

Les métriques sont obtenues à partir de l'espace des twisteurs par
la résolution d'équations algébriques similaires, et sont donc algébriques
réelles.

5.2. Exemples. — Le problème algébrique qui consiste à trouver des
formules explicites est le même pour les métriques G ou G^-invariantes.
Nous illustrons ce principe en donnant quelques exemples explicites,
avec des formules analogues à celles connues pour les métriques G-
invariantes, dans des cas où les métriques construites par le théorème 12
sont accessibles par d'autres méthodes.

Grassmanniennes. — Revenons tout d'abord sur l'exemple 4.3. Soit
n=r-\-s=p-\-q. Considérons le groupe SU(r, s) et l'élément (en posant
à nouveau Ai = iXq/n 6 îM)

v=(xl^ ° V
V 0 \2^q)'

notons 0 l'orbite de V sous SU(r, s) et 0e son orbite sous 5^(n, C) ;
supposons par exemple r <, p < q : il n'est pas difficile d'adapter la
démonstration de [4] pour montrer que la formule

/ A i l p diag(ai,. . . ,ap) Op,q-p\
^ 0 À2lg )A2-1-Q

-^(E^W-N^É
1 r+l

-^(E^i'-i^i^E^i'+i^i2)
définit une fonction SU(r, 5)-invariante dans un voisinage de 0 dans (9e,
qui est le potentiel d'une métrique hyper-pseudokàhlérienne.

Sa signature est facile à déterminer : la structure J rend holomorphe
l'orbite 0 (qui est simplement la grassmannienne des p-plans de signature
(r,p — r) dans C7''5), et la métrique pseudokàhlérienne de cette orbite a
pour signature (q(p — r), qr) ; en utilisant la structure complexe J, on voit
alors immédiatement que la signature de la métrique g est (2ç(p—r), 2çr).

En particulier, si p = r, l'orbite 0 est un espace hermitien-symétrique
de type non compact et la métrique obtenue est hyper-kàhlérienne, mais
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n'existe que dans un voisinage de l'orbite de SU(r, s). Cette métrique peut
être obtenue par quotient hyper-kàhlérien à partir d'un espace hyper-
pseudokàhlérien plat (comme ci-après pour les espaces de drapeaux) : on
voit ainsi que, même pour l'étude des métriques hyper-kàhlériennes, il est
utile de considérer des métriques hyper-pseudokàhlériennes, puisque les
premières peuvent parfois s'obtenir par quotient à partir des secondes.

De la même manière, en suivant [3], on peut donner des formules
explicites pour les cotangents des mêmes orbites de SU(r, s). Dans le cas
où cette orbite est un espace hermitien-symétrique (de type non compact),
on obtient les métriques hyper-kàhlériennes sur un voisinage de la section
nulle déjà décrites dans [3].

Espaces de drapeaux. — On peut aussi construire d'autres exemples
moins explicites par quotient. En effet, si V est un espace vectoriel,
muni d'une métrique hermitienne de signature (y, s), alors V x V* a
une structure hyper- pseudokàhlérienne plate de signature (2r,2s); si un
groupe agit sur Y, on peut faire l'analogue du quotient hyper-kàhlérien.
Par exemple, de manière similaire à la construction d'espaces de drapeaux
par quotient [16], on peut prendre le quotient de

V = Hom(C, C2) x . • • x Hom^-1, (C7) x Hom^, C^1)
x • • • xHom^-^C^)

par le groupe

U(l) x . • • x U(r) x U(r, 1) x • • . U(r, s - 1) ;

le quotient symplectique de V par ce groupe est l'espace des drapeaux de
type

(( l ,0) , . . . , ( r ,0) , ( r , l ) , . . . , ( r , s ) )

dans (CY'5 et le quotient deVxV* donne une métrique hyper-pseudokàhlé-
rienne sur un ouvert du cotangent.

5.3. Équations de Nahm à valeurs dans ^r. — II nous a paru
intéressant d'expliquer le lien avec les équations de Nahm. On peut
regarder les équations (1), mais avec les Ti à valeurs dans ^ ; le groupe
de jauge est alors constitué de transformations à valeurs dans Gr ; soit M
l'espace des modules des solutions des équations avec, quand s tend
vers —oo,

T,(s)=r^0(\s\-l-e),

la métrique (3) doit être définie en utilisant la forme de Killing (qui est
G^-invariante) et n'est donc plus nécessairement positive. Notons M^
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l'espace des modules de l'équation complexe défini en 1.5. On dispose
toujours d'une flèche évidente

T T : M —>MC.

Rappelons qu'étant donné un élément (v,(p) de M.^, donc vérifiant
les deux dernières équations du système (1), on cherche l'élément de M.
correspondant en trouvant une transformation de jauge complexe g telle
que (î/,0') == g(v,(f)) soit élément de .M, c'est-à-dire vérifie de plus la
première équation du système (1) :

(27) | ̂  (v' - a(v')) - [v', aÇv')} - [<^, a^')} = 0 ;

l'équation porte en réalité sur h = o'(g)~lg € 0e / G 7 ' et correspond [7] à
trouver certaines trajectoires dans 0e /G1" d'une particule soumise à un
potentiel; dans le cas où le groupe Gr est compact, la métrique de 0e / G 7 '
est riemannienne complète et le potentiel positif ou nul, ce qui permet
la résolution; dans le cas général, G^'/G1' est pseudoriemannien et le
potentiel n'a pas de signe particulier, si bien qu'il est difficile de dire
quand le problème a une solution.

Cependant, on a le lemme suivant.

LEMME 13. — Au voisinage de la solution standard (ïi,T2,T3), l'appli-
cation TT est un difféomorphisme local, préservant les structures holomor-
phes-symplectiques.

Démonstration. —II s'agit de montrer que pour une variation infinitési-
male (?), (f>) de la solution standard ( -^TI, \ (ï2 + ^3))? on peut trouver g
résolvant l'équation (27) ; cherchons g = exp(û) avec ù à valeurs dans ̂ r,
alors l'action infinitésimale de g est par

/ r . i . -, 1 dû r 1 , , -, \
(J^TlJ- 2d^[^i(T2+^T3)]J

et l'équation (27) devient

d2^ ^-^ r r ii— ——^ — ^ ^ [ïi, [ri, u\\ = termes en v et ç ;
ds ^

comme les TI sont dans une sous-algèbre de Cartan d'une forme réelle
compacte, l'opérateur — ̂ ^ ad(r^)2 est positif ou nul et l'équation a une
solution unique si on impose la condition au bord ù(0) = 0 (ce type de
laplacien est étudié dans la démonstration de la proposition 3.2 de [1]).
Le reste de l'énoncé du théorème est alors facile. []
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Comme les espaces de modules de l'équation complexe A^ sont les
mêmes que dans le cas compact, on les identifie, suivant les cas, à des
orbites coadj ointes ou des espaces cotangents. On déduit alors bien le
théorème 12 du lemme précédent.
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