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INDICE DE CLIFFORD DES INTERSECTIONS

COMPLÈTES DE L'ESPACE

PAR

BÉNÉDICTE BASILI (*)

RÉSUMÉ. — Soient C C P3 une courbe gauche, lisse et intersection complète et i le
degré maximum d'un diviseur positif aligné de C'. On montre que la gonalité de C est
(deg C — i) et qu'un diviseur positif F C C calcule cette gonalité si et seulement si F
est le résiduel d'un diviseur aligné de degré £ dans une section plane de C. On montre
de plus que pour degC / 9, l'indice de Clifford de C est (degC — i — 2).

ABSTRACT. — Let C C P3 be a twisted smooth complète intersection curve and f.
thé maximum degree of a linear positive divisor of C'. We show that thé gonality of C
is (deg C — £) and that an effective divisor F C C computes this gonality if and oniy
if F is thé residual of a linear divisor of degree i in a plane section of C. We show
furthermore that if deg C / 9, thé Clifford index of C is (deg C — £ - 2).

Introduction
L'objet principal de ce travail est l'étude de l'indice de spécialité d'un

groupe de points F de P3.

DÉFINITION. — Soit F un groupe de points de P7'. On appelle indice de
spécialité de F {i.e. du plongement de r dans P^) l'entier

e(r) = max{n ; h^^Çn)) + 0}.

C'est le plus grand entier n tel que r n'impose pas des conditions
indépendantes sur les hypersurfaces de degré n.

Sous certaines hypothèses, on donne la valeur maximum de e et on
caractérise les groupes de points pour lesquels l'indice est maximum ou
sous-maximum :

(*) Texte reçu le 3 juin 1994.
B. BASILI, Institut de Mathématiques, Analyse Algébrique, Université Pierre-et-Marie-
Curie, case 247; 4, place Jussieu, 75252 Paris CEDEX 05, France.
Classification AMS : 14.
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62 B. BASILI

Soient g et d deux entiers strictement positifs avec d < g2 et i l'unique
entier tel que {i—l)g < d <ig. Soit F un groupe de points analytiquement
plan de P3 de degré d vérifiant l'une des hypothèses suivantes :

1) F C C, où C est une courbe réduite irréductible, intersection de
surfaces de degré g, avec degC > i.

2) H°CJr(g)) n'a pas de courbe fixe.

THÉORÈME 3.1. — On a e(r) ^ i + g — 3, avec égalité si et seulement
si F est une intersection complète de degrés (l,î,^).

THÉORÈME 3.2. — Si e(r) = i + g — 4, alors il existe un plan H tel que
e(r D H) = e(r) = i + g — 4, avec un certain nombre d'exceptions.

Notons que C. Ciliberto et R. Lazarsfeld démontrent un cas particulier
de ce résultat dans [CL, § 2.6].

Pour les groupes de points F tels que

degr^3e(r)+3,

le Théorème 3.2 est vrai sans les hypothèses 1) ou 2). C'est ce qui est
démontré au paragraphe 2.

Le paragraphe 3 est consacré à la preuve des Théorèmes 3.1 et 3.2.
Soulignons qu'une difficulté majeure dans ces démonstrations vient du
fait que l'on ne suppose pas les points distincts, ce qui ne permet pas les
raisonnements combinat oir es.

Dans un dernier paragraphe, on applique ces résultats :

Soit C une courbe gauche lisse, intersection complète dans P3.

THÉORÈME 4.2. — La gonalité de C est gon((7) = deg(7 — £, où £ est
le degré maximum d'un groupe de points aligné dans C.

De plus, en utilisant un résultat de M. Coppens et G. Martens, on
calcule l'indice de Clifford de C.

THÉORÈME 4.3. — On a Cliff(C) = gon(C) - 2 sauf si degC = 9.

REMERCIEMENTS. — Je tiens à remercier Christian PESKINE qui m'a
dirigée et aidée dans ce travail.
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INDICE DE CLIFFORD DES INTERSECTIONS COMPLÈTES 63

1. Définitions et résultats préliminaires
Certaines démonstrations font appel au caractère d'un groupe de points

plan dont nous rappelons la définition (Gruson-Peskine) :
Soient X un groupe de points de P2 de cône projetant A et L une droite

générale de cône projetant R. Si 0 est un point général de P2, la projection
de centre 0 de X sur L induit une application R —>• A. Elle donne à A une
structure de module gradué de type fini sur R. Une résolution minimale
de A comme Jî-module gradué sera de la forme :

0 -. Q) R[-n,] -^ (]) R[-i] -^ A -. 0,(^R[-m]^^H[^
i=0 i=0

où s est le degré minimal d'une courbe plane contenant X. On remarque
que les nombres 5, no?- • • i ^s-iî île dépendent pas de la projection.

La suite d'entiers (no^i; • • • ^5-1)5 avec TIQ > n-^ > ' " > ris-i > s,
est appelée caractère numérique de X.

On aura besoin des deux lemmes suivants qui se démontrent de façon
purement numérique en utilisant le caractère.

LEMME 1.1. — Soit k > 3 un entier et soit X un groupe de points de P2

d'indice de spécialité e(X) < k.
• Si 2k + 3 <, degX < 2k + 4, alors ^^xÇk - 1)) < 4.
• Si degX = 2k + 2, alors /^(Jx(^ - 1)) < 3.
• Si degX < 2k + 1, alors h^^xÇk - 1)) < 2.

LEMME 1.2. — Soit X un groupe de points de P2 d'indice de spécialité e,
avec e > 3.

• SidegX =e+3, alors /^(^(e-^)) =3.
• SidegX =e+4, alors h1 (J x (e - 2)) < 4.
• Sie+5 < degX < 2e + 2, alors ̂ (^(e^)) < 5.
• Si degX = 2e + 3, alors /^(^(e - 2)) ^ 6.

Dans toute la suite Y désigne un groupe de points de P3 de degré d et
d'indice de spécialité e.

On utilisera souvent, pour une surface S de degré 5, le résiduel Fi
de F D 5' dans F défini par la suite exacte :

0 ̂  Jr, (-s) ̂  Jr —— ^rns/s -^ 0.

Elle montre que degF = degFi + deg(F H S'). De plus :
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64 B. BASILI

REMARQUE 1.1. — Si e(F D S) < e, alors e{T^} > e — s.

En utilisant que (^(^r^WcKn^e décroît strictement, on montre le
résultat suivant :

LEMME 1.3.
• On a e :< d — 2, avec égalité si et seulement si T est aligné. Dans ce

cas /^(JrO0)) = 1.
• Si e = d — 3, alors F est plan et on a :

,1^ . x x f l pour d^ 3,
^^h p^d=3.

De plus pour d :> 5, ?/ existe une droite L telle que deg(T H L) = d — 1.

LEMME 1.4. — Soit S une surface de degré s telle que

deg(5'nr) >d-e+5- l .

Alors e(Snr) =e(T).

Démonstration. — Soit Fi le résiduel de F D S dans F. On a une suite
exacte :

0 -^ Jn (e - 5) —— Jr(e) —— ^rns/sie) -^ 0.

Comme degri < e—s+1, on déduit du Lemme 1.3 que /^(Jri^—^)) = 0.
Ceci entraîne e(T D S} = e. Q

LEMME 1.5. — Soient £ etn deux entiers positifs tels que /^(JrC^)) 7^ 0.
Soit :

k=hl(W)-hl^-n))+(n+3}-2.
\ 6 /

Si k >_ 0, il existe une famille de surfaces de degré n, de dimension > k,
telle que pour toute surface S de cette famille e(T) > e(Y H S) > £.

Démonstration. — Soit :

V = îîomcÇH1^ - n)^H\^W)).

Les classes d'homomorphismes non surjectifs, éléments de Y, forment une
sous-variété de P(V) de codimension

r=hl(IJ^^-n))-hl(<3^W)+^

Les surfaces de degré n définissant une application non surjective de
^(Jr^ — ^)) dans ^(JrC^))) forment une sous-variété Y de codimen-
sion < r de P(JÏ°(Op3(n))). Donc si k >_ 0, alors Y est non vide de
dimension > k. Soit S G Y, alors ^(^ns/sW) + 0 et e(T) > e(FnS) > £.

TOME 124 — 1996 — ?1



INDICE DE CLIFFORD DES INTERSECTIONS COMPLÈTES 65

COROLLAIRE 1.6. — On suppose que pour tout sous-groupe de points F'
distinct de F on a e(r7) < e. Alors, pour tout entier n, on a :

^(W^f^-^e-n)).
\ ° /

LEMME 1.7. — On suppose que, pour tout sous-groupe de points F'
distinct de F, on a e(r') < e. Si F 72^5^ pas plan, alors F e5^ intersection
de surfaces de degré e + 1.

Démonstration. — II est clair que /^(Jr^)) = 1. Soit A un groupe de
points de degré d+ 1 contenant F. Si hQ(f]^{e + 1)) = /i°(Jr(e + 1)), alors
pour tout n < e + 1, on a

^(^(n)) ̂ (^(nO+l.

En particulier, on a /^(^(e +!))=! et ^^^(e)) = 2.

D'après le Lemme 1.5 avec £ = e et n = 1, il existe un plan H tel
que /^(JAnjK6 + 1)) ¥- 0^ ce qui entraîne /^(JAnfK6)) ^ 2- c)n en déduit
^CJrnH^)) ^ 1, ce qui implique F D H = F; c'est une contradiction.

On a donc
/i°(JA(e+l)) = / i° (J r (e+l ) ) - l

pour tout groupe de points A de degré d-\-1 contenant F, d'où le résultat.

PROPOSITION 1.8. — Soient R = C[XQ,X^,X^,X^} et M un R-module
gradué. On suppose qu'il existe un entier e tel que :

• Mn = 0 pour n > e,
• rang(Me) = 1,
. ïiomH(R/(Xo,X,,X^X^,M)=Me.
Si N est un sous-module de M tel que Nç = 0, alors N = 0.

COROLLAIRE 1.9.—Soit M vérifiant les hypothèses de la proposition 1.8
et M' un quotient de M. Si M^ ̂  0, alors M c^ M'.

COROLLAIRE 1.10. — Soit F un groupe de points de P3 d'indice de
spécialité e tel que pour tout sous-groupe strict F' de F on ait e(F') < e.
Soient H un plan et Fi le résiduel de F H H dans F. On note :

M=^^(Jr,(n)).
n>0

Si M vérifie les hypothèses de la proposition 1.8, alors pour tout n >_ 0,
on a une surjection

ff°(3r(n)) -^ H°^nH/H(n)} -^ 0.
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66 B. BASILI

Démonstration. — Comme e(F H H) < e, on a e(ri) = e - 1. Soit M^
l'image du morphisme

^i(J^))__ ^i(Jp(n+l)).

Alors M'=0)^o M;, est un quotient de M tel que M^_i ^ 0 car
^(^rn^/jK6)) = 0. Du Corollaire 1.9, on déduit M ^ M'. Donc pour
tout n ̂  0 on a la surjection annoncée. []

L'énoncé suivant est bien connu :

PROPOSITION 1.11. — Soit X un groupe de points de y, intersection
complète de degrés (di, û^,..., dr). Notons :

M=^Hl(;)x(n)).
nçZ

Alors M vérifie les hypothèses de la proposition 1.8 avec
n

e=e(X)=^di-r-l.
i=l

En particulier, si X ' est un sous-groupe de X tel que e{X1) = e{X), alors
on a X ' = X .

2. Groupes de points tels que degF < 3e(T) + 3
THÉORÈME 2.1. — Soit F un groupe de points de P3 de degré d et

d'indice de spécialité e vérifiant l'une des hypothèses suivantes :
• e = 1 et d <^ 4,
• e = 2 etd ̂  8,
• e > 3 et d < 3e + 3.
Alors F vérifie l'une des conditions suivantes :

(i) il existe un plan H tel que e(T D H) = e ;

(ii) il existe une cubique gauche T {éventuellement dégénérée) telle
que deg(r H F) > 3e + 2 avec les exceptions suivantes :

1)e=2,d=8etr est une intersection complète de degrés (2,2, 2) ;
2) e = 3, d = 12 et F est une intersection complète de degrés (2,2,3) ;
3) e == 3, d •== 12 et il existe un plan X tel que deg(T D X) = 8,

le résiduel de FDX dans F est aligné et l'application Iï'°(Jr(3)) —>
^^o(^^nx/x(3)) est surjective.

Pour d ^ 3e + 1, si les points sont distincts, ce résultat est une
conséquence d'un théorème plus général de D. Eisenbud et J.H. Koh (voir
[EK]).
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REMARQUES 2.1.

1) S'il existe une cubique gauche T telle que deg(F H T) > 3e + 2,
alors d'après le Lemme 1.4 on a e(T D T) = e car T est intersection de
quadriques.

2) Si e = 1 et d < 4, alors ^°(Jr(l)) > 1. Donc F est plan et vérifie
le Théorème 2.1.

3) Les exceptions 2 et 3 ont la même fonction de Hilbert.

Etudions d'abord le cas des groupes de points plans.

PROPOSITION 2.2. — Soit F un groupe de points plan et vérifiant les
hypothèses du théorème 2.1. Alors F vérifie l'une des conditions suivantes :

• il existe une droite L telle que deg(T D L) = e + 2 ;
• il existe une conique C telle que deg(T D C) > 2e + 2 ;
• il existe une cubique plane T telle que deg(r D T) ^ 3e ;
• on a e = 7, d = 24 et F a le caractère d'une intersection complète

de degrés (4,6) ;
• on a e = 6, d == 20 et F a le caractère d'une intersection complète

de degrés (4, 5) ;
• on a e = 6, d = 21 et F a pour caractère (8, 7,6,6) ;
• on a e == 6, d = 21 et F a pour caractère (8, 7,6,5,5) ;
• on a e == 5, d = 16 et F a le caractère d'une intersection complète

de degrés (4,4) ;
• on a e = 5, d = 17 et F a pour caractère (7,6, 5,5) ;
• on a e = 5, d = 18 et F a pour caractère (7,6,6,5) ;
• on a e = 5, d = 18 et T a pour caractère (7,6,5,5, 5).

Démonstration. — Soit no > ̂ i ^ • • • >. i^s-i le caractère de F, avec
no = e + 2. On a d ̂  e + 2.

Si pour toute droite L, on a deg(F H L) < e + 2, alors, d'après la
proposition [EP], on a s >_ 2 et no — ^i <. 1 et donc

d > no + (ni - 1) ^ 2no - 2 = 2e + 2.

Si pour toute conique (7 on a deg(F H C) < 2e + 2, alors, d'après la
proposition [EP], on a s > 3 et n\ — 77,2 < 1 et donc

d ^ no + (m - 1) + (ri2 - 2) ^ 3no - 6 = 3e.

Si pour toute cubique plane T on a deg(T D r) < 3e, alors, d'après la
proposition [EP], on a s > 4 et n^ — 723 < 1 et donc

d > no + (ni - 1) + (^2 - 2) + (ris - 3) > 4no - 12 = 4e - 4.
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68 B. BASILI

Or d < 3e + 3, donc e < 7 et les seules possibilités sont les huit derniers
cas énoncés.

LEMME 2.3. — Si d <, 2e + 2 avec e > 1, alors F vérifie les deux
conditions équivalentes suivantes :

(i) il existe un plan H tel que e(H D F) = e ;
(ii) soit il existe une droite L telle que deg(F D L) = e + 2, soit Y est

une intersection complète de degrés (1,2, e + 1).

Démonstration. — Montrons d'abord que (i) et (ii) sont équivalentes.
Soit H un plan tel que e(H D F) = e. Soit no > ni > • • • > Us-i le

caractère de H H F. Alors no = e + 2 et d > deg(7f H F) > no = e + 2.
Si deg(F n TT) = e + 2, alors F n H est aligné.
Sideg(Fn7:f) > e+2, alors s > 2 et 2e+2 > degfTïï^) ^no+ni-1,

ce qui entraîne n\ <_ e + 1.
Si ni = e + 1 alors deg(^f ^ l ^ ) = 2 e + 2 = d e t J ? : f n ^ = ^ a l e caractère

d'une intersection complète de degrés (1, 2, e + 1).
Si ni ^ e, alors, d'après la proposition [EP], il existe une droite telle

que deg(L n F) = no = e + 2.
La réciproque est évidente.

Montrons (i) par l'absurde.
Si e = 1, alors d < 4 et /i°(Jr(l)) > 1. Donc F est plan et vérifie

le lemme. Soit F de degré minimum contredisant le lemme, c'est-à-dire
d < 2e + 2, avec e > 2, et pour tout plan H on a, e(F H H) < e.

On choisit H tel que deg(F D H) est maximum. Soit Fi le résiduel de
Fn^dansF. Comme degfTn^) > 3ete(^n7ï r) < e^onadegFi ^ 2e-1
et ei = e(Ti) > e - 1, c'est-à-dire degFi < 2ei + 2.

Comme Fi vérifie le lemme, il existe un plan H\ tel que e{\'\^H\} = ei.
Comme e > e(F D ̂ i) >_ e(ri D lïi), on en déduit e\ = e — 1.

Comme degFi < 2ei + 2, la seule possibilité est qu'il existe une
droite L\ telle que deg(Ti H L\) == e +1. Il existe alors un plan H ' tel que
deg(F H H ' ) > e + 2. Mais

deg(r H H ' ) < deg(r H H) = d - degFi < (2e + 2) - (e + 1).

C'est une contradiction, donc F n'existe pas et le lemme est démontré.

LEMME 2.4. — Soit F vérifiant les hypothèses du théorème 2.1. Si
/i°(Jr(2)) > 2, a/or5 F î;en/ie ^ théorème 2.1.

Démonstration. — Soit F de degré minimum contredisant le lemme.
Alors d'après la remarque 2.1, 2), on a e >_ 2. De plus, pour tout sous-
groupe de points strict F' de F, on a e(F') < e.
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Premier cas.
On suppose qu'il existe deux quadriques Qi et Q^ contenant F et se

coupant proprement. D'après le Lemme 1.7, il existe une surface S de
degré e + 1 contenant F et coupant proprement la courbe C = Q\ D Q^.

Soit F' le groupe de points lié à F par Ci D Q^ H 6'. On a :

Jryc ^ Hom^ (Jr/c, Oc(-e - 1)) = ̂ /c(-e - 1).

Comme Oc est un faisceau dualisant sur C, la condition /^(^r/c^6)) 7e 0
entraîne ^°W/c(-e)) 7e 0. c'est-à-dire /i°(Jrvc(l)) 7^ 0. Comme C est
linéairement complète, il existe un plan H contenant F'.

• Si Ci, Ç2 et H se coupent proprement, notons C\ = H H Qi et

C^ = H n Q2. Alors deg(Ci H 62) == 4 ce qui entraîne degF' < 4. Or
degF' = 4(e + 1) - degF. Les seules possibilités sont (e,d) = (2,8) ou
(e, d) = (3,12) avec F = AT H Ci H Ç2.

On a donc Jr'/c ^ Oc'(-l), ce qui entraîne Jr/c ^ Oc(-e) avec
e = 2 ou 3. Autrement dit, il existe une surface S ' de degré e telle que
F = 5" H Qi H Ç2- C'est une contradiction car on a supposé que F ne
vérifie pas le Théorème 2.1.

• Si Ci D Q2 H ̂  est une conique C\, alors C\ est liée par Qi H Q^ à une
conique (72 éventuellement dégénérée. Notons H ' le plan de la conique C^.

La quadrique dégénérée H H ' est dans le pinceau engendré par Q\
et Ç2- Donc il existe a, & e C et Q une quadrique tels que aQ\-\-bQ^ = H ' H
et Ci H Q2 = ̂ /^ H Q. On a alors Ci = H H Q et 62 = ̂ / H Q.

Soit X = H H ' n Q H 5'. On a deg^ H X) = 2e + 2 et F' C H H X. On
en déduit deg^H^') > 2e+2. Comme F C Q, on a deg(FnC2) > 2e+2,
ce qui entraîne e(F H H ' ) = e(F H Ça) = e. C'est une contradiction.

• Si Q^ F\ Q^ F\ H est la réunion d'une droite L et d'un point
(éventuellement immergé), alors L est liée à une cubique gauche T par
ÇinÇ2.

Comme F' C Qi H Q2 H Tif, le résiduel de F' H L dans F' est de
degré < 1. De plus F' C S et S coupe L proprement, ce qui entraîne
deg(F' H L) < e + 1. On a donc

deg(5' n L) = e + 1, e + 1 < degF' < e + 2, e < deg(F' H L) ^ e + 1.

Notons F" le groupe de points lié à F' D L par Ci H Q^ D 5. Rappelons
que F est lié à F7 par Ci H Q2 H 5'. On vérifie que S H F est lié à S n L
par Ci n Ç2 H 5'. Comme F' H L C F7 et F' H L C S H L, on a F C F" et
S H T C F". De plus

deg(5nT) =3e+3, 3e + 3 < degF" < 3e+4, 3e + 2 < degF < 3e+3.
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70 B. BASILI

Si degF" = 3e + 3, alors T" = S H T et F c 5' H T. On en déduit
F H T = F et deg(r H T) ^ 3e + 2. C'est une contradiction.

Si degF" = 3e+4, alors deg^'HL) = e, degF = e+1 et degF = 3e+3.
on en déduit deg((5 H F) H F) > 3e + 2, c'est-à-dire deg(r H T) > 3e + 2.
C'est une contradiction.

Deuxième cas.
On suppose qu'il n'existe pas deux quadriques contenant F et se

coupant proprement. Alors toutes les quadriques contenant F ont un plan
commun H.

Si /i°(?r(2)) > 3, soient HH^, HH^ et HH^ trois quadriques indépen-
dantes contenant F. Notons Fi le résiduel de F D H dans F. Alors
degFi < 1. Ceci entraîne d'après le Lemme 1.4 que e(r H H) == e. C'est
une contradiction. Donc /2°(Jr(2)) = 2.

Si e = 2 et d < 8, alors ^°(Jr(2)) = 10 - d + ̂ ?-(2)) > 3. C'est une
contradiction, donc e > 3.

Notons HH\ et HH^ deux quadriques indépendantes contenant F et Fi
le résiduel de TÇ\H dans F. Alors Fi est aligné et deg(Fi) < e+1 d'après le
Lemme 2.3. Comme e(TnH) < e, alors e(Ti) = e—1, donc degFi = e+1
et deg(r H H) < 2e + 2.

Si e > 4, alors d'après le Lemme 1.1 on a ^(Jrnj^ — 2)) < 4. On en
déduit /^(Jr^ - 2)) < 7. Le Corollaire 1.6 entraîne alors /i°(Jr(2)) > 3.
C'est une contradiction.

S i e = 3 e t c ^ < 1 2 , alors d'après le Corollaire 1.6 avec n = 1,
on a /^(Jr^)) >. 4; comme ^°(Jr(2)) = 2, on en déduit d = 12.
Donc degFi = 4 et deg(F H H) = 8. De plus /^(Jrn^/jK3)) = 0 et
/^(Jr^)) = 1. On en déduit l'isomorphisme ^(Jr^)) ^ ^rl(J^(3)).
Donc l'application ^(^(S)) -> ^°(^rniï/7î(3)) est surjective et T est
l'exception 3) du Théorème 2.1.

LEMME 2.5. — On suppose que e > 4, d < 3e + 3 et que pour tout
sous-groupe de points strict F' de F on a e(r') < e. S'il existe un plan H
tel que deg(F H H) > e + 2, alors F e5^ 50^ j?Zan soit de degré d ̂  3e + 2
e^ contenu dans une cubique gauche (éventuellement dégénérée).

Démonstration. — Soit F de degré minimum contredisant le lemme.
D'après le Lemme 2.4, on peut supposer /i°(Jr(2)) < 1. D'après le
Corollaire 1.6, ceci entraîne /^(Jr^ — 2)) ^ 9.

Soit H un plan tel que deg(F H H) est maximum. On a :

d > deg(F H H) > e + 2 et e(F H H) < e.

Notons FI le résiduel de F D H dans F. Alors

e ( F i ) = e - l et e + 1 < degFi <, 2e + 1.
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On a donc :

deg(r H H) - 2e + 2 - k avec 0 ̂  k < e et degFi ^ e + 1 + k.

De plus :

9 < /^(Me - 2)) ^ ^(Jr^e - 3)) + h^^H/^e - 2)).

Appliquons le Lemme 1.1 :

• Si k < 1, c'est-à-dire si deg(F H H) = 2(e - 1) + 4 ou 2(e - 1) + 3,
alors

h1 CW(e - 2)) < 4 donc /i1 (J^ (e - 3)) > 5.

• Si k = 2, c'est-à-dire deg(F H H) = 2(e - 1) + 2, alors

h1 CW(e - 2)) < 3 donc h1 (Jn (e - 3)) > 6.

• Si k > 3, c'est-à-dire deg(T H H) < 2(e -!)+!, alors

h1 (Jrnjf(e - 2)) < 2 donc h1 (Jn (e - 3)) > 7.

Il reste à étudier /^(Jri^ - 3)).
Premier cas.
Supposons qu'il existe une droite Li telle que

d e g ( r i n L i ) = e + l .

Si k = 0, alors Fi H Li = Fi et /^(Jri (e - 3)) = 3. C'est une contradic-
tion. Si k ^ 1, soit Jïi un plan contenant Li tel que deg(Ti D H^) ^ e + 2.
On a :

e - 1 = e(Fi H Li) < e(Fi n ̂ i) ^ e(ri),

donc e(ri D H^) = e — 1. De plus

e + 2 < deg(Fi n Tïi) < e + 1 + k.

Soit Fs le résiduel de Fi D ̂ "1 dans Fi. Alors degFa < k— 1 < e— 1, donc
(Lemme 1.3) efTs) < e - 3. De plus :

^(Jr^e - 3)) ^ ^(Jr^e - 4)) + ̂ (Jr,n^(e - 3)).

• Si e(T2) < e - 5, alors /^(Jri^ - 3)) = ^ l(J^ln^l(e - 3)) et d'après
le Lemme 1.2, on a :

> Si k = 1, alors ^(^rinlîi^ — 3)) = 3; contradiction.
> Si k = 2, alors ^(Jriniîi^ — 3)) < 4; contradiction.
> Si A; > 3, on a ^ l(J^lnJfl(^ — 3)) < 6; contradiction.
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• Si e(T2) = e - 4, alors e - 2 < degF^ < k -1 ̂  e - 1, ce qui entraîne
k > e- 1 ̂  3.

D'après le Lemme 1.3, on a ̂ (^(e - 4)) < 2. D'autre part,
deg(Fi H H^) = degri - degF2

^ (e + 1 + k) - (e - 2) < e(Fi H Tifi) + 4.

D'après le Lemme 1.2, on a /^(Jrin^e - 3)) ^ 4. Comme ceci implique

^(^(e-3))<6,
c'est une contradiction.

• Si e{r^) = e - 3, alors (Lemme 1.3)

degF2 = e - 1, deg(ri H T^i) = e + 2, degFi = 2e + 1 et /c = e.

De plus Fa est contenu dans une droite. On a donc /^(^(e - 4)) = 2 et,
d'après le Lemme 1.2, /^(JrinTïi (e-3)) = 3. Ceci entraîne la contradiction

/^(Jr^-^ô.

Deuxième cas.
Supposons que pour toute droite L' on a :

deg(Fi H Z/) ^ e.

Si degFi < 2e = 2e(Ti) + 2, alors, d'après le Lemme 2.3, Fi est une
intersection complète de degrés (1,2, e). Comme deg(rniï') est maximum,
ceci entraîne deg(T H H) > 2e et degFi = 2e < e + 3. C'est une
contradiction car e ^ 4.

Donc degFi = 2e + 1 et deg(T H H) = e + 2. De plus k = e > 4 donc :

^(^(e-3))î>7.

Soit H^ un plan tel que deg(Ti H Tîi) est maximum. Notons F-^ le
résiduel de riH^i dans Fi. Comme deg(rin7:fi) > 3, on a degFs < 2e-2.

• Si e(ri H H^) = e - 1, alors, deg(ri H H^) ^ 2e et degF2 < 1, donc
e(F2) < -1. Comme h1^^ - 4)) = 0, on a :

^(Jr,(e-3))=^(Jr,n^(e-3)),
donc (Lemme 1.2) /^(Jn^ - 3)) < 6. On en déduit ^(^rÇe - 2)) ^ 8.

• Si e(Fi H H^) < e - 2, alors e^) > e - 2 et degF2 < 2e(r2) + 2.
D'après le Lemme 2.3, il existe un plan H^ tel que e(F2 H ̂ 2) = e(F2). Or

deg(F2 n H^} < deg(ri H H^) = degFi - degF2

<degri-deg(r2H^2).
Donc deg(F2 H ^2) ^ e et la seule possibilité est que 0^2) = e - 2
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et Fs est aligné de degré e. De plus deg(Fi H H^) = e + 1. On a donc
^CWe - 4)) = 3 et, d'après le Lemme 1.1, ^^r^H^e - 3)) < 2. Donc
^?1(6 — 3)) < 5; c'est une contradiction.

Démonstration du théorème 2.1.
On a remarqué que le théorème est évident pour e = 1 car si d < 4

alors ^°(Jr(l)) ^ 1.

Cas e=2 etd<8.
On a alors

/i°(Jr(2)) =10-d+^(Jr(2)) > 3.

D'après le Lemme 2.4, F vérifie le théorème.

Cas e=3 etd<12.
Supposons h^-CJrW) ^ 3. D'après le Lemme 1.5 avec i = e = 3 et

n = 1, il existe un plan H tel que e(r H H) = e. Supposons /^(Jr^)) > 4.
Alors ^°(Jr(2)) = /^(M2)) + 10 - d ^ 2. D'après le Lemme 2.4, F vérifie
le théorème.

(7a5 e > 4 e^ d < 3e + 3.
Supposons le résultat faux. Soit F de degré minimum contredisant le

théorème. Alors F vérifie les hypothèses suivantes :
(a) Si F' est un sous-groupe de points strict de F, alors e(F') < e(F).
(b) Pour tout plan H on a e(F H H) < e.
(c) Pour toute cubique gauche F on a deg(F H T) ^ 3e + 1.
(d) ^°(Jr(2)) ^ 1 (Lemme 2.4).
(e) Pour tout plan H , on a deg(F H H) ^ e + 1 (Lemme 2.5). En

particulier, pour toute droite L, on a deg(F n L) < e car degF > e + 1
(Lemme 1.3).

Soit H un plan tel que deg(F H H) est maximum et soit Fi le résiduel
de F H H dans F.

• Supposons que deg(^fnr) > 5. Alors degFi < d-5 < 3e-2. Comme
e(F H H) < e, on a e(Fi) = e - 1, donc degFi < 3e(Fi) + 1. Comme Fi
vérifie le Théorème 2.1, il existe un plan H\ tel que :

e (F in^ i )=e (F i )=e - l .

Or, d'après l'hypothèse (e) :

deg(Fi H H^) < deg(F H H^) < e + 1

Donc FI est aligné de degré e + 1 (Lemme 1.3), ce qui contredit (e).
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• Supposons que deg(r H H) ^ 4 . Alors pour toute droite L on a
deg(FnL) < 3 et pour tout plan H ' on a deg^H^) < 4 et e(Y^H') < 1.

On a degFi < 3e et e(Fi) = e - 1, c'est-à-dire degFi < 3e(Fi) + 3, et
FI vérifie le théorème. Comme pour toute droite L et tout plan H^ on a
deg(Ti D L) < 3 et e(Fi D Tîf') < 1, il y a a priori deux cas possibles.

[> FI vérifie (ii) : il existe une cubique gauche T telle que deg(Fi HT) >
3e — 1. Soit Q une quadrique contenant T et soit Fa le résiduel
de F D Q dans r. Comme degF2 < 4 et pour toute droite L on a
deg(F2 H L) < 3, on a 0^2) < 1 < e - 2. On en déduit e(TnQ) = e.
Donc, d'après l'hypothèse (a), on a F C Q pour toute quadrique Q
contenant T. Ceci contredit l'hypothèse (d).

> FI est l'exception 2) du théorème : Fi = Ci H Q^ H K intersection
complète de degrés (2,2,3). Ceci entraîne deg(T H H) = 3 et
deg(T) = 15. De plus pour toute droite L on a deg(FriZ/) < 2. Soit S
une surface de degré s < 3 contenant Fi et soit F^ le résiduel de F H 5'
dans F. Comme degF2 < 3 et pour toute droite L, deg(F2 HL) <, 2,
on a e(T2) < 0. Ceci entraîne e(r D S) = e et de l'hypothèse (a),
on déduit F C S. On en déduit F C Qi H Q^ H K = Fi, ce qui est
absurde.

Donc F n'existe pas. Le théorème est démontré.

3. Indice de spécialité maximum et sous-maximum

3.1. Les résultats.
Dans ce paragraphe, les démonstrations des principaux théorèmes

utilisent la projection générale F7 dans le plan de F. Il faut pour cela
qu'en tout point de F l'espace tangent soit de dimension < 2. On dira
dans ce cas que F est analytiquement plan.

HYPOTHÈSE (H). — Soient g et d deux entiers strictement positifs avec
d <: g2 et i l'unique entier tel que (i — l)g < d < ig. Soit F un groupe de
points analytiquement plan de P3 de degré d vérifiant l'une des hypothèses
suivantes :

1) F C C où C est une courbe réduite irréductible^ intersection de
surfaces de degré g, avec degG > i.

2) ^Z"°(3r(^)) n'a pas de courbe fixe.

THÉORÈME 3.1. — Sous l'hypothèse (H), on a e(T) < i + g — 3, avec
égalité si et seulement si F est une intersection complète de degrés (1, î, g).
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THÉORÈME 3.2. — Sous l'hypothèse (H), si e(F) = i + g - 4, a^ors ^
e:m^e im plan H tel que e(T r\ H) = e(r) = % + g — 4, avec /e5 exceptions
suivantes :

(i) î = 2, (7 = 3, 5 < d <_ 6 et pour tout plan H^ on a deg(F H H) <^ 3.
(ii) i = 2, g = 4:, d = 8 et F est soit une intersection complète de

degrés (2,2,2) soit sur une cubique gauche.
(iii) i = 3, g = 3, d = 8 et Y est une intersection complète de degrés

(2,2,2).
(iv) i = 3, g = 3, d = 9 et F est dans l'intersection de deux quadriques.

Si ces deux quadriques ne se coupent pas proprement^ alors il existe un
plan H tel que deg(r D H) = 6, F H H n'est pas sur une conique et le
résiduel de F H H dans F est aligné.

(v) z = 3 , (7= 4, d= 12 et on est dans l'un des deux cas suivants :
• F est une intersection complète de degrés (2,2,3).
• II existe un plan X tel que deg(rnX) == 8, le résiduel de FDX dans T

est aligné et l'application 7ï"°(Jr(3)) —> ^°(^rnx/x(3)) es^ surjective.
(vi) i = 3 et il existe une cubique gauche T telle que deg(rriT) > 3g—1.
(vii) i = 4 et F est une intersection complète de degrés (2,2,^).

REMARQUES 3.1.

• Si g <: 3, on passe en revue tous les triplets d'entiers (î, ̂ , d) tels que
1 < d < ig < g2 <_ 9 et on étudie les groupes de points de degré d et
d'indice de spécialité e = i -\-g — 4. On voit alors apparaître les exceptions
(i), (iii), (iv) et (vi) du Théorème 3.2; dans tous les autres cas il existe
un plan H tel que e(r D H) == e(r). On peut donc supposer g > 4 pour
démontrer le Théorème 3.2.

• Si i = 1, alors e(F) = g — 3 et d <: g. D'après le Lemme 1.3, F est
contenu dans un plan donc vérifie le théorème.

Si i = 2 ou i = 3 et g > 4, le Théorème 3.2 est une conséquence du
Théorème 2.1. (L'hypothèse (H) n'est pas utile dans ce cas.) On peut donc
supposer i > 4 pour démontrer le Théorème 3.2.

Démonstration du théorème 3.1 dans le cas plan.
Si F est plan alors le Théorème 3.1 est une conséquence du résultat

suivant :

LEMME 3.3. — Soit X un groupe de points de P2 de degré d < ̂ 2, tel
que pour toute courbe plane T de degré t on a deg(X D T) < tg. Alors
e(XnT) < d/^+^—3, avec égalité si et seulement si X est une intersection
complète de degrés (d/g^g).
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Démonstration. — Soit (no; ̂ ii ' • • ? ̂ s-i) le caractère de X avec

e(X) = no - 2.

Rappelons que s est le degré minimum d'une courbe plane S contenant X.
Par hypothèse, on a d = deg(5 D X) < sg. Donc s > d / g .

Supposons qu'il existe t < d / g tel que n^-i —rit > 1. Alors d'après [EP],
il existe une courbe T de degré t telle que T D X a pour caractère
(no,. . . ,nt-i) . Donc :

deg(TnX)=^(m-i).
1=0

On choisit t minimum. Alors
t-i t-i

tg > ̂ (rn -i)> ^(no - 2i) = trio - t(t - 1),
i=0 i=0

c'est-à-dire e(X) = n o - 2 < g + t - 3 < g - ^ - d / g - 3 .
On remarque ensuite que s'il n'existe pas un tel entier ^, alors, ou

bien e(X) < g + d / g - 3, ou bien e{X) = g + d / g - 3 et X a
le caractère d'une intersection complète de degrés ( d / g , g), c'est-à-dire
( 9 + d / g - l , g - ^ d / g - 2 , . . . , g ) .

Dans ce second cas, on pose ï = d / g . Alors i est le degré minimum d'une
courbe plane T contenant F. En calculant avec le caractère, on trouve
/,i(Jp(^)) = j (i - 2)(i - 1). On en déduit h0^)) - h°(0p2(g - i)) = 1.
Donc il existe une courbe S de degré g qui n'est pas multiple de T.

Si S et T ne se coupent pas proprement on peut écrire S = D S ' et
T = DT' où 5" et T ' se coupent proprement. Le résiduel de F H D dans F
est dans 5" H F', donc ig - deg(T H D) < (i - k)(g - k), où k = deg D. On
a donc kg > deg(F D D) > k(g + i — k), ce qui implique i <, k. C'est une
contradiction, donc S H T = F.

Nous allons maintenant démontrer les Théorèmes 3.1 et 3.2 pa-
rallèlement. Pour cela, on fixe g et on fait une récurrence sur d.

Si d = 1, alors e = —1 et i = 1 ; les théorèmes sont évidents. On suppose
maintenant les résultats vrais jusqu'en degré d — 1.

3.2 Première étape.

LEMME 3.4. — Soit F un groupe de points vérifiant (H) avec i > 4 et
e = î+^—4. S'il existe deux surfaces quadriques contenante et se coupant
proprement^ alors Y est une intersection complète de degrés (2,2,^).

Démonstration. — Soient Ci et Q^ deux quadriques contenant F et se
coupant proprement.
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Supposons que F vérifie la partie 1) de l'hypothèse (H) et que C est
contenu dans Ci H Q^. Comme degG ^ i > 4 et deg(Qi H (32) = 4, on a
C = Q\ H Ç2 et 2 = 4, ce qui entraîne e(F) == g. D'autre part, on a

^r/c^)) - ̂ ^r/cÇg)) = ̂  - d > 0 et h^^/cÇg)) = ̂ (M^))

car ^(Jc(^)) = ^(OcÇg)) = h°(0c(-g)) = 0. Donc h^^/cW) > 1.
Soit G une surface de degré g contenant F et pas (7. Alors r C Qi DQs^G.

Supposons que F vérifie vérifie la partie 2) de l'hypothèse (H) ou que F
vérifie la partie 1) de l'hypothèse (H) et C n'est pas dans Ci H Q^. Alors
il existe une surface G de degré g coupant proprement Ci D Ça? telle que
F c Qi n Q2 n G.

Dans les deux cas, comme Q\ DQ2 FI G est une intersection complète de
degrés (2,2, ̂ ), d'après la Proposition 1.11, on a eÇQ-^nQ^nG) = g et pour
tout sous-groupe strict X de QiH^nG, on a e(X) < e(Q\^Q^Ç}G) = g .

Or e(r) =i+g-4.>g. Donc 2 = 4 et F = Qi H Q^ H G.

LEMME 3.5. — Soit F un groupe de points vérifiant (H). On suppose
qu'il existe une surface S de degré s ne contenant pas F telle que
deg(r D S) > sg. Alors F vérifie les théorèmes 3.1 et 3.2.

Démonstration. — On peut supposer que F n'est pas plan. Soit s
minimum tel qu'il existe une telle surface. On choisit 5' telle que deg(Fn6')
est maximum. Notons Fi le résiduel de F D S dans F.

Premier cas.
On suppose que e > i + g — 3.
Comme S H F vérifie le Théorème 3.1, on a e(F H S) < i + g - 3 < e.

(L'égalité ne peut avoir lieu car deg(F F\ S) < d < ig.)
D'après la remarque 1.1, on a e(Fi) > e(F) — s >^i-\-g— 3 — s. D'autre

part
degFi = degF - deg(F H S) < (i - s)g.

Comme Fi vérifie le Théorème 3.1, on a e(Fi) <^ i-^-g—3—s. On en déduit
e(Fi) = i-\-g—3—s et Fi est une intersection complète de degrés (1, i—s^ g).

Soit H un plan contenant Fi. Alors deg(Fniï') > {i—s)g > g . Comme s
est minimum et F n'est pas plan, on en déduit s = 1. De plus

deg(F H 5) = d - degFi < ig - {i - l)g = g ,

donc deg(F H S) = g . Comme pour tout plan H ' on a deg(F D H ' ) <
deg(F H 6') = g , on a aussi deg(F H H) = degFi = g. Donc i = 2 et Fi
est une intersection complète de degrés (1,1,^), donc aligné. Mais alors il
existe un plan H^ contenant Fi tel que deg(F H S) >, àeg(H^ H F) > g +1,
c'est une contradiction. Donc e < i + g — 3.
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Deuxième cas.
Si e == î+p—4, on peut supposer que pour tout sous-groupe strict F' de

F, on a ̂ (r') < e. En particulier e(Tr\S) < e. On en déduit (remarque 1.1)
que e(Ti) >_ e — s. Le Théorème 3.1 entraîne alors degFi > (z — s — l)g.
On en déduit deg(F H S) < (s + l)g.

De plus degFi = d — deg(F D S) < (i — s)g^ ce qui entraîne, en vertu
du Théorème 3.1, e(Y\) <i— s -\- g — 3. On a donc

(i - s - l)g ^ degFi ^ (z - s)g,

i - s + g - 4 < e(Ti) < % - s + g - 3.

D'autre part, sg < deg(F D S) < d < ig, donc s < i — 1. Si s = i — 1,
alors, d'après le Lemme 1.3, Fi est soit aligné de degré g — 1, soit plan de
degré g . Donc il existe un plan H tel que deg(T D H) > g. Comme F n'est
pas plan et s est minimum, on en déduit 5=1, d'où i = 2. Ceci contredit
l'hypothèse i ̂  4 (remarque 3.1). On a donc 5 ̂  % — 2 , c'est-à-dire î — 5 > 2.

Si e(Fi) = î — s -\- g — 3, alors Fi est une intersection complète de
degrés (1, i — 5, g). Il existe un plan H contenant Fi tel que deg(F D H) >
(i — s)g >_ 2g. On en déduit s = 1 et deg(F H H) = 2g (première partie de
la démonstration). Ceci entraîne i = 3, ce qui contredit l'hypothèse i > 4.
Donc e(ri) = i — s + g — 4 et on applique le Théorème 3.2 à Fi. Passons
d'abord en revue les exceptions (on rappelle que g > î > 4) :

• Supposons que Fi est l'exception (ii). On a

2 - 5 = 2 , ^ = 4 , degri=8,

et FI est soit une intersection complète de degrés (2,2,2) soit sur une
cubique gauche. Comme 4 < i < g^ on a nécessairement i = g = 4 et
5 = 2 . De plus

8 < deg(F H S) < 12, deg F < 16, deg Fi = 8,

donc
deg(m5)=8, degr=16.

Comme H0^^ (2)) = 3, il existe deux quadriques indépendantes Qi et Q^
telles que deg(F H Ci) > 9 et deg(F H Q^) > 9. Mais 6' est une quadrique
ne contenant pas F telle que deg (F D S) est maximum. On en déduit
F C Qi D Q-2- D'après le Lemme 3.4, on peut supposer que Qi et Q^ ne
se coupent pas proprement. Donc Qi et Q^ ont un plan commun H , avec
deg(F H H) < 3 car s est minimum. Soit Fs le résiduel de F D H dans F.
Alors F2 est aligné de degré > 13, ce qui est absurde car e = 4.
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• Supposons que Fi est l'exception (v). Alors

i-s=3, g =4, degFi=12.

Comme 4 < % <, g , on a nécessairement i = g = 4 : e t s = l . Comme

4 < deg(r H 6') < 8, degF < 16, degFi = 12,

on en déduit
deg(F H S) = 4 et deg F = 16.

Comme S est un plan tel que deg(F H S) est maximum, Fi ne peut être
qu'une intersection complète de degrés (2,2,3) (Théorème 3.2).

Soit Q une quadrique contenant Fi. Si Q ne contient pas F, alors
e(F H Q) < e = 4. Soit F^ le résiduel de F H Q dans F, alors e(F2) > e - 4
= 2. Or degFs ^ 4. Donc (Lemme 1.3) F-z est aligné de degré 4. Il existe
alors un plan H tel que deg(F H 7T) > 5, ce qui contredit deg(F n S)
maximum. Donc F c Q et il existe deux quadriques contenant F et se
coupant proprement. On conclut avec le Lemme 3.4.

• Supposons que Fi est l'exception (vi). Alors i — s = 3 et il existe une
cubique gauche T telle que deg(Fi HT) > 3g-1. D'après le Lemme 3.4, on
peut supposer qu'il n'existe pas deux quadriques contenant F et se coupant
proprement. On en déduit que F n'est pas contenu dans T. Soit Q une
quadrique contenant T et pas F, alors 3g - 1 < deg(F H Q) < 3g. On en
déduit s < 2.

> Si (i,s) = (5,2), alors deg Fi > 3g-1 entraîne deg (F H S) < 2^+1.
Or S est une quadrique ne contenant pas F telle que deg (F H S) est
maximum. Pour toute quadrique Q contenant T et pas F, on a donc
3g - 1 < deg(F H Q) < deg(F H S) < 2g + 1. Ceci est impossible.

> Si (î,5) = (4,1), alors g < deg(Fn5') < g+1 et 3g-l < degFi < 3g.
De plus, pour tout plan H , on a deg(F n H) < deg(F H 6'). Ceci
entraîne que T est intègre. En effet, sinon il existerait une quadrique
décomposée contenant T, ce qui entraînerait l'existence d'un plan H
tel que deg(F H H) > g + 1.

Soient Q une quadrique contenant T et pas F et Fa le résiduel
de F H Q dans F. Comme e(F H Q) < e = g , on a ^Fa) > g - 2. Or
degFs < g + 1 ; on déduit du Lemme 1.3 qu'il existe une droite L
telle que deg(F2 H L) = ^. De plus L c S et deg(F H 6') = g + 1.

Notons
M^ff^n)).

n>0

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



80 B. BASILI

Montrons que M vérifie les hypothèses de la Proposition 1.8.
Comme degJn/r(^ - 1) = 3(g - 1) - (3g - 1) = -2, on a
^Fi/T^ — 1) ^ c^r (faisceau dualisant sur T) et la suite exacte :

0 -^ UJT — OT(^ - 1) — Or,(g - 1) ̂  0.

Du diagramme commutatif suivant,

^°(0ps(n)) -^ ^°(0r^)) ———— ^(^(n)) ———— 0

1 I I
H°(OTW) —— ^°(0r,(n)) —— ^(^(n-^+l)) —— 0

l
0

on déduit Pisomorphisme

^(^(n))^1^-^!)),
c'est-à-dire :

M^(^H°(OT(g-l-n)y.
n>0

En particulier, on a rang(M^-i) = 1.
Soit a un élément de degré n de Hom^(J?/(Xo,Xi,X2,X3),M)

et a' son image dans H°(OT(g - 1 - n)Y. Pour tout j on a
a'XjH^^T^g - 1 - n - 1)) = 0, ce qui entraîne n = g - 1. Donc

Hom^(.R/(Xo,Xi,X2,X3),M) ^ A^_i.

Soit M^ l'image du morphisme : H1^^)) -^ ^ l(J^(n+ 1)).
Alors M' = ®^M^ est un quotient de M. De plus Mg_^ =
H1^^)) -é 0. car H^-CJrns/sÇg)) = 0. Du Corollaire 1.9, on déduit
Pisomorphisme M ̂  M'. Donc pour tout n on a une surjection :

^°(Jr(n)) —— H^^ns/sW) - 0.

Or ^°(?rn6'/s'(2)) = 2. Donc il existe deux quadriques indépendantes
contenant F. D'après le Lemme 3.4, on peut supposer qu'elles ne se
coupent pas proprement. On en déduit l'existence d'un plan H tel
que deg(r H H) > g + 1 ; c'est une contradiction.

• Supposons que r\ est l'exception (vit), c'est-à-dire une intersection
complète de degrés (2,2,^). Soit Q une quadrique contenant I\. Alors
deg(r D Q) > 4<7 et on a vu dans la première partie de la démonstration
que cela entraîne F C Q. Donc F est contenu dans deux quadriques qui se
coupent proprement. Le Lemme 3.4 permet de conclure.
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Si F n'est pas une exception, il existe un plan H tel que

e(Ti H H) = (z - s) + g - 4.

Ceci entraîne d'après le Théorème 3.1 que

degCTi H H) > (i - s - l)g ^ g.

Donc g < deg(T D H) < 2g et on en déduit s = 1. De plus

deg(Ti H H) ̂  2g ==^ i = 4.

On en déduit deg(Fi H H) = 2g et Fi D H = F H H. Comme

e(r H H) = (i - s) + g - 4 = g - 1

et deg(r D H) = 2g, d'après le Théorème 3.1, F D H est une intersection
complète de degrés (1,2, g). Soit F 2 le résiduel de F H H dans F.

Comme e == g et e(r H H) < e, on a e(T^) > g — 1 (remarque 1.1).
D'autre part deg^) = d — deg(F D H) < 2g, donc, d'après le
Théorème 3.1, F^ est une intersection complète de degrés (1,2, (7).

Finalement on a

deg F2 = 2g, deg(F H H) = 2g, deg F = 4^

et Fs et F D 71 sont des intersections complètes de degrés (1,2, g) :

F n H == H n Ci n G et F2 = ̂  n Q2 n G.
On va montrer que ceci entraîne que F est une intersection complète
de degrés (2,2, g), c'est-à-dire qu'il existe une quadrique Q telle que
F = H H ' H Q H G.

Soit M == (I)^^1^!^72))- D'après la Proposition 1.11, comme Fs est
une intersection complète de degrés (1,2, (7), M vérifie les hypothèses de
la Proposition 1.8 avec e(r2) = g — 1.

Soit M^ l'image du morphisme : ̂ f1^^)) -^ ^('JrÇn + 1)). Alors
M7 = @^M^ est un quotient de M. De plus Mg_^ = H1^^)) + 0,
car H1^^!!/!!^)) = 0. Du Corollaire 1.9 on en déduit l'isomorphisme
M c^ M'. Donc pour tout n on a une surjection :

H°{W) -^ H^^nH/HW) -. 0.

En particulier, pour n = 2, on en déduit que la quadrique générale qui
contient F coupe proprement H. De même, la quadrique générale conte-
nant F coupe proprement H ' . Il existe donc une quadrique Q telle que
F = H H ' H Q H G. On conclut avec le Lemme 3.4.
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3.3 Deuxième étape.

LEMME 3.6. — Soient F vérifiant l'hypothèse (H) et S une surface de
degré s contenant F (et pas C).

• Si s < d/g^ alors F vérifie le théorème 3.1.
• Si s < d/g, alors F vérifie le théorème 3.2.

Démonstration. — On choisit une surface 5' de degré minimum s
contenant F (et pas (7). On peut supposer s > 1 car le Théorème 3.1
est démontré pour F plan et le Théorème 3.2 est évidemment vrai dans
ce cas.

Supposons d'abord que S est intègre.
D'après (H), il existe deux surfaces G et G" de degrés g contenant F

telles que S, G et G' se coupent proprement. Notons Cf = (7 H G ' . Soit A
le groupe de points lié à F par S H G H G'. On a :

JA/C-OO ^ ^ r / c ' = Hom(^(Jr/c-,Oc-).

La multiplication par 5' définit un morphisme injectif :

H° (Oc' (2g - 4 - e)) -^ H° (J^/c/ (^ + 2g - 4 - e)).

Or on a les isomorphismes :

H^Oc'^g - 4 - e)) ^ H^Oc^e)^ ^ ̂ (^(e))'

H°(^/c^s + 2g - 4 - e)) ^ ^°(^/c/(2^ - 4 - e)) ^ H^^/c'^Y.

Comme ^(^/^(e)) - ̂ (^/(e)) = ̂ (?r(e)) 7" 0, on a :

h° (Oc/ (2^ - 4 - e)) ^ h° (JA/C/ (^ + 2^ - 4 - e)).

Donc (/?5 n'est pas un isomorphisme. Il existe une surface 5" de degré
2 ^ - 4 - e + 5 contenant A et pas C", non multiple de S. Comme S
est intègre, S et S" se coupent proprement et il existe une surface G" de
degré g contenant A telle que 6', 5" et G"' se coupent proprement. Comme
A C G" H S D S ' , on en déduit, puisque d <, ig :

deg A = sg2 - d < gs(s + 2g - e - 4) =^ e < g + s + î/s - 4.

Premier cas.
S i e > _ i + g — 3 e t s < ^ d/g <^ 2, comme 5 > 1, alors :

ï + ̂  - 3 ̂  ^ + 5 + i/s - 4 =^ 2(5 - 1) < 5(s - 1) =^ 2 < s.
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On en déduit i = s. Ceci entraîne e = i -\- g — 3 et

deg A = sg2 - d = sg(g - 1) = deg(S H 6" H G").

Donc A = S H S" H G" et ' J A / S H G - ^ OsnG-(-g 4- 1). Or 3^/snG- ^
J^/^F|^//(—^). Donc ^r/.srw c± O^nG'^""!)? c'est-à-dire, r est une inter-
section complète de degrés (1,5, (7). Mais c'est une contradiction car r
n'est pas plan. Donc e <i-\- g — 3 et F vérifie le Théorème 3.1.

Deuxième cas.
§[ e = i -{- g — 4 et 5 < d/g < i, alors

sÇs-i) +z > 0

==> s2 > (s- l)i > {s- l)(s + 1) (car s < i)

==> i(s - 1) = s2 ou i(s - 1) = s2 - 1
==> s = i — 1 ou s = 2 et 2 = 4 (car s > 1).

• Si 5 = 2 et % = 4, alors e = g et sg2 — ig == 5^(5 + 2g — e — 4), c'est-à-
dire deg A == deg (S D 5" D G"). Donc A est une intersection complète de
degrés (2, g - 2, g) : A = S H S" H G". Or

^r/STiG^ = ̂ A/^nc7^"^) = ̂ snc'^—^),

donc F est une intersection complète de degrés (2,2,^). C'est l'excep-
tion (vit) du Théorème 3.2.

• Si s = i - 1, alors (s, s + 2g - e - 4, g) = (i - 1, g - 1, g). Soit A' le
résiduel de A dans l'intersection complète S D 6" D G", alors :

deg A' = (z - l)(g - l)g - ((z - l)g2 - d) = d - g(i - 1) ^ g .

Notons C" = S H G". On a par la liaison :

^v / c " ^ ̂ \/c"(~9 + 1) et ^r/c" ^ ̂ \/c"{~9)'

Donc ^ y / c " ^ ^v / c " { ~ ^ ) ' Notons a la section de ̂ \i ic" définissant A'.
l> Si l'application HQ(Oc"(^}) -> ^°(^AVC-(1)) définie par a est un

isomorphisme, alors il existe un plan H tel que r est le schéma des
zéros de la section aH de ̂ \'/c"W ^ ^ î / c " ' Dans ce cas HÇ}C" est
un sous-groupe de points plan de F qui est une intersection complète
de degrés (1, i — 1, g). Comme e(H D G") = i 4- g — 4, le lemme est
démontré.
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> Si l'application H° (Oc-Ci)) -> ^(^/^(l)) définie par a n'est
pas un isomorphisme, alors ^°(^y/ç,,(l)) > 5, donc par dualité
^(^AVC"^ + g - 5)) > 5. La suite exacte

0 -^ H1 (JA/ (5+^-5)) —— H1 (JAVC- O? + <7 - 5))
——^(0^(5+^-5))-^0

montre que /^(JA^ + g - 5)) 7^ O. Comme s = i - 1 > 3, on en
déduit /^(JA^ - 2)) ^ 0, donc A' est aligné de degré g. Comme
hQ^r/ctt(2)) = ^(^AVC^1)) > 2, il existe deux quadriques Ci
et Ça contenant F et pas C".

Si Qi et Ça se coupent proprement, alors, d'après le Lemme 3.4,
F est une intersection complète de degrés (2,2,p). C'est l'excep-
tion (vit) du théorème.

Si Ci et Qs ont un plan commun H, notons Fi le résiduel de m H
dans F. Alors il existe une droite L contenant Fi. Si e(F H H) < e,
alors e(Fi) > e-1, donc deg(mL) > deg(Ti) > e + l = ^ + l . Ceci
entraîne L C G n G' H 5; c'est une contradiction car G, G' et S se
coupent proprement. Donc e(r H H) = e et F vérifie le théorème.

Si S n'est pas intègre.
On peut écrire S = Si S'a avec degS^ = Si < s. (On confond surface et

polynôme homogène). Soit Fi le résiduel de FnSi dans F. Alors Fi C S^ et
deg(r n Si) + deg(r n Sa) > deg(r n Si) + deg Fi

= d > sg = s^g + s^g.

On a donc d > deg(T H Si) > s^g ou d > deg(T H Sa) > 52^. On conclut
grâce au Lemme 3.5.

Le Corollaire 1.6 et le Lemme 3.6 entraînent :
COROLLAIRE 3.7. — Soit F vérifiant l'hypothèse (H) tel que pour tout

sous-groupe strict V de F, on a e(F') < e. On suppose qu'il existe un
entier n < d/g tel que :

• S i F vérifie la partie 1) de l'hypothèse (H),

hl(3^(e-n))<(n+3}-ho(3c(n)).
\ 6 /

• S i F vérifie la partie 2) de l'hypothèse (H),

^(Me-n)^^3).
\ ô /

Alors F vérifie les théorèmes 3.1 et 3.2.
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3.4 Troisième étape.
Soient F vérifiant l'hypothèse (H) et F' la projection générale de F

dans P2.
Supposons qu'il existe une courbe plane T de degré t telle que

deg(r' n r) > tg.

Alors le cône au-dessus de T est une surface S de degré t telle que

d ^ deg(F H S) > tg.

Si S ne contient pas F, alors le Lemme 3.5 démontre les Théorèmes 3.1
et 3.2. Si S contient F, alors, comme t < d/p, S ne peut pas contenir C
et le Lemme 3.6 démontre les Théorèmes 3.1 et 3.2.

De même, si T est une courbe plane de degré t telle que

tg=deg(^fnT)<d,

alors le cône S au-dessus de T est une surface de degré t ne contenant pas F
telle que deg(rnS') > tg. Le Lemme 3.5 démontre alors les Théorèmes 3.1
et 3.2.

On peut donc faire l'hypothèse suivante :

HYPOTHÈSE (H'). — Pour toute courbe plane T de degré t, on a
deg(r' D r) < tg avec égalité si et seulement si F' C T.

Fin de la démonstration du théorème 3.1.
Le Lemme 3.3 entraîne e(r') <, d / g - \ - g — 3, avec égalité si et seulement

si F' a le caractère d'une intersection complète de P2 de degrés ( d / g ^ g ) .
Or e(r) <, e(r'), donc e < i + g - 3. De plus si e = i + g - 3,

alors e(r') = d / g + g - 3 == e, et d'après le Lemme 3.3, F' est une
intersection complète de degrés ( d / g ^ g ) . On a donc /^(Jr^e — 1)) = 3.
Comme /^(Jr^ - 1)) <: /^(Jr^e - 1)), on en déduit

^(Jr(e-l)) ^^(Jr(e))+2.

D'après le Lemme 1.5, il existe un plan H tel que e(T H H) = e. Le
Théorème 3.1 est vrai.

Fin de la démonstration du théorème 3.2.
On suppose que e = i + g — 4. Soit TIQ >^ n-i > • " > ris-i le caractère

deF.
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LEMME 3.8. — Pour tout j < i, on a 77^-1 - rij ^ 1 et i + ̂  - 1 >
^o > î + g - 2.

Démonstration. — Les conditions e^') > e(F) et no = e(F') + 2
entraînent no >i + g — 2.

Soit j minimum tel que n^_i - nj > 2. D'après la Proposition [EP],
il existe une courbe T de degré j telle que F H F' a pour caractère
(no^i; • • • ̂ j-i). On a alors :

J'-l .7-1

-E^-^)^
A;=0 A;=0

degF' > deg(T H F') = ̂ (n, - A;) > ̂ (no - 2Â;),

ce qui entraîne
degr^^z+^-^'-l).

Comme T ne contient pas F', l'hypothèse (H') implique degfT'nr) < jg,
d'où j(z + g - j - 1) < jg, c'est-à-dire i < j.

Supposons 77,0 > i + g ; alors

î-l î-1

degF' > ̂ (n^ - k) > ̂ (no - 2A;) > i(g + 1),
A;=0 k=0

ce qui contredit degF' <_ ig. Donc no ^ 1 + <7 — 1.

LEMME 3.9. — Si F vérifie la partie 1) de (H) et l'une des hypothèses
suivantes :

^(Jr^e-l)) <4, ou
/^(Jr/O?^)) <9, ou

^(Jr/(e-3)) <20-/i°(Jc(3)),

ou si F î;eh/ie Za partie 2) de (H) e^ l'une des hypothèses suivantes :

^(Jr'(e-l)) <4, ou
/l l(J^/(e-2)) < 10, ou
/^(^(e^)) <20,

aZor5 r vérifie le théorème 3.2.

Démonstration. — Rappelons que pour tout entier n, on a :

^(M^))>^CW).
Supposons que F vérifie la partie 1) de l'hypothèse (H).
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• Si ^(Jr^e- 1)) < 4, alors ^(Jr(e- 1)) < 4-/i°(Jc(l)) car C n'est
pas plane.

• Si /^°(Jc'(2)) > 2, alors F est contenu dans deux quadriques qui se
coupent proprement car C est intègre. Le Lemme 3.4 donne le résultat.
On peut donc supposer /i°(Jc(2)) < 1. Si /^(Jr^e - 2)) < 9, alors
/l l(J^(e-2))<10-/,o(?c(2)).

. Si/^Jr^-S)) < 20-/i°(Jc(3)), alors ̂ (Jr^-S)) < 20-/i°(Jc(3)).
Le Corollaire 3.7 donne le résultat.
Si F vérifie la partie 2) de l'hypothèse (H), c'est une conséquence

immédiate du Corollaire 3.7.

Nous allons maintenant étudier toutes les possibilités pour le caractère
de F'. Rappelons que

W=^n,-j)>.Y^{n,-j\
j=0 j=Q

/^(Jr/H) ^ ^ Card{j; n^ > k}.
k>n-\-2

• Sïn-2 <i-\-g-3, alors no = ^ + 9 - 2 et ni = % + ̂  - 3 (Lemme 3.8).
Ceci entraîne h1^^^ + g - 5)) = 3. On conclut grâce au Lemme 3.9.

• Si n'2 >^ i + g — 3, alors les caractères possibles sont :

(no,...^-i) = (g-^-z- l^+î-2,...,^+l,50,
(no, • • . , ̂ -i) = (g + i - 2,^ + z - 2, g + i - 3 , . . . , g),

(no,. • • ̂ -i) = {g-^i -2,^+î -2 ,^+%-3, . . . , ^+ 1^+ 1),

(no,...,^) = (^+î-2^+î-2^+î-3, . . . ,^+l^ , î+ l ) ,
(no,.-.,^-i) = (^+^ - 2,g-\-i-3,g+i -3,...,^+ 1,^),
(no,...,^-i) = (p+ î -2 ,^+^-3^+2-3 , . . . , ^+1^+1) ,

(no, • . . ̂ z) = (^ + i - 2, ̂  + i - 3, g + z - 3,.. . , g + l,g, i + 1),
(no,..., n,_i) = (^ + i - 2, g + i - 3, g + î - 3 , . . . ,g + 2, g + 2,^ + 1),

(no,...,^) = (^+^-2^+2-3^+z-3,...,p+2^+l^+l,z+l),

(no, • . • ,rii) = (g + i - 2, g + 2 - 3,^ + i - 3 , . . . ,g + 2,^ + 1, g, i + 2).
Dans tous les cas, on trouve :

/^(Jr^+^-ô)) =8 ou / l l (J^ / ( î+^-7)) < 15.
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D'après le Lemme 3.9, le seul cas restant à étudier est le cas où F vérifie
la partie 1) de l'hypothèse (H) et ^°(Jc(3)) > 5.

De plus on peut supposer h°(Jc(2)) < 1, sinon comme C est intègre,
le Lemme 3.4 permet de conclure.

LEMME 3.10. — Soit C une courbe intègre de P3 telle que h°CJcW) < 1
et h°(JcW) > 5. Alors deg (7 < 6.

Démonstration.
• Supposons que /i°(Jc'(2)) == 1 et soit Q une quadrique contenant C.

Alors Q est intègre et il existe une cubique qui coupe C proprement. Ceci
entraîne deg C < 6.

• Supposons que /i°(Jc(2)) = 0. Alors il existe deux cubiques K et K '
qui se coupent proprement. Ceci implique deg G < 9.

l> Si degC = 9, alors /i°(Jc(3)) = 2, c'est une contradiction.
> Si degC = 8, alors C est liée par deux cubiques à une droite. On en

déduit (cf. [PS]) que l'idéal gradué est engendré par deux cubiques
et une quartique, ce qui contredit /i°(Jc(3)) > 5.

l> Si deg C = 7, alors C est liée par deux cubiques à une courbe Cf de
degré 2. On a la suite exacte de liaison (cf. [PS]) :

0 -^ ujc'W —> OKHK'W —> Oc(3) -^ 0.

Donc h°^cW) = ̂ °(W^(3)) + h\ujc'W) = 2 + /i°(a;c-(l)).
Si C' est une conique alors ^°(Jc(3)) = 3, c'est une contradiction.
Si C' est la réunion de deux droites disjointes L et L', alors

^c-(l) ^ OL(-I) 0 CM-1). Donc ^°(Jc(3)) = 2, c'est une
contradiction.

Si C ' est une droite double de support L, alors il existe un entier k
tel que l'on ait une suite exacte

0 ̂  OL(k) —> Oc' —> OL -^ 0.

Comme OLW est un quotient du fibre conormal 20L(-1) de L, on
en déduit k > —1. En dualisant la suite exacte, on obtient :

0 -. ̂ (1) —. ujc'W —> ^L(I - k) -^ 0.

Or^(^(l))=^°(0^(-l))=0et

h°(^(l - k)) = /I°(OL(-I - k)) < 1.

Donc /i°(^(l)) ^ 1 et ^°(Jc(3)) ^ 3, c'est une contradiction.
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II reste à étudier les cas 4 < i < deg C < 6. Pour cela on considère la
suite exacte

0 -^ Jc(e) —— Jr(e) —— ?r/c(e) -^ 0.

D'après le théorème de Casteinuovo sur la majoration du genre des courbes
gauches intègres, et si pa(C) est le genre arithmétique de C, on a :

si deg C = 4, alors pa(C) < 1,
si degC = 5, alors pa(C) ^ 2,
si degC = 6, alors pa(C) < 4.

Remarquons que si (%, deg C,pa(C)) = (4,4,1), alors C est l'intersection
complète de deux quadriques; on conclut grâce au Lemme 3.4.

On peut donc supposer

(z,degC,p,(C))^(4,4,l).

Comme e = % + ^ - 4 > 4 > degC-2, on a /^(Jc^)) = 0. On a donc une
suite exacte :

0 ̂  ̂ (Me)) -^ ^(Jr/c^)) —^ ^(Oc^e)) ̂  0,

et l^^(?r(e)) < ^(Jr/c(e)).
• Si (7 est lisse, on calcule directement

deg(Jr/c(e)) ^ edegC - ig = g(degC - i) + (i - 4) degC,

et on trouve deg(Jr/c(e)) > ^Pa(C) - 2. Donc /^(Me)) ==: 0, c'est une
contradiction.

• Si C n'est pas lisse (seulement intègre), comme ^(^r/c^)) ^ l?
on a :

7:f°(Homc(Jr/c(e)^c)) + 0, donc ^(o;c) > x(^r/c(e)).

Or^c)=^(C)-let

X(?r/c(e)) = x(0c(e)) - x(0r(e)) = edegC + 1 - pa{C) - deg F.

On trouve alors

^Pa(C) - 2 > ^(deg C - i) + (î - 4) deg C,

ce qui est impossible dans tous les cas. Le Théorème 3.2 est démontré.
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4. Gonalité et indice de Clifford d'une courbe lisse
intersection complète de P3

DÉFINITION 4.1.
• Soit C une courbe. On appelle gonalitéde C et on note gon((7) le plus

petit entier n tel qu'il existe un morphisme C —^ P1 de degré n. Autrement
dit, c'est le plus petit entier n tel qu'il existe un faisceau inversible L sur C
de degré n avec h°(^) > 2.

• Soit L un faisceau inversible sur C. On appelle indice de Clifford de -C
l'entier

Cliff(^) = deg^ - 2(/i°(L) - 1).

• On appelle indice de Clifford de C et on note Cliff(C') le plus petit
indice de Clifford des faisceaux inversibles L sur C vérifiant h°(^) > 2 et
h°(^^ujc) >2 .

REMARQUES 4.1.
1) On a la majoration Cliff((7) < gon((7) — 2.

2) Soit L un faisceau inversible sur C tel que

h°W > 0 et /i0^ (g) cc;c) > 2.

Alors Cliff^ (g) ujc) = Cliff(X).

LEMME 4.1. — Soit C = F D G une courbe intersection complète de
degrés {f,g) dans P3, lisse et connexe. Soient L un faisceau inversible sur
C et Y le diviseur des zéros d'une section de L. Alors

/ i ° (^)=^(Jr ( /+^-4))+l .

On en déduit l'équivalence :

/ i ° ( L ) > 2 ^ e ( r ) ^ / + ^ - 4 .

Démonstration. — On considère la suite exacte :

(1) 0 ̂  H1 (Jr(n)) -^ H1 (Jr/cM) -^ H1 (Oc(n)) - 0.

On a H°(^y ^ ^(Jr/c ̂  ̂ c) avec a;c ^ Oc(/ + ^ - 4). Donc

hoW=hl(^/c(f+9-^).

On déduit de la suite exacte (1) :

^W-^CW+^-^+i .
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THÉORÈME 4.2. — Soit C = F H G une courbe intersection complète de
degrés {f,g) de P3 lisse et connexe. On suppose g > f > 2. Soit i le degré
maximum d'un groupe de points aligné dans C. Alors gon((7) = gf — £.

De plus si L est un faisceau inversible sur C, alors /i°(X) > 2 et
degL = fg - { si et seulement si le schéma des zéros d'une section de L
est le résiduel dans une section plane de C d'un groupe de points aligné.

Démonstration. — Remarquons que 2 < £ <^ g. En effet, si £ > g
alors il existe une droite L telle que deg(L H C) > g , ce qui entraîne
L C F H G = C; ce qui contredit les hypothèses sur C.

Fixons une droite L telle que deg(C7 D L) = £. Soient H un plan
contenant L et F le résiduel de C n L dans C H H. Notons ^ = J^
le faisceau inversible associé. On a deg^ = fg - £ et /i°(X) > 2. On en
déduit gon(C) < fg - i.

Soit ^ un faisceau inversible sur C tel que /2°(L) > 2 et degL <
fg - ê < fg - 2. Notons F le schéma des zéros d'une section de L. On
a degF < fg, donc, d'après le Théorème 3.1, on a e(F) < / + g - 3. On
déduit du Lemme 4.1 que e(T) = / + g — 4.

Alors d'après le Théorème 3.2 (avec i = /), il existe un plan H tel que
e(r H H) = f + g - 4. En effet, comme deg F < fg - 1, F ne peut pas être
une des exceptions. Soit A le groupe de points lié à F H H par H H F H G.
On a :

^A/HnF ^ ^ÏnH/HnF(~9)^

hl^^^H/HnF(f+g-^=ho{^^^nF^-9))=ho{^/HnFW).

Comme ^^rn^/^n^/ + 9 - 4)) 7^ O, on en déduit que A est aligné.
Comme deg A < £, on a

fg - ^ > degF > deg(r H H) > fg - degA > fg - L

On en déduit deg/C = fg - £ et gon(C7) = fg - £.

THÉORÈME 4.3. — Soit C = F H G une courbe lisse intersection
complète de P3 de degrés (/,^), avec g > f > 2 et (f,g) ^ (3,3). Alors
Cliff(C) = gon(C) - 2.

L'exception (3,3) est étudiée par G. Martens dans [M]. Dans ce cas on
a gon(G) = 6 et Cliff(C) = gon(C) - 3 = 3 = Cliff(0c(l)).

Pour les courbes planes de degré d > 4, on a gon(C) = d - 1 et
Cliff(C) = gon(G) - 3.
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Démonstration. — Remarquons que si (/,(/) = (2,2), alors la courbe
est elliptique et on a gon(C7) = 2 et Cliff((7) = 0. Si (f,g) == (2,3), alors
la courbe est trigonale et Cliff((7) = 1.

D'après la remarque 4.1, on a Cliff((7) ^ gon((7) - 2, et d'après le
Théorème 4.2, gon(G) = fg - £, où £ est le degré maximum d'un groupe
de points aligné dans C.

• Si C est hyperelliptique, alors gon((7) < 2 entraîne

( / - 1 ) ^ < ^ - ^ < 2 ,

donc (f,g) = (2,2). C'est un cas déjà traité.

• Si C est bi-elliptique, alors gon(C) < 4 entraîne

(/ - l)p < f9 - i < 4,

donc (f,g) = (2,3), cas déjà traité, ou Çf,g) = (2,4). Supposons
donc que C est bi-elliptique de degrés (2,4). Alors, il existe un faisceau
inversible L de degré 6 tel que h°(fi) = 3. Doit F le schéma des zéros d'une
section de L. D'après le Lemme 4.1, on a /^(Jr^)) = h°(^) -1^2. Ceci
entraîne /^(Jr^l)) ^ 3 donc F est plan et L est un sous-faisceau de Oc(l).
Mais deg/C = 6 entraîne alors /i°(L) < 2; c'est une contradiction.

On peut donc supposer dans la suite que (f,g) est différent de (2,2) et
de (2,3) et que C n'est ni hyperelliptique, ni bi-elliptique.

Soit L un faisceau inversible sur C calculant l'indice de Clifford et tel
que /^°(L) soit minimum. On note r = h°(^) — 1 et d = deg-C. Alors

Cliff(C) = Cliff(L) =d-2r

et on a d-2r ^ fg-£-2. Si Cliff(G) < gon(C) -2, alors d'après [ELMS,
Lemme l.l], L est très ample et l'image C' de C dans P7' n'a pas de A;-plan
(2k — 2)-sécant pour 1 ̂  k < r — 2.

D'après [ELMS, Cor. 3.5], pour d -^ 4r - 3, on a d ^ 6r - 6. Donc
d > 4r - 7. D'après [CM, Th. A], G' a un (r - 2)-plan (2r - 3)-sécant
dans P7'. Notons ̂  ce (r - 2)-plan et L' = ̂ n c ' / c ' W - Alors L' est un
sous-faisceau de L et on a :

deg£/ = d - (2r - 3) = Cliff(C7) + 3.

De plus h°(^) = 2 ; donc Cliff(C) > gon(C) - 3. On en déduit :

Cliff(C) = gon(C) - 3 = degL' - 3.
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Soit 5' une section de L' et s son image dans H°(^). On note res-
pectivement F et F' les schémas des zéros de s et 5' dans P3 On a
r' c r c c c P3,

degr = d et degF' = d - (2r - 3) = fg - H.

D'après le Théorème 4.2, le schéma F' est le résiduel dans une section
plane de C d'un groupe de points aligné de degré £. Il existe donc un
plan H de P3 tel que r c H H C. Soit Fi le résiduel de F H H dans F.
Alors

degFi = d - deg(F H H) ̂  d - degF' = 2r - 3,
c'est-à-dire degFi <d-(fg- £).

D'après [CM, Cor. 3.2.5], si C n'est ni bi-elliptique ni hyperelliptique et

; 2 Cliff(G) + 4 pour Cliff(G) impair,
29 Q ( 0 ) ^> ^

[ 2 Cliff(C') + 5 pour Cliff(C') pair,

où pa(C) est le genre de C, alors d ^ j (Cliff(C') + 2).
Comme Cliff(C) = fg-ê-3 et 2^(C)-2 = fg(f+g-^, la condition

numérique est équivalente à

W+ff-^xf^-4 P01"-^-^^,
l —4^ — 6 pour fg — £ pair.

Pour / + g ^ 8, ceci est toujours vrai. Il reste à étudier les cas :

(/,^)=(3,4), (2,4) ou (2,5).

Mais si / < 3, comme F est normale elle contient des droites, et on a
£ = g. On voit alors que la condition est vérifiée. On a donc :

d<^ J(^-^-l) ̂  degl\< ^ ( f g - ^ - 3 ) .

• Si f = 2, on trouve degFi < ^(g - 3), ce qui entraîne d'après le
Lemme 1.3

e( r i )<^-3)-2=^-7) .

On en déduit e(ri) < ^ - 3 = / + ^ - 5 .

• Si / > 3, alors j {fg - £ - 3) < (/ - Ï ) g , donc degFi < (/ - Ï ) g .
D'après le Théorème 3.1, ceci entraîne e(Fi) < f-\-g-5. De la suite exacte

0 -^ Jr, (/ + g - 5) —— Jr(/ + <7 - 4) —— ̂ H/HÛ + g - 4) -^ 0,

on déduit /^(M/ + P - 4)) = /^^^^/^(^ + g - 4)).
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Si on note L" == ^^H/C^ on a (Lemme 4.1) :

h0^) = h1 (Jrn^(/ + g - 4)) + 1 = h1 (Jr(/ + 9 - 4)) + 1 = h°W.

Donc -C ^ ^//. Comme ^// est un sous-fibré de Oc (1), on en déduit

2 < ^°(L) < 4.

• Si /I°GC) = 4, alors L c± Oc(l) et ClifF(^) = fg - 6, c'est une
contradiction.

• Si ^°(L) = 3, alors deg^= fg-1 et Cliff(/C) = (/^ - 1) - 4, c'est
une contradiction.

. Si h°(^) = 2, alors degL = fg - £ et Cliff(X) = (fg - £) - 2, c'est
une contradiction.

Conclusion : on a
Cliff(G) = gon(C) - 2.
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