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QUELQUES QUESTIONS SUR LES INTÉGRALES

ORBITALES UNIPOTENTES ET

LES ALGÈBRES DE HECKE

PAR

JEAN-LOUP WALDSPURGER (*)

RÉSUMÉ. — Pour un groupe réductif sur un corps local, on formule une conjecture
exprimant la dimension de l'espace engendré par les restrictions des intégrales orbitales
unipotentes à l'algèbre de Hecke-Iwahori.

ABSTRACT. — For a reductive group over a local field, we propose a conjecture
that give thé dimension of thé space generated by thé restrictions of unipotent intégral
orbitals to thé Hecke-Iwahori algebra.

Introduction

Soient F un corps local non archimédien, G un groupe réductif connexe
défini sur F et G = G (F). On suppose G quasi-déployé, déployé sur une
extension non ramifiée de F. Fixons un sous-groupe d'Iwahori B de G
et notons X l'espace des fonctions sur G, à valeurs complexes, à support
compact et biinvariantes par B. Notons d'autre part U l'ensemble des
orbites unipotentes de G. Pour tout u e U, fixons une mesure sur u
invariante par conjugaison. On définit alors une distribution Ju sur G,
l'intégrale orbitale associée à u. On note Ju\x sa restriction à X et Du(^)
le sous-espace du dual de X engendré par les formes linéaires Ju\x
quand u parcourt U. On propose ci-dessous une formule conjecturale pour
la dimension de Du{^)'
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2 J.-L. WALDSPURGER

Fixons maintenant un sous-groupe compact maximal hyperspécial K
de G et notons ^K l'espace des fonctions sur G, à valeurs complexes,
à support compact et biinvariantes par K. On définit comme ci-dessus
un sous-espace Du^1^) du dual de ^K et on propose une formule
conjecturale pour la dimension de DuÇ^^^).

Ces formules nécessitent des constructions immobilières un peu subtiles
pour l'auteur. Lequel a donc préféré les décrire à titre conjectural et
vérifier leur validité dans le cas des groupes classiques non ramifiés. On
démontre ensuite les conjectures pour les groupes GL(n) et SL(n). Il ne
s'agit que d'une reformulation de résultats déjà connus dus à HALES et
à l'auteur. Dans le cas des groupes classiques non ramifiés, on montre
seulement que les formules proposées ont une certaine cohérence. On
obtient des résultats très partiels en reformulant certains résultats de
Magdy ASSEM.

On note 0 l'anneau des entiers de F, ¥q son corps résiduel et p la
caractéristique de ¥q.

2. Constructions immobilières

2.1. — On décrit dans ce paragraphe les constructions immobilières
conjecturales évoquées ci-dessus. On suppose dans tout le paragraphe 2
que p est «assez grand». Soit J(G) l'immeuble de Bruhat-Tits de G.

Commençons par décrire ce que nous appelerons les sous-espaces affines
distingués de I(G). Ce sont les sous-ensembles G de I(G) obtenus ainsi :
soit A C I(G) un appartement; c'est un espace affine réel muni d'une
décomposition en facettes ; fixons une facette ; alors G est le sous-espace
affine de A qu'elle engendre. Soit donc G un tel sous-espace affine distingué
de I(G), notons M le sous-groupe des éléments de G qui fixent tout point
de G. La théorie de Bruhat et Tits associe à G un groupe M sur 0, lisse
et tel que M = M(o). Notons M^ le plus grand quotient réductif de
M XoFç et M^ = M^Fg). Il y a une application naturelle

PM : M —> M^

qui est surjective. Soit Nc(M) le normalisateur de M dans G. Il y a
une action de No(M) sur M^ telle que PM soit équivariante. Notons
UcÇM^) l'ensemble des orbites pour l'action de Nc(M) d'éléments uni-
potents de M^ et U^ÇM^) le sous-ensemble des orbites anisotropes,
i.e. qui ne coupent pas de Lévi propre de M^ défini sur Fg. Notons M.
l'ensemble des sous-groupes M comme ci-dessus (quand on fait varier G),
U ' l'ensemble des couples (M,UM) où M e M et UM e U^ÇM^). Le
groupe G agit par conjugaison sur U' ; on note U" l'ensemble des orbites.
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INTÉGRALES ORBITALES UNIPOTENTES 3

Nous ferons les hypothèses suivantes.

HYPOTHÈSE 2.2. — Soit (M^UM) Ç. U1'. L'ensemble des orbites u e U
telles que u ̂ P~^(UM) 7^ 0 est non vide et possède un unique élément de
dimension minimale.

Cet élément ne dépend que de la classe de conjugaison de (M,^)-
Cela définit une application (p : U" —> U.

HYPOTHÈSE 2.3. — L'application (p est une bijection.

2.4. — Soit M e M. On note ^(M^) l'espace des fonctions
sur M^ à support unipotent invariantes par conjugaison par Nc(M)
et ^unif^^) ^e sous-espace des fonctions uniformes. (Rappelons
qu'une fonction sur un groupe fini réductif connexe est dite uniforme
si elle est combinaison linéaire des caractères RT,O de Deligne-Lusztig,
cf. [C, chap. 7] ; remarquons que les fonctions sur M^ à support uni-
potent sont a fortiori à support dans la composante neutre de M^.)
Notons

Punif:^(Mred)-.^^(Mred)

la projection orthogonale. Si X C M^, notons lx la fonction carac-
téristique de X. Notons ^^^^(M^0) l'espace engendré par les fonctions
Punif(ln) pour u ç U^ÇM^). Fixons un ensemble de représentants
{Mi ; i = 1, • • • , m} des classes de conjugaison d'éléments de M.. Posons :

m

^=Q)^'^(MKd).
i=l

On définit une application

( p : U — > ^
de la façon suivante. Soit u ç U. Il existe un unique i € { l , . . . , m }
et un unique ui e U^^ÇM^) tels que (p(Mi^Ui) = u. On note ^p(u}
l'élément de T dont la î-ième composante est punif(lnj et dont les autres
composantes sont nulles.

2.5. — Soit M e M. Notons T^M^) l'ensemble des classes de
conjugaison par Nc(M) de tores maximaux de M^, définis sur ¥q et
elliptiques (i.e. non contenus dans un Lévi propre de M^ défini sur Fg).
Notons T l'ensemble des couples (M, T) où M e M et T <E T^M1'̂ ). Le
groupe G agit par conjugaison sur T' ; on note T" l'ensemble des orbites.

Soit maintenant T un sous-tore de G, maximal et non ramifié, i.e.
déployé sur une extension non ramifiée de F. Il est naturellement défini
sur 0. Soient F ' une extension non ramifiée de F^ d son anneau d'entiers,
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4 J.-L. WALDSPURGER

G' = G^F') et J((y) l'immeuble de G ' . L'immeuble I(G) se plonge
naturellement dans I{G') et r(cy) agit sur J(G'). Notons C^ l'ensemble
des éléments de I(G) fixes par r(o').

HYPOTHÈSE 2.6. — Si F' est assez grand, Cp' ne dépend pas de F' et
est un sous-espace affine distingué de I(G).

2-7- — Notons simplement G le sous-espace ainsi défini; soit M le
groupe sur 0 associé à G. Alors T (considéré comme défini sur 0) se
plonge dans M et définit donc un sous-groupe réduit T^ de M^0.

HYPOTHÈSE. —T^ est un sous-tore maximal elliptique de AT^.

2.8. — Notons T l'ensemble des classes de conjugaison de sous-tores
maximaux de G, non ramifiés. L'application T i-̂  (M.T^) définit
naturellement une application

^ : T —. T " .

HYPOTHÈSE. — L^application ̂  est une bijection.

3. Les conjectures

3.1. — Soit X un sous-ensemble de U. Notons Dx(X) le sous-espace
du dual de X engendré par les formes linéaires Ju\x pour u ç X et J^x le
sous-espace de F engendré par ^p(X) (cf. 2.4).

QUESTION. — A-t-on l'égalité dïmcDxW = dimc^x ?

3.2. — On peut imaginer que pour tout M e M, on a l'égalité :

dimc^^^M^) =#T^\Mred).

Pour X = U, on peut conjecturer que la question ci-dessus admet une
réponse positive. L'hypothèse 2.8 conduit alors à la

CONJECTURE. — On a les égalités :
m

dimc DuW = dimc ̂  = ̂  # Tf{M^) = # T.
i=l

L'explication des égalités extrêmes est la suivante. Soit

{T,; z = l , . . . ^ }

un système de représentants des classes dans T. Pour tout i, fixons un
élément x^ e T,(o) dont la réduction dans (T^ x Fç)(Fg) soit régulière
(un tel élément existe si p est assez grand). Munissons la classe de
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INTÉGRALES ORBITALES UNIPOTENTES 5

conjugaison de xi dans G d'une mesure invariante et définissons l'intégrale
orbitale J ( x i ) et sa restriction J(xi)\^.

On peut penser que J(xi)\^ ne dépend pas du choix de Xi et que
Du(^) n'est autre que l'espace engendré par ces formes linéaires J(xi}\^
pour i = 1,... ^ t .

3.3. — Définissons l'espace ^K comme dans l'introduction. L'explica-
tion esquissée ci-dessus conduit à la conjecture ci-dessous. Considérons
l'ensemble des données

{H^H^s^Q}
où :

• (Jf, Lïî^ s, Ç) est une donnée endoscopique non ramifiée du groupe G
{cf. [LS,§1.2]et[Hl ,§6]) ;

• ô est une classe de conjugaison stable de tores maximaux elliptiques
et non ramifiés de H.

Deux telles données (H^H, ;5,^ 6) et { H ^ H ' , s ' , ^ Q ' ) seront dites
équivalentes s'il existe un isomorphisme a '. H —> H ' défini sur F et un
élément g e G C LG tels que :

(i) ^ = Int(^) o ^ o La, où La : LH! —^ ̂  est l'isomorphisme associé
à a et Int(^) la conjugaison par g ' ,

(ii) a(6) = 8'.

REMARQUE. — Notons qu'il n'y a pas de condition portant sur s et 5'.
En particulier, les conditions ci-dessus n'impliquent pas que les données
(H^H.s^) et { H ' ^ H ' . s 1 ^ ' ) soient équivalentes au sens de [LS, § 1.2].

Notons 0 le nombre de classes d'équivalence de telles données.

CONJECTURE. — A-t-on dimc Djj^1^) = 07

4. Le cas des groupes linéaires

PROPOSITION 4.1. — Soit n un entier > 1.

(i) Si G = GL(n) les hypothèses du § 2 et les conjectures 3.2 et 3.3
sont toutes vérifiées et la question 3.1 admet une réponse positive.

(ii) Si G = SL(n), il en est de même si n < p.

Démonstration. — Soit V un espace de dimension n sur F.

4.2. — Supposons G = GL(n). On identifie G à GLp(V). Notons P(n)
l'ensemble des partitions de n, i.e. les suites À = ( A i , . . . , A ^ ) d'entiers
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telles que

Al > • • • > \r > 0 et ^\i=n

L'ensemble U est en bijection avec P(n) : à un unipotent, on associe
la partition définie par sa décomposition en blocs de Jordan.

Les sommets de J(G) correspondent aux classes d'homothétie de
réseaux de V. Soient { e i , . . . , en} une base de V et À = ( A i , . . . , \r) une
partition de n. Pour i ç {1 , . . . , r} , notons L, le 0-module engendré par
^(î-^+i? • • • , <°A(î), où, pour tout j,

A(j) = A i + — + A ^ .

A notre base et à A, on associe le sous-espace affine distingué de I(G)
dont les sommets sont les classes d'homothétie de réseaux de la forme

z\L^ C " ' ^ Z r L r , avec ^i , . . . ,Zr e F x .

Le groupe M associé est :

M = {g e GL(V) ; Vz ç { 1 , . . . , r}, g(L,) = L,}.

Tous les éléments de A4 sont obtenus ainsi. La classe de conjugaison du M
ci-dessus ne dépend que de A. On a :

M ̂  GL(Ai, 0) x • • • x GL(A^, 0),

M^ ^ GL(Ai,Fç) x • • • x GL(A,,F,).

Ce dernier groupe a pour seule orbite anisotrope l'orbite régulière.
L'hypothèse 2.2 est immédiate : un unipotent de GL(A^o) qui se

projette sur un unipotent régulier de GL(A,,Fg) est lui-même régulier.
La construction ci-dessus met U" en bijection avec P(n). L'application (p
de 2.3 se réduit à l'identité de P(n).

Pour tout entier £ ^ 1, notons F(, l'extension non ramifiée de F de
degré £. Soit A = ( A i , . . . , \r) une partition de n; fixons un isomorphisme
de V sur F^ C • • • C F^. Alors le tore

T = F X x .. • x F "
AI Ar

se plonge dans G. Sa classe de conjugaison ne dépend que de A.
L'ensemble T s'identifie ainsi à P(n). Pour le tore ci-dessus, choisis-
sons une base {e i , . . . , e^} de V telle que pour tout i ç { ! , . . . , r},
{eAÇi-l)-{-l^ ' ' • , eAÇi)} soit une base sur Ode l'anneau des entiers 0\^ de F\^.

TOME 124 — 1996 — ?1



INTÉGRALES ORBITALES UNIPOTENTES 7

On vérifie aisément que pour toute extension F ' de F non ramifiée
et assez grande, l'ensemble C p ' de 2.6 associé à T n'est autre que le
sous-espace affine distingué de I(G) associé à la base ci-dessus et à À.
Décrivons Tred(¥q) : c'est l'image de 0^ x • • . x 0^ dans GL(Ai.Fg) x
• • • x GL(A^, ¥q). C'est bien (l'ensemble des points sur ¥q de) l'unique sous-
tore maximal elliptique de ce dernier groupe. Cela vérifie les hypothèses
2.6 et 2.7, et 2.8 est immédiate.

On sait que l'ensemble {J^i^x ; u e U} est linéairement indépendant
(cf. [Wl, cor. III.I). Les conjectures du paragraphe 3 en résultent
immédiatement, ainsi que la réponse à la question 3.1.

4.3. — Supposons maintenant G = SL(n). On identifie G à SLp(V).
On fixe une base { e i , . . . . en} de V et une uniformisante cj de F.

Soit A = ( A i , . . . , A ^ ) e P(n). Notons g(\) le pgcd de A i , . . . , A y . .
Pour rj ç F x , choisissons 771 , . . . , 7^ ê Fx tels que ni=i ̂  = T? et
définissons un unipotent x e G par les formules : pour i e {! , . . . , r}
e t ^ e { A ( z - l ) + l , . . . , A ( î ) } ;

{ ^- + e^-i si j ^ A(i - 1) + 3,
^j) =" ^+7^-1 si .7 = A ( z - 1)+2,

Cj si j = A(z — 1) + 1.

La classe de x ne dépend pas du choix des rji et ne dépend que
de la classe de T] dans F X / F X 9 ^ (où pour tout £ > 1, on pose
Fx£ = [z^ ; z ç Fx}). Toutes les classes unipotentes sont ainsi obtenues.
Donc U est en bijection avec l'ensemble PSL(^) des couples (A, 77) où
AeP(n ) e t r î ç F X / F X ^ X \

A une base de Y et à une partition A de n, on associe encore un sous-
espace affine distingué de I(G). Sa classe de conjugaison ne dépend que
de celle de l'ensemble de réseaux

{^iLi e - - - e ^ L ^ ; 2:1,...,^ e Fx}
(les notations sont celles de 4.2). On voit facilement que l'ensemble des
classes de conjugaison de sous-espaces affines distingués est en bijection
avec l'ensemble Ps^(n) des couples (A, a) où A est dans P(n) et a dans
{ 0 , . . . ,^(A) — 1}. On décrit un ensemble de représentants des classes de
la façon suivante. Pour j e {71 + 1,... , 2?z}, posons :

ej = ujej-n.

Soit (A, a) e P^U = ( A i , . . . , A ^ ) . Pour i e { ! , . . . , r}, soit L,

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



8 J.-L. WALDSPURGER

le 0-module engendré par e^i-i^a-^i,. • • , ̂ +0. Le sous-espace affine
associé à (A, a) a pour sommets les classes d'homothétie de réseaux de la
forme z^ C • • • C ZrLr, avec z^..., Zr e F " . On note M^a le fixateur
de ce sous-espace affine. Alors
M^={gçSL(V)^ V z ç {!,...,r}, g(L,) = LJ;

, r

^^ ^ [{9l, • • • ̂ r); pour tout i, g, ç GL(A,,Fç) et J"[det(^) = il.
1=1

Comme ci-dessus, on associe à tout e e F^/Fg^^ une classe unipo-
tente anisotrope de Mj^. Ces classes décrivent entièrement U^ÇM1^0).
On en déduit que U" est en bijection avec l'ensemble PgL^) des tripiets
(A,a,^) où A ç P(n), a e { 0 , . . . ,p(A) - 1} et e e F^/F^.

Comme n < p, P^(n) et PSL(^) sont en bijection : à (X,a,e) apparte-
nant à Ps^(n), on associe (\,iJ~a£/FX9^), où e1 est un élément de Odont
la réduction appartient à e. Il est alors facile de vérifier l'hypothèse 2.2
et de montrer que l'application (p de 2.3 est la bijection ci-dessus module
nos identifications.

Décrivons maintenant l'ensemble T. Pour alléger les notations, on ne
décrira que les points sur F, ou Fç, des tores considérés. On construit les
tores maximaux non ramifiés de SL(V) de la même façon que ceux de
GL(V), en remplaçant F^ x • • • x F^~ par

^Oi , . . . , Zr) ; pour tout i, Zi e F^ et JJ N p ^ / F ^ i ) = il,
1=1

où N p ^ / F désigne la norme de l'extension F ^ / F . La classe de conjugaison
du tore obtenu est déterminée par un élément de l'ensemble des classes

F^ x ... x F^\Isom(y,F^ e ... e F^)/SL(V).

Alors T est en bijection avec P^Çri) : pour (A, a) appartenant à P^n)
et A = ( A i , . . . . A^), on identifie V à F^i ® • • • © -PÀ, de sorte que pour
tout î, {eA(î-i)+a+i, • . . , eA(î)+a} s'identifie à une base de 0\^ sur 0 et on
note T^a le tore associé à cette identification. L'élément de M associé
à TA,O est MA,O et le tore réduit dans M{^ appartient à l'unique classe de
conjugaison de tores elliptiques maximaux dans M^. Ces descriptions
vérifient les hypothèses 2.6, 2.7 et 2.8.

Pour tout M dans M, l'espace ^^(M^) est de dimension 1 :
il est engendré par la fonction caractéristique de l'ensemble des éléments
unipotents anisotropes de M^. Identifions U à PSL(^) ; notons

^ : PsL(n) —. P^(n)
la composée de l'inverse de la bijection P^(n) -^ PSL^) décrite ci-dessus
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INTÉGRALES ORBITALES UNIPOTENTES 9

et de la projection évidente P^Çn) —^ PS^W- ^oit x c PsL(n). Il résulte
des considérations ci-dessus que dimc^x = #^(-^0-

Soient (A, T]) et (A',T/) C -PSL(^); supposons ^(A,T/) = ^(A',T/). Je dis
qu'alors ^À^I/V et ^v^'i^ sont proportionnelles, où l'on note J\^ et <7v,7^
les intégrales orbitales unipotentes associées à (A, 77) et (A7,?/). Notons T
le tore de GL(V) qui stabilise les droites portées par les vecteurs de
base et TQ = T(d). On peut supposer que le sous-groupe d'Iwahori fixé
dans l'introduction est attaché à une alcôve dans l'appartement associé
àmSL(y). Alors la conjugaison par To respecte X et y agit trivialement.
Comme ^(A, 77) = ^(A7, T/), on a A = V et on peut choisir des représentants,
encore notés 77 et 77', dans F^ de sorte que r]r]'~1 est dans Ox. Construisons
comme au début de la démonstartion des éléments x (resp. x ' ) attachés
à (A, rf) (resp. (A', 77/)). Alors x et x ' sont conjugués par un élément de TQ.
Il existe donc t G TQ tel que J\^ = cJy^/ o ad(t), où c est un scalaire
dépendant des choix des mesures. L'assertion en résulte. []

Pour (A, a) e Pg^Tz), posons alors :

J\,a = Y ^ J\,r]' i

où l'on somme sur les (A, 77) e PSL^) tels que ^(A.ry) = (A, a). Alors les
espaces engendrés par

[J\^\^\ ( A , 7 y ) € X } et {J^a\^ ; (A,a )e^(X)}

sont égaux. Or Haies [H2, th. 3.2] a prouvé que l'ensemble

PÂ^; (A, a) ePsL(^)}

est linéairement indépendant. D'où :

dimcDxW=#m.

Cela montre que la question 3.1 admet une réponse positive. Grâce aux
descriptions précédentes, cela implique la conjecture 3.2. [}

Notons 8 l'ensemble des caractères non ramifiés de ̂  d'ordre divi-
sant n. Pour tout diviseur d de n, on fixe un élément Ed de S d'ordre d et
l'on pose

£°={^; d n}.

Soient e e <f, A ç P{n) ; notons d(e) l'ordre de e et supposons que d(e)
divise ^(A). On pose :

<?(Â)-1

Jj, = ̂  e^c^a.
a=0

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



10 J.-L. WALDSPURGER

où les Ça sont des scalaires dépendant des mesures, choisis tels que l'on
ait l'équation J{o ad(^) = eÇdetg)-1^ pour tout g e GL(V). On pose :

^-{^x; AeP(n), d(e)\g(X)}^

D = [J^K ; A e P(n), e e ̂ °, d^) | g(\)}.

LEMME 4.4.

(i) SW e ç S. L'ensemble De est linéairement indépendant.
(ii) Soient e^e' e E. Supposons d(e) = d{e'). Alors les espaces engen-

drés par De ci 0e' sont égaux.
(iii) L'ensemble D est linéairement indépendant.

Démonstration. — Pour e = 1, les distributions J1 K se calculent en
termes de transformés de Satake (c/. [Wl, lemme III. 1.1]). Elles sont
linéairement indépendantes et sont données par des fonctions C°° sur la
partie imaginaire du tore maximal standard du groupe dual PGL(n,C).
Notons que pour tout e, l'espace engendré par DE est égal à celui engendré
par les formes linéaires Je{x}^K quand x parcourt les éléments semi-
simples de tout voisinage assez petit de l'origine, où l'on note J6 (x)
l'intégrale orbitale tordue par e attachée à x. Le lemme fondamental
(cf. [W2] en caractéristique 0, généralisé par HENNIART en caractéristique
positive) montre alors que l'espace engendré par DE est égal à celui
engendré par

{ A o ^ ; Ae(D1 ) ' }

où l'on note par des «' » les objets relatifs au groupe

{g e GL(n/d(e)^ F^) ; N^/p o det(g) = 1}

et où ^£ : ̂ K —)• ^fK est le transfert. La dimension de l'espace engendré
par D6 est égale à celle de l'espace engendré par (D1)'\ dont on vient de
voir qu'elle vaut #(D1)'. Or #D£ = #(D1)'. Cela démontre (i).

Comme bE ne dépend que de l'ordre de e, on obtient aussi (ii).
Enfin la description ci-dessus montre que les formes linéaires Jj- ^

s'expriment en termes de transformées de Satake comme des Ponc-
tions C°° sur une sous-variété T8 de la partie imaginaire du tore maximal
de PGL(n.C). Quand e décrit <?°, ces sous-variétés sont toutes distinctes.
Une combinaison linéaire non triviale de telles distributions est donc non
nulle et cela démontre (iii). []
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INTÉGRALES ORBITALES UNIPOTENTES 11

Les espaces engendrés par

{^i^ ; (A,^?) e-PSL(^)},
{J>.a\^\ (A,a)ePsL(n)},

{^1^; AeP(n), e e £ ^ d(e) \ g(X)}

sont égaux. D'après le lemme, leur dimension est égale à

^#P(n/d).
d\n

C'est aussi le nombre de classes d'équivalence de données { H ^ H ^ s ^ ^ Q )
comme en 3.3 : à d divisant n et A G P(n/d\ \ = ( A i , . . . , Ày), on associe
le groupe

S = npi,...^r) ; pour toutî,

g, e GL(A^) et [JA^ odet(^) = l}.^,^-d;CL ^j^V^/J7^^Ct^/^

Z=l

La construction de données s, ̂  est aisée. Elles ne sont pas uniques mais
les différentes données possibles sont équivalentes au sens de 3.3. (mais pas
au sens de [LS, § 1.2]). Chacun de ces groupes possède une unique classe
stable de sous-tores maximaux elliptiques non ramifiés. La conjecture 3.3
en résulte. []

5. Le cas des groupes classiques non ramifiés

5.1. — On considère deux cas :
• V est un espace de dimension finie sur F muni d'une forme Q

symplectique ou quadratique non dégénérée; on suppose que V possède
un sous-0-réseau autodual; G est la composante neutre du groupe
d'isométries de Y.

• E est l'extension quadratique non ramifiée de F, V est un espace
de dimension finie sur E muni d'une forme hermitienne Q non dégénérée ;
on suppose que V possède un sous- OE -réseau autodual (où OE est l'anneau
des entiers de E) ; G est le groupe d'isométries de V.

PROPOSITION. — Supposons p ~^- 2. Sous les hypothèses ci-dessus^ les
hypothèses du § 2 sont toutes vérifiées. De plus^ on a les égalités

m

dimc 7 - ̂  #r^\M^) = #T.
i=l
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12 J.-L. WALDSPURGER

5.2. — Démonstration. On note 7V la dimension de V sur F dans les
cas symplectique ou quadratique, sur E dans le cas hermitien, n le rang
déployé de Q. On utilisera la notation suivante : une partition

A = ( A i , . . . , A , )
d'un entier k peut aussi s'écrire

\= (ci x 1,C2 x 2 , . . . , c f e x k),
où c^ est la multiplicité avec laquelle intervient l'entier i dans la suite
( A i , . . . , A,).

Introduisons l'ensemble P(V) suivant : c'est l'ensemble des couples
(A, (Ç,)), où A = (ci x 1,. . . , CN x N) ç P(N) et

• si V est symplectique, A vérifie : i impair =^ a pair, et, pour tout
entier i pair avec 2 < i < n, Qi est une classe de forme quadratique sur
F non dégénérée de dimension c^ ;

• si V est quadratique, A vérifie : i pair => a pair, et, pour tout entier i
impair avec 1 < i < N , Qi est une classe de forme quadratique sur F
non dégénérée de dimension c, ; on impose ©Ci ~a Q, où par définition

i,
Q' ~a Q" si Q' et Q" ont même noyau anisotrope ;

• si V est hermitienne, pour tout entier i impair, resp. pair, Qi est une
classe de forme hermitienne (resp. antihermitienne) sur E non dégénérée
de dimension c, ; on impose (Q Qz -a Q avec une notation analogue à
ci-dessus. i ^pair

(II n'y a pas de donnée Qi dans les cas non indiqués.)
Il est bien connu qu'il y a une application naturelle U —^ P(V) qui est

une bijection sauf dans le cas où V est quadratique déployé et N est pair.
Dans ce cas, l'application est surjective, la fibre au-dessus de (A, (Qi)) a
au plus deux éléments et en a deux si et seulement si ci = 0 pour tout i
impair. Pour faciliter la rédaction, on écrira la suite de la démonstration en
supposant que l'on n'est pas dans le cas : V quadratique déployé et N pair.
On signalera par des remarques ce qu'il faut modifier dans ce cas.

5.3. —Si L est un sous-0-réseau de V (ou un 0^-réseau de Y), on pose :

Z= { î ;ey; WeL, Q(^) eo(ouo^)}.
Fixons une uniformisante uj de F. Les sommets de I(G) correspondent
aux réseaux L de V tels que

^L C L C L
et, si V est quadratique, L / L n'est pas de dimension 2 sur Fg et, si de
plus N == 2n, L/ujL n'est pas non plus de dimension 2.
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INTÉGRALES ORBITALES UNIPOTENTES 13

Introduisons un ensemble 1 à (N —2n) éléments, disjoints de Z, posons

J = { -n , . . . , - - l }uJu{ l , . . . , n} .

On appellera base standard de V une base {ej ; j G J} de î; (sur F ou
sur £') telle que

• Q(ej, ek) = 0 pour j ç J - I e t k ç J - {-j} ;
. Ç(e-^ e^-) = 1 pour j ç { 1 , . . . , n} ;
• le réseau L engendré par les vecteurs de base est autodual, i.e.

on a L = L.
Par hypothèse, il existe des bases standards.
Notons P'{V) l'ensemble des triplets (TT/.TT/'.A), où n1\ n" sont dans N,

n' + n" <_ n, A e P(n — n' — n") vérifiant
• n' -^ 1 si V est quadratique et n" 7^ 1 si de plus N = 2n.
Soient {ci ; i e J} une base standard de V et (n^n'^A) un élément

de P'(V), A = ( A I , . . . , A T - ) . On définit les sous-0-modules (ou OE-
modules) de V suivants :

• I/o est engendré par les vecteurs

e-n , . . . , e^_^_i ,e_^ , . . . , e_ i , (^ pour j e I ,
ei,...,e^/, u;en-n'-^i," ' ̂ ^n ;

• pour tout i ç { 1 , . . . , r},

L^est engendré par e^+A(î-i)+i^ • • • , ^//+A(^) et
L," est engendré par e_n"-A(i^ • • • , e_n"-K{i-i)-i

(on rappelle que A(Â:) == Ai + • • • + \k}'
On associe à notre base et à notre élément de P ' ( V ) le sous-espace

affine distingué C dont les sommets sont les réseaux L de la forme

L = LQ e z^L^ © • • • © z^L^ e z^L\ e • • • e z^L~^\
avec z^..., z^ e F>< et z^z^~ G 0>< U u;OX pour tout i = 1 , . . . , r. Tout
espace affine distingué est obtenu ainsi. La classe de conjugaison du C
ci-dessus ne dépend que de l'élément de P'(^).

REMARQUE. — Si Y est quadratique et N = 2n, il y a deux classes
de conjugaison de bases standards et tout triple! (0,0, A) tel que A ne
contienne que des termes pairs donne naissance à deux classes de sous-
espaces affines distingués.
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14 J.-L. WALDSPURGER

Le fixateur de l'espace C ci-dessus est :

M = {g e G ; g(Lo) = LQ et pour tout i ç { 1 , . . . , r},

p(^)=L^^-)=^-}.

Les espaces I/o/Lo (resp. LQ/UJÎQ} (où I/o est le dual de LQ dans L^oF,
ou Lo(g)o£; ̂ ) sont munis de formes Q' (resp. Q"), à valeurs dans Fg ou ¥q2.
Le groupe M^0 se décrit ainsi :

• si Y est symplectique,

M^ ^ Sp(2n/,Fç) x Sp(2n//,Fç) x GL(Ai.Fç) x • . . x GL(A^.Fç) ;

• si Y est quadratique,

^red ^ {(^1^2) e OQ/ x OQ. ; det(^i)det(^) = 1}
xGL(Ai ,Fç) x ... xGL(A^Fg),

où OQ/ (resp. OQ") est le groupe orthogonal de la forme Q' (resp. Q") ;
• si V est hermitien,

M^ ^ Uç/ x \JQ. x GL(Ai,Fç2) x • . . x GL(A^Fç2)

avec une notation analogue.

Les orbites unipotentes de ces groupes se décrivent comme pour G.
Introduisons l'ensemble P^^Çn^n^.X) suivant : c'est l'ensemble des
quadruplets

(A'̂ u^çn),
A' = (c[ x 1 , . . . , c^, x 2n') e P(2n')

où
A / /=(c / /x l , . . . ,c^„x^ / / )eP(7V / / ) ,

avec N " = N - 2n + 2n//, tels que

• si V est symplectique, c[ = c^ = 0 pour tout i impair; pour tout
entier i pair, Q[ (resp. Q'{} est une classe de forme quadratique sur ¥q
anisotrope de dimension c^ (resp. c^) (ce qui impose c[ < 2, c'{ < 2) ;

• si V est quadratique, c[ = c'{ = 0 pour tout i pair ; pour tout entier i
impair, Q\ et Q^ sont comme ci-dessus ; on impose que Q)^ Q[ est déployée

TOME 124 — 1996 — ?1



INTÉGRALES ORBITALES UNIPOTENTES 15

et 0^ Q"[ ~a Ç" ; remarquons que les noyaux anisotropes de Q' et Q" sont
uniquement déterminés par l'espace V ; en particulier Q' est déployée ;

• si Y est hermitien, c[ < 1 et c^ < 1 pour tout i.
Alors les orbites anisotropes de M^ sont en bijection avec

P^n^n^A).

Notons que ces orbites sont toutes stables par Nc{M).
Notons P"(V) l'ensemble des données (n1\^\A,V, (Q^A"\{Q'l)}

telles que (n^n^X) ç P^V) et (Y, (Q^A", (Q^)) e P^r^n^A).
Alors Î7" est en bijection avec P " ( y ) .

REMARQUE. — Si Y est quadratique et N = 2n, il ne s'agit pas de
bijection. Un élément de P^(V) pour lequel n' = n" = 0 et À ne contient
que des termes pairs donne naissance à deux classes dans U " .

5.4. — Remarquons qu'une forme quadratique R sur un espace sur F
s'écrit sous la forme

R=RleuJ-lRf @R",

où R1 est déployée, R et R" sont anisotropes et possèdent des réseaux
autoduaux. Les formes R' et R" définissent des réductions naturelles R'
et R" sur Fç. On associe à R les données

R1, R", c' = dim R', c" = dim R", c1 =dimR1.

Il y a un procédé analogue pour les formes hermitiennes ou anti-
hermitiennes.

Soit alors (A, {Qi)) e P(V), où A = (ci x 1, . . . , CN x N). Associons à
chaque Q, des données Q[, Q ' { , c^ c'^ c}. On définit

^(Qz)) = {nt^^^l^AQIi)^tAQ'l)}
par :

• si V est symplectique,

À l - ( ( ^ ) x l , . . . , ( ^ 0 x r ^ ) ,

où c^ = Ci ou c^ selon que i est impair ou pair,

n' = \ ̂  ̂ , n" = ̂  ̂ ',
^ pair i pair

V = (C2 X 2, C4 X 4, . . . , C'pf X N),

A / / = ( c 2 / x 2 , C 4 / x 4 , . . . , c ^ x A O ,

Ç^ et Q^ sont les formes associées à Qi ;
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16 J.-L. WALDSPURGER

• si Y est quadratique, À1 est comme ci-dessus, où cette fois c,* = Ci
ou c} selon que i est pair ou impair,

^=4 ̂ ^, n"=j(2n-AT+^z<),
î impair i impair

V =(c[ x l , c3x3 , . . . , c^ x7V*),

Y ' ^ ^ x l,C3'x3,. . . ,c^ x7V*)

avec 7V* = 7V ou (7V - 1) selon que 7V est impair ou pair; Q\ et Q'{ sont
les formes associées à Qi ;

• si Y est hermitien,

À l=((^)xl,(^)x2,...,(^)xn),

n'^E^' n^^n-A^]^),
î i

Y =(c'i x l , c 2 x 2 , . . . , c ^ x 7 V ) ,

A / / = ( c ï x l , C 2 / x 2 , . . . , ^ x 7 V ) ;

il n'y a pas de données Q^ Q^.

Remarquons que dans le cas quadratique, les hypothèses Q) Qi ^a Q
i impair

et Q admet un réseau autodual impliquent que © Q\ est déployée et
i impair

que © Q^ ^a Ç". En particulier n' et n'7 sont bien entiers et > 0.
i impair

Une remarque analogue vaut dans le cas hermitien.
On vérifie aisément que ^(A, (Ç,)) appartient à P"{V) et que ^ ainsi

définie est une bijection de P(V) sur P " ( y ) . On en déduit une bijection
entre U et U " .

REMARQUE. — Dans le cas V quadratique, 7V = 2n, les éléments de
P(V) (resp. ?"(¥)) dont la fibre dans U (resp. U") a deux éléments se
correspondent. On peut préciser la bijection sur ces fibres en faisant choix
d'une classe de base standard.

LEMME 5.5. — L'hypothèse 2.2 est vérifée et l'application (p de 2.3 est
l'inverse de la bijection déduite de ç.

La structure des éléments de M. nous ramène au cas d'un sous-groupe
d'un groupe linéaire, pour lequel le résultat a déjà été vu, et à celui d'un
sous-groupe M attaché à un élément de P^Vb) de la forme (n1\ n", 0) pour
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INTÉGRALES ORBITALES UNIPOTENTES 17

un espace VQ de même type que V et de dimension inférieure. Traitons ce
cas. Soient donc (TT/.TT/'.O) ç P'{V), {ci ; i e J} une base standard. On
construit un réseau LQ comme ci-dessus et on pose

M = { g ç G ; g(Lo)=Lo}.

Soient (Y, (Ç^A", (Ç^)) e P™8^,^) et ^ un élément de l'orbite
unipotente anisotrope de M^0 associée. Ecrivons

A' = (c[ x 1, . . . , c^ x 2^), V = [c'{ x 1,. . . , c^,, x TV"),

posons
A = (cix, . . . ,c^ x N)

où c^ = c^ + c '̂ pour tout i (avec par exemple c[ = 0 si î > 271'). Dans les
cas symplectique ou quadratique, chaque forme Q\ (resp. Q'{) se relève en
une forme sur F possédant un réseau autodual. On note Q\ (resp. Q^)
cette forme. Dans le cas hermitien, on prend pour Q\ (resp. Q^) l'unique
forme de dimension c[ (resp. c^) possédant un réseau autodual. En tout
cas, on pose :

Qi=^-lQ^Q^

Alors (A,(Qî)) est dans P(V). On lui associe une orbite unipotente u
de G. On doit prouver :

(i) n U ^ ^ ^ O ;

(ii) si u° e U vérifie u° -^ u et u°r[p'^(x) ̂  0, alors dim^ n0 > dim? u.

Pour (i), il suffit d'écrire x sous une forme matricielle simple et de
relever convenablement les coefficients de la matrice.

Démontrons (ii). Soient u° vérifiant les hypothèses de (ii), (A°, (Ç?))
l'élément de P(V) associé et y un élément de 'u° r\p~^~(x). Notons

^=Zo/Lo, r=Lo/a;ïo, p^Zo^, p^Lo^r
les projections naturelles. Posons

X = 2(x - l)(x + l)-1, Y = 2(y - l)(y + l)-1.

Alors X (resp. Y) est un élément niipotent de l'algèbre de Lie du groupe
d'isométries de V x^ (resp. V). On a Y(Lo) c LQ et la réduction naturelle
de Y est égale à X. L'élément X se décompose en X'-^X" où X' (resp. X")
appartient à l'algèbre de Lie du groupe d'isométries de V (resp. ^ / /).
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18 J.-L. WALDSPURGER

Soit i un entier ^ 1. L'espace Ke^Y') H Zo/Ke^Y1) n UJÎQ est de
dimension sur ¥q égale à dim^Ke^Y') (il faut changer F en E et ¥q
en Fg2 dans le cas hermitien, ici comme dans la suite). Il a pour sous-
espace Ker(Y1) H Lo/Ke^Y1) H ujLo. D'où

dim^Ke^Y1)) = dim^ (Ke^Y1) n Zo)/Ker(Y1) n Lo)

+ dimF, (Ker(Y1) n Lo/ Ker(Y1) H ujLo).

Or p ' est injective sur Ker(Y') H Zo/Ker(Y') H Lo, d'image incluse dans
Ker^). D'où :

dimF, (Ker(Y1) H Lo/ Ke^Y1) n I/o) ^ dimp, (Ker^)).

De même :

dimp, (Ker(y1) n I/o)/ Ker(y1) H o;£o < dimp, (Ker(X//^)).

D'où :

dimp Ker(y^) ^ dim^ (Ker(X/^)) + dim^ (Ke^(X//^)).

Mais cela implique que \° > À pour l'ordre usuel des partitions. Donc

dim^ u° > dimp u.

On n'a l'égalité que si À° = A, ce que l'on suppose désormais. Alors

^(Ke^y1) H £o) = Ker^), p//(Ker(y^) n I/o) = Ker(X^)

pour tout i.
Supposons par exemple V symplectique. Pour tout i pair, Q\ est le

noyau non dégénéré de la forme quadratique R[ définie sur Ke^X'1) par

Rf,(v^w)=Q\Xf^-l(y)^w)

pour v,w e Ke^X'1), où Q' est la forme symplectique sur i ' . On a des
descriptions analogues pour Q^ et Q^. Fixons des éléments e'i,...,e^
de Ke^V1) H Lo (resp. e ï , . . . ,e^/ de Ker(y2) H I/o), de sorte que
{^(e'i),... , p ' { e ' ^ } (resp. {^'(e'/),.. î ,P//«„)}) soit une base d'un supplé-
mentaire du noyau de R[ (resp. R'^). L'ensemble {e' i , . . . , e'^ , e ' / , . . . , e^/,}
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est linéairement indépendant. Écrivons la matrice QÇY^1^)^) où v et w
parcourent les éléments de cet ensemble. Elle est de la forme

\UJ~1A Bt
[ B1 C\

où A ^ B ^ B ' ^ C sont entières et les réductions de A (resp. C) sont les
matrices des formes Q[ (resp. Q^). Il est facile d'en déduire que la forme
définie par la matrice ci-dessus est équivalente à Qi. D'après la description
ci-dessus de Q^ Qi est donc «représentée» par Q^ (i.e. équivalente à la
restriction de Q^ à un sous-espace d'un espace dans lequel se réalise Q^).
Comme Qi et Q^ ont même dimension, elles sont donc équivalentes. Mais
cela prouve que u° = u. Un raisonnement analogue vaut dans les cas
quadratique et hermitien. []

5.6.—Décrivons les tores maximaux non ramifiés de G. Une description
analogue vaut pour les tores ramifiés, mais est techniquement un peu
plus compliquée. Rappelons que pour tout entier £ >_ 1, on note Fn
l'unique extension non ramifiée de F de degré £. Si £ divise ^/, on note
N^i / ^ et Tïf / ( , la norme et la trace de l'extension F ^ / ^ . Commençons par
construire des tores élémentaires de groupe symplectiques, orthogonaux
ou unitaires, où l'on abandonne l'hypothèse que les espaces possèdent des
réseaux autoduaux.

(1) Cas symplectique.

Type (I). — Soit £ un entier ^ 1. On munit l'espace F(_ © F^ de la forme
symplectique

Q((î;y), (w.wQ) = T^/i(W - î/w).

Le tore F^ se plonge naturellement dans Sp{F^ Q -F^).
Type (II). — Soient £ un entier ^ 1 et 77 e F^ tel que Tr^/^) = 0.

Notons a l'élément non trivial du groupe de Galois de F ^ / F ^ . Munissons
l'espace F^ de la forme symplectique

Q(v,w) = Tr^/^(va(w)rî).

Alors le tore F^ = {x ç F^ ; N^/^(x) = 1} se plonge dans Sp{F^).
La classe d'isomorphie du couple formé du tore et de la forme Q ne
dépend que de T) module le groupe N^/^(F^). On obtient donc deux
classes d'isomorphie. On dira que la classe est de type (IIi) si la valuation
de 77 est paire, de type (IÏ2) si elle est impaire. Dans la suite, on supposera
que cette valuation est 0 dans le cas (IIi), 1 dans le cas (IÏ2).
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(2) Cas quadratique.

Type (I). — Analogue au précédent.

Type (II). — Soient i un entier > 1 et T] € F ^ . Munissons l'espace F^
de la forme quadratique

Q(v,w) = Tr^/^(va(w)r]).

Alors le tore F^ se plonge dans SO(F^) et on obtient de nouveau
deux classes d'isomorphie du couple formé du tore et de la forme Ç,
que l'on appellera encore type (IIi) et type (Ils). Rappelons qu'une
forme quadratique Q non dégénérée est déterminée par sa dimension, son
discriminant d(Q) G F X / F X 2 et son invariant de Hasse e(Q) e {±1}
(on normalise d(Q) = (-i)[(dimÇ)/2] det(Ç), où det(Q) est le déterminant
de la matrice de Q dans une base quelconque et [ j dim Q} est la partie
entière de j dimQ. Pour la forme ci-dessus, on calcule aisément d(Q) :
c'est l'élément non trivial de OX/OX2', et e(Q} vaut 1 dans le cas (IIi)
et —1 dans le cas (lia).

(3) Cas hermitien.

Type (I). — Soient £ un entier > 1 et r un élément du groupe de Galois
de F ^ / F tel que r\p^ soit non trivial (notons que F^ = E). On munit
l'espace F^ © F^ de la forme hermitienne

^((^.(w.w')) =TT^{vr(wf)+vfT-l(w)).

Le tore F^ se plonge naturellement dans ^J(F^ © F^).
Type (II). — Soient £ un entier impair > 1 et 77 e F ^ . Munissons

l'espace F^ de la forme hermitienne

Q(v,w) == Tr^(v(7(w)r]).

Le tore F^ se plonge dans \J(F^) et on obtient encore deux classes
d'isomorphie que l'on appellera type (IIi) et type (I^). Rappelons qu'une
forme hermitienne Q non dégénérée est déterminée par sa dimension et son
discriminant d(Q) e Fx / N E / F ^ E ^ ) , normalisé comme ci-dessus. Pour la
forme ci-dessus, on calcule d(Q) : c'est 1 dans le cas (IIi), l'élément non
trivial de Fx / N E / F ^ ) dans le cas (I^).

Revenons à notre espace V de départ. Notons PT(V) l'ensemble des
triplets (A°, A1, A2) tels que A° (resp. A1, A2) sont des partitions d'entiers £°
(resp. £l,£2) tels que :
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• si Y est symplectique, £° + £1 + £2 = n ;
• si Y est quadratique et A^ impair, £° + ̂  + £2 = n et r(A2) est pair,

où l'on note r(A) le nombre de termes d'une partition A ;
• si Y est quadratique et N pair, £° + £1 + ^2 = J7V, r(A2) est pair et

r(A1) = J 7 V - n m o d 2 ;

• si Y est hermitien, 2£° +£1 +£2 = N , r(A2) est pair et tous les termes
de A1 et A2 sont impairs.

Soit (A^A^A 2 ) e Pr(V). On construit un espace V muni d'une
forme Q' de la façon suivante. Supposons V symplectique. A tout terme A^
(resp. A^ ,A 2 ) de la partition A° (resp. A1, A2), on associe l'espace F^o^F^o
(resp. F^, ̂ À?) mum d'une forme de type (I) (resp. (IIi), (I^)).1

On note V la somme de ces espaces et Q' la somme orthogonale des
formes sur chaque espace. Le tore

^ X • " F ^ x F^ x ' " x E^ x ̂ r-^ ̂
(avec une notation évidente) se plonge dans Sp(y'). Mais V muni de Q'
est isomorphe à V muni de Q. Le choix d'un isomorphisme définit un
plongement du tore précédent dans G. La classe de conjugaison du tore
obtenu ne dépend que de (A^A^A 2 ) . Tout tore maximal non ramifié de G
est ainsi obtenu. Si V est hermitien, la construction est analogue. Si V est
quadratique, il y a deux modifications :

(a) si N est impair, on rajoute pour construire V un espace de
dimension 1 muni de l'unique forme quadratique telle que la somme
orthogonale Q' de toutes les formes soit isomorphe à Q ;

(b) le tore obtenu ne dépend que de (A^A^A 2 ) à conjugaison près
par 0(V). Comme on travaille avec G = SO(V), la classe de conjugaison
peut se dédoubler. Cela se produit quand le normalisateur dans 0(V) du
tore est contenu dans SO(V). On vérife que cela se produit si et seulement
si N = 2n, A1 = A2 •==- 0 et tous les termes de A° sont pairs. Notons
par exemple que le normalisateur d'un tore de type (II) coupe les deux
composantes du groupe orthogonal car le Frobenius de F^ normalise F^
et est de déterminant —1.

5.7. — Une classification analogue des tores maximaux vaut si le corps
de base est fini. Indiquons seulement la classification des tores elliptiques.
Soient W un espace sur ¥q (resp. Fg2) muni d'une forme symplectique ou
quadratique (resp. hermitienne) H la composante neutre de son groupe
d'isométries et H = H(¥q). Notons v la dimension de W sur ¥q (resp. Fg2).
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Notons P^(W) l'ensemble des partitions A d'un entier ^ telles que :
• si W est symplectique, £ = ^ v ;

• si W est quadratique et v impair, i = - (y - 1) ;

• si W est quadratique et v pair, i = ^v, r(A) est pair si la forme
quadratique est déployée, impair sinon ;

• si W est hermitien, £ = v et les termes de A sont impairs.
Alors P^(W) est en bijection avec les classes de conjugaison de tores

maximaux elliptiques de H.

5.8.—Soient (A^A^A 2 ) e PT(V) e t T ç G l e tore associé. D'après 5.6,
à T est associée une décomposition de V. Écrivons-la dans le cas où G est
symplectique; c'est :

v = F^o e F^o e • • • © F^o © F^o
i -L y,U y.U

© F2A.1 © • • • © F^ © F2A? © • • • © ^2A2.
-L •r-l- 1 .p2

II est clair que les seuls réseaux de V stables par T(o') pour toute extension
F ' / F non ramifiée (où 0' est l'anneau des entiers de F') sont ceux de la
forme

L = z[o^ C^'O^o © • • • © ^ o 0 ^ 0 ©^o0^0

© Z^AÎ © • • • © ̂ iCW © ̂ CW © • • • © ^202^2 ,
^ ^ 1 y.2

avec ^, . . . ,^2 e F x , où pour tout entier ^, on note 0^ l'anneau
des entiers jde F^. Comme on ne s'intéresse qu'aux réseaux L tels que
L D L D o;L, on doit imposer :

• z'^ e 0" U ^OX pour tout î e { 1 , . . . , r°} ;
, ^ ç 0>< pour j = 1, 2 et pour tout î e { 1 , . . . , r-7}.

L'ensemble de réseaux obtenu est l'ensemble des sommets du sous-
espace affine distingué de I(G) associé à une base convenable et à l'élément
(n / , r^ / / ,AO) de P\V) (cf. 5.3), où n' = 0, n" = i1. Soit M ç M le fixateur
de ce sous-espace affine. On a décrit M^ en 5.3. Il est clair que le tore T^0

de M^ est elliptique maximal. Il s'écrit :

^red = T' x T" X Ti0 X . . . X T%,

où pour tout i e {1 , . . . ,r°}, T? est l'unique tore elliptique maximal de
GL(A^,Fg), T ' est le tore elliptique maximal de Sp(2n',Fç) associé à la
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partition A2 et T" est le tore elliptique maximal de Sp(2n//,Fç) associé
à la partition de A1 (cf. 5.7). Cela démontre les hypothèses 2.6 et 2.7.
On voit sur les paramétrisations que l'application '0 de 2.8 est bien une
bijection.

Un raisonnement analogue vaut dans le cas quadratique ou hermitien.
Il faut définir n' et n" ainsi :

• n' = £2^ n" =£lslV est quadratique et N impair;
• n1 = £2, n" == £1 + n — ^ N si V est quadratique et N est pair ;

• n' = j^2, n" = \ (£1 - N) + n si V est hermitien,.

REMARQUE. — Si Y est quadratique et N = 2n, les éléments de PT(V)
donnant naissance à deux classes de tores correspondent aux éléments
de P ' ( V } donnant naissance à deux classes dans A4.

5.9. — Pour achever la preuve de la PROPOSITION 5.1, il reste à
démontrer que pour tout M ç .M, on a l'égalité

dimc^^^M^) = ̂ "(M^).

Considérons la même situation qu'en 5.7 : W est un espace sur ¥q
(resp. Fg2) muni d'une forme symplectique ou quadratique (resp. hermi-
tiennes) ; H est la composante neutre de son groupe d'isométries et
H = H(¥q). On note :

• U(H) l'ensemble des orbites unipotentes de H, U^^ÇH) le sous-
ensemble des orbites unipotentes anisotropes ;

• ^(H) l'espace des fonctions sur H à valeurs complexes, inva-
riantes par conjugaison, à support unipotent, ^^^(H) le sous-espace
engendré par les fonctions caractéristiques d'orbites unipotentes aniso-
tropes, ^^[{(H) le sous-espace de ^(H) formé des fonctions uniformes;

• punif '' ^(H) —> f^ÇH) la projection orthogonale;

• ^r'w-punif^^w).
LEMME 5.10. — On a l'inclusion ̂ ^(H) C ̂ ^(H).

Si la forme est hermitienne, toute fonction est uniforme et le lemme
est évident. On suppose désormais la forme symplectique ou quadratique,
on pose v = dimp (W). Soient u e U^^ÇH), (A, (Qz)) le paramètre de u
(analogue aux paramètres décrits en 5.2), A = (ci x 1,. . . , Cy x v). Posons

1 ={iç { ! , . . . , z.}; c^O}.
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Remarquons que puisque u est anisotrope, les éléments de 1 ont tous
même parité et qu'à tout élément de 1 correspond une forme Qi. De plus
Ci = 1 ou 2 pour tout ic i .

Pour tout e = {e(i) ; ici} <E {±1}^ définissons une fonction 4
sur H, invariante par conjugaison et à support unipotent, par les relations
suivantes. Soient u' une orbite unipotente de H, (V, (Ç^)) son paramètre;
alors

( 0 s i A ' ^ A ;
îe\u'= Y[ e(i) s i A ' = A .

i^i,Q^Qi

On a l'égalité :
1 —^E^.^{±1}

Notons 6' l'ensemble des caractères e tels que (A,£) appartienne à l'image
de la correspondance de Springer. On déduit de la définition des fonctions
uniformes (cf. [S, prop. 4.15]) que

Punif(ln) = ̂ 7^4-

^s

Soit î/ une orbite unipotente de H. Supposons que u' n'est pas anisotrope.
On veut montrer quepumf(ln) s'annule sur u ' . Soit (V, (Ç^)) le paramètre
de î/. Si Y 7^ A, l'assertion est claire. Supposons A' = A. Comme u' n'est
pas anisotrope, il existe j e 1 tel que Q'y ne soit pas anisotrope ; fixons
un tel j. On a nécessairement Q^ -^ Qj et Cj = 2. Notons e. l'élément
de {±iy tel que :

^)={ ; siw't-1 s i î = j .

Il résulte du lemme de l'appendice que S est stable par multiplication
par^.. Or pour t ou f f e S',ona/^.|^ = -4)^. Donc punif (In) s'annule
sur î/ comme on le voulait.

5.11. — Pour tout sous-groupe de Lévi L de H , défini sur ¥q et tel
qu'il existe un sous-groupe parabolique P de H défini sur Fg et de Lévi L,
notons

z f : ^ ( L ) — — ^ ( H )

l'induction de Harisch-Chandra. Elle est définie ainsi. Fixons un sous-
groupe parabolique P de H , défini sur ¥q et de Lévi L, soit u? son radical
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unipotent. Pour / e ̂ (L) et h ç H, on pose

^œw-^E^),
sommé sur les triplets (h^ê.u) e H x L x u? tels que h = h'iuh'~1.
Cette construction est indépendante du choix de P. Fixons un ensemble
{ L i , . . . , Lk} de représentants des classes de conjugaison de sous-groupes
de Lévi de H vérifiant les conditions ci-dessus.

LEMME. — On a V égalité ^(H) = © i^ [JP^1118^)].
i=l

Démonstration. — Notons V(H) l'ensemble des couples (i,v) où i est
dans { ! , . . . , k} et v dans U^ÇLi). L'ensemble {!„ ; u ç U(H)} est
une base de ^(H). L'ensemble {îfjl^) ; (i,v) ç V(^)} est un système
de générateurs de l'espace de droite de l'énoncé. Il y a une application
naturelle

^ : V(H) —^ U(H)

qui à (2, v) associe la JY-orbite engendrée par v. C'est une bijection. Il suffit
donc de montrer que la matrice exprimant les fonctions î^.(l^) dans la
base {lu ; u ç U(H)} est triangulaire pour un ordre convenable. A l'aide
des paramétrisations, on montre comme dans la démonstration de 5.5 que
pour (i^v) e V(H), on a l'égalité

z^(l^) =cl^) + ̂  Cu'iu'
u'çUÇH)

où c ̂  0 et, dans la dernière somme, n'interviennent que des orbites u' de
dimension strictement supérieure à celle de ^(î, v). Cela achève la preuve.

COROLLAIRE 5.12. — La dimension de ̂ ^^(H) est égale au nombre
de classes de conjugaison de tores elliptiques maximaux de H.

Démonstration. — Posons

^md(H)= ^zf(^(L))
L^H

où l'on somme sur tous les Lévi propres de H. Il résulte du LEMME 5.11
que

^(H) = ̂ ^(H) C ̂ '^(H).
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La projection sur les fonctions uniformes commute à l'induction (c/.
[DL, th. 7]). On déduit alors du LEMME 5.10 que l'on a :

^•nifW = VW ® ( ̂  zf(^(L))).

L^H

Mais on sait que l'ensemble des fonctions de Green QT associées aux tores
elliptiques maximaux de H forme une base de l'orthogonal de la dernière
somme ci-dessus dans ̂ ifW- Dîoù le corollaire.

5.13. — Soit M ç M.. On veut montrer que

dimc^-^^M^) = ̂ (M^).

Il résulte de la classification des tores elliptiques maximaux que toute
classe de conjugaison de tels tores dans M^ est stable par Nc(M).
Idem pour les orbites unipotentes anisotropes, et le LEMME 5.10 montre
qu'appliquer punif ne nous fait pas sortir de cet ensemble d'orbites. On
peut donc remplacer, dans les définitions de ̂ ^{(M^) et T^M^),
la conjugaison par Nc(M) par la conjugaison par M^. Une remarque
analogue nous permet de remplacer M^ par sa composante neutre.
Compte tenu de la structure des groupes M^ et comme les groupes
linéaires se traitent immédiatement, on est ramené au cas d'un groupe M
tel qu'en 5.9. Le COROLLAIRE 5.12 résout la question. Cela achève la
preuve de la PROPOSITION 5.1.

REMARQUE 5.14.—II est facile de donner une formule explicite pour #T
à l'aide de la description de 5.6. C'est le coefficient de X1^ dans la série
formelle S{X), où :

• si Y est symplectique, k = n,

5(X)=JJ(1-X1)-3;
i>l

• si V est quadratique et N impair, k = n,

S(X) = \ [{](! - X1)-3 + ]^[(1 - X^-^l - X21)-1] ;
i>l i>l

• si V est quadratique, 7V pair et Q non déployée, k == j 7V,

^x) = \ [ri(1 - ̂ r3 - II(1 + ̂ r1^ - ̂ T'I 5
i>l i>l
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• si Y est quadratique, N pair et Q déployée, k = -7V,

sm = \ [II(1 - xî)"3 + II(1 + x^)-l(l - X2^)~l]
i>l i>l

+ j n(1 - xt)-l(l - X2t)"1 + II(1 - X2i)~l'
Î>1 Î>1

• si y est hermitien, k = 7V,

5(x) = 1 [JJ(i + x^i - x1)-1 + rj(i + x21)^ - x21)-1}.
i>l i>l

PROPOSITION 5.15. — Supposons p 7^ 2. 5'on5 les hypothèses de 5.1, on
a l'égalité :

#r=e.
{Cf. 3.3 pour la définition de 0.)

Notons qu'une telle égalité n'est pas vraie pour tout groupe : on a vu
qu'elle était fausse pour SL(n).

Démonstration. — Notons d'abord que d'après 5.6, l'ensemble des
classes de conjugaison stable de tores maximaux elliptiques et non ramifiés
de G est en bijection avec l'ensemble des partitions A d'un entier £ telles
que :

• si Y est symplectique ou si V est quadratique et N impair, £ = n ;
• si Y est quadratique et N pair, £ = ^ N et r(À) = ^ N — n mod 2 ;
• si Y est hermitien, £ = N et tous les termes de À sont impairs.
Décrivons un ensemble de représentants des classes d'équivalence de

données endoscopiques non ramifiées ( H ^ H ^ s ^ ) du groupe G. Ces
classes sont uniquement déterminées par le groupe H (= H (F)) que l'on
décrit ci-dessous :

• si Y est symplectique,

H=GL{\^F) x ... xGL(À^F) xSO^n'.F) xSp(2n",F),

où ( A i , . . . , \r) ç P(T), £ + n' + n" = n et où l'on note SO4' la forme
déployée du groupe SO et S0~ sa forme quasi-déployée mais non déployée
«non ramifiée» ; si n1 = 1, on interdit SO"^ ;
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• si Y est quadratique et N impair,

H = GL(Ai,F) x • • . x GL(A^.F) x S0(2n' + 1,F) x SC^n" + 1,F),

où ( A i , . . . , \r) C P(^), £ + n1 + n" = n et n' < n" ; on note SO l'unique
forme quasi-déploy ée ;

• si Y est quadratique et N pair,

H= GL(Ai,F) x . . . x GL(X^F) x SO^n'.F) x SO£//(2n//,F),

où ( A i , . . . , \r) e P(^), ̂ WW = |,7V, n1 < n", e' et e" sont des signes
tels que, en un sens évident, e ' e " = + si Q est déployée, e ' e " = - sinon;

• si Y est hermitien,

H = GL(X^E) x . • • x GL(A^) x U^) x U^'),

où ( A i , . . . , A^) e P(D, 2^ + n' + ^// = N , n ' ^ n" ; on note U la forme
quasi-déployée du groupe unitaire relatif à l'extension E / F .

REMARQUE. — Si Y est quadratique et N = 2n, si de plus n' = n" == 0
et tous les termes A^ sont pairs, le groupe décrit ci-dessus donne naissance
à deux classes de données endoscopiques.

On décrit les classes de conjugaison stable de tores maximaux ellip-
tiques et non ramifiés de ces groupes comme on l'a fait pour le groupe G.
Pour obtenir le nombre 0, il reste à considérer les équivalences possibles.
Il est clair que celle-ci consistent à échanger deux copies de groupes iden-
tiques, par exemple, dans le cas V quadratique et N impair, échanger les
deux copies S0(2n' + 1, F) x SC^n" + 1, F) quand n' = n". Alors 0 est
le nombre de classes d'équivalence, pour l'équivalence décrite ci-dessous,
de l'ensemble des triplets (A, A', A"), où A (resp. A', A") est une partition
d'un entier £ (resp. n1\n") tels que

• si Y est symplectique, £ + n1 + n" = n ; l'équivalence est l'égalité ;
• si Y est quadratique et N impair, £ + n' + n'1 = n ; l'équivalence est

engendrée par la relation

(*) (A, Y, A")-(A, A", Y);

• si Y est quadratique déployé et N pair, ̂ n^n" = j N, ̂ (A^+r^A")
est pair ; l'équivalence est engendrée par la relation (*) ;

• si Y est quadratique non déployé et N pair, £ + n' + n" = 1- 7V, r(V)
est pair et r^A") est impair; l'équivalence est l'égalité;

• si Y est hermitien, 2^+n' +n" = N, tous les termes de A' et A" sont
impairs; l'équivalence est engendré par la relation (*).
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REMARQUE. — Si Y est quadratique et N = 2n, on doit compter deux
fois les triplets (A, 0,0) pour lesquels tous les termes de À sont pairs.

On veut montrer que
0 = #Pr(V).

A l'aide de la description ci-dessus et de 5.6, c'est immédiat dans le cas
symplectique ou quadratique et N = ïn + 2. Dans les autres cas, il suffit
d'utiliser le lemme ci-dessous.

5.16. — Si k ' et k" sont des entiers et
A / = ( c / l X l , . . . , 4 , x Â / ) e P ( ^ / ) ,
A / / = ( c / / x l , . . . , c ^ x ^ e P ( À / / ) ,

on note V U A" la partition de k ' + k" définie par

A' U A" = (ci x 1,. . . , ck^k" x {k' + k"}}

où pour tout î, a = c'^ + c^ (et par exemple c^ = 0 si i > k ' ) .
Soient k un entier > 1 et A e P(/c). Notons 6>i le nombre de couples
(Y, A") de partitions d'entiers k\k" telles que A' U A" = A et y^A") est
pair. Notons Q^ le nombre de classes d'équivalence de couples (A7, A")
de partitions d'entiers k\ fc" telles que A' U A" = A, l'équivalence étant
engendrée par la relation (A', A") ~ (A^V).

LEMME. — On a l'égalité 0^=0^.

On laisse la démontration au lecteur. []

Cela achève la preuve de la PROPOSITION 5.15.

5-17. — La PROPOSITION 5.15 suggère que, pour les groupes que l'on
considère ici, on peut remplacer X par ^K dans la question 3.1, en
définissant jDjcG^) de façon évidente. On peut extraire des résultats
de MAGDY ASSEM [MAI] et [MA2] la proposition suivante.

PROPOSITION. — Supposons p -^ 2. Sous les hypothèses de 5.1, soit
X CU. On a l'égalité dimc^xf^^)) = dîme ^x dans chacun des cas
suivants :

(i) V est symplectique de dimension 4 ;

(ii) V est quadratique de dimension 5 ;

(iii) V est quadratique, N est impair et X est formé d'orbites associés
à la partition (3,1, . . . , 1).
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Appendice : l'image de la correspondance de Springer

Soit N un entier > 1. On considère :
• une partition À = (ci x 1, . . . , CN x N) e P(N),
• un ensemble 1 et
• un élément e = {e(i))içi ç {^l}7,

soumis à l'une des conditions suivantes :
(I) À est symplectique, i.e. Ci est pair pour tout i impair et

1 = {i e { 1 , . . . , N} ; i pair, Ci ^ l} ;

(II) A est orthogonale, i.e. Ci est pair pour tout i pair et

I = {i e {!,. . .,7V} ; i impair, ci > l}.

A de telles données, LUSZTIG [L, § 10] associe un symbole. C'est une
paire (ordonnée dans le cas (I), non ordonnée dans le cas (II)) d'ensembles
finis d'entiers (A,B). Le défaut de ce symbole est l'entier

F #A - #B dans le cas (I),

\ |#A - #B\ dans le cas (II).

On donne ci-dessous une formule pour ce défaut qui nous a échappé
dans la littérature.

A la partition À est associée une classe unipotente u dans un groupe
Sp(N,k) ou SO(7V,A;), où k est un corps algébriquement clos de carac-
téristique ^ 2 (pour SO(7V) et N pair, il peut y avoir deux classes;
négligeons cette difficulté). A e est associé un caractère, encore noté £, du
groupe des composantes du centralisateur d'un élément de u. A (u^ e) est
associé un autre couple (u^e') relatif à un groupe plus petit, avec (u^e')
cuspidal. L'entier d détermine entièrement ce couple. En particulier, (n, e)
intervient dans la représentation de Springer si et seulement si d == 1 dans
le cas (I) ou dans le cas (II) avec N impair, d = 0 dans le cas (II) avec N
pair.

Posons J = {i € I ; Ci est impair} ; écrivons :

J = {îi,... ,îr}; avec i\ > • • • > ir.

Posons :

6 = #{j ç { 1 , . . . , r} ; j pair et e{ij) = -l}
- #{j e {1 , . . . ,r} ; j impair et e(ij) = -l}.
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LEMME. — On a l'égalité :

{ 1 -\-26 dans le cas (I),
d = |1 + 2<ç | dans le cas (II) avec N impair^

\26\ dans le cas (II) avec N pair.

Démonstration. — Traitons le cas (I). On laisse le cas (II) au lecteur,
la preuve étant analogue. Rappelons la construction du symbole (A, B).
On pose

( ^ c si c est pair,
c= ci + - ' - \ - C N , m=

^ [c + 1) si c est impair.

Soit (^ i , . . . , z^rn) ̂  suite telle que z\ < • • • ^ z^rn contenant ci fois le
nombre i si i >_ 1 et (2m — c) fois le nombre 0.

Posons ti = Zi + i — 1 pour % == 1, . . . , 2m. La suite ( ^ i , . . . , t^rn)
contient m nombres pairs 2z/i < • • • < 2ym et m nombres impairs
1x\ + 1 < • • • < 2xm + 1- On pose :

A^ = {0,a:i+2,^2+3,...^^+m+l},

B^ = {yi + l,î/2+2,...,î/^+m}.

Notons :
C=(A,UB,)-(A,HB,).

Appelons intervalle de C un sous-ensemble de C de la forme

{k,k-^ !,...,£}

tel que A ; — l ^ C , £ + l ^ C e t k ^ O . On vérifie que l'ensemble des
intervalles de C est en bijection naturelle avec I. Pour i ç J, notons Q
l'intervalle associé. On pose :

A= (A,- |j C,nA,)u( |j dnB^
î(EJ;£(î)=-l î€J;£(î)=-l

B=(B^- |j QHB,)u( J QHA,).
îejr;e(î)=-i ^j;£^)=_i

D'où l'égalité :

d=#A-#B=l+2 ̂  [#(QnB,)-#(QnA,)].
îeJ;£(î)=-i
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II nous suffit de vérifier

r #(Ci n B,) = #(Q nA,) si z e j - j,
1 #(Q, n B,) = #(^. n A,) + (-ip si .7 e { i , . . . , r}.

On vérifie ces assertions par récurrence sur N. Soit h le plus grand
entier tel que CH -^ 0. Posons

N ' = N _ ^ H et V = (ci x l , . . . ,c/ ,_i x (h-1)).

On déduit de V un ensemble F , des suites (^/), (^), (^), (^) et un
symbole (A^B^). Explicitons comment l'on déduit (A^B^) de (A^B^).

Premier cas : c^, est pair. Alors m' = m + ^y,,

(2;i,...,Z2yn) = (^^ • • • î ^m^^^ - - ^ )^

(^•••^2m) = (^l,...^2m/^+2m/,...,/l+2m- 1).

(a) Si /i est pair,

(2/1^ ••^m) = {y^"^y'm^ j^+m',..., j / i+m-1),
(^i , . . .^m) = (^i,...,^,, j / i+m' , . . . , j / i+m- 1),

A^ =A^u{i / l+2m /+2,.. . , j/î+2m},

B, = B^ U { ̂  + 2771' + 1 , . . . , \h + 2m - l}.

Alors 1= FU {h}, J = J 1 ,

Ci=C[ si i<h, Ch= {^+2m /+l,..., ^/i+2m}.

Les assertions (1) pour A se déduisent des mêmes assertions pour V et du
fait que #{CH H B,) = #(C^ n A,).

(b) Si h est impair,

(^•••^m) = O/^...,^, i ( ^+ l )+^ . . . , ( ^ - l ) /2+m) ,
(.z;i,...,a;^) = (^,...,^,, j ( ^ - l )+^^ . . ^ j ( / ^_3)+^^

A, = A', U { i (^ + 3) + 2m',..., j (h - 1) + 2m},

B, = B^ U { j (/i + 3) + 2m',..., j (^ - 1) + 2m}.

Alors J = F , d = C[ pour tout i e J et les assertions (1) pour À résultent
immédiatement des mêmes assertions pour V.
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Deuxième cas : c/i est impair. Comme A est symplectique, h est pair.
Distinguons deux sous-cas :

(a) cf est pair. Alors m' = ^d et m = m' + |> (c^ + 1),

(^i , . . . ,^2m) = (0,^,... ,^2^/ , / i , . . . ,/i),
(^i, • . • , ̂ m) = (0, t'i + 1,... , 4n/ + 1̂  + 2m' + 1,... , h + 2m - 1),
(2/i,. • . ^m) = (0,a/i + 1,... ,a4, + 1, \h + m' + 1,. . . , \h + m - 1),
(.TI,...,^) = (^,...,^,, j / i+m' , . . . , j / i+m- 1),

A, = {0} U {b + 1; & e B^} U { ̂  + 2m' + 2,..., \ h + 2m},

^ = {1} U {a + 1; a ç A'J U { j h + 2m7 + 3,..., \ h + 2m - 1}.

Alors 1 = F U {/i}, J = J' U {/i},

Q = { 7 + 1 ; 7 ^ ^ } s i î < / i , ^={^+27^+2, . . . , |^+2m},

y = y' -|- 1^ ^ == î' si j G { 2 , . . . , , r}, îi = /i. Pour i < /i, on a

#(Q n A,) = #(^ n B:), #(Q n 5,) = #{C', n A:)

et #{Cn n A,) = #(C/, n B,) +1
De ces relations et des assertions (1) pour Y se déduisent les asser-

tions (1) pour A.

(b) d est impair. Alors m' = j (c' + 1) et m = m' + \ (ch — 1),

(^i, . . . , ^2m) = (^25 • • • i ̂ ra'i ̂  • • • •> a)^

(t^ . . . , t2m) = % - 1, • • • . 4n/ - 1, /Z + 2m' - 1, . . . , /l + 2771 - 1),

(2/i,...,2/m) = (.r'i,...,̂ ,, i/i+m',..., ̂ +m- 1),

(a;i,...,a;^) = (2/2 - l,...,^/ - 1, i/i+m'- 1 , . . . , j/i+m- 1),

A^ ={&- ! ; &<E^}U {1/1+27^. . . , |/i+2m},

B^ = {a- 1 ; ae A^a^O}U{i/ i+2m'+l,.. . , j / î+2m- 1}.

Alors I = F U {/i}, J = J ' U {/i} et

Q = { 7 - 1 ; 7eG^} si z < / i , C^={^+2m / , . . . ^ / l+2m}.

Le calcul se poursuit comme dans le sous-cas (a), ce qui achève la preuve.
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