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SUR LA PROPAGATION DES SINGULARITÉS
DANS LES VARIÉTÉS CR

PAR

J.-M. TREPREAU (*)

RÉSUMÉ. — Nous démontrons un théorème général de propagation des singula-
rités hypo-analytiques pour les solutions des équations de Cauchy-Riemann induites.
Comme applications, nous étudions la propagation de la propriété de prolongement
holomorphe à un wedge et nous donnons des exemples de solutions qui ne sont pas
sommes de valeurs au bord de fonctions holomorphes.

ABSTRACT. — We give a général resuit of propagation of hypoanalytic singularities
for solutions of induced Cauchy-Riemann équations. As applications, we study thé
propagation of holomorphic extendability to a wedge and we give examples of solutions
which can not be written as sums of boundary values of holomorphic functions.

L'étude du prolongement holomorphe des fonctions CR a connu plu-
sieurs succès ces dernières années. Le résultat le plus remarquable est
peut-être le théorème général de prolongement de A. E. TUMANOV [23].
Nous nous intéressons ici à la propagation des singularités hypoanalyti-
ques des fonctions CR définies sur une sous-variété générique M de C71.
Dans [12] N. HANGES et F. TRÊVES montrent que la propriété de pro-
longement holomorphe local se propage le long des sous-variétés com-
plexes de M. Quand M est analytique réelle, on obtient un résultat
plus fort en appliquant le théorème de propagation microlocale de N.
HANGES et J. SJÔSTRAND [11]. Le but de cet article est de prouver une
version CR générale du théorème de N. HANGES et J. SJÔSTRAND. Nous
obtiendrons (THÉORÈME 7) que les singularités se propagent le long des
sous-variétés CR minimales (au sens de Tumanov) de T^C71. De telles
sous-variétés, non triviales, existent en particulier quand M n'est pas mi-
nimale (THÉORÈMES 8, 9, 10).

Ces théorèmes ont plusieurs applications intéressantes. Quand M n'est
pas minimale, utilisant les fonctions CR singulières récemment construites
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404 J.-M. TREPREAU

par M. S. BAOUENDI et L. P. ROTHSCHILD [6], nous montrerons que,
lorsque le défaut local de M (Définition 1.2.1) est au moins deux, M porte
"en général" des fonctions CR qui ne sont pas sommes de valeurs au bord
de fonctions holomorphes (THÉORÈMES 5, 6), ce qui généralise un exemple
(non publié) que nous avions donné en 1985. Les autres applications
concernent la propagation de la propriété pour une fonction CR d'être
prolongeable à un wedge (THÉORÈMES 2, 3, 4). Outre les résultats de
propagation microlocale, elles utilisent une généralisation du théorème de
Tumanov (THÉORÈME 1) que la méthode de Tumanov donne facilement :
si le défaut local de M en un point z est 5, les fonctions CR sur M se
prolongent en fonctions CR sur un "wedge" de codimension s dans C^,
près de z.

La démonstration des théorèmes microlocaux repose sur la notion de
front d'onde hypoanalytique, introduite par M. S. BAOUENDI, C.H. CHANG
et F. TRÊVES [3], qui rend les mêmes services dans l'étude des fonctions CR
que le micro-support de SATO [15] dans l'étude des singularités analyti-
ques. Nous adopterons le point de vue de J. SJÔSTRAND [16], [17] : les
transformations, dites F.B.L, qui servent à définir le front d'onde quanti-
fient des transformations canoniques complexes non homogènes. Une telle
transformation ramène l'étude de la propagation des singularités à l'étude
de la propagation d'une estimation pour une fonction holomorphe dépen-
dant d'un grand paramètre. Classiquement dans cette étude ([9'}, [12], [17])
intervient le théorème des trois cercles de Hadamard (on pourrait à la
place utiliser le lemme de Hopf). Dans le cas général, les feuilles qui pro-
pagent les singularités ne sont pas des variétés holomorphes, mais des
variétés CR. Nous nous ramenons à une situation où le principe du maxi-
mum et ses variantes s'appliquent grâce à une construction de disques
complexes, via l'équation de Bishop. C'est peut-être l'originalité de ce
papier de combiner les méthodes microlocales et la méthode des disques
complexes.

Le chapitre 1 est une (assez longue) introduction aux fonctions CR et à
leurs singularités. Nous y énonçons nos principaux résultats.

Dans le chapitre II nous établissons les résultats sur l'équation de
Bishop dont nous aurons besoin et nous démontrons le THÉORÈME 1.

Les théorèmes d'application sont prouvés dans le chapitre III, les
théorèmes de propagation microlocale dans le chapitre IV.
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PROPAGATION DANS LES VARIÉTÉS CR 405

I. Introduction

1. Notations. — TC" est le fibre tangent réel à C71. Nous noterons
v^^T l'opérateur qui définit sa structure complexe canonique :

r^ 9 9 r^ 9 9
v- l -^—=-^—5 v - lo—=-^—•

oxk dyk oyk oxk

Les vecteurs antiholomorphes (resp. holomorphes) sont ainsi les vecteurs
complexes de la forme X+i^/^ÏX (resp. X-i^/^X), X ç TC^. T^C71

est le fibre des (l,0)-formes uj = ̂ ^ Cjd^. C'est un espace complexe,
muni des coordonnées canoniques (z,Ç). r*C71 s'identifie au dual sur C
de TC" par :

Ti r\ -, r\

^=^C,d^; (c.,^)=^^^)=a.

On utilisera surtout la dualité réelle définie par :

(1.1) (cj,x) e r*c71 x rc71 (cj,x) ̂  im^x).
Soit M une sous-variété réelle de C71, de classe C1. TM^ = T^M
modTM est le fibre normal à M. On utilise la dualité (1.1) pour définir
le conormal à M dans C71 :

WM = {^ e r;c71, imc^M=o}.

Les fibres TM^ et T^C71 sont en dualité par

(1.2) {uj,X modTM) h—^ Im(cj,X).

Un wedge (au-dessus de M) en (z,0) ç TM^ est un ouvert de la forme :

w=={^+(9 / ; z' eu, (9'er}nn,
où fî est un voisinage ouvert de z dans C71, U = M H fî, et r un voisinage
ouvert conique dans T^C71, ici identifié à C71, d'un représentant de 0. La
définition est indépendante, dans les germes, du choix d'un représentant
de 6 au sens où tout wedge défini à partir d'un choix contient un wedge
défini à partir d'un autre choix.

Nous venons d'utiliser les notations suivantes : si T est un fibre vectoriel
sur M, T désigne le même fibre, privé de la section nulle, 7^, ou T[z] quand
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406 J.-M. TREPREAU

la place manque, la fibre de T en z ç. M, T\^ la restriction de T à une
sous-variété N de M.

Si M est une variété de classe^ C1 à bord dans C71, de bord M, les
vecteurs tangents rentrant dans M en z ç. M remplissent un demi-espace
de la forme T^M + R^, 6 e TMC^]. Nous dirons que M définit la
direction 6 ç TM^Z}, ou (z,0) ç IM^.

Soit E, E' deux espaces vectoriels sur R, en dualité. On note È = E\0,
È' = E ' \ 0 et si F est un cône dans E, Y = F \ 0. Un cône F dans È
est dit saillant s'il est contenu dans un cône fermé convexe de È. Ainsi,
si F est un cône convexe fermé dans E, F est saillant si et seulement si
r ne contient pas deux points antipodaux. Plus généralement, un cône
fermé F de È est saillant si une somme ̂ ^i ̂ , Q{ G F, n'est jamais nulle.
Le polaire d'un cône F C È est le cône fermé r° C È' défini par

r° = \uj e È ' , {u,e} > o pour tout 0 ç ri.

r° U {0} est toujours convexe, mais pas r°.

Soit M une variété de classe C2 et X un système de champs de vecteurs
réels sur M, de classe C1. Une courbe intégrale (par morceaux) de X est
une courbe 7 de classe C1 par morceaux dans M obtenue en partant d'un
point x € M, en intégrant successivement des champs X\,..., X^ ç X
pendant des temps ^ i , . . . , t^ e IR tels que le point x1 = e^^ • • • etlxlx
soit bien défini; x est l'origine, x ' l'extrémité de 7. L'orbite de x ç M,
notée 0(X,rc) est l'ensemble des extrémités des courbes intégrales de X
d'origine x. L'analyse de H. J. SUSSMANN [19], écrite dans le cadre C°°
s'applique sans changement ou presque (les (a), (b) du théorème 4.1
de [19] restent vrais dans le cadre C1) : on peut munir canoniquement
l'orbite 0(X,.r) d'une structure de variété C1 (la topologie peut être plus
fine que la topologie induite par M) telle que l'injection i : 0(X,x) —> M
soit une immersion de classe C1. En particulier, l'image par i d'un
voisinage ouvert assez petit de x est une sous-variété de M au sens usuel,
soit N ; par construction x ç. N et les éléments de X sont tangents à N .
La famille 0{?t\u^x)^ U voisinage ouvert de x dans M, est évidemment
décroissante et stationnaire dans les germes. Sa limite est un germe de
variété en rc, appelé orbite locale de x et notée O100^,^).

2. Variétés CR. Fonctions CR. — Soit M une sous-variété de
classe C1 de C71. Pour z ç M, on identifie comme plus haut TzM à un
sous-espace de r^C71 et on note T^M = T^Mn^/^ÏT^M l'espace tangent
complexe en z à M. M est une variété CR si la dimension complexe
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PROPAGATION DANS LES VARIÉTÉS CR 407

de T^M ne dépend pas de z\ on l'appelle dimension CR de M et on
la note CR-dimM. On a alors un sous-fibre vectoriel réel de TM de
rang 2 CR-dim M :

(2.1) T'M = TM H V^ÎTM.

T°M est relié aux fibres T^M et F051 M des champs holomorphes et
antiholomorphes (on dira champs CR) tangents à M par :

T^M = { X - i^ïX ; X e Î^M},

T^M = [X + îv^îX ; X (E TM},

T'M^ {ReX; X çF^M}.

T^^M, ^0,1^- gQ^ ^çg sous-fibres complexes intégrables de CTM, de
rang CR-dimM. En général, Ï^M n'est pas intégrable.

On suppose maintenant M de classe C2, CR. Dans les questions de
prolongement, le rôle crucial est joué par T°M et l'espace X de ses sections
de classe C1. On peut appliquer à X les notions du § 1. L'orbite locale
O^ÇX.z) de z e M vérifie clairement :

2 CR-dim M < dimO10^,^) < dimM.

On introduit les définitions suivantes, inspirées de A. E. TUMANOV.

DÉFINITION 2.1. — Soit M une sous-variété CR de classe C2 de C".
Le défaut local de M en z e M, no^e (^(M,^), es^ /a codimension
de O^^.z) dans M :

6^{M,z) ç {o , l , . . . ,d imM-2CR-dimM}.

On dit que M est minimale en z si le défaut local de M en z est nul. On
dit que M est minimale si pour un^ donc pour tout z ç M, M = 0(X, z).

Notons que M est minimale en z si et seulement si z possède un
système fondamental de voisinages ouverts (dans M) minimaux pour la
structure CR induite.

Une fonction CR sur M est une fonction annulée par les champs CR.
Pour alléger l'exposé, fonction CR voudra dire fonction CR continue, mais
le Théorème de représentation de M. S. BAOUENDI et F. TRÊVES [7], [22]
permet d'étendre sans difficulté nos résultats aux distributions CR quand
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408 J.-M. TREPREAU

la régularité de M le permet. Nous ne ferons exception à cette règle que
dans l'étude de la décomposabilité des fonctions CR (voir § 4).

Une sous-variété CR M de C71 est générique si :

(2.2) TM 4- V^TM = TC^.

Dans les définitions suivantes, M est une sous-variété générique de C71

et u une fonction CR sur M.

DÉFINITION 2.2. — La fonction CR u est prolongeable en z ç M si u
est, près de z, la trace d'une fonction hoîomorphe.

Une fonction hoîomorphe dans un wedge W en (z, 0) ç. TMC^ continue
jusqu'au bord (resp. à croissance lente au bord quand M est lisse) définit
une fonction CR (resp. une distribution CR) u près de z dans M. On dit
que u est prolongeable au wedge W en z.

DÉFINITION 2.3. — La fonction CR u est W -prolongeable en (z,9) ç
TM^ si u est prolongeable à un wedge en (z^O) ; u est W -prolongeable
en z si u est W-prolongeable en au moins un (z,9) e TM^-

Soit F le cône ouvert des directions 6 ç. TM^^} dans lesquelles u est
W-prolongeable. r U {0} est convexe (peut-être vide) (Théorème du Edge
of thé Wedge, cf. § 5). Soit M une variété de classe C1 dans C^, à bord de
bord M près de z € M, définissant la direction 0 ç. TM^^}. On dit que
u est CR-prolongeable à M en z si u est, près de z, la trace d'une fonction
CR sur M.

DÉFINITION 2.4. — La fonction CR u est CR-prolongeable en (z, 0) €
ÎM^ si u est CR-prolongeable à une variété M de bord M en z, définis-
sant la direction {z,9).

3. Théorèmes de prolongement et de propagation du W-
prolongement.

Soit M une sous-variété générique de classe C2 dans C71. Le théorème
de TUMANOV [23] s'énonce :

/ . f Si M est minimale en z, toute fonction CR
[ est W- prolongeable en z.

Quand M est une hypersurface, (3.1) redonne le résultat principal de [21].
La méthode de Tumanov permet d'obtenir la généralisation suivante :
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THÉORÈME 1. — Soit M une variété générique dans C71, de classe C2,
soit p = CR-dimM, s le défaut local de M en z € M, N l'orbite locale
de z (dimN = 2p + r,p + r + s = n). Il existe r variétés de classe C1,
Mi,..., Mr à bord de bord M près de z, telles que :

(i) Toute fonction CR sur M est CR-prolongeable à Mi,..., Mr en z.

(n) E^=i TzlM^ = ̂ /M + V^ÏT^N si z' e N, voisin de z.

En particulier, Mi,..., Mr définissent r directions indépendantes <?i,...,
eretMC^z}.

REMARQUE. — Si M est un peu plus régulière, le théorème du type
Edge of thé Wedge de R. A. AÏRAPETYAN [1] permet d'obtenir un résultat
plus précis (voir COROLLAIRE II, 3.2). Pour les applications, nous nous
servirons seulement du THÉORÈME 1.

En conjonction avec le THÉORÈME 1, les théorèmes de propagation
microlocale nous donneront le résultat suivant :

THÉORÈME 2. — Soit M une variété générique de classe C°° dans C71.
Si une fonction CR est W-prolong eable en z ç. M, elle est W-prolong eable
en tout point de l'orbite (9(X,^) de z.

En fait la régularité C4, peut-être C3, nous suffit pour démontrer ce
théorème. Nous obtenons un résultat meilleur quand l'orbite est une
variété complexe ou, plus généralement, est complexifiable au sens sui-
vant :

DÉFINITION 3.1. — Une sous-variété CR 7V de C"' est complexifiable
si N est générique dans une sous-variété complexe N de C71.

Nous avons alors un résultat avec M de classe C2 :

THÉORÈME 3. — Soit M une variété générique de classe C2 dans C71

et z ç: M. Si l'orbite 0(X,z) de z est complexifiabîe et minimale en tout
pointa une fonction CR sur M, W-prolongeable en z, est W-prolongeable
en tout point de 0(X,z).

D'autres énoncés de ce type seront donnés dans le chapitre III.

Compte-tenu de (3.1), le THÉORÈME 2 a le corollaire suivant :

THÉORÈME 4. — Soit M une variété générique de classe C°° dans C71,
minimale et minimale en un point au moins. Alors, toute fonction CR
sur M est W-prolong eable en tout point.

Ce théorème n'est pas la meilleure version globale de (3.1) qu'on puisse
espérer être vraie. Nous pensons que les théorèmes démontrés ici devraient
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410 J.-M. TREPREAU

permettre d'analyser la conjecture suivante (la difficulté vient du fait que
même si M est minimale, les défauts locaux de M peuvent être tous
grands).

Conjecture : Si M est minimale, toute fonction CR sur M est W-
prolongeable en tout point z ç. M.

4. Fonctions CR indécomposables. — Dans ce paragraphe, nous
supposons pour simplifier la variété M, générique dans C71, de classe C°°
et nous considérons aussi les distributions CR. La raison de ce choix est
que la continuité n'est pas conservée dans la décomposition des fonctions
en somme de valeurs au bord de fonctions holomorphes.

DÉFINITION 4.1. — La fonction CR u est décomposable en z ç. M
si, près de z, u = S^i ̂  où H I , . . . , Z A A T sont des distributions CR au
voisinage de z dans M, W-prolongcâbles en z.

Evidemment, des fonctions CR indécomposables en z ne peuvent exis-
ter, d'après (3.1), que si M n'est pas minimale en z. Nous avons donné le
premier exemple de fonction CR indécomposable (voir III, § 3).

Nous allons généraliser cet exemple en utilisant la propagation micro-
locale et le résultat récent de M. S. BAOUENDI et L. P. ROTHSCHILD [6].
Dans [6], les auteurs prouvent le résultat suivant, qui montre que le
théorème (3.1) de Tumanov est optimal, au moins localement :

( Si M n'est pas minimale en ^, si N = O100^,^),
(4.1) il existe une fonction CR n, définie près de ^, telle

que WFu = t^C71 H îT^ près de z.
(Voir le § 5 pour le front d'onde WFu.) En particulier, une telle fonction
n'est pas W-prolongeable en z (voir (5.5).) Nous montrerons que, souvent,
elle n'est pas décomposable en z.

Nous obtiendrons le résultat suivant :
THÉORÈME 5. — Soit N une variété CR lisse dans C71, minimale en

z 6 N. On suppose CR-dimTV > 1 et dimN < n + CR-dimA^ - 2. Il
existe alors un germe de variété générique lisse M en z^ contenant N
près de z et de même dimension CR que N et une fonction CR sur M,
indécomposable en z.

Il ne doit pas être difficile de montrer que, en un certain sens, "presque
toute M" convient (mais pas toute! cf. les structures rigides de [4]).

Quand N est analytique réelle, on peut choisir M de même et il y a des
fonctions CR indécomposables même au sens des hyperfonctions (voir Re-
marque III, 1.1). Ainsi, si p G {1 , . . . , n — 2 } et 5 6 { 2 , . . . ,n—p}, il existe
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des sous-variétés génériques M de C71, CR-dim M = p, de défaut local s en
un point, portant des fonctions CR indécomposables en ce point. Les condi-
tions sur j9, s excluent le cas p = 0 (M est totalement réelle ; toute fonction
est décomposable d'après [3]), évidemment le cas p = n, le cas p = n — 1
(M est une hypersurface, toute fonction CR est décomposable d'après [2]).
Par contre le cas 5 = 1 est exclu par la méthode :

Problème : Trouver une variété générique dans C71, de dimension CR
p ç { l , . . . , n — 2}, défaut local 1, portant des fonctions CR indécompo-
sables. Le THÉORÈME 5 est pourtant optimal :

THÉORÈME 6. — Soit p ç. {1 , . . . ,n — 2}. Il existe une variété CR N
lisse dans C71, de dimension CR p, de dimension n -\-p— 1, minimale en z
et ayant la propriété suivante : pour tout germe en z de variété générique
lisse M, contenant N près de z et de dimension CR p, toute fonction CR
sur M est décomposable en z.

5. Le front d'onde hypoanalytique. — Nous rappelons ici les pro-
priétés du front d'onde hypoanalytique qui nous seront utiles, renvoyant
le lecteur à [3], [5], [17] pour la théorie. Soit M une variété générique
dans C71, de classe C2. La formule (1.2) met T^C71 et TM^ en dualité et
les notions du § 1 sur les cônes et la polarité s'appliquent fibre par fibre
à T^C71 et T^fC71. Le front d'onde hypoanalytique, noté WFu (les fibres
sont notées WF^u) d'une fonction CR u est une partie de T^C71 ayant les
propriétés suivantes :

(5.1) WFu est fermé, conique, dans T^C71 ;
(5.2) WF{u^ + u'2) C WFui U WFu^ ;
(5.3) u est prolongeable en z si et seulement si WFzU est vide;
(5.4) u est W-prolongeable en (z,0) 6 TM^ si et seulement si WF^u

est contenu dans l'intérieur de (R^)0.
En particulier :

(5.5) u est W-prolongeable en z si et seulement si WF^u est saillant.
L'estimation de WF^u dans (5.4) se démontre en déformant le contour
d'intégration d'une intégrale F.B.I. associée à u ([3], [17]); quand u se
prolonge à une^ariété à bord M, la même démonstration, la déformation
ayant lieu sur M, donne :

(5.6) si u est CR-prolongeable en (z,0) ç TM^, on a WF^u C (R+(9)°.
Si M' est une sous-variété générique contenue dans M, U\M' est une
fonction CR sur M'. On a :

(5.7) WF(U\M'}=(WFU)\M'.
On a alors la majoration a priori : WF(u \ M' ) C T^C^^,.
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412 j.-M. TREPREAU

Pour démontrer le THÉORÈME 6, nous utiliserons la propriété sui-
vante [5] :

(5.8) Si WF^u est réunion finie disjointe de cônes saillants, u est
décomposable en z.

6. Théorèmes de propagation. — Nous verrons dans III, § 1 ce que
donne le théorème de Hanges-Sjôstrand quand on l'applique aux variétés
génériques analytiques réelles. Le résultat le plus voisin de celui-là que
nous obtiendrons, dans le cas C°° ou peu régulier, est le suivant :

THÉORÈME 7. — Soit M une variété générique dans C72, de classe C°°,
et C C ty^ une sous-variété de classe C°°, CR et minimale dans r*C71.
Si u est une fonction CR sur M, on a C C WFu ̂  C H WFu -^ 0.

On notera l'analogie avec les propriétés du support des fonctions CR
(voir F. TRÊVES [22]), la différence étant qu'en général la dimension CR
de t^C71 en un point est nulle : le théorème ne donne rien.

Le théorème s'applique de façon non triviale quand M n'est pas
minimale. Nous verrons en effet (voir § 7, 8) qu'on a la propriété suivante :

PROPOSITION 6.1. — Soit M générique dans C71 et N une sous-
variété CR de M, de même dimension CR que M, M et N de classe C2.
C = r^C71 H iT^C11 est une sous-variété CR de T'T71, de même dimension
et de même dimension CR que M.

Dans la définition de £, la multiplication par i est évidemment une
multiplication dans la fibre.

Compte-tenu de cette proposition, le THÉORÈME 7 a le corollaire
suivant :

THÉORÈME 8. — Soit M une variété générique dans C71, de classe C°°
et N une sous-variété CR de M, de classe C°° et de même dimension CR
que M. Soit C = t^C71 H îT^C71. Si u est une fonction CR sur M,
WFu H C, est une réunion d'orbites de £, pour sa structure CR.

Notons que, dans cet énoncé, les orbites sont non-triviales, sauf évi-
demment quand M est totalement réelle (dimension CR nulle) ou quand
M = N localement (£ est réduit à la section nulle).

Nous obtiendrons aussi (d'ailleurs plus facilement) l'analogue du
THÉORÈME 8 quand M est seulement supposée de classe C°° mais que N
est complexifiable :

THÉORÈME 9. — Même énoncé que le précédent, avec M de classe C2

et N complexifiable.
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Dans le dernier énoncé, on voit sans peine que N est de classe C2 et C
de classe C1. Il peut y avoir une ambiguïté dans la définition des orbites
de C. Les orbites à considérer sont précisées dans le § 8. Aussi, dans le § 8,
les théorèmes 8 et 9 seront traduits comme théorèmes de propagation
dans r*M, comme c'est l'usage dans le domaine des équations aux
dérivées partielles (voir THÉORÈME 10).

7. La variété caractéristique de M.
On considère maintenant la variété générique M comme une variété

réelle munie des sous-fibres vectoriels T°M (resp. Cî^M = T^M e
T^M) de TM (resp. CTM). Soit EM l'orthogonal de T°M dans T*M;
c'est la variété caractéristique du système des champs CR. Compte-tenu
de (2.2) et de la définition de r^C71, on a un isomorphisme canonique :

(7.i) e'.T^-^^M
défini par 6(uù) = i^u, ÎM : M -> C71 l'injection.

A un champ de vecteurs X sur M est associé son symbole o-(X),
fonction sur T*M; à une fonction / de classe C1 sur T*M est associé
son champ hamiltonien Hf.

Soit Zj = Xj + iXj^p^ j = 1,... ,^, une base (locale) de champs CR.
Si X = Y,2^ ^pjXj est une section C1 de T°M, on a

2p

II(TW\^M "S^^WIEM
J=l

puisque cr(Xj), j = l , . . . ,2p, est nul sur EM. On en déduit que, si
a:* (E SM[^], ^a(X)(^*) ne dépend que de X(x) ç Î^M, pas de la section
choisie : l'application ainsi définie est "tensorielle".

On a la même propriété, pour l'application qui à Z, Z', sections
de T^M associe :

^(^^DiE. -^(^(^l^ --^(Z'^^lE..

D'où la définition, où dans les membres de droite les vecteurs sont
prolongés en sections.

DÉFINITION 7.1. — Soit a;* e ÉM^]. On pose :

XÇCÎÏM, x=^(^(rc*)ecr(r*M)[.r*];
z,z' ç T^M, ç;(z,z') = ̂ ([z,z'])(^*).

Q^ est la forme de Lévi de M en x * .
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LEMME 7.2. — Soit rc* ç ÉM^] et Z ç T^°M. Z est tangent à EM
en x* si et seulement si Z est dans le noyau de Q^.

Démonstration. — Z est tangent à ÈM si et seulement si Z annule
a(Z1), a { Z ' ) pour toute section Z ' de T^M. Comme T^M est intégra-
ble, on a toujours Z a ( Z ' ) ̂ ^ = cr([Z, Z']) ̂ ^ = 0 et il reste les conditions
Za(Zf)^)=(2/i)Q^Zf)=0.

Nous allons maintenant établir une correspondance entre les vecteurs
holomorphes tangents à T^C71 et les vecteurs Z tangents à S M. Comme
le résultat en vue est invariant par biholomorphisme et ne dépend que du
2-jet de M, nous allons supposer que M est définie près de 0 dans C77' par
les équations :

M =: Imzk =Qk(zf,zf)•, fc=p+l , . . . , j?+ç,

où z = ( z ' , z " ) ç C^ x C9 = C71 et Ç^ est une forme hermitienne.

Une transformation linéaire en z " permet de se placer au point z * =
(0; 0 , . . . , 0 ,1 ) ç T^C71. Finalement, une transformation linéaire en z '
diagonalise Q71 sans changer z * :

P
Qn(z^zf)=^£,z,z^ ^e{- l ,0 ,+ l} .

j=i

Î^C71 est muni des coordonnées ( z ^ Ç ) et des coordonnées réelles associées,
z = x + iy, C = ^ + l l r ]- O11 munit M des coordonnées ( x , y ' ) et T*M des
coordonnées canoniques associées { x ^ y ^ ^ r f ' ) .

Pour uj = S^=i Cj^j? voisin de ^*, on calcule i^uj à l'ordre 1 :

r p n -,

^^M ^Cjd^+ ̂  ^-(d^+îd^)
^=1 J=p+l j

P n

^ Î (̂  + ̂ j)(d^- + îd^-) + ̂  (^ + z^)d^- -h îdÇ71.
j=i j=p+i

D'où
n p

Rei^ == Y^^jàxj - ̂ ^d^ ,
j=i j=i

P n
ïmi^ = ̂ [(^- 4- 2£^)d^ 4- (^- + 2^-^)d^] + ̂  ^-d^-.

j=i j=p+i

TOME 118 —— 1990 —— N° 4



PROPAGATION DANS LES VARIÉTÉS CR 415

De l'expression de ïmi^uj on déduit l'équation de l'espace tangent
à Ty1 en ^*, identifié à un sous-espace de r*C71 :

(7 9^ rp/rp^ (pnVy*1 —. J ^ — 5 î? = u?(7.2) 3W; )[.]-. ̂ ^,^ ,'+2...'=o,

où 5-a; ' = (£ i r r i , . . . ,£p^p) , e^c.

De l'expression de Re^ci;, on déduit que 0'(^*) est la restriction à (7.2)
de l'application linéaire :

(7.3) ^y^^^Çx^y^^-rf).

De (7.2) il résulte que les vecteurs holomorphes tangents à T^C71 en z*
sont les vecteurs (on note 9/ôzj = ̂ (9/Qxj — i9/9yi)) :

(7.4) ^E"^-
E j =0 J

Le fait que Z est "horizontal" dépend des réductions faites.

On calcule maintenant les choses sur M. On note encore zj = xj + iy^
Q/ôzj = ^(9/9xj — i9 /9y i ) , . . . dans les coordonnées de M, pour
j = 1,... ,p. Une base de T^M près de 0 est donnée par :

- 9 ^ 9Q- 9 . .
^ = ^ — + î ^ . ^—o—' k=l,...,p.

9zk wi Qzk Qx-

Les coefficients de la forme de Lévi en a;* = (0 ; 0 , . . . , 0,1) sont

- 920n

c,k = ̂ a([Z^Zk})(x^) = ̂ -^- =S,k£k-

Finalement, si Z = ̂ ^ w^9/9zj e T^°M, on calcule :

Z(x-) = f>^(^*) = É^(^- - ̂ ±-)'
j=l j=l a^ ^J

Compte-tenu du LEMME 7.2, Z ( x * ) est tangent à EM en rc* si et seulement
si Z = ̂ .=o Wj9/9zj, auquel cas ZÇx*) = ̂ .^o W j 9 / 9 z j ' Compte-tenu
de (7.3), (7.4), nous avons obtenu le résultat suivant :
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LEMME 7.3. - Soit 6 : t^ -. ÉM l'isomorphisme canonique,
^ ^ TM^Z] et x- = 6^) ç ÈM[4 Si Z ç r^°M, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(1) Z est tangent à S M en x * ;
(2) il existe Z ç T^ÇT^C^] (nécessairement unique) de compo-

sante horizontale Z.
De plus, on a alors Z = O'(z") ' Z.

Le LEMME 7.3 est fondamental pour nous. Il permet de faire le lien
entre les énoncés de propagation sur T*M, qui s'écrivent en termes des
champs hamiltoniens Z et les énoncés sur îy1 qui font intervenir la
structure complexe. Par exemple, la PROPOSITION 6.1 est un corollaire de
ce lemme (voir (8.1)).

Soit a = Y^^ Qdzj la 1-forme canonique sur T*^, dcr la 2-forme
canonique (complexe), a M la 1-forme canonique sur F* M. Nous aurons
besoin du lemme suivant :

LEMME 7.4. - Si i : T^C- -^ T*^, j : EM -^ T*M sont les
injections, on a : i*a = Ô^J^O-M-

Démonstration. — Tout est tautologique. Si on note (X -^ Y) les
applications canoniques, on a pour uj e T^C71 :

z*^) = (ïy -^ EM)*(SM ̂  M)*(M -^ C")*^

= 6>* (SM ̂  T*M)*(r*M ̂  MY6(uj)

^T^K). D

LEMME 7.5. — Dans le THÉORÈME 7, la variété C est isotrope pour la
2-forme canonique complexe da.

Notons que T^C71 n'est lagrangien que pour Imdcr.
Démonstration. — D'après le LEMME 7.4, il suffit de montrer que

C = 0(C) est isotrope dans T*M. Par définition de C et le LEMME 7.3,
on voit que C' est contenue^ dans SM et est une orbite d'une famille de
champs locaux de la forme X, X section locale de T°M. Il existe donc une
famille F de fonctions locales lisses / sur T*M, nulles sur C! et telle que £'
est une orbite au sens de Sussmann de la famille de champs de vecteurs
locaux Hf, f ç F. Appliquons le théorème de Sussmann [19] : le fibre
tangent à £' est engendré par les champs Hf, f ç F, et leurs images par
le "groupe" engendré par les flots locaux des champs Hf, f ç F. Un tel
difféomorphisme local (p est une transformation canonique qui conserve C'
donc (p^Hf = Hf^.fo (p\^ = 0. Les vecteurs tangents à £' en a;* sont
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donc de la forme Hf(x*)^ f\c.' = 0. Si Hf, H g sont deux tels vecteurs,

daM{Hf^)^H^))=Hfg(x^=0. Q

8. Propagation sur le conormal aux orbites.
Soit M générique de classe C2 dans C^, 9 : TJ^C^ —^ ÈM Pisomor-

phisme canonique.

DÉFINITION 8.1. — Si u est une fonction CR sur M, on note WF'u =
6(WFu).

Nous laissons au lecteur le soin de transporter le THÉORÈME 7 sur EM.
Intéressons-nous à la situation considérée dans les THÉORÈMES 8 et 9 : N
est une variété CR, de même dimension CR que M, contenue dans M.
Soit T^M le conormal à N dans M.

On suppose M et 7V de classe C2. Si X G X est une section de classe C1

de T°M, X est tangent à N , puisque T°N = TCM\N, et X = H^x)\T- M
est tangent à T^M. Compte-tenu du LEMME 7.3, on a démontré la
PROPOSITION 6.1 :

f8 1) l TMCn n iTNCn = ̂ TO^ a même
' / \ dimension et même dimension CR que M.

On note :

(8.2) X={XI^M; X e X } .

Rappelons que l'application X i—> X est tensorielle. Choisissons des
coordonnées de classe C2 sur M, soit x = Ç x ' ^ x " ) ç. H^ x IR771, telles que N
soit définie par x" = 0. Soit (x^ ̂ ff) ç. H^- x R771 les coordonnées canoniques
sur T^M. Si

i-\-m Q

x=Ea^9^.
j=l 3

djÇx^ 0) == 0 pour tout j = t + 1,. . . , i + m, est un champ de classe C1

tangent à JV, on a :

t 0

(8.3) X^M=^a,(x\0)^-
j=i j

E 9dj , 9
^^Wkj,A;==^+l,...,^+m " SA;

C'est un champ de vecteurs continu, mais d'une forme particulière.
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On a encore existence et unicité des courbes intégrales. On voit que
si 7% = (.r'^U"^)) est une courbe intégrale de X, 7^) = x ' ( t } est une
courbe intégrale de X\N tandis que ^"{t), qui vérifie un système linéaire,
est déterminé par 7 et la donnée initiale ^"(O) ; £,"(t} dépend linéairement
de ^'(O). L'orbite 0(X,rr*), a;* ç Î^M, est définie de façon évidente.

Compte-tenu du LEMME 7.3, les THÉORÈMES 8 et 9 sont équivalents au
suivant (qui précise le sens du THÉORÈME 9) :

THÉORÈME 10. — Soit M, générique dans C71 de classe C00 (resp. C2)
et N une sous-variété CR de M de classe C°° (resp. compîexifiable)
de même dimension CR que M. Si u est une fonction CR sur M,
WF'unt^M est une réunion d'orbites de î = {X\T- M ; X G X}.
Si 7 est une courbe intégrale par morceaux de T°M, d'origine x\ ç N,
extrémité x^ ç. N, il existe un isomorphisme linéaire :

0(7) : r^M[m] ̂  T^M[x^}

tel que, si a ç T^M[x^\ :

a G WF'^u <=^ c(7) • a ç WF^u.

9. Propagation non caractéristique.
Classiquement ([9], [16] et dans un contexte CR [22]), la propagation

le long des courbes intégrales d'un champ de vecteurs est équivalente à la
propagation à travers toute hypersurface non caractéristique. Soit Q un
ouvert de IR^, X un système de champs de vecteurs sur Q et cj C ïï un ou-
vert. Si S = {h = 0} est un germe d5 hypersurface C1 en x e îî, E est non-
caractéristique si Xh(x) -^ 0 pour un X ç X. Quand les champs X ç X
sont de classe C1, les propriétés suivantes sont équivalentes ([9], [22]) :

(9.1) S i r r e c j , 0(X,.z-)c^.

( Pour tout x e n, tout germe E = {h = 0} d'hyper-
(9.2) surface non caractéristique en a-, si S_ = {h < 0}

est contenu dans uj près de x, x ç u.

Nous prouverons toujours la propriété (9.2), dans les situations suivantes :

EXEMPLE 9.1. — (cf. THÉORÈME 10), n = r^M, X = X, uj = fî\WF'u.

EXEMPLE 9.2. — (cf. THÉORÈME 2), n = M, X, u) = {z ç M, u est
W-prolongeable en z}.
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EXEMPLE 9.3. — (cf. IV, § 1), n une variété CR M, X, u une section
de H^ au voisinage de M, a; = {z ç M, ̂  ~ 0 en z}.

0

Quand les champs X ç X sont seulement continus, (9.1) implique
encore (9.2) (dans (9.2) (^(X, x) coupe E_) mais la réciproque est fausse
en général (prendre pour X un champ ayant deux courbes intégrales
tangentes en x, distinctes dans les germes, X = {X}, Cl un petit
voisinage de x et pour uj le complémentaire d'une des courbes dans ïï).
Dans la situation du THÉORÈME 10, quand M est de classe C2, les
champs X 6 X sont continus, mais de la forme particulière (8.3). Nous
sommes contraints de vérifier que la méthode des déformations non
caractéristiques s'applique encore :

LEMME 9.4. — (9.1) et (9.2) sont équivalents quand fî est un ouvert de
W x R9, et avec x = (x ' , x " ) ç W x R9, /es champs X ç X sont de la
forme

p n p+g ^
X=^a,(^)^+^ a^x^.

J=l J îj=P+l J

où XQ = Z^=i a^x^Q/Qxj est de classe C1 et ne s'annule pas, et les a^
sont continues.

Démonstration. — On suppose donc (9.2). Il suffit de montrer (9.1)
quand X = {X} a un seul élément, localement près d'un point (mais
le voisinage ne dépend pas de uj\). Un C^-difféomorphisme local en x '
redresse XQ en 9 / 9 x ^ y et, compte-tenu de la linéarité de X en x11\
un ^-difféomorphisme en { x ^ ^ x " ) redresse X\x2=--'=xp=o en QjQx\. Après
translation, on est ramené à montrer, en notant x == (;z;i, x ' ^ x " ) ç.
R x R^-1 x IR9, que si :

8 p^q r p+q 1 F)
X = ^ - + ^ aJ(.^l,.^ /)+^ a^(^i,.r')^ ^-'

1 j=p+lL k=p+l ] 3

avec Oj, ûjfe continues pour |a;i| < fi, l.r'l < Iî, et nulles quand x ' = 0, et
si 0 e ce;, les points (a:i,0,0), 0 < x\ < R, appartiennent à uj.

Pour 7*0 > 0 assez petit, le voisinage

F==^=(rc l , ;^ / , rc / ' ) , | . r i |<ro, \x'\<r^ |^|<ro}

de 0 est contenu dans uj. Pour r < 7*0, on considère :

Dr =: 0 < .ri < fi, |a/| < r, 1^1 < ro.
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Si x ç. Dr et si (x^) est caractéristique pour X, on a

P+9 r P+ç -,

^i + ̂  0^1,.r^ ^ a^^i,^')^ ^ = 0
J=P+1L k=p+l J

donc |$i| < ^(r)!^'! avec e(r) ——> 0 puisque les coefficients sont nuls
r-^O

quand x ' = 0. On choisit r > 0 assez petit pour que e(r) < rQ/(2R). On
considère alors l'ellipsoïde :

x12 x"2

SQ =: a:i = 0, — + —r = 1r2 rg

et la famille de paraboloïdes tronqués, pour 0 < T < R :
^12 ff2 rp

£r=: O^^r, ^+^=T^1•
f T-o 1

Par construction, <?o est contenu dans a;, <?r est contenu dans Dr et la
normale en x à <?r, ^ = ( l / T ^ x ' / r 2 , ^ " / r ^ ) vérifie |$i| > £(r)|^'| :
fr est non caractéristique. La propriété (9.2) donne (c'est la méthode
des déformations non caractéristiques) que ET est contenu dans uj pour
0 < F < R, donc aussi les points (F, 0,0), 0 < T < R. []

II. Constructions de disques

Dans ce chapitre, nous prouvons les lemmes sur la construction
de disques complexes dont nous aurons besoin et nous démontrons le
THÉORÈME 1. La résolution de l'équation de Bishop est classique (voir par
exemple C. D. HILL et G. TAIANI [13], A. BOGGESS et J. C. POLKING [8])
mais nous utilisons l'idée suivante de B. COUPET [10] qui permet d'écono-
miser une dérivée sur la fonction G dans l'équation (1.6) ci-dessous : on
construit des solutions Ca par approximations successives dans L2, plutôt
que dans Ca.

1. Résolution de l'équation de Bishop.
D est le disque unité ouvert de C, S le cercle unité, a est un nombre

fixé, 0 < a < 1. On note Ca pour tout espace de fonctions, sur S ou D à
valeurs dans H71 ou C71, vérifiant une condition de Hôlder d'ordre a. Les
normes sur H71 et les espaces de matrices sont notées | • |. On note :

X ç ̂ , \X\ = max|X(ï)|, \X\a = \X\ + max IZ(T) ~ x{a)i ;
r r,o- |r — a û!

X Ç C 1 ' " , \X\^=\X\^+\X^,
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où X' est la dérivée (en un sens évident) de X. Pour p > 0, nous posons :

Ca(p)={XçC^ |X|,<p},

Cl-a(p)={XçCl-^ |X|,<p},

Rn(p)={xçnn, \x\<p}.

Dans les énoncés de cette section, C sera une constante, pouvant dépendre
des dimensions, du choix des normes, de la fonction G, de a mais pas des
autres données (en particulier pas de p). De même, e sera une fonction qui
tend vers 0 avec son argument, fixe au même sens que C. Enfin, "si p < po"
se lit "il existe po > 0 tel que si p < PQ\ RQ étant fixé au même sens que C.

Toujours, l'espace C^ considéré sera clair d'après le contexte. Soit :

(1.1) G : W^ -^ FT de classe C1 près de 0, G(0) = 0.

Pour p < po ? G induit une application

G'.C^p)——————C-,

G(Z)(T)=C?(Z(T)) .

On a classiquement ([8], [13]) :
f Si p < po, G : ̂ (p) -^ C^ est continue, avec :
\G(Z)\^<CC(p)\Z\^,

(1.2) < \G(Z,)-G(Z^< C{C(p)\Z, -^l.+^dZi-^D),
où C(p) = max|^|<^ \G'(z)\ et K est un

. module de continuité de G ' .

Si G est de classe C2 près de 0, si p < po,
G : (^(p) -^ C^ est de classe C1 et pour tout Z e C^,(1.3)
(^(^^(T) = ̂ (T))^).

' Si G est de classe C2 près de 0, et G'(0) = 0, si /? < po,
G : C1^^) -^ C1^ est continue, avec :(1.4)
\G{Z)\^<Cp\Z\^

. |C?(Zi) - G(^2)|l,a < Cp\Z, - Z2|l,a + |^l|l,a^(|Zl - ̂ la).

Bien sûr, quand G est C2 et C?'(0) = 0, dans (1.2) on peut prendre
C(p) = Cp et ^(p) = Cp.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



422 J.-M. TREPREAU

Si u est une fonction sur S, on note Pu le prolongement harmonique
d e u k D , Tu la transformée de Hilbert de u (T est C-linéaire, PTu(0) = 0,
et P{u + zTiA) est holomorphe). Suivant [8], on introduit, pour A ç. D
l'opérateur u i-̂  T\u :

r e S, Txu(r) = Tu(r) - P(Tu)(\).

Les opérateurs T = To, T\, P sont bornés dans L2, (7°, G1'01, uni-
formément en A. Dans les calculs, leurs normes seront cachées dans la
"constante" C. Etant donnée la fonction :

(1.5) G : ̂  x R71 -^ iT de classe C1 près de 0, (3(0) = 0, G^O) = 0,

l'équation de Bishop s'écrit :

(1.6) Y=T^G(X,Y)+y,

où X : 5 -^ H771, A e ^, y € H71 sont donnés, Y : 5 -^ H7' est l'inconnue.

Soit C{p) = max(^<^|y|<p \G'(x,y)\. Par hypothèse (7(p) ——> 0.
Si X, A, y sont donnés avec \X\ < p et si Vi, V2 sont deux solutions
de l'équation (1.6) vérifiant |yi| < p, \Y^\ < /?, on a :

|ri-^|L2<c7C7(p)|yi-r2|L2.
Comme CC(p) < 1 pour p < /?o, on obtient :

(1.7) Si p < po et \X\ < /?, (1.6) a au plus
une solution Y telle que \Y\ < p.

On résout (1.6) par la méthode des approximations successives :

(1.8) V o - 0 ; Yn^=T^G(X,Yn)-^y si n > 0.

Si p < po, siX ç C^(p), y e H^p) et V^ ç C^Qo), y^+i est bien définie
et, d'après (1.2) :

l̂ +il. < CC(p){\X\, + |y,|,) + \y\ < ̂ +2CC(p)p

si po est choisi assez petit, CC{p) < ^ et on obtient par récurrence que
la suite Yn est bien définie et uniformément bornée (par p) dans C0'.
Pour p < po, elle converge dans L2 puisque :

l^n+i - ̂ nl^ < C7 )̂|r, - r,-i|̂ .

Nous avons obtenu :
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LEMME 1.1. — Soit G vérifiant (1.5). Si p < po, l'équation (1.6) possède
pour tout (X, î/, A) ç C^Qo) x ̂ (jp) x D nne nrn^e solution Y ç C^Qo)
Ç^^î/=0,|y|,=|X|^(|X|,).

Le LEMME 1.1 définit pour p < po une application :
(1.9) Y : C^p) x r^p) x D -^ C^p).
Dans les énoncés suivants, po peut être choisi plus petit.

LEMME 1.2. — Si G est de classe C2 et p < po, la solution (1.9) est
continue.

Démonstration. — Soit Yk = Tx,G(Xk,Yk)+yk, k = 1,2. (1.2) donne :
\Yi-Y^ < \T^(G(X^Y,)-G{X^))\,

+\(T^,-T^)G(X^Y^+\y,-y^\
< Cp(\X, - X^ + |Vi - Y^) + Cp^Ai - A^ + bi - 2/2!.

D'où le lemme, quand Cp < 1. []
LEMME_1.3. — 5'z C? e5^ de classe C2 et p < po, ^ solution (1.9) îWm^

powA ç D ̂ e une application Y : C^O^xlR^p) -> (7°'(p) de c/asse (71.
Démonstration. — On résout (1.6) par le théorème des fonctions

implicites. D'après (1.3), si J='(X,Y,y) = T),G(X,Y) + y , l'application
T : (^(p) x ^(jp) -^ C^ est de classe C1 et ^y ̂ (0,0,0) = 0. Q

LEMME 1.4. — 5'z G est de classe C2 et p < po, la solution (1.9) induit
une application continue Y : C^Qo) x IR^jp) x D —^ C^-^Çp).

Démonstration. — On considère à nouveau, pour X ç (^^(p) et
y ç ̂ (jp), la suite (1.8). Il est clair par récurrence que Yn e C^-^Çp)
pour tout n, et par (1.4) :

\Yn^\l,a<Cp(\X\^+\Yn\^)+\y\.

Quand Cp < ^, on en déduit par récurrence que la suite Yn est uni-
formément bornée dans C1^ (par |X|i^ + 2\y\). Donc Y e C1^ avec :

\Y\^<\X\^+2\y\.
Si Yk = T^G(Xk.Yk) +^, k = 1,2, on a, toujours d'après (1.4) :

\Yi-Y2\i,a<\T^(G(X^Y,)-G(X^Y,))\^

+|(r^-r;jG(X2,y2)|^+h/i-^|
<c'p(|Xi-X2|i,,+|yi-y2|i,,)

+ (l̂ i|i,a + |ri|i,.)6(|Xi - x^ + |yi - Y^)
+C7p 2 |A l -A2^+ |2 / l -^ | ,

d'où le lemme, quand Cp < 1. \]
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2. Constructions de^ disques. — Un disque (complexe) est une
application continue Z : D -^ C71, holomorphe sur D. On note 9Z = Z\s
(le bord de Z). On identifie souvent Z et 9Z à leurs images dans C71. On
note 0°' l'espace des disques complexes Z ç. C 0 ' .

Soit M une variété générique dans C71, de classe C1 près de z e M, de
dimension CR p, codimension ç. Une transformation linéaire affine ramène
l'étude en 0, avec ToM = V x W. Avec z = ( z ' , z11) e C" = C^ x 0, on
a alors :

(21) [ M =: Im z" = G^zl'Re z"^ où G '' cp x Hq ~^ Rq est

\ de classe C1 près de 0, nulle à l'ordre deux en 0.

Un disque Z : D -^ C71 s'écrit Z = (Z', Z"), Z' : D -^ €7, Z" : D -^ C9.

LEMME 2.1. — Soit M la variété générique définie par (2.1). 6'% p < po,
jwnr ^m^ disque Z ' ç (^(p), to^ x" ç IR^Qo), ^o^ A ç D, il existe un
unique disque Z vérifiant :

Z = ( Z ^ Z f f ) ^ 9 Z c M ; |Z |a<C7p; ReZff(\)=xlf.

De plus, quand x" = 0, \Z"\^ = ̂ '^e^Z'^).

Démonstration. — Si Z " = X" + Ï Y 1 ' , les conditions 9Z C M,
ReZ"(A) =a• / / donnent :

X " \ s = -W\s+x1' = -T^G[zl\s^XII\s)^xll.

Le LEMME 1.1 (aux notations près) s'applique et donne X"\s. Z " est
donnée par Z " = P{X"\s + iG{Z'\s.X" \sY D

Compte-tenu des LEMMES 1.2, 1.3, 1.4 de (1.3), (1.4) et de la formule
précédente, on a :

LEMME 2.2. — Soit M la variété générique définie par (2.1) ; on
suppose M de classe C2. Si p < po, le disque Z du LEMME 2.1 induit des
applications continues (^(p) x R^p) x D -^ 0°' et O^^^p} x R^p) x D ->
O1^ et, pour X fixé, des applications O0'^?) x Rq(p) -> O0 de classe C1.

Soit maintenant M une variété CR dans C71, de classe C1 près de
z G M, de dimension CR p, codimension r + 2<s, avec n = p + r + s.
Une transformation linéaire affine ramène l'étude en 0 avec T^M =
C^ x r- x {0}. Avec z = ( z ' , z" ' , z " 1 ) ç C^ x U x C5, on a :

( M = : Im^=G(^,Re^), z " 1 = gÇz^Rez"),
(2.2) < où G : CP x R7' -^ r- et g : V x IT ̂  C5 sont

[ de classe C1 près de 0, nulles à l'ordre deux en 0.
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Soit Mo la variété générique dans C^ x C7, de dimension CR p, définie
par :

(2.3) Mo=: Imz" =G(zf,Rezf).

Si Z = ^^i di9/9zi est un vecteur holomorphe tangent à M en
z = (z'\z11,^"), on voit que ̂ ^ aiQjQzi est tangent à Mo en ( z ' . z " ) ^
détermine Z et annule g en ( z ' ^ z " ) . Comme CR-dimM = CR-dimMo,
on a :

(9 A.\ ! (?î considérée comme fonction g\Mo •' Mo —> C8

[est une fonction CR.

Réciproquement, la condition (2.4) caractérise les variétés CR de la
forme (2.2). Venons-en à la construction de disques. On se donne un disque
Z ' ç (^(p), x" ç R^p) et A e D. Quand p < po, le LEMME 2.1 fournit
un disque Z" ç 00' tel que :

(9(Z',Z")cMo, ReZffW=xff.

Posons
Z^P^Mo^l^l^)).

D'après le théorème d'approximation de BAOUENDI-TRÈVES [7], g\Mo est

près de 0 limite uniforme d'une suite de polynômes holomorphes gn'
Pour p < pQ et par le principe du maximum, la suite p^(Z',Z"), qui
converge uniformément sur S converge sur D. Donc Z1" est holomorphe
sur D. On a obtenu un disque Z = (Z', Z", Z " ' ) G 0e' tel que

aZcM, ReZ^À)^".

Compte-tenu de la formule qui donne Z ' " et des LEMMES 2.1, 2.2, on a :

LEMME 2.3. — Soit M la variété CR dans C71 définie par (2.2) (2.4).
Si p < po, pour tout disque Z' ç O^), tout x" ç W{p), tout \ e D, il
existe un unique disque Z ç Oa vérifiant

Z^Z'.Z^Z'"); 9ZCM; \Z\a<Cp', ReZ"(À)=^.

Quand M est de classe C2, ce disque induit pour p < po des applications
continues (9°̂ ) x R^/)) x D -^ 0°" et O110^) x R^p) x D-^ O1^.

On en déduit (ce résultat est aussi dans BAOUENDI-ROTHSCHILD [6]) :
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COROLLAIRE 2.4. — Soit M une variété générique dans C71, de classe C2

et z ç. M. Si Z est un disque complexe, si z ç 9Z C M et si \Z\a est
assez petit, QZ est contenu dans l'orbite locale O^ÇX^z) de z.

Démonstration. — On se ramène à la situation locale qu'on vient d'en-
visager, avec z = 0 et un représentant fixé du germe de variété O100^, z).
Le disque Z est de la forme Z = { Z ' , Z " , Z " ' ) avec Z(\) = 0 pour
un À 6 S. D'après le LEMME 2.3, il existe, si \Z'\a est assez petit, un
disque^Z = { Z ' , Z " , Z " ' ) tel que 9Z C (^(X.^et ReZ"(À) = 0,
donc Z{\) = 0. Par l'unicité, si \Z\a est assez petit, Z = Z. Q

3. Démonstration du Théorème 1. — Le résultat étant local, on
peut supposer z = 0 et M définie par

(3.1) M=: ïmz" =G(zf,Rezff),

où G : C1^ x R(l —^ Rq est de classe C2 près de 0, nulle à l'ordre deux
en 0. Soit s le défaut local d e M e n O , n = p + r + s , N (un représen-
tant de) l'orbite locale de 0 ; N est une variété CR de dimension CR p,
dimension 2p + r. Fixons a, - < a < 1 et introduisons l'espace :

o s ( p ) = { z ' ç o a ( p ) , z'(i)=o}.
Suivant TUMANOV [23], nous considérons pour p < RQ l'application
h'.O1^^) -^R9 définie par :

- ( • P f r K ^ I ^ -^"V-l —^ rm V 1 1

(3.2) f^ /)^(^(W|.X / /)(l-.))^,où
[ est la solution de : X" = -T^G[Z'\s,X"Y

oùx'

h est bien définie et continue (LEMME 1.4). Comme nous verrons, le LEMME
suivant est implicite dans [23].

LEMME 3.1. — Si p < po, il existe r disques complexes Z{,...,Z^. G
0^a{p) tels que h{Z[\..., h(Z^) sont linéairement indépendants dans Hq.

Nous allons d'abord en déduire le THÉORÈME 1. On suppose p assez
petit pour que le théorème d'approximation de [7] s'applique : toute
fonction CR sur M est sur M et pour \z\ < Cp limite uniforme d'une
suite de polynômes holomorphes. Soit Z1 un des disques du LEMME 3.1.
On considère la famille de disques, paramétrée par z ' ç. C^/?), x" ç. R^p) :

T e P, Z(z^ x"){r) = (Z'(T) + ̂ , ZV, ̂ )(r)),

TOME 118 —— 1990 —— N° 4



PROPAGATION DANS LES VARIÉTÉS CR 427

déterminée, pour p < po; par les conditions {cf. LEMME 2.1, avec A = 1) :

IZ^^I^Cp; <9Z(^y)cM; ReZff(z^xf)(l)=xff.

Considérons, pour p < po l'application

3 :C^)x r (p )x [0 , l ]———C 7 1 ,

3(^^)=^(^ / /)(l-^.

Par le LEMME 2.2, on sait que ( z ' ^ x " ) i—>- ZÇz^x") est continue à valeurs
dans O1^ et de classe C1 à valeurs dans 0°'. On en déduit que 3 est de
classe C1. Par construction, on a :

3 (^ x " , 0) = (^/, x 1 1 + î<9(^, ̂ )) e M,

^(o, o, 0) = ( • • • , • • • + ̂ (z')) e ToC" - c".

Il en résulte que 3 paramètre une variété à bord de classe C1 M, de
bord M, définissant la direction (0,ih(Z')) modulo ToM. En répétant
cette construction avec chacun des disques Z ^ , . . . , Z^ du LEMME 3.1, on
obtient r variétés Mi, . . . ,My. de bord M, définissant en 0 r directions
indépendantes dans T^-C^O]. II reste à vérifier les propriétés (i) et (ii).

La propriété (i) est donnée par la méthode des disques complexes [8] :
une fonction CRU sur M est limite sur M et pour \z\ < po d'une suite de
polynômes holomorphes Un ; par le principe du maximum, une telle suite
converge uniformément sur tout disque Z tel que \Z\ <_ po et ÔZ C M,
donc, par construction des M,, converge uniformément sur chaque Mj
vers une fonction CR continue qui prolonge u.

La propriété (ii) est donnée par le COROLLAIRE 2.4 : soit M l'un
des Mj\ au point z = ( z ' ^ x 1 1 + ^G(zf,xl{)) ç. M, M définit la direction
9 Ï / 9 t ( z ' ^ x " ,0) modulo T^M, c'est-à-dire la dérivée normale en 1 ç S
du disque complexe Z(z1\x"). Par l'holomorphie de Z(z'\x")^ c'est y^^î
appliqué à la dérivée tangentielle de Z ( z f ^ x f f ) ^ . Quand z ç 7V, si p < po^
on sait que QZÇz^x") est contenu dans N. On a donc bien T^M C
T^M + ̂ ^ÎTzN. La preuve est complète.

Démonstration du Lemme 3.1 : introduisons le noyau de Poisson. On a :

P(G(Z'^,X")}(1 - t) = ̂  Ç G(Z'(Ç), X"(Q) ̂ ~_ ̂  d0

-.^^^^
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où C = e10 e S. On a donc :^^w^,
Aux notations près, h est l'opérateur introduit par TUMANOV dans

[23, page 132] (page 133 de la traduction). TUMANOV montre que
h : 0^(p) -^ R9 est de classe C1 si \ < /3 < 1 et p < po, et possède
la propriété suivante (voir dans [23] les lemmes 2.3, 2.4 et la fin de la
démonstration du Théorème 1, pages 136-137 de la traduction) : si h a
en tout point un rang < q — a, il existe une sous-variété CR de M, de
classe C1 et de même dimension CR que M, passant par 0 et de codi-
mension > a. Comme une telle variété contient l'orbite locale de 0, une
telle propriété ne peut avoir lieu que si a < s. On en déduit que pour
tout p < po 5 h : 0^(p) —> W1 a un rang maximal au moins égal à r, donc
qu'il existe Z [ , . . . , Z'^ e 0^(p) tels que h ( Z [ ) , . . . , h(Z^) soient linéaire-
ment indépendants. On conclut en remarquant que O1^ est dense dans 0^
pour la norme C0 , si / 3 ' < f3. []

Quand M est plus régulière, le THÉORÈME 1 de AÏRAPETYAN [1] permet
d'améliorer le résultat du THÉORÈME 1. Une sous-variété de C71 de la forme

M =: h^> 0, j = l , . . . , r ; hj=0, j = r + 1,... ,r + <s,

où les hj sont de classes Ck près de 0, nulles en 0 et 9h^/\.. .A<9/^+s(0) / 0,
est appelé un wedge de classe Ck:, codimension s, en 0, au-dessus de la
variété

M =: hj =0, j = l , . . . , r + 5 .

On a le résultat suivant :

COROLLAIRE 3.2. — Mêmes hypothèses que dans le THÉORÈME 1. On
suppose en plus M de classe C4. Alors il existe un wedge M au-dessus
de M en z, de classe C2 et de codimension 5, tel que :

(i) Toute fonction CR sur M est CR-prolongeable à M près de z.

(ii) TM\N = TM | AT + \^ÎTN, près de z.

L'hypothèse de régularité n'est évidemment pas optimale. Aussi,
comme nous n'utilisons pas ce résultat, nous esquisserons seulement la
démonstration.

Démonstration. — On applique d'abord le THÉORÈME 1. Comme M
est de classe C4, il est facile de montrer que Mi , . . . , Mr sont de classe C3.
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Alors le Théorème 1 de [1] s'applique et fournit un wedge M vérifiant
les propriétés voulues, sauf peut-être (ii). Pour démontrer (ii), il suffirait
sans doute d'analyser la preuve dans [1]. On peut aussi donner une
démonstration a priori, en utilisant les fonctions singulières 1 (4.1). Quitte
à restreindre la variété M, on peut supposer qu'il existe une fonction CRU
sur M telle que WF'u = t^M, ou encore :

(3.3) WF,u = (T,M + V^ïr^)0, pour tout z ç N.

Soit maintenant z ç N et 9 un vecteur tangent rentrant dans M en z. Il
est clair que u est CR-prolongeable dans la direction 0, donc que WF^u C
(fi+(9)° {cf. 1(5.6)). Compte-tenu de (3.3), on a 6 ç T,M + ̂ ÎT.N et
le résultat. [\

REMARQUE 3.3. — Le théorème de TUMANOV (1(3.1)) a une consé-
quence intéressante sur la géométrie des variétés CR minimales (nous ne
nous en servirons pas). Soit N un germe de variété CR en 0 dans C7',
de classe C2 et de dimension CR p, dimension 2p + r, p + r + s = n.
D'après (2.2), modulo une transformation linéaire, N est de la forme :

N={zçM^ z ' ^ g ^ z ^ z " ) } ,

où g est une fonction CR sur la variété générique (dans C71 ou dans C^ x C7) :

Mo=: 1m z" =G(zf,Rezlf).

Comme ToMo = ToN + T§MQ, il est clair que si N est minimale en 0,
Mo l'est aussi (l'espace tangent à l'orbite locale de 0 contient TQN
et T§Mo).

La fonction CR g se prolonge ainsi holomorphiquement à un wedge W
au-dessus de Mo. Soit g le prolongement holomorphe de g. On ob-
tient que N est le "edge" d'un wedge holomorphe N = {z ; z " 1 =
g { z ' , z " } , ( z ' . z " ) ç W} de dimension complexe p + r. On notera l'im-
portance du fait qu'on a supposé N minimale; par exemple, une courbe
réelle dans C72, n > 1, n'est pas le bord d'une courbe complexe, en général.

III. Applications des théorèmes microlocaux

Dans ce chapitre, nous démontrons les THÉORÈMES 2, 3, 5, 6. Ce
sont des applications du THÉORÈME 10 et, pour certains d'entre eux, du
THÉORÈME 1. Quelques autres résultats sont présentés.
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1. Comparaison du Théorème 7 avec le Théorème cTHanges-
Sjôstrand.

Le théorème principal de [11] (voir aussi [16]) concerne la propagation
des singularités analytiques des solutions d'un OPD analytique de type
principal. Soit P(x,D) un OPD analytique sur R71, de symbole principal
complexe p(x^) = a{x,ç) + ib(x,(,), de variété caractéristique Sp =
{(rr ,^) ç. T^H71, p(x^) = 0}, Ha, H^ les champs hamiltoniens de a, 6,
Q/QX = Y^^^Q/Q^ le champ radial et, pour x" ç r*r1, A/"^*) la
feuille de Nagano de x* du système Ha, H^, 9/ôX. D'après [11], si u est
une solution de P(x, D)u = 0, on a :

(1.1) si ^* e WFaU et si A/^*) C Sp, alors .A/"(;r*) C WFa^

où WFa^ es^ 1e front d'onde analytique de u.
REMARQUE 1.1. — Le théorème de Hanges-Sjôstrand est vrai dans

la catégorie des hyperfonctions. On peut le montrer dans ce cadre en
utilisant une transformation canonique complexe qui ramène l'étude de P
à l'étude de l'opérateur QjQz\ à la frontière d'un domaine strictement
pseudoconvexe (c'est une méthode due à M. KASHIWARA, T. KAWAÏ,
T. OSHIMA, voir [14], [20]).

Appliqué aux variétés génériques dans C71, réelle-analytiques (alors
WF' et WFa coïncident), (1.1) donne le résultat suivant :

THÉORÈME 1.2. — Soit M une variété générique dans C71, analytique,
et C C t^C71 une variété analytique réelle, minimale pour le système
{ReZ,ImZ}, où Z est un champ réel-analytique de vecteurs holomorphes
tangents à £. Si u est une distribution (hyper fonction) CR sur M, on a :

C c WFu ^==> C H WFu / 0.

Ce résultat est plus fort que le THÉORÈME 7, car C n'est pas sup-
posée CR. On peut le retrouver par la méthode utilisée ici, sous la même
hypothèse d'analyticité, mais il n'est pas clair pour nous qu'un résultat
analogue soit vrai dans le cadre C°° (voir Remarque IV.3.2).

Démonstration du Théorème 1.2 : compte-tenu des résultats de I, §7,
on transporte la situation sur EM. Soit Z i , . . . ,Zp une base (locale)
de T^M, de symboles analytiques Zi, . . . ,Zp. Comme WFaU est co-
nique, on peut conifier C et supposer C minimale pour le système
{ReZ,ImZ,<9/<9A}, avec Z = Z^iûj-^, cij analytique homogène
de degré 0. Alors Z\c = Hp\c, p = Z^iûj-Sj et (1.1) appliqué à
l'OPD P(x, D) = ̂ ^ aj(x, D)Zj donne le résultat. Q
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2. Propagation de la W-prolongeabilité.
Démonstration du Théorème 2 : il suffit (c/. I, §9) de prouver la

propagation non caractéristique. Soit z ç. M et S = {h = 0} un germe
d'hypersurface non caractéristique en z. On suppose la fonction CR u W-
prolongeable en tout point z ' ç E_ = {h < 0} suffisamment voisin de z.
On doit montrer que u est W-prolongeable en z. Soit N un représentant
de l'orbite locale de z.

Si N = M dans les germes 1 (3.1) s'applique. On suppose donc N -f- M
dans les germes. Comme E est non caractéristique, N coupe E_ (dans les
germes en z). Montrons d'abord :

f2 1} [ ^ zl e ^5 voisin de z, WF[,u est contenu dans le polaire I^/
^ d'un cône ouvert non vide I\/ de T^N, contenant T^M.

Il suffit d'appliquer le THÉORÈME 1 et 1 (5.6) : en z ' ' , u est CR-
prolongeable dans r directions, dimTV = 2CR-dimM+r , y^^i,...,
V^Or, où 0 i , . . . , Or e T z ' N sont indépendants modulo T^M. Par 1 (5.6)
et la définition du front d'onde, on a, si uj ç WF'^u :

^M = 0 ; (^, 0j) = Im^-1^), v^^) > 0, j = 1,. . . ,r.

On obtient (2.1) en prenant pour I\/ l'intérieur du cône engendré par
r^/M, 0i , . . . ,6r. Soit z ' e N, voisin de z. Si WF^/ÎA est saillant, évidem-
ment WF[,u H r^M[^'] l'est aussi. Si WF'^u n'est pas saillant, il existe
a i , . . . , ON C WF'^u tels que ai + • • • + a^ = 0. Soit r\/ le cône couvert
non vide de T z ' N donné par (2.1). Comme

û^i i r , / > 0, . . . ,û;^ |r^ > 0,

nécessairement ai,...,^ sont nuls sur I\/, donc sur T ^ ' N , qui est
engendré par I\/.

Donc ai , . . . ,a^ e WF;^ H t^M[z1}. On a obtenu :

^ ^ f Si 2;' e A^, voisin de z, WF[,u est saillant si et
1 ' ) \ seulement si WF'^u H t^M[z'} est saillant.

Nous pouvons maintenant conclure : soit z ' ç A^HS-, voisin de ^. Par
hypothèse, u est W-prolongeable en z ' , donc WF^n est saillant (1(5.5)),
donc WF[,u n t^M[z1} est saillant, donc WF;ÎA H t^M[z] est saillant
par propagation (THÉORÈME 10), donc WF'^u est saillant ((2.2)), donc u
est W-prolongeable en z (1(5.5)) Q
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REMARQUE 2.1. — On pourrait sans doute démontrer ce théorème par
la méthode des disques complexes, à la Tumanov : cette méthode est mieux
que locale dans les germes et marche dès qu'un voisinage assez petit (en
un sens qu'on contrôle) de z est minimal. L'idée serait, après réduction à
la situation qu'on vient de considérer, de déformer M là où on sait que u
se prolonge, et d'appliquer la méthode de Tumanov à la variété déformée.

Démonstration du Théorème S. La démonstration est identique à
la démonstration précédente, les hypothèses de régularité étant l'autre
choix dans le THÉORÈME 10. Comme 0(X,^) est supposée minimale
en chacun de ses points, si z ' ç 0(X,^), l'orbite locale O10^,^')
coïncide avec 0(X,z) dans les germes en z ' , donc est complexifiable.
Le THÉORÈME 10 s'applique.

Le THÉORÈME 3 s'applique en particulier quand M contient une
variété holomorphe de dimension la dimension CR de M, soit N. Il est
clair que N est minimale en tout point, puisque TN = TCM\N-
De plus, comme ^M\N = Î^M, si 7 est un chemin dans N^ d'origine ^,
extrémité z ' ^ le THÉORÈME 10 donne un isomorphisme C(^} : S^f[^] —>

E^IY] : on a aussi propagation pour la relation WF^u = 0. Nous retrou-
vons le théorème de N. HANGES et F. TRÊVES [12], que nous généralisons
au W-prolongement :

THÉORÈME 2.2. — Soit M une variété générique dans C77', de classe C2

et A une courbe complexe connexe contenue dans M. Si une fonction CR
sur M est W-prolongeabîe (resp. proîongeabîe) en z ç. A, elle est W-
proîongeable (resp. proîongeabîe) en tout point de A.

Démonstration. — On se ramène comme dans [12] au cas où le
THÉORÈME 3 s'applique en introduisant (localement) une variété généri-
que M', de classe C2 et dimension CR un, telle que A C M' C M. Les
considérations précédentes s'appliquent au couple M', A. Si u est une fonc-
tion CR sur M', WF^u est saillant (resp. vide) en z ç. A si et seulement
si WFz'u est saillant (resp. vide) en z ' ç. A. Quand u est une fonction CR
sur M, on applique (I. (5.7)). H

Quand M est une hypersurface réelle dans C^,

dim M = 2 CR-dim M + 1

et les orbites locales sont soit M (dans les germes) soit des germes d'hy-
persurfaces complexes. Dans ce cas, la propagation du W- prolongement le
long d'une courbe complexe peut être démontrée de façon élémentaire (par
exemple par les méthodes de [21]). On obtient la généralisation suivante
d'un résultat de B. STENSONES [18] :
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THÉORÈME 2.3. — Soit M une hypersurface de classe C2. Si l'orbite de
z^M est un voisinage de z, toute fonction CR sur M s'étend, près de z,
holomorphiquement d'un côté de M.

Ce résultat est plus fort que le théorème principal de [18]. Si N est un
germe d'hypersurface complexe en z, contenu dans M, B. STENSONES
considère le cas où N se prolonge en une hypersurface complexe qui
"quitte" M loin de z. Le THÉORÈME 2.3 couvre des cas où N "disparaît".

Démonstration du Théorème 2.8 : on peut supposer M minimale en
remplaçant M par l'orbite de z. De plus M est minimale en un point au
moins (sinon M serait Lévi-plate et ne serait pas minimale). On conclut
en montrant que la propriété (u est W-prolongeable en z) a la propriété
de propagation non caractéristique, ce qui est clair, puisque si M est
minimale en z, il y a W-prolongement (d'après 1(3.1); dans ce cas c'est
le résultat de [21]) en z, et sinon, l'orbite locale de z est une hypersurface
complexe et le THÉORÈME 3 s'applique. []

3. Fonctions CR indécomposables. — Soit M une variété générique
dans C71, de classe C°°. On suppose que M n'est pas minimale en z
(sinon, par I.(3.1) toute fonction CR près de z est décomposable en z) ;
soit N l'orbite locale de z. La recette pour construire des fonctions CR
indécomposables en z est la suivante : on choisit M de façon qu'il existe
une partie F C t^M[z\, non saillante, (en pratique un plan ou un demi-
plan épointé) tel que le THÉORÈME 10 donne la propriété suivante de
propagation pour les fonctions CR près de z :

(3.1) F H WF'.u i- 0 =^ F c WF'.u.

Considérons alors une fonction CR u près de z dans M, telle que :

(3.2) WF'u^t^M près de z.

De telles fonctions existent d'après un résultat récent de M. S. BAOUENDI
et L. P. ROTHSCHILD [6] (quand M est analytique, c'est un résultat classi-
que). Si u = ̂ ^ m, u, fonction CR près de z, d'après (3.2) et (I. (5.2)),
F coupe WF'^Ui pour un i, donc F C WF'.u, par (3.1) et WF'^m n'étant
pas saillant, Ui n'est pas W-prolongeable en z. On conclut que u n'est
pas décomposable en z. On note la nécessité pour ce raisonnement de
supposer N de codimension au moins deux dans M.

Notre exemple initial de fonction CR indécomposable (1985, non publié)
correspondait au cas p = 1, r = 0, s = 2 dans la généralisation suivante.
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Soit p > 1, r > 0, s > 2. M = C^ x R7' x R5 est muni des coordonnées
z ' == x ' + îî/', ^/, rc", ^ et de la base duale de champs de vecteurs. On
considère la structure CR formelle définie sur M par les champs :

z•=sî'. ^ = l . • • • . ^ ' - l .

'̂•iç./^ '̂9)-
où 0 =^i 9/ôt^ -t^QIQtr

Les champs ReZj, ImZ^, ^ = !,...,?, et leurs crochets successifs en-
gendrent 9 / 9 x ^ , . . . , 9/9xp^.r, Q/Qyi, 9 / 9 y p , Q. L'orbite de 0 (qui coïncide
dans les germes avec l'orbite locale de 0) est N = C^ x R7' x {0}. T*M
étant muni des coordonnées canoniques ( z ^ x ' ^ t ^ Ç ' ^ ' ^ O ) , on a :

r^M=: t=^ c^o, ^=o;
9

^IT^M-^ ' ^=1, . . . , ? - ! ;

^M^+^^E^^+^ê),

où 0 = 6>i9/9(92 - 029/90^. La variété

£ = {^ 0, C' = 0, F = 0, 03 = • • • = 0s = 0}

est minimale pour le système {ReZi , . . . ,ImZp,9/9A}. Comme les
champs Zj sont réels-analytiques, cette structure est représentable locale-
ment comme variété générique dans C71, de dimension CR p, défaut s en 0.

Le THÉORÈME 10 (ici le théorème d'Hanges-Sjôstrand) donne, si £[0]
est la fibre de £ en 0 (c'est un plan épointé) :

£[0] H WF'u / 0 =>- £[0] C WF'u.

Donc M porte des germes de fonctions CR indécomposables en 0 (une
distribution CR est donnée par u Ç z ' ^ x ' ^ t ) = I Ç z ' ^ x " ) (g) 6(t)).

Démonstration du Théorème 5 : soit N une variété CR dans C71, de
classe (7°°, minimale en z ç N , de dimension CR p > 1, de dimen-
sion 2p + r, avec p + r + 5 = n e t 5 > 2. On peut supposer z = 0
et N définie par les équations II (2.2). On choisit z ' = ( ^ i , . . . , Zp), z ' , xyl ^11, Z , X
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comme coordonnées locales sur N. Dans ce système de coordonnées, une
base de champs CR près de 0 est donnée par :

<") î-j:̂ ")̂ . ^i,..-,».
Les champs Z^ commutent et le plongement de A'" dans C" est donné
par ( z ' , x " ) ̂  Z ° ( z ' , x " ) = (Z°,(z',x"),... , Z ° ^ z ' , x " ) ) , où les Z] sont les
fonctions CR :

f Z ^ z ' , x " ) = Z j , j = l , . . . , p ;

(3.4) { Z^(z',x") = rcp+, + iGj(z',x"), j = 1, . . . ,r ;

Z^(z',x")=g,(z',x"), j = l , . . . , s .

Dans M = C" x HT x R5, on identifie N à C1' x R7' x {0} près de l'origine
et on considère la structure formelle définie par les champs

^^E^^^' ^1,-,P-1
(3.5)

-Q— + ̂  o i.(z' r")—0— -L^KI,
^ ^.a 9^

Z .=^+E ^'^o—^^

où 6 = t^ô/Qt^ - t^Q/ôt^ t = (t^...,ts) étant la variable de R5. Les
champs Zj commutent, sont tangents à N = V x R7' x {0}, de trace
sur N les champs Z^. On choisit K > 1 assez grand, tel qu'on ait une
relation de dépendance :

(3.5)' (adX,0)̂ 0 = ̂  a^dX^Y,0 en (^//) = (0,0),
j=o

où aj ç IR et Z^ = X^ + îVp0 est la décomposition de Z^ en champs réels.
T^M étant muni des coordonnées canoniques ( z ' ^ x ' ^ O ) , on a :

Zp=Xp+iYp sur r̂ M,

avec
x,=x,°, y,=^+^ê, 6=01—-^^-

(7(72 CWi
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Compte-tenu de (3.5)', on a :

K-l

(adX^Vp- ̂ a,^dXpYYp=^K\Q pour ^=0, x" = 0.
j=o

On a obtenu que dans l'algèbre de Lie engendrée par Xp, Yp, il y a un
champ qui coïncide avec 0 quand z ' = 0, x" = 0. On conclut comme
dans l'étude des exemples, plus haut, à condition de vérifier la chose
suivante : M, munie de la structure CR formelle Zi , . . . ,Zp , peut être
réalisée comme variété générique dans C71, contenant N (dans les germes
en z). Il s'agit de trouver n fonctions CR Zi, . . . ,Zn indépendantes en 0
et telles que, près de 0 :

(3.6) ^(^.O)^^,^), j=l,...,n.

On prend, pour j = ! , . . . ,?+r, Z^z^x'^t) = Z^(z1\x") indépendante
de t, pour j = p + r + 3, . . . ,n, Z^z^x'^t) = Z](z1\x") + i^-r. Ces
fonctions sont clairement CR et vérifient (3.6). Enfin, on prend Zp-^+j,
j = 1,2, de la forme :

Z^^(z^xff^)=Z^^(zf,xff)+^(x^t^t^.

Pour que les fonctions Zi,...,^ répondent à la question, il faut et il
suffit que ^(.Tp,0,0) = 0, j = 1,2, que det[9^/9^(0)]^ ^=1,2 soit non
nul et que

zpzp+r+^ = (^ +<^1^ ~ ̂ ^r))^ = °' j = 1 ) 2 -
II suffit de prendre pour ^ la solution de (Théorème de Cauchy-
Kovalewsky)

/l 9 y ( 9 9 \\^^M^-^))^0' ^=°=^ ^ = 1 ' 2 -
La preuve est complète. []

Démonstration du Théorème 6 : On choisit N de la forme suivante :

N =: ^ = 0 ; 1m z " = G ( z ' ) ,

où z = ( z ' , z " , Zn) G V x (7 x C = C71, G s'annule en 0 à l'ordre deux.
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On choisit (il n'est pas difficile de construire de telles G) pour G une
fonction impaire, telle que N est minimale en 0. Soit M une variété
générique dans C71, de dimension CRp, contenant N dans les germes en 0.
Le THÉORÈME 1, ou plutôt sa démonstration dans II, § 3, nous dit la chose
suivante : il existe p > 0 tel que, si Z est un disque de classe C1^, vérifiant
(9/90 est la dérivée tangentielle sur S orienté positivement) :

(3.7) |Z|, < p, Z(l) = 0, 9Z c M, ^Z\sW 1 ̂ M

alors, toute fonction CR sur M est CR-prolongeable dans la direc-
tion ^/~z\^Z\s|Q6(l'} modulo ToM en 0. De plus, il existe r disques
Zi , . . . , Zr vérifiant (3.7) et définissant r directions 0j = ̂ ÏQZj /90(1),
j = l , . . . , r , indépendantes modulo ToM. On sait (COROLLAIRE II, 2.4)
que si p est choisi assez petit, les disques vérifiant (3.7) ont leurs
bords dans N. N étant symétrique par rapport à l'origine, les disques
— Z i , . . . , —Zr ont aussi leurs bords dans N , donc dans M et vérifient (3.7).
On en déduit que toute fonction CR u sur M est CR-prolongeable dans les
directions (9 i , . . . ,0r, -0i,..., -Or en 0. D'après 1 (5.6), WF^u est contenu
dans (R^i)0 D . . . H (H0r)° donc dans la réunion disjointe de deux demi-
droites de îyiO]. D'après 1 (5.8) u est décomposable en 0. Q

REMARQUE 3.1. — Voici un exemple où il y a propagation sur un demi-
plan épointé. Soit Z = 9 / 9 z + ixtiô/Qt^ dans M = C x H2, muni des
coordonnées z = x + iy, t = (^i, t^). Z est tangent à N = C x {0} et sur
r^M={(^,C,60; t=0, Ç=0},onnZ=9/9z-ix0^9/90^t^M se
décompose donc en trois orbites du système

{ReZ, ImZ, 9 / 9 X = 0^9/90^ + 0^9/90^}

définies respectivement par 0^ < 0, 0^ = 0 et 0^ > 0.

IV. Démonstration des théorèmes microlocaux

1. Rappels sur la théorie de Sjôstrand. — La théorie générale des
transformations FBI (pour Fourier-Bros-Iagolnitzer) est due à J. SJÔS-
TRAND (voir [16] et [17] pour l'application aux variétés CR). Soit (f) une
fonction continue sur 0, ouvert de C71. On note H^ÇÇl) l'espace des
fonctions u sur 0 x i^, holomorphes en z ç. 0 et vérifiant pour tout
K C n, compact, et tout e > 0 une estimation de la forme :

zç.K, À > 0 ; \u(z,\)\ ̂ Ce^^^
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avec C = C(K,e). Si ZQ ç H et u e I^00^), on note

n ~ 0 en 2^0
0

s'il existe un voisinage K de ^o, £ > 0 et C tels qu'on ait :

z ç K , A > 0 ; |^,A)| «^^-^

<,é étant continue, on peut remplacer (f)(z) par 0(^o) dans la définition.

Considérons la fonction ( p ( z , z ) = -i(z — z)2 (on pourrait utiliser
n'importe quelle phase admissible au sens de [17]). Le système

^,^c, -i(,,,)=e-,
définit une transformation canonique (non-homogène) ^, à savoir :

(1.1) x : (^C)^ (^+< ,C) .
Soit M une variété générique dans C71, de classe C2 (resp. C00), qu'on
considère microlocalement près de z* ç TJ^C71. Après transformation
affine, on peut supposer z* = (0; 0 , . . . ,0 ,1) et que TbM contient H71

(quand ToC71 est identifié à C71). La phase <^> est admissible pour M au
sens de [17] et l'image par \ d'un petit voisinage de ^* dans T^C71 est de
la forme :

(1.2) CM=: z^^ C-Jl^)

où fî est un voisinage ouvert d'un point ZQ ç. C71 et (f) une fonction
réelle sur îî, de classe C2 (resp. C00). A la fonction ^ (et au choix
d'une fonction troncature, [17]) est associée une transformation FBI
u i-̂  Tu ç. ̂ ^(îî), u fonction CR sur M, dont la propriété fondamentale
est de caractériser WFu : pour (^,C) ^ ÎM^? voisin de 2^* on a :

(1.3) (^,C) ^ W^^ <==> rn~0 en ^ + z'C.
4>

La relation (1.3) ramène l'étude de la propagation des singularités de u
à l'étude de la propagation de la relation ÎA~O, le point crucial étant

4>
que les propriétés symplectiques complexes de T^C71 se lisent sur CM-
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2. Démonstration du Théorème 9. — Soit M une variété générique
dans C71, de classe C2, et N une variété CR complexifiable dans C71, conte-
nue dans M, de même dimension CR que M, soit p. Il suffit de prouver
le théorème localement près d'un point, soit 0 G M. On peut supposer,
quand roC" est identifié à C71 = C^ x U x C5, que ToM = O3 x IT x IR5,
ToA^ = C7 x IR7' x {0}, où s est la codimension de N dans M. Si ^V est
le complexifié de N dans C", TQN = C^ x C7' x {0} et il s'agit de prou-
ver la propagation non caractéristique sur C = T^C71 H t^C71. On sait
(PROPOSITION 1.6.1) que C a même dimension et même dimension CR
que M. Un biholomorphisme tangent à l'identité met N sous la forme :

N =: Zk = 0 ; A ; = p + r + l , . . . , j ? + r + 5 .
Soit CM, Cff, CQ les images de T^C71, TtC71, £ par la transformation
canonique (1.1). CM est donnée par (1.2) et / - par :

ÇA; =0, k= l , . . . , j ) + r ;^ ^-îù=0, A; =p+r+I,...,TI

ou encore, avec ff(^) = ^(^^i + • • • + ̂ ), holomorphe :

^ ^ flQÏÎ( ^
^=: ^-i-Qz^'

On en déduit que la variété de classe C1 CQ = CM H C^ est de la forme :

€.=..„ M; (=|^)

où M' est une variété de classe C1, de même dimension que M,
et 9(f)/9z ^, = 9 H / 9 z ^ , est annulé par les vecteurs antiholomorphes
tangents à M' (on ne sait pas si M' est CR). Soit

Z=Z^Z.=^a^p^

un vecteur holomorphe tangent à Co en (^o, Co) '' ̂  est tangent à M' en ^o
et Z « - 2/i9(l>/9z) = 0, Z^/Qz = 0 en (^Co). Quand ̂  est donné,
la première équation détermine Zy tandis que la seconde est toujours
vérifiée. On en déduit que M' a en chaque point la même dimension CR
que Co, donc que M : M' est générique. Par la théorie de Sjôstrand, on
est ramené à étudier la propagation non-caractéristique sur M' pour la
relation u ~ 0. Si (f>o = (f) - (H + AT), 90o est nulle sur M', donc aussi dào.

0

Quitte à ajouter une constante à H, (/)Q s'annule à l'ordre 2 sur M1'. Le
changement de fonction holomorphe v(z,\) = n^^e"2^^ ramène
l'étude au cas (f) = (/)Q. Le THÉORÈME 9 résulte donc du lemme suivant :
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LEMME 2.1. — Soit M une variété générique dans C71, de classe C1

près de 0 G M et (j) une fonction réelle de classe C2, nulle à l'ordre deux
sur M. Si S = {h = 0} est une hypersurface de M non caractéristique
en 0, on a :

u^Q dans S_ = {h < 0} =^ u^Q en 0
<^ 0

pour tout germe de fonction H^ enO.

Pour démontrer ce lemme, nous aurons besoin d'un disque :

LEMME 2.2. — Sous l'hypothèse du LEMME 2.1, il existe, pour tout R > 0
un disque complexe Z ç 0°' tel que :

\z\a < R ; QZ c M ; z(i) = o ; z(-i) e s_.
Démonstration. — On peut supposer M définie par II (2.1) et :

h(zf^ff)=-ïmz^g(zf^f')^ ^(0,0)=0.

On applique le LEMME 11.2.1 avec comme données A = 1, x " = 0 et le
disque Z ' ( r ) = / t (0 , . . . , 0, i - ir). Comme \Z'\^ = O(^) et que

h(Z\-l), ReZ"(-l)) = -2^+^(/,)

le disque Z a toutes les propriétés voulues pour K > 0 assez petit. []

Démonstration du Lemme 2.1 : soit u un germe de fonction H^ en 0.
On peut supposer u définie pour \z\ < 2R, vérifiant là :

(2.1) pour tout e > 0, il existe Ce tel que : |^(^A)| < C^e^^^.

Soit Z le disque du LEMME 2.2, Z(-l) = ZQ ç S_. On a u^O en ZQ :
4>

(2.2) u(z,\)\ ^Coe-^0 si \z-zo\<ro.

On note (IM^Z) la distance de z à M. Puisque 0 s'annule à l'ordre 2 sur M,
on a, R choisi assez petit, \(f)(z)\ < KàuW si \z\ < 2R. On va montrer
que si

(2.3)
\U(Z,\)\ ̂  ^KdM{z}2 pQ^ ̂  ^ ̂  ̂

\u{z,\)\ < e-^0 pour \z - ZQ\ < ro,
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alors :

(2.4) \u(z,>]\ < e-^1 pour \z\ < ri,

où Ci > 0, ri > 0 ne dépendent que de £Q > 0, r-o > 0, et pas de u.
Le LEMME 2.1 en résulte en choisissant e = ^e\ dans (2.1) : v(^ ,A) =
uÇz.^e-^/ÇCo + CJ vérifie (2.3) donc (2.4); on obtient \uÇz,\)\ <
(Co + Ce) e"^172 pour \z\ < n et u - 0 en 0.

0

Pour démontrer (2.4) à partir de (2.3), l'idée est d'appliquer le théorème
des trois cercles sur Z et sur ses translatés. Pour se ramener à la situation
standard, on compose Z à droite avec un biholomorphisme (^ de D qui
envoie 1 sur 1, tel que le disque Z = ZO(R envoie un disque {|r| < 60} dans
la boule {\z - ZQ\ < jro}. Pour r] e C7', \r]\ < jro (on suppose ro < R),
on considère la fonction sur D :

T,A)=H(Z(T)+^ ,A) .J"n\l 5

On a :

si |r| = 1 : ^(ï,A)| < e^17712 puisque ÔZ C M et (2.3) ;

si |r| = SQ : |^(ï,A)| < e"^0 puisque \Z(r) -\-r] - ZQ\ < ro et (2.3).

Le théorème des trois cercles donne :

SQ<\T\<I: |^(T,A)|< e^^

avec :

9{r} = K\r,\2 - {^ + K\r)\2) ̂  < K\^ - (l - \r\)e,

avec CQ = £0 /Logl/^o. On utilise cette estimation quand r = 1 - /t, K
petit à choisir, r] = z - Z(l - fï). On peut supposer Z de classe C" avec
a > ^ On a alors :2'

\r^\<\z\+\Z\^a^(^)l"

si |^| < K et K est choisi assez petit. On a obtenu :

\z\<^ |^ ,A) |= |^(1-^,A) |< e-^"/2

c'est-à-dire (2.4). La preuve est complète.
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3. Démonstration du Théorème 7.
Par rapport au § 2, la démonstration est compliquée par le fait qu'on ne

peut pas réduire autant la fonction (f> ; on utilise une famille de disques au
lieu d'un seul. Après application de la théorie de Sjôstrand, on est ramené
à étudier la propagation de la relation "n ~ 0 en z" sur une sous-variété
C de T^, où

(3.1) C=: z ç M 1 ^ C=^(^)

est une variété CR isotrope (cf. LEMME 1.7.5). En général, M' n'est pas
une variété CR. Nous travaillerons donc sur r*C71 et prouverons :

LEMME 3.1. — Soit M une variété CR lisse dans C77', (f) une fonction
réelle lisse au voisinage de M. On suppose

(3.2) ^(9(9^=0;
Q ;

(3.3) -— est une fonction CR, À; = 1 , . . . , n.
^zk \M

Alors la relation u ̂  0 a la propriété de propagation non caractéristique
^

sur M.

REMARQUE 3.2. — Le THÉORÈME III.1.2 correspond au cas où l'on
remplace l'hypothèse (3.3) par 9(f)/9z\^ est CR pour la structure formelle
(M, Z) définie par un champ holomorphe Z tangent à M, réel analytique.
On peut donc démontrer ce théorème en réalisant cette structure par un
plongement convenable de M dans un espace de dimension plus grande et
se ramener ainsi à la situation du LEMME 3.1. Bien sûr, une telle réduction
est impossible, en général, quand les données M, Z ne sont pas analytiques.

Démonstration du Théorème 7 : il s'agit de montrer que la relation
"IA~O en ^" a la propriété de propagation non caractéristique sur C

4>
quand £, définie par (3.1) est CR isotrope. On applique le LEMME 3.1 dans
r*C71 = C^C^ à M =£ et la fonction 0(z,C) = <l>(z). On a^/BC^ =0
et 94>/9z^ = j^ d'où (3.3), ^ 99^> = -dz^ElLi 0^-) = 0,
d'où (3.2). Le lemme appliqué aux fonctions u(z, A) indépendantes de C
donne le résultat. []

La suite est consacrée à la démonstration du LEMME 3.1. On peut
supposer (cf. II (2.2), (2.4)) que M est définie près de 0 par :

(3.4) M=: ïmz" =G(zt,Reztl), z'" = g(zt,Rez!l),
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où z == { z ' , z " , z111) C C1' x 07 x C5 = C71, G et g sont nulles à l'ordre deux
en 0 et g est une fonction CR, quand on la considère comme fonction sur

(3.5) M° =: Imz" =G(^f,Rezff).

On a donc :

(3.6) Tout vecteur antiholomorphe tangent à M° annule z111 — g.

On introduit le système de coordonnées tangentielles

(3.7) (^ r, r) = ((^, x^y91 - G(z1\ x")^ z1" - g(z'\x")}
ç (c^xr) x f f T x c 5 .

Quand on parle de la base duale de (3.7) il faut comprendre que les
coordonnées complexes 2/5 r sont dédoublées en z ' ^ z ' et r,f. On a :

M° =: r = 0; M =: r = 0, r = 0.

A r] = (r]11^1"} e W x C5, on associe T? = (O,^",^") ^ C71. On utilisera
beaucoup les variétés translatées de M :

(3.8) M^=M+rf=: r=r i l f , T = Ç l f f .

Pour trouver une traduction utile des propriétés de la fonction ^>, nous
allons écrire une base de T^C71 dans le système de coordonnées (3.7).
Les champs Q / Q z ^ j ' = l , . . . , n = ^ + r + 5 s'écrivent

j =!,...,? :
9 ^ 9rg 9 ^ f9rg 9 9rq 9 ^

Qz^ a^^r9^0^ a^..^9^9^ 9z39ra}

j =j?+l,...,p+r :
1 9 ^ Qr^_Q_ 1 ^ (^JL 9f^ 9 \
29xj L-^ Qz.Qra 2 L-^ \9x. 9ïa 9xj9fa^J û!=l,...,r J o;=l,...,s J J

9
j =j?+r+l,...,n :

9ïj-p-r

On remarque que les coefficients ne dépendent que de t et que la ma-
trice (9ra/9zj)a=i,...,r; j=p+i,...,p4-r est inversible en 0. Par combinaisons
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linéaires, on obtient une base de T^C71 près de 0, de la forme :

j = l , . . . , p : A,=, -+^ ^W.——+^ b^t) Q

9rn,^^./"v/9^.=t

^ = l ' • • • ' r : ^=^-+y.(^)+E c^)^'Qïc,9r,

_9_
9f,

9t'
a=l,...,s

j =!,...,«: Cj=

D'après (3.6), les champs Aj, qui sont tangents à M°, sont tangents à M :
bja = 0. Finalement, on a la base de champs antiholomorphes :

' ̂

Bj

Cj

=X,

9
9ri
9

~W,

(t. 9-}9t'

Y,[t, 9-}9t' +E
Û=l,...,5

c^t)^-
OTa

j

j

j

=1, . . . ,

=1, . . . ,

=1, . . . ,

(3.9)

(C'est la base duale de d^i , . . . ,d^,9ri,... ,<9rç ,9f i , . . . ,9fs.)
De la forme des vecteurs A^B^C^ et de Pintégrabilité de T0'1^,
on déduit qu'ils commutent; pour j, k = l , . . . , p ; ^, v = l , . . . , r ;
a = 1 , . . . ,5 :

(3.10) [X^Xk] = [X,,yj = [Y^Y,} = 0, X,c^ = 0, Y^ = Y^.

LEMME 3.3. — 5% i\f99(l) = 0, il existe une fonction H près de 0 telle
que9(j)\M =QH\M etQH\M =0.

Démonstration. — On a d(î^9^) = 0 donc Q(J)\M = ̂ H\M- D
La réciproque est aussi trivialement vraie.
LEMME 3.4. — Si H est une fonction près de 0 telle que QÎI\M = 0

et que 9H/9zk \ M soit une fonction CR, k = l,...,n, il existe une
fonction H près de 0 telle que H — H est nulle à l'ordre deux sur M,
QH\M = 0 et H\M), est une fonction CR pour tout X (dans un petit
voisinage fixé de 0).

Démonstration. — On écrit les choses dans les coordonnées (3.7) :

^,r,T)=^,r,T)+0(r2+|T|2),

i^,r,T) = ho{t) + ̂  h,(t)r, + ̂  {^(t)r, + ̂ (t)f,).
J=l,...,r j==l,...,s
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On va montrer que AT) MA est CR en vérifiant que H est annulée par les
champs Xi , . . . ,Xp. De 9H(t,0,0) = 0, et (3.9) on tire :

(3.11)

Xjho =0, j = ! , . . . ,? ;

^=0 , J = l , . . . , 5 ;
s

^J + ̂ O + ̂  C^a =0, J = 1, . . . , r.
a=l

Pour k = l , . . . , . s , le champ Q/Qzp^r+k s'écrit 9/9rk dans les coor-
données (3.7). Comme 9H/9rk\^- est CR, on a :

(3.12) X^=0, Â ; = l , . . . , p , a = l , . . . , 5 .

De (3.10), (3.11), (3.12), on tire :
s

0 = Xk (h, + Y,ho + ̂  c^^) = Xkh^ k = 1,... ,p ; j = 1 , . . . , r.
a=l

On a bien obtenu X^ = 0 pour k == 1,... ,p. []

Résumons : la variété CR lisse M est définie par (3.4). Si rf = (^ / /, Ç ' " ) ç
IFT x C5, petit, on note rj = (O.n/'.C'") e C71, M^ = M + r) et
M^(J?) = {^ ç M^, \z < R}. Tout ^ ç C", petit, s'écrit ^ = m(z) + T)(^)
avec m(z) ç M, ?y(^) ç R7' x C5 ; la décomposition est unique quand
on impose à z, m(z\ r)(z) d'être petits. D'après les LEMMES 3.3, 3.4, la
fonction (j) vérifie, avec H fonction lisse près de 0 :

(3.13) \z\<R^ \^(z)-2ReH(z)\<K\ri(z)\\

(3.14) \z\ < fio, \9H(z)\ < K\ri(z)\ ; H\^^ est CR, tout r].

Nous devons montrer que si E = {h = 0} est une hypersurface non
caractéristique en 0 ç M et si u est un germe de fonction H^ en 0 :

u ~ 0 dans S_ = {h < 0} =^ u ~ 0 en 0.
4> L J 0

Comme dernier préparatif, nous construisons une famille de disques :
LEMME 3.5. — Soit R > 0. Il existe po > 0 et une famille continue

^{Po) x [0,1] —^ O1^ de disques complexes Z^^ (rn ç M(po),K e [0,1])
telle que

\Zm^\a <R, 9Zm^ C M,

^m,/î(l -^) = m+î7(m,/t), Zo,o(-l) ^ S_,
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avec 7](m,fî) e R7' x C5 (bien sûr 7?(m,0) = 0 puisque QZ^ c M).

Démonstration. — La même que celle du LEMME 2.2, mais en utilisant
le LEMME 11.2.3 et comme données A = 1 - K et les disques

^0,0 M = ̂ (0,..., 0, i - 2-r), Z^ = Z^ + z' - Zo,o(l - ̂

quand m = { z ' . x " + i G { z ' , x " ) , g ( z ' , x " ) ) . Q

Soit donc u un germe de fonction H^ en 0, équivalent à 0 dans S-. On
suppose u définie pour \z\ < 2R et on introduit la famille Zm^ de disques
complexes donnée par le LEMME 3.5. Soit ZQ = Zo,o(-l) G S_. Comme
dans le § 2, il suffit de démontrer que si

(3.15) \u(z,\)\ < e^) quand \z\ < 2R,
\u(z,\)\ < e^^")-^) quand \z - ZQ\ < 7-0,

alors

(3.16) u(z,\)\ < e^^-^ quand \z\ < n,

où £1 > 0, ri > 0 dépendent de £Q > 0, 7-0 > 0, pas de u. On élargit la
famille Zm^ en posant (on peut supposer ro < R, po < R) :

r] (E W x C5, \ri\ < po : Zm^ = Zm^ + r j .

On peut supposer R assez petit pour que le théorème d'approximation [7]
s'applique uniformément pour \z\ < 2R aux fonctions CR H\^ . Soit
Hm^r] = H o Zm^' Puisque 9Z^^ c M^(2R) et que H\^ est CR,
il résulte du théorème d'approximation [7] et du principe du maximum
que la fonction Hm^,r]\s se prolonge holomorphiquement à D. On note
Hm^ (E 01fa(D) le prolongement. Lesjonctions Z^^, ̂ m,/<,^ H^^
sont uniformément bornées dans C^-^ÇD).

LEMME 3.6. — On a, uniformément en \m\ < po? 0 < K, < 1, \r]\ < po,
T Ç D :

(3.17) \Hm^(r) - Hm^(r)\ < Co[\rî\ + (1 - |T|)a](l - |ï|).

Démonstration^ — Sur 5, on_a Hm^rj = Hm^n, 9Îîm^/9f = 0 et
QHm^lQr = (SH)(Zm^) ' QZm^ = Od^l) puisque 9Zm^ C M^
et compte-tenu de (3.14). H^^, Hm^ étant uniformément bornées
dans G1^, on en déduit \d(Hm^ - Hm^)(r)\ < C(\r]\ + (1 - [r^)
et (3.17) en intégrant. []
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Quitte à diminuer ro, on a, par continuité :

,,_ ri^)-^o)i^î£o,
^o.loj ^

[ \2ReH(z) - (f)(zo)\ <, \CQ quand \z - ZQ\ < TQ.

De même, par continuité et puisque Zo,o,o(-l) = ^o? ^o,o,o(-l) == H(zo) :

I si |m| < /?, |^| < p , 0 < /t < p , \T + 1| < p on a :
|^m,/î,77(T) - ZQ\<: T-o, |ffyn^(ï) - ̂ (^o)| < ^£o

pour /? > 0 assez petit. On introduit S > 0 et un biholomorphisme (p de
D qui envoie le disque {|r| < 6} dans {|r -h 1| < p}. On a :

(3.20) C-1 (1 - M) < 1 - |^(T)| < C(l - |r|), r ç D .

Soit ÎA^,/,^(T,A) = u{Zm^(r),\). Compte-tenu de (3.15), (3.13), (3.17)
et du fait que 9Zm,K,rj C M^, on a, si |m| < p, \rj\ <, p, 0 < K, <, p :

\r\ =1, . Log\Um^rj (^(r), A) | < (f)(Zm^(^(r))

<2ReHm^^(r))+K\rf\2

<2ReHm^^(r))+K\rî\2.

Par (3.15), (3.13), (3.18), (3.19) et le choix de (^, on a :

\r\=ë, .Log\Um^(^(r),\)\ <(l)(zo)-eo

< 2 Re H(zo) -eo

<2Reâ^^(^(T)) -J£o.

Par le théorème des trois cercles appliqué à Urn^,^ ° (^e"2^^171^^0^, on
obtient comme au § 2, avec £'Q = jeo/Log 1 / 6 , pour 6 < |r| < 1 :

^Log|^^(^(T),À)| ^ 2Re^,^(^(T)) +^|2 -£o(l - M)

donc, compte-tenu de (3.20), avec £'Q = £'Q/C :

^ Log|^,^(T,A)| < 2Reff^(ï) + ^|7y|2 - ̂ (l - M).
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On applique cette estimation à r = 1 - K. Tenant compte de

^,^(1 - ̂ ) = m + ?)(m, /t) + 17,

de (3.17), (3.13), on obtient :

^ Log[^(m + 7y(m, ̂ ) + T), A) | < (/){m + ?)(m, fî) + T?)

+^(H2+|^+77(m,/.)|2)

+2Co^(H+/^) -e'oK.

Comme les disques Zm^'n sont uniformément dans C1'0^), on a :

|?)(m,/î)| < C]_K.

On a obtenu, pour z = m + i) + 7)(m, /t), m e M(/?), \rf\ < p, 0 < K < p,
une estimation de la forme

\u(z,\)\ < eÀ^)-£o^+^/(bl2+^l+c^

On écrit r] = $ - ̂ (m, /c), pour |$| ^ /c, ^ < p/Ci + 1. On obtient

m ç M(p), |$| < ̂  \u(m+^\)\ < eA^(m+0-£o^+^/^l+a).

Pour K > 0 assez petit, on obtient le résultat : u^O en 0. []
0
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