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COHOMOLOGIE T-ÉQUIVARIANTE DE LA VARIÉTÉ
DE DRAPEAUX D'UN GROUPE DE KAC-MOODY

PAR

ALBERTO ARABIA (*)

RÉSUMÉ. — On définit des opérateurs Ai de Bernstein-Gel'fand-Gel'fand sur la
cohomologie r-équivariante entière H^(^F) de la variété de drapeaux T = G / B d'un
groupe de Kac-Moody G*. En intégrant sur les variétés de Schubert de ^r, on caractérise
une famille {Cw}w<^w de formes H^( • )-linéaires sur J^^(JF), base du dual de H * ( ^ F ) .
Ces formes canoniques sont liées aux opérateurs Ai par l'égalité Cwr, = ^wAi lorsque
wri > w, ce qui entraîne le caractère intrinsèque des composées Aw des opérateurs en
question. On prouve que les Aw peuvent être obtenus par intégration sur les fibres de
certaines fibrations au-dessus de T ' .

Par restriction au sous-espace W des points fixes de T dans T', on donne un
homomorphisme injectifG de H^(J~) dans l'algèbre F(W; Q) de toutes les applications
définies sur W à valeurs dans le corps Q des fractions rationnelles de l'algèbre de
polynômes S = Z [ û ; i , . . . , an], où { a i , . . . , an} dénote le système des racines simples
de l'algèbre de Lie de G. Des formules explicites pour les localisations des formes Cw sur
F(W; Q) sont données. On détermine de même les localisations Ai des Ai sur F(W\ Q)
nous permettant de caractériser algébriquement l'image de © comme la plus grande
partie de F(W\ S) constituée des applications de degrés bornés et stable sous l'action
des opérateurs A^, celle-ci s'identifie alors facilement à l'algèbre A de B. KOSTANT et
S. KUMAR, expliquant les principaux résultats de [12] et [13].

ABSTRACT. — Bernstein-Gel'fand-Gel'fand operators Ai are defined over thé
intégral T-equivariant cohomology H^{T) of thé flag variety ^ = G / B of a Kac-
Moody group G. By intégration over thé Schubert varieties of «F, we caractérise a
family {Cw}wçw of ^(•)-linear forms ovei H^(^F), base of thé dual of H^(^).
Thèse canonical forms are related to thé operators Ai by thé equality Cwr, = ^wAi
whenever wri > w, impliying thé intrinsic character of thé compositions Aw of thé
A^s. We show that each Aw can be obtained by intégration over fibers of certains
fibrations above T.

By restriction to thé sub-space W of T-fixed points of T, we give an injectif
homomorphism © from H^(^F) into thé algebra F(W; Q) of ail maps defined on W
with values in thé fraction field Q of thé polynomial algebra S == Z [ û i , . . . , Qn],
where { û ; i , . . . ,Qn} dénotes thé simple root System of thé Lie algebra of G. Explicit
formulas for thé localisations ofthe Cw's over F{W; Q) are given. We détermine aiso thé
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130 A. ARABIA

localisations A^'s of the A i ' ' s over FÇW'^ Ç), which allows us to caractérise algebraically
thé image of Q as thé greatest subset of F{\V\ S) of maps of bounded degrees stable
under thé action ofthe A^'s, we then easily identify this image to thé KOSTANT-KUMAR
algebra A, explaining thé principal results of [12] and [13].

1. Introduction

1.1. — Considérons une algèbre de Kac-Moody g sur le corps des nom-
bres complexes C, notons t) sa sous-algèbre de Cartan, II = { a i , . . . ,û^}
son système de racines simples et W le groupe de Weyl correspondant
muni de l'ordre de Bruhat. Soit G le groupe, de sous-groupe de Borel B
et de tore maximal H, associé à g' = [0?g] et notons K la forme com-
pacte de G. Posons T = K H H^ c'est un tore réel de dimension n et
d'algèbre de Lie t. Pour chaque z = 1, 2 , . . . , n, notons r; et P1 respective-
ment la réflexion et le sous-groupe parabolique minimal de G, associés à
la racine simple de même indice. Soient enfin S = Z[a i , . . . ,0^] l'algèbre
de polynômes à coefficients entiers sur i et Q le corps de fractions de S ,
considérés munis de leur structure naturelle de TV-algèbre.

1.2. — Dans cet article je m'intéresse à la cohomologie T-équivariante
à coefficients entiers de la variété de drapeaux F = G / B = K / T .
L'outil fondamental est l'opération d'intégration sur les fibres pour une
fibration T-équivariante TT : M —^ N dont la fibre F est munie d'une
structure de CW-complexe vérifiant une certaine condition d'orientabilité
(cf. 2.1). Cette opération induit un homomorphisme de Hj.(N)-modu\es
noté TT^, défini sur Hj^(M) et à valeurs dans H^~ (-^0- ^e l'utilise
pour définir les opérateurs Ai de Bernstein-Gel'fand-Gel'fand (BGG) sur
H^{F) en généralisant, au contexte équivariant présent, le point de vue
considéré dans [11] par V. KAÔ et D. PETERSON. Ceci consiste, pour
chaque i = l , 2 , . . . , n , à intégrer sur la fibre P ^ / B de la fibration
r-équivariante TT^ : F —^ G / P 2 := F1, obtenant l'homomorphisme
TT^ : H^{F) —> H^2^), et à considérer ensuite l'image réciproque en
cohomologie équivariante TT *̂ induite par TT^ (cf. 2.1), c'est-à-dire on pose
Ai = TT^ o TT^. Le même procédé d'intégration sur les fibres est utilisé
pour définir une famille de formes H^{ • )-linéaires sur H^Ç^) que je note
{^w}w^w, provenant des fibrations T-équivariantes triviales^, — ^ { - } ,
où^ dénote la variété de Schubert de F associée à l'élément w de W.
Dans 2.5, je prouve que cette famille réalise une base du dual de H^(F)
en tant que H^{ • )-module gradué et outre le fait qu'elle détermine une
oase canonique de ^^(J^), son intérêt principal réside dans la relation
qui lie les Cw aux opérateurs Az. A ce sujet, je prouve dans la section 3
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COHOMOLOGIE ÉQUIVARIANTE DES VARIÉTÉS DE DRAPEAUX 131

l'affirmation suivante :

PROPOSITION 3.2.1. — Soient w un élément de W et r; une réflexion
simple, vérifiant la relation wr; > w. On a £^ = C^ o Az.

La technique de localisation permet alors d'apporter des renseigne-
ments très précis sur les propriétés algébriques de ces objets. Dans le
paragraphe 2.6 j'étudie le morphisme de restriction © de la cohomologie
T-équivariante de F à celle du sous-espace des points fixes de T dans F.
Ce sous-espace s'identifie canoniquement au groupe de Weyl W obtenant
ainsi un homomorphisme d'algèbres 0 : H^(f) -^ H^(W) = Fb(W;S),
où Fb(W;S) dénote l'algèbre des applications définies sur W à valeurs
dans 5, de degrés bornés. Cet homomorphisme est injectif (c/. PROPOSI-
TION 2.6.1) et permet de projeter sur l'algèbre F(W',Q) de toutes les ap-
plications de W dans Ç, les opérateurs Ai et les applications C^ (procédé
de localisation). Je décris la localisation des Ai dans le théorème suivant :

THÉORÈME 3.3.1. — Pour chaque i = l , 2 , . . . , n , notons A, l'endo-
morphisme de F(W:Q) défini par

ww=f(wrl)-f(w\w{a,)

pour tous f e F(TV; Q) et w ç W. On a Q o A, = A, o Q.
Je retrouve ainsi les opérateurs A; de KOSTANT-KUMAR, considérés

pour la première fois dans leur note [12]. Cette proposition montre qu'il
s'agit bien d'opérateurs de BGG dans un contexte équivariant.

Les localisations L^ des C^ permettent de prouver très simplement
le caractère intrinsèque des composées A^ o • • • o A^. Considérons à cet
effet l'action du groupe de Weyl sur F(W;Q) définie par (w • f)(u) =
w(/(w-1^)) pour tous w, u ç W et / ç FÇ[V^ Ç). On a alors :

PROPOSITION 3.4.1. - Soient r^ , . . . , r^ des réflexions simples et
posons w = r^ • • - r ^ , . L'opérateur A^ o • • • o A^ est un endomorphisme
de W-module de F(W\ Q) satisfaisant à l'une des conditions suivantes :

(1) si lg(w) = £, l'application L^ détermine entièrement l'opérateur
A^ o • • • o A^ par l'égalité

(A^o. . .oAJ( / ) (z ; )=^(L, (z ; - 1 . / ) ) ,

pour tous f e F(W; Q) et v e W ;
(2) si lg(w) < £, on a A,, o . • • o A,, = 0.

Notons A^, = A^ o- • -oA^ l'opérateur obtenu à partir d'une décomposi-
tion réduite ( r ^ , . . . , r^ ) de w. La famille d'opérateurs {A^}wçw permet
de décrire algébriquement l'image de la restriction 0 par le
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132 A. ARABIA

THÉORÈME 3.5.1. — L 'homomorphisme de restriction 0 : H^Ç^) —>
Fb(W',S) établit un isomorphisme entre H^(r) et l'ensemble des appli-
cations f de Fb(W; S) satisfaisant à l'une quelconque des deux conditions
suivantes :

(1) A^(/)(e) ç S, pour tout w dans W, où e dénote l'élément neutre
deW ;

(2) A^(/) e Fb(W; S), pour tout w dans W.

En particulier l'image de Q est la plus grande partie de F^(W\ S) stable
sous l'action des Ai.

Or c'est justement par la condition (1) que B. KOSTANT et S. KUMAR
définissent leur algèbre A (cf. [12], [13]) en tant que sous-algèbre de
F^(W\ S) ; celle-ci s'identifie donc à la cohomologie T-équivariante de F .
Les principaux résultats de [13], rassemblés ici dans le THÉORÈME 4.2.1
découlent alors facilement.

1.3. — Dans ce travail on trouvera aussi une interprétation cohomo-
logique des compositions des opérateurs Ai qui suit de près des idées de
M. DEMAZURE.

Faisons agir tout élément g de G sur le produit F x F par g ( x , y ) =
( g x . g y ) et notons pour chaque w G TV, Tyj la saturation du produit des
variétés de Schubert Te ̂ w dans F x F par cette action de G. Soient p\ et
p2 les projections de T x F sur T définies par pi (x, y ) = x et p^ ( x , y ) == y ,
la restriction de joi à T^ définit une fibration G-équivariante de fibre ̂
et de base J-'. En restreignant p^ à 7^,, on a le diagramme de morphismes
G-équi variants

T. ————^
^

Pi ^ ï»w

F "

où la flèche en pointillé dénote, et dénotera tout au long de cet article,
un homomorphisme entre les cohomologies équivariantes des espaces
concernés; dans le cas présent V^ est Pendomorphisme de H^Çf) défini
par T>^ = p^ o p^. On a :

PROPOSITION 3.7.1. — Soit w un élément de W et ( r^ , . . . ,r,J une
décomposition réduite de w, alors V^ = Ai o • • • o A^.
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COHOMOLOGIE ÉQUIVARIANTE DES VARIÉTÉS DE DRAPEAUX 133

1.4. — Je décris sommairement maintenant le contenu des différentes
sections. Dans la section 2, on s'intéresse aux CW-complexes équivariants
sous l'action d'un groupe de Lie compact et ne possédant pas de cellule
de dimension impaire (cf. 2.4), ce qui fournit des résultats assez précis
concernant les variétés de drapeaux F et T 1 ' . J'étudie les formes £w et
l'homomorphisme de restriction 0. La PROPOSITION 2.6.1 constitue le
résultat essentiel de cette section.

Dans la section 3, la plus importante de cet article, j'applique les
considérations précédentes aux variétés de drapeaux T et F\ j'introduis
les opérateurs Ai de BGG et étudie leur localisation Ai sur F(W\ Q) dans
le THÉORÈME 3.3.1. Je décris le caractère intrinsèque des A^ et caractérise
l'image de la restriction 0 dans le THÉORÈME 3.5.1. Enfin, je définis les
opérateurs P^, et prouve dans la PROPOSITION 3.7.1 leurs rapports avec
les Ai.

La section 4 est destinée à montrer comment nos considérations stric-
tement topologiques expliquent les résultats les plus importants ainsi que
certains objets présents dans la note [12] de B. KOSTANT et S. KUMAR.
Ceci constitue le THÉORÈME 4.2.1 qui clos ce travail.

Enfin la section 5 est un appendice destiné à rappeler la notion
d'intégration sur les fibres pour une fibration à base non nécessairement de
dimension finie. On y trouvera les démonstrations des assertions les plus
remarquables concernant cette opération, utilisées souvent sans références
tout au long des sections précédentes.

Remerciements. — Ils s'adressent à Michel DEMAZURE pour m'avoir
mis au courant des espaces 7^,, à Shrawan KUMAR qui m'a indiqué
comment simplifier la démonstration de la PROPOSITION 2.4.1, à Jean
LANNES et Michèle VERGNE pour de nombreux entretiens.

Les résultats de cet article ont été annoncés dans la note [3].

2. Préliminaires topologiques

2.1. Intégration sur les fibres en cohomologie équivariante.
Soit T un groupe de Lie compact, connexe et (dans cette section et
dans l'appendice seulement) non nécessairement commutatif, agissant
sur des espaces topologiques M et N", notons ET le fibre universel de
T et ET^ M l'espace topologique obtenu en quotientant ET x M par
l'action de T définie par t(p,m) = {pt^.trn}, pour tous p ç ET,
m 6 M et t ç. T (mutatis mutandis pour N)^ dénotons enfin par [p,m] la
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134 A. ARABIA

classe d'équivalence associée au couple {p^m). Nous appellerons, suivant
A. BOREL, cohomologie r-équivariante de M à coefficients dans un Z-
module A et noterons H^(M'^A) la cohomologie singulière de l'espace
ET^ M à coefficients dans A. C'est-à-dire, on pose

HT(M;A) := H^ETx^^M'.A).

Dans la suite lorsque aucune indication du module des coefficients ne sera
donnée, on sous-entendra l'anneau Z des entiers relatifs.

Soit TT : M —> N une fibration T-équivariante orientable {cf. [14]) de
fibre F de dimension d. En posant 7r([p,m\) == [j9,7r(m)], on obtient une
nouvelle fibration orientable

TT :ETxTM —> ETxTN

de même fibre F. Supposons F munie d'une classe d'homologie de dimen-
sion d. Les conditions d'orientabilité considérées ci-dessus permettent de
définir, par des procédés classiques (voir 5.1), une opération cohomologi-
que d'intégration sur les fibres

7T, : HT(M) -^ HT(N),

homomorphisme de H^(N)- modules gradués, de degré —d.
On appellera orientée une fibration orientable dont la fibre, de dimen-

sion finie, sera munie d'une classe d'homologie non triviale de dimension
maximum.

Remarque. Le cas typique auquel nous envisageons d'appliquer
ces considérations est celui où la fibre F s'identifie à l'une des variétés
de Schubert de G / B ou de G/P\ car celles-ci admettent des structures
canoniques de CW-complexes de dimension finie ne possédant aucune
cellule de codimension 1, ce qui détermine une classe d'homologie de
dimension maximum non triviale pour chacune d'elles.

2.2. — Soit maintenant M un CW-complexe de dimension paire d, ne
possédant pas de cellule de codimension 1 et sur lequel le groupe T agit.
La fibration T-équivariante triviale M —> { • } est clairement orientée et
l'intégration sur les fibres, notée dans ce cas J1^, est un homomorphisme
de H^( • )-modules gradués

I : Hr(M) —— HT(Hr(M) —— J^(.),
J M
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COHOMOLOGIE ÉQUIVARIANTE DES VARIÉTÉS DE DRAPEAUX 135

de degré —d. La proposition suivante interprète cette application dans le
contexte différentiel. Supposons M et F munis de structures différentia-
bles et notons t l'algèbre de Lie de T et fl^(M) le complexe des formes
différentielles T-équivariantes sur M à coefficients complexes. Je rappelle
qu'on appelle ainsi le complexe des formes différentielles ^(Y) à coeffi-
cients complexes sur M, dépendant polynomialement de Y ç t et vérifiant
une condition de T-équivariance évidente (cf. [9], [7], [5]). Notons aussi
^*/2^T ^algèbre des polynômes T-invariants à coefficients complexes
sur t dont la graduation habituelle a été doublée. Un résultat bien connu
de A. BOREL ([8]) identifie canoniquement les algèbres graduées H^( • ; C)
et S^2^^. On a alors (voir 5.4.2) :

PROPOSITION 2.2.1. — Soit M une variété différentiable de dimen-
sion d, compacte connexe et orientée, munie d'une action du groupe de Lie
T d'algèbre de Lie t. L'application qui associe à chaque forme différentielle
équivariante f^(Y) de fl^(M), le polynôme f^/i(Y) (où le symbole f^
dénote l'intégration ordinaire) induit en cohomologie un homomorphisme
de S^^2^)-modules gradués qui coïncide avec l'opération d'intégration sur
les fibres associée à la fibration T-équivariante M —> { • } , moyennant
l'identification canonique de H^( • ; C) et ^^(F)^

2.3. Évaluation à l'origine. — C'est par ce nom que nous ferons
référence dans la suite à l'homomorphisme vo(M) (ou VQ si l'indication
de l'espace n'est pas indispensable) défini sur H^(M) et à valeurs dans
7P(M), induit par la projection canonique ET x M —^ ET^ M. Des ar-
guments élémentaires prouvent la commutativité des opérations d'intégra-
tion sur les fibres et d'évaluation à l'origine (voir 5.5). Cela signifie que
si l'on se donne une fibration orientée TT : M —>• N et si l'on note TT
l'application induite sur ETxTM et à valeurs dans ETx'^^N (cf. 2.1), le
diagramme suivant est commutatif :

V ( ) { M )
H^(M) ———> H " ( M )

v ^ N )
H^(N) ————> H " ( N ) .

Autrement dit vo(N) o TT^ = TT^ o VQ(M).

2.4. CW-complexes T-équivariants. — A partir de cette section
nous supposerons le groupe de Lie T sans torsion cohomologique.
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136 A. ARABIA

Rappelons que, dans ce cas, A. BOREL à montré (cf. [8]) que la cohomologie
entière paire du classifiant BT de T est une algèbre de polynômes à
coefficients entiers, à un nombre fini de variables et que sa cohomologie
impaire est nulle.

Soit M un CW-complexe (non nécessairement fini) ne comportant au-
cune cellule de dimension impaire et seulement un nombre fini de cellules
en chaque dimension paire. Notons W l'ensemble d'indices qui paramétri-
sent la famille des cellules ouvertes (paires) de M notée {M^}wçw- On
rappelle que, pour chaque w ç. TV, l'adhérence topologique M^ de Myj
dans M est compacte. Définissons la longueur d'un élément w de W (que
nous notons lg(w)) par lg(w) = |- dim(M^).

Appelons CW-complexe T-équivariant la donnée d'un CW-complexe
muni d'une action continue d'un groupe T à gauche stabilisant tout sous-
CW-complexe (il revient au même de demander la stabilité de chaque
cellule ouverte). Dans la suite nous supposerons notre CW-complexe M,
T-équivariant.

PROPOSITION 2.4.1. — Sous les hypothèses des paragraphes précé-
dents, on a les résultats suivants :

(1) la différentielle dr de la suite spectrale de Leray-Serre de la fibra-
tion ETx^'M —^ BT est nulle pour tout r > 2 ;

(2) l'homomorphisme d'évaluation à l'origine VQ : H^(M) —> H* (M)
est surjectif;

(3) il existe un isomorphisme Ç (non canonique) de H^(')-modules
gradués entre H^p(M) et le produit tensoriel H^(-) (g> H"(M) rendant
commutatif le diagramme suivant :

H^(M) ——^——. H^(M)

l(g)id

^(•)^)JT(M) v()(s)ld ) JP(M)

La démonstration de cette proposition est essentiellement élémentaire.
Les affirmations (1) et (2) sont une conséquence immédiate du fait que M
ne possède pas de cellule de dimension impaire et, en ce qui concerne (3),
on y reconnaît le Théorème de LERAY-HIRSCH (cf. [14]).

2.5. Applications Cw. — L'inexistence de cellules de dimension
impaire assure, que pour chaque w G TV, le sous-CW-complexe M^,,
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COHOMOLOGIE ÉQUIVARIANTE DES VARIÉTÉS DE DRAPEAUX 137

adhérence topologique de la cellule M^ dans M, est canoniquement
orienté. Ce sous-CW-complexe étant d'autre part stabilisé par l'action
de T, nous disposerons de l'homomorphisme d'intégration sur les fibres
J-/ en cohomologie équivariante qui nous conduit à introduire les formes
jC^ de H^{M) à valeurs dans H^~ s^^ • ), en composant les applications

/-* f-
TT^^M\ w - H ^ ( M \__M__. rr*-21g(w). ^H^(M) ————> H^(Mw)—————^ n.T ( • ),

où ïyj : M^ —f M dénote l'injection canonique. L'application Cw est une
forme Hj.( ' )-linéaire.

PROPOSITION 2.5.1. — Soit (^w)wçw ^ base de H^(M) déterminée
par la structure cellulaire de M. Il existe une base (p^w)wçw de H^n(M)
en tant que H^( • )-module, canoniquement déterminée par les conditions
suivantes :

(1) jCuÇ^) = ̂  ; pour tous u,w ç:W (delta de Kronecker) ;
(2) VoÇ^) = ̂ w, pour tout w çW.

En particulier, nous avons pour tout ^ e H^(M) :
(3) l^=E^w^W1-

Démonstration. — Considérons une base d'éléments homogènes de
H^(M) donnée par l'isomorphisme Ç de la PROPOSITION 2.4.1, notons-
la (1 0 ̂ w)wçw' Ses éléments satisfont aux égalités suivantes :

(a) ^(1 ^ ̂ w) = 0, si ïg(w) < ïg(v) ;
(b) C^l^^)=6^^ilg(v)=lg(w).

En effet, l'égalité (a) découle de la relation d'appartenance évidente
£^(1 0/^) e ^^2(lg(w)-lg(^;))(B^). Pour (b), on remarque que, puisque
Cy(l 0 ̂ w) est de degré nul, on aura (cf. 2.3) les égalités

Cv(l^^w)=vo£v(l0^w)= [_ vo(l^^w)= { ^=6^.
JM,, JM,,

Lorsque lg(z>) < lg(w), rien ne peut être dit en général de Cv(l 0 ̂ w).
Nous allons donc redresser la base des 1 0 ̂ w en appliquant le procédé de
Gram-Schmidt. Soit m un entier positif et supposons avoir défini ^u pour
Ig(^) < m satisfaisant aux conditions (1) et (2). Posons, pour chaque w
de longueur m,

^'=10^-^^(10^)^r.w _ 1 ^ ..w \ ^ r ( - 1 ^ i^}^^u[1 W p )P i

où la sommation est indexée par les u ç. W vérifiant \g(u) < lg(w). La
condition (1) est alors automatiquement vérifiée par ^w et la condition (2)
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résulte du fait que £,,(1 (8) ^w) ç H^^-^^^BT) et donc appartient
au noyau de VQ. []

2.6. Restriction aux points fixes. — Notons A^ le sous-espace
des points fixes de T dans M, nous rappelons que, puisque ETx^^AI7^ =
BT x M^ on a un isomorphisme d'algèbres entre H^M7^) et H ^ ( ' ) 0
H^ÇA^). D'autre part, l'inclusion canonique BT x M7 -^ ETxTAI
induit Phomomorphisme de restriction 0 en cohomologie équivariante

Q'.H^M) —^ H^^H^A^).

Remarque. — On pourrait penser que 0, module Pisomorphisme
canonique entre H^(M) et H^(-) 0 JT(Af) évoqué par la proposition
précédente, n'est autre que Phomomorphisme de restriction aux points
fixes id^M^', où iÇAI71) dénote Pinclusion de A^ dans M. En réalité ce
dernier s'identifie à Q seulement sur les gradués des algèbres en question,
relativement à la filtration par squelettes de AT"; il aura en ce sens un
noyau non trivial en général, alors que nous prouverons dans la proposition
suivante Pinjectivité de G .

PROPOSITION 2.6.1. Soit M71 l'ensemble des points fixes de T
dans M.

(1) L 'homomorphisme d'algèbres G : H^(AI) -^ H^(-) 0 H' (AI7)
est injectif.

(2) Notons Q le corps de fractions de H^('). Pour chaque élément w
de W, il existe un homomorphisme canonique

L^^H^^H^AI^-^Q

de H j.(')-modules satisfaisant à l'égalité C.^ = L^ o G.
(3) Si M1 est discret l'image de G est constituée des éléments v ç

H^(-) 0 H^AI71) tels que L^v) ç H^-) pour tout w ç W.

Démonstration. — Pour chaque entier positif m notons AI,,, le m-
squelette de AI et Gn, Phomomorphisme de restriction de H ^ ( A I ^ ) à
HT(A^7n) et considérons le diagramme commutatif (D) de la page suivante,
où les produits tensoriels sont faits sur H^(-) et où a est induite par les
restrictions de H^(AI) aux H^AI^) et /3 par les applications

id ^ 1 : HT(M^) —^ H^M,,,) 0 Q

(mutatis mutandis pour a7^ et /â7^), enfin Go^ et Goo^id sont des notations
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abrégées pour hm(O^) et Um(0^ 0 id) respectivement.

H^{M) ^(M7^)

lim(^(M,)) lim(J^(AO)

lim(^(A^)0Ç)
e^.(g)id

lim(^(A/00Q)

Diagramme (D)

La compacité de M^ permet d'appliquer le théorème de localisation
d'Atiyah-Segal qui affirme que 0^ ^) id établit un isomorphisme entre
H^(Mm) ^ Q et H^ÇM^) ^) Ç, impliquant que la limite 0oo ^) id est
aussi bijective. D'autre part, on sait que a est une injection de même que
/?, puisque H^(Mm) est sans torsion. Ces premières remarques prouvent
déjà Pinjectivité de 0 ainsi que celle de chaque Oyn et donc celle de
Ooo- Soit maintenant w un élément de W. La forme linéaire C^ définit
une application du système projectif {H^(Mm) ̂  Ç}m>2ig(w) à valeurs
dans Q. Notons Cw ^ 1 la forme correspondant à la limite projective
}im(H^{Mm) ̂  Q)' L'application annoncée dans (2) est alors obtenue en
posant

L^ = (£^ 0 1) o (Ooo ^ id)"1 o /^o a71.

Supposons maintenant M.T discret et prouvons (3). La condition étant
clairement nécessaire montrons sa suffisance. Donnons-nous donc un
élément v de ïî^{MT} vérifiant la condition en question. L'élément a^î/)
se relève en un système projectif dont le m-ième terme o^(^) appartient
à^r(AO.

Pour chaque entier positif m, considérons le terme d'indice m du
diagramme (D) (voir page suivante) et posons ^rn = Z^w(^)/^ où la
somme est indexée par les w de TV satisfaisant à l'inégalité 21g(w) < m.
S'agissant d'une somme finie à coefficients dans H^(-) et concernant les
éléments de la base canonique de H^(Mm), elle détermine un élément ^rn
de H^(Mm) vérifiant, par construction, l'égalité

^w(^m) = ̂ w(^) = I/w(û^(^)).
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HT(M^)

^

H^Mm)^Q
©rn0îd

ffr«)

^

H^M^^Q

Par conséquent, on a

( (^ ,0l)o(0. o/^)(e(/^)-c^>))=o,
pour tout w vérifiant 21g(w) < m. On conclut alors, par Pinjectivité de
f3^ (puisque M^ est discret), que Qm(p'm) = û^(^), et, par Pinjectivité
de Qm, que le degré cohomologique de p^m est majoré par celui de v. Ceci
étant, en notant jm : Mm-i -^ Mm et j^ : M^_i -^ M^ les injections
canoniques, nous avons les égalités

© °fm^m) = O'D* ° ©(^m) = (^)* 0 C^» = <_i(^) = O^-i),

qui prouvent, grâce à Pinjectivité de 0, que Jm(^m) = ^m-i ; la famille
{^mJm}m>o est donc projective. Enfin, il existe bien un élément ^ ç
Hj.(M) dont les restrictions aux Mm égalent les p,rn puisque les degrés
cohomologiques des /^ sont majorés par celui de v. L'injectivité de o^
permet alors de conclure à Pégalité Q(fi) = v, terminant la démonstration
de la proposition. \\

Remarque. — Les applications Lyj ont été définies sur la limite
projective }im(H^(M^) (g) Q) qui jouera à partir de la section sui-
vante un rôle suffisament important pour que nous lui donnions une in-
terprétation en des termes plus simples. Lorsque MT est discret Palgèbre
^(^0 = ̂ rO ^ ^(-^yO est canoniquement isomorphe à Palgèbre
Fb(M^H^(')) des applications de M^ à valeurs dans H ^ ( ' ) de degrés
bornés (la somme et le produit étant définis point par point) et ceci pour
tout 0 < m < oo. Lorsque m < oo la condition de degrés bornés est
superflue et \im(H}(M^) 0 Q) s'identifie à Palgèbre F(MT; Q) de toutes
les applications de MT à valeurs dans Q. La composée /^T o o^ s'in-
terprète par conséquent comme Pinjection canonique de F^M^ H ^ ( ' ) )
dans^M^Q).
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3. Cohomologie T-équivariante des variétés
de drapeaux G/B

3.1. Notations et rappels. — Pour tous les détails concernant ce
premier paragraphe nous renvoyons à l'article de V. KAÔ [10]. Soit Q une
algèbre de Kac-Moody sur le corps des nombres complexes C, de sous-
algèbre de Cartan I), système de racines simples II = { a i , . . . ,û^} et
groupe de Weyl W qu'on supposera muni de l'ordre de Bruhat. Notons
G le groupe, de sous-groupe de Borel B et tore maximal H, associé à
Q' = [S^]- Pour chaque z = 1 ,2 , . . . , n, notons ri et P^ respectivement
la réflexion simple et le sous-groupe parabolique minimal de G, associés
à la racine a^ le groupe de Weyl de (P\B) s'identifie à {l,rj. Soit K
la forme compacte de G et posons T = K H H. Le sous-groupe T est
un tore réel de dimension n et d'algèbre de Lie t. L'espace classifiant
BT de F, peut être construit comme limite inductive des produits de
n copies de l'espace projectif P^C) lorsque m tend vers l'infini, ce qui
prouve immédiatement que H"(BT) est isomorphe à l'algèbre graduée
Z*/2^!, ...,Xn] où les Xi dénotent les duaux des classes fondamentales
de chaque copie de P^C) et sont donc considérés de degré 2. Le groupe de
Weyl opère par translations à droite sur BT (on peut prendre ET = EK
comme fibre universel) et l'identification Xi ^ ai fournit un isomorphisme
de TV-algèbres graduées entre H^(BT) et l'algèbre I*/2^,... ,o^], que
nous noterons, pour abréger, 5'* et même S lorsque la référence à la
graduation ne sera pas essentielle. On notera Q le corps de fractions de S.

La variété de drapeaux de G est par définition l'espace topologique
T == G / B = K / T ; on la considérera munie de l'action naturelle de F à
gauche. Nous rappelons que cette variété admet une structure de CW-
complexe dont les cellules ouvertes F^, indexées par les éléments w du
groupe de Weyl W, satisfont aux conditions suivantes :

(1) ^ = Uwçw ^w et Fw = \Jv<w^v^ où Fw dénote la fermeture
topologique de Fyj ; ~

(2) chaque cellule ouverte F^ est munie d'une structure d'espace
vectoriel complexe et dimcf^w) = lg(w), où Ig(w) dénote la longueur
de w relativement à l'ordre de Bruhat de W.

(3) l'action de T stabilise chaque cellule ouverte F^.
Pour chaque 1 < i < n, posons ^ = G/P\ II s'agit d'une variété de

drapeaux munie d'une structure de CW-complexe indexée par l'ensemble
W = TV/{l,rJ, satisfaisant aux mêmes conditions (1), (2) et (3) que
G / B , à condition bien sûr de substituer W par W1.

Les variétés F et F1 sont simplement connexes et les projections
canoniques TT^ : F —^ F ' 1 sont orientables de fibres P1 / B orientées
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canoniquement par leur structure complexe, la technique d'intégration
sur les fibres du paragraphe 2.1 pourra donc être appliquée sans autre
vérification.

Le fait que les structures de CW-complexe de T et des ̂  soient T-
équivariantes et dépourvues de cellules de dimension impaire permet aussi
de leur appliquer la PROPOSITION 2.6.1.

Nous rappelons enfin que les ensembles des points fixes de T dans F et
dans F1 s'identifient canoniquement aux groupes W et W1 respectivement.
On a HT(W) EE Fb(W; S ^ ) et H^W1) = F^; 5*).

Les applications L^ du paragraphe 2.6, se trouvent maintenant définies
sur l'algèbre F(W\Q} et permettent de caractériser l'image de l'injection
6 : H^(f) —> Fb(W;S^). Le but de cette section est de les interpréter
algébriquement de façon à donner une description purement algébrique de
l'image en question.

3.2. Opérateurs Az de H^Ç^). — Soit c^ une racine simple et
considérons la fibration T-équivariante TT^ : T -^ T1 de fibre la sphère
S2 = P 1 I B orientée par sa structure complexe. Rappelons que, d'après le
paragraphe 2.1, la fibration TT^ induit une fibration TT^ de base ETx71^
et d'espace total ETx7^ et que, par intégration sur les fibres, on a
l'homomorphisme de ^(^)-modules TT^ : H^F) -^ H^-2^).

En nous inspirant de travaux de V. KAÔ et D. PETERSON, nous posons
pour chaque i = 1 , 2 , . . . , n

(A) Ai == 7L* 0 7T,:

Ce sont des endomorphismes de H^Ç^) de 5*-module, de degré —2 et de
carré nul.

Remarque. — La formule (A) est utilisée par ces auteurs pour définir
les endomorphismes Ai sur Jf*(.F) (cf. [10], [11]). Il est alors facile de
voir que l'évaluation à l'origine commute à ces opérateurs, ce qui permet
de projeter les identités de cette section à H"{f) grâce notamment à la
surjectivité de VQ.

PROPOSITION 3 .2 .1 . — Soient w un élément de W et ri une réflexion
simple, vérifiant la relation wri > w. On a jCwr, = ^w ° Ai.

Démonstration. — Considérons la restriction TTJ : Tyjr, —> ^\w}^ ou

[w] dénote la classe de w dans W\ de la projection TT^ : T —^ T1. On a le
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diagramme commutatif

HW

H^)

H^yur.)

Ww)

entraînant l'égalité

(1)

puisque

^"wr, = ^[w] 0 ^i

c. z = /- ° ̂ r, = _ °07r, |02^ = C[^ OTT^.
^r-, A7^]

D'autre part, dans la décomposition de Bruhat de G relativement à JE?,
on a BwB U BwriB = B[w}P\ impliquant que par la projection

TT, : (BwB U Bwr,B)/B —> B[w}P'IP\

la classe fondamentale de^^j est déterminée par la paramétrisation de
la celulle BwB/B = ̂  et donc que C[^ = Cw ° ̂ , d'où la proposition
après remplacement dans (1). D

3.3. Localisation et opérateurs Ai. — Nous avons vu dans la
démonstration de la PROPOSITION 2.6.1 comment 0 induit un isomor-
phisme entre Um(^(^) 0^ Q) et F(W\ Q). Pour chaque i = 1 ,2 , . . . , n,
filtrons la fibration TT^ : T —> F1 par les m-squelettes de T1 et posons
^m,i = ̂ (^m)'^ cîest ^ réunion des cellules ouvertes Tyj où les indices
w dans W satisfont à l'une des conditions suivantes :

(i) 21g (w)<m;
(ii) 21g(w) = m + 2 et wri < w.

Par conséquent pour chaque i == 1, 2 , . . . ,?z, on a les inclusions ^+2 5
T'm.i D Fm de T-espaces, qui entraînent un isomorphisme canonique
entre nm(^(^) ̂ s Q) et }im(H^(J='^) ̂ s Q)' Or, sur ce dernier, nous
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définissons par la formule (A) du paragraphe 3.2, l'opérateur Ai qui va se
projeter par les identifications précédentes sur F(W', Ç), la démonstration
du théorème prochain en donne une interprétation que nous noterons Ai.

THÉORÈME 3 .3 .1 . — Pour chaque i = l,2,...,n, notons Ai l'endo-
morphisme de F(W\ Q) défini par

Az(f)W =
f(wr,)- f(w)

w(ai)

pour tous f ç F(W; Q) et w ç W. On a alors h o Q o Ai = Ai o h o Q, où
h dénote l'injection canonique de -F^TV;^*) dans F(W\Q).

Nota. — Ces endomorphismes ont été considérés pour la première
fois dans [12] par B. KOSTANT et S. KUMAR, nous indiquerons dans le
paragraphe 3.6 le lien avec les opérateurs de BGG sur l'algèbre S classiques.

Démonstration. — Considérons, pour chaque entier positif m, le
diagramme de fibrations suivant

ET^Wrr

ET^W1

ETxT^l(W^) ——— ETx^

.. (I) ..

ET^W1 ————> ETx7^

où T^ dénote le m-squelette de F1. Son image réciproque par TT^ est
désignée par Frn.i- Les points fixes de T dans F^ constituent la partie
notée W^ et ceux de J^rn.i ^a partie Wm,i- Ces ensembles de points fixes se
décrivent sans difficultés, Wm,z est l'ensemble des w vérifiant les conditions
(i) et (ii) données plus haut, alors que W^ est la projection de Wm,i dans
W1. Ceci étant, on remarquera que les fibrations de (I) sont de même
fibre P1 I B alors que la fibration de gauche est à fibres discrètes {1,^}.
En cohomologie, on obtient le diagramme

H^U^sQ ——— H^^W^^sQ

^ (II) 7T,.

H^FJ^sQ ———— H^W^^sQ
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où les flèches horizontales sont des isomorphismes et le sous-diagramme
(II) est commutatif. L'intérêt de ce diagramme repose surtout en son
terme central permettant une explicitation aisée de TT^, nécessaire pour
déterminer la flèche discontinue a rendant le diagramme commutatif.

Commençons par préciser la nature de l'ensemble ̂ ^(W^). Topologi-
quement il s'agit, bien sûr, du produit cartésien W^ x S2 et, en ce qui
concerne sa structure de T-espace, on remarque que chaque classe de W^
s'écrit de manière unique comme un ensemble {w,wr^} avec wri > w.
Notons [w] une telle classe. La sphère P ^ / B s'injectant canoniquement
dans y = G / B , posons S^ = w(P'1 / B ) Ç G / B et considérons-la munie
de l'action de T restreinte de G / B à S2^. Nous obtenons ainsi l'égalité de
T-espaces

^(w1} — T î s2
" i y " m} ~ \ \ ^w

[w]^W^

L'explicitation de l'homomorphisme du terme central de notre dernier
diagramme, revient ainsi à expliciter l'intégrale

/ : n H^) — n ç,
52 [w]çw^ [w}ew^

dont il suffira de comprendre Jga : ^r(%) —^ Ç? pour chaque w ç W
vérifiant l'inégalité wri > w.

L'idée maintenant est de remarquer que, puisque les modules que
nous considérons sont sans torsion, nous ne perdrons aucun renseigne-
ment en tensorisant par le corps des nombres complexes, avec l'avantage
supplémentaire de pouvoir appliquer les techniques de géométrie diffé-
rentielle, notamment l'utilisation du complexe des formes différentielles
r-équivariantes sur S^ et l'intégration ordinaire, pour expliciter l'intégra-
tion sur les fibres (c/. 2.2). Soit donc ^(Y) un cocycle r-équivariant de S^.
Pour évaluer f^ f^(Y) nous allons utiliser la formule de localisation de
N. BERLINE et M. VERGNE [6], qui, dans le cas présent, s'explicite par
l'égalité

m 1 u(Y}- ^(WW(Y) i QW(wr,)(Y)\(t) J^ ^Y) - -V-l ̂ ^^ + p^(Y)^))) '

où L(Y)(w) (resp. L(Y)(wri)) dénote la dérivée de Lie de l'action infi-
nitésimale de Y e t sur l'espace tangent à S^ au point fixe w (resp. wr^)
et où Pf désigne le pfaffien; 0 dénote, par abus, l'homomorphisme de
restriction aux points fixes

9:ffr(S^ -^ F{{w,wn};S*).
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Un calcul simple montre que le pfaffien Pî(L(Y)(w)) vaut ^/^îwÇa^ÇY)
(cf. [2]), ce qui après remplacement dans (f) entraîne l'égalité

f ^ Q^)(wr,) - Q(^(w)

JS2, w{ai)

pour toute classe de cohomologie T-équivariante p. sur S^. Cette formule
nous donne très précisément l'interprétation de a cherchée. On a

(tt) »(/)(H)=/C^">,

pour tous / ç 'F(Wm,i '-> S) et w ç. Wm,i vérifiant wri > w. Or le fait de
remplacer w par wri dans l'expression de droite de ( f f ) ne modifie pas
l'identité, partant la condition wri > w est superflue et, en rappelant que
^ = 7^* o TT^, nous obtenons, après localisation, l'égalité Ai = TT^ o a,
c'est-à-dire

f(wri) - /(w)
A.(/)(w)

w(a,)

pour tous / ç F(Wm,i\ S) et w ç Wm,i- Le passage à la limite projective
termine la démonstration du théorème. []

COROLLAIRE 3.3.1. — Soient w un élément de W et r^ une réflexion
simple vérifiant la relation wr^ > w. On a L^n = L^ o Ai sur F(W\ Q).

Démonstration. — II suffit de le vérifier sur F(Wm,z'',S*) pour m >
21g(w) + 2, ce qui est immédiat d'après la PROPOSITION 3.2.1. []

Remarque. — L'itération de cette égalité permet d'expliciter complète-
ment Lyj à partir d'une décomposition réduite de w, cependant une autre
voie de calcul est donnée par l'application de la formule de localisation de
N. BERLINE et M. VERGNE (cf. [6]). C'est ainsi que j'ai procédé dans la
thèse [1] et s'agissant d'un résultat non encore publié nous profitons pour
l'énoncer dans cet article.

PROPOSITION 3.3.1. — Soient w etu des éléments de W. Considérons
une décomposition réduite (r^,... ,r^) de w et posons, lorsque u <w,

tô-EIL-^-''^))j==i
-i

où la sommation est indexée par les i-upîets (cri,..., a^) avec aj ç. {1, ri }
et o-i ' • - < J i = u. Les q^ sont des fractions rationnelles de Q vérifiant
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l'égalité, pour tout ^ ç H^(F},

^) = ̂  q^Q^W.
u<w

Démonstration. — De même que nous l'avons fait dans la démonstra-
tion du THÉORÈME 3.3.1, tensorisons par le corps des nombres complexes
de façon à nous permettre les techniques de la géométrie différentielle.
Il s'agit donc d'évaluer f^ ^(V) où p.(Y) est un cocycle r-équivariant
sur T. En considérant la désingularisation de Hansen gw '' ^w —^ ^w
(cf. [2]) associée à la décomposition réduite ( r ^ , . . . , r ^ ) de w, nous nous
ramenons à Jp 1^{Y)' Ici, T^w est une variété de Bott-Samelson, c'est une
T- variété lisse avec 2^ points fixes, indexés par les ^-uplets (o-i , . . . ,^)
avec o-j ç {l,r^}. La formule de localisation de Berline-Vergne va donc
exprimer notre intégrale en termes d'une somme indexée par ces ^-uplets :

(a) / ^)=(-V^ E p6^?/''^^A\, . ^ pf(L(r)(o-i, . . . ,^((TI , . . . , (T^)
(c/. [7][1]) où L(y)(o-i , . . . ,^) dénote la dérivée de Lie de l'action infi-
nitésimale de Y e t sur l'espace tangent à F^ au point fixe (o- i , . . . ,cr^).
Après calcul (cf. [1]), on obtient

i
Pf(L(V)(^,..., a,)) = {^=ÏY \[{a, • . • ̂ )(^. )(r),

.7=1

ce qui, remplacé dans (a), donne l'égalité annoncée par la proposition. []

Remarque. — La fraction rationnelle q^ vaut ]~[ ^ nwA-^"1)'

Erratum. — Dans la note [3], le signe moins (-) devant le terme
o-i • • • (Tj(ai.^.) de la formule définissant les q^ (notés alors q^,) a été omis.

Notons, pour chaque élément u ç W, 6(u) la forme Q-linéaire sur
F(W\Q) définie par 6(u)(f) = f(u). L'argument de la proposition
précédente reste valable sur Hm(^(^) ̂  g)m>2ig(w), et, après loca-
lisation, on a, pour tout w ç. W',

W- ^=^qWu)
u<w
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3.4. Structure de TV-module sur H^(F). — Soit w un élément du
groupe de Weyl TV, la formule w • [p,m] = [pw^wm] définit une action
de W sur ET^F (resp. sur ETx^ et BT x TV) induisant une structure
de TV-module sur H^) (resp. H^(^) et F&(TV;5'*)). L'interprétation
de cette action sur Fb(W; S * ) (et même sur F(TV; Q)) est donnée par

(w- f)(u) =w(f(w~lu)),

pour tous w et u dans TV et / dans Fi»>(TV; 5*). La fibration ETx^^J^ —> BT
(resp. ETx^ -^ BT et BT x TV -^ BT) étant ainsi TV-équivariante, les
applications 0 : H^f) -^ H^W) et TT,* : ̂ (^) -^ ^rW sont des
homomorphismes de TV-modules.

LEMME 3.4.1. — Soit M un sous-W-module de F(TV;Ç) {resp.
H^{F)). Tout endomorphisme b de W-module de A4 est entièrement
déterminé par la composée Le o b (resp. Ce o b), i.e. pour tout endo-
morphisme de W-module b' de M, on aura b = b' si et seulement si,
Le o b = Le o b' (resp. Ce o b = Ce o V).

Démonstration. — Sur .F(TV; Q) ceci résulte de l'égalité évidente

b(f)(w)=w((L,ob)(w-^f)).

L'injectivité de 0 implique le résultat sur H^(F). \\

PROPOSITION 3.4.1. — Soient r^,...,r^ des réflexions simples et
posons w = r^ • • -r^. L'opérateur A^ o • • • o A^ est un endomorphisme
de W-module de F(W',Q) satisfaisant à l'une des conditions suivantes :

(1) si lg(w) == i, l'application L^ détermine entièrement l'opérateur
A^ o • • • o A^ par l'égalité

(A^o...oAJ(/)(^)=^(L^-1./)),

pour tous f e F(TV; Ç) et v e TV ;
(2) si lg(w) < i, on a A^ o • • • o A^ =0.

Démonstration. — L'explicitation des Ai et celle de l'action de TV sur
F(W\ Q) permettent de vérifier par un calcul élémentaire que chaque Ai
est un homomorphisme de TV-module, i.e.

A,(wf)(v)=(wA,(f))(v)^

pour tous w, v ç TV et / ç F(TV;Ç). L'affirmation (1) découle alors du
lemme précédent et de l'égalité Le o A^ o • • • o A^ = Z/w? obtenue par
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itération du COROLLAIRE 3.3.1. Enfin (2) est une conséquence classique
de (1) (c/. [1] ou [2]). D

Notation. — Cette proposition implique le caractère intrinsèque des
composées des Ai. Si w est un élément de TV, on notera respectivement
Aw et Aw les endomorphismes Az-^ o • • • o Az^ et A^ o • • • o A^ obtenus à
partir d'une décomposition réduite ( r^ , . . . , r ^ ) de w.

Dans le paragraphe 3.7, on donnera une interprétation cohomologique
des Aw qui expliquera autrement leur unicité.

3.5. Caractérisation algébrique de l'image de 0.

THÉORÈME 3.5.1. — L 'homomorphisme de restriction Q : H^Ç^) —>
F^(W\ S) établit un isomorphisme entre H^(F) et l'ensemble des appli-
cations f de Fb(W', S) satisfaisant à l'une quelconque des deux conditions
suivantes :

(1) Aw(f)(e) e S, pour tout w dans W, où e dénote l'élément neutre
de TV;

(2) Aw(f) ç F&(TV; S) pour tout w dans W.
En particulier l'image de Q est la plus grande partie de F^(W', S) stable

sous l'action des Ai.

Démonstration. — Le fait que l'image de 0 soit caractérisée par la
condition (1) est une conséquence immédiate de la PROPOSITION 2.6.1(3)
et de la PROPOSITION 3.4.1(1) appliquée à v = e. L'équivalence des
conditions (1) et (2) découle aussi de la PROPOSITION 3.4.1 par le fait
que l'image de 6 est TV-stable, car alors

Aw(f)W = u(Lw(u-1 • /)) ç5,

pour tout u ç W. []

3.6. TV-invariants de H^Ç^). — Dans les paragraphes précédents
nous avons prouvé que 0 et les Aw sont des homomorphismes de TV-
modules, par conséquent QÇH^^)^^) est contenue dans la sous-algèbre
Fb(W; S^ et F(W',Q)W est stable sous l'action des Aw.

Considérons l'application Lç : F(TV; Q) —> Q, d'évaluation en l'élément
neutre e de W, i.e. Le(f) = f{e) pour tout / ç F(TV; Q). La condition de
TV-invariance pour / montre que w(/(e)) = /(w), on comprend donc que
Le établisse un isomorphisme d'algèbres entre F(TV; Q)w et Q et projette
les Aw sur Q.

Pour chaque i = 1 ,2 , . . . , n, notons Ai l'opérateur sur Q défini par
-iA,(P) = (r,P - P)a
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pour tout P dans Q. On vérifie aisément l'égalité A, o Le = Le o A,
et le fait que A, stabilise 5. Ces conditions entraînent la stabilité de
F(W\ S^ sous l'action des A, et l'inclusion F(W\ S)w Ç Im(Q) découle
alors en appliquant le THÉORÈME 3.5.1. La proposition suivante se trouve
ainsi prouvée.

PROPOSITION. — L'application Ce = Le o 0 établit un isomorphisme
d'algèbres gaduées entre H^(F)W et 5*.

3.7. Interprétation cohomologique des endomorphîsmes Aw
Faisons agir G sur le produit cartésien F x F par g ( x , y ) = ( g x . g y ) pour
tous x, y ç y et g ç. G. Notons p^ et p^ les projections de F x F sur
F définies par pi(x,y) = x et p2(x,y) = y respectivement. Pour chaque
élément w ç W notons 7^ la partie_de F x F obtenue en saturant le
produire variétés de Schubert^, xF^ par l'action de G. Par restriction
de pi à 7^, on obtient une fibration G-équivariante canoniquement
orientée, de fibre F^ et de base F. (Ces fibrations m'ont été indiquées
par M. DEMAZURE.) Restreignons p^ à 7^ et posons P^ = ̂  op^ ; c'est
un endomorphisme de ^(•)-module de H^(F).

PROPOSITION 3.7.1. — Quel que soit l'élément w de W, il y a égalité
entre Aw et Vy,.

Nous allons donner deux démonstrations, la première utilisera certains
des résultats des paragraphes précédents alors que la seconde en sera
indépendante.

Démonstration I. — Remarquons tout d'abord l'égalité Ce o T^w =
Ce ° Aw Pour ceci, considérons le diagramme commutatif T-équivariant

^F 3' ^ P2

^w c——————> T^ ——————> F

pl! ^ .-' ^wl
Ze ' ^

Fe ^TT—Î F
C,e

où ^dénote l'application j(x) = (e, x) et où z-e dénote l'injection canonique
deFe dans F. (Par abus de notation, e dénote à la fois l'élément neutre de
G et la classe qu'il détermine dans F = G / B ) et p^\ dénote la restriction
de pi à^.) La naturalité de l'intégration sur les fibres nous fournit
l'égalité

£,oP^ =î^op^op; = ^ i | ^ o J * o ^ -£^
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carj)2°J est l'injection canonique de^ dans F. Ceci étant, le LEMME 3.4.1
permet de conclure à l'égalité entre Aw et V^ puisque T>w Gst un
homomorphisme de TV-modules, ce qui résulte de l'observation que, dans
l'égalité V^ == pi^op^ l'homomorphisme p^ respecte bien les structures de
W modules de même que p^ comme le montre un argument de topologie
algébrique élémentaire. Q

L'idée de la démonstration suivante est due à M. DEMAZURE.

Démonstration II. — Commençons par remarquer que si r^ est une
réflexion simple, on a bien Dr, = Ai- Par définition de Ai et par la
naturalité de l'intégration sur les fibres, nous avons, d'après le diagramme
r-équivariant commutatif

P2F X ^ F ——> F

pi ^Az
^ 7T(F ———> F1

l'égalité Ai = TT^ o TT^ = pi* o p^. Or il est tout à fait immédiat que
F Xjri F coïncide avec 7^, ce qui prouve notre affirmation. Ceci étant,
nous montrerons dans la suite que si ri est une réflexion simple et w est
un élément de W vérifiant w < r^w, on a l'égalité Vr.w = A-, ° ̂ w Par
itération on obtiendra T>w = A^ o • • • o Ai^ pour toute décomposition
réduite ( r^ , . . . , r^) de w, ce qui terminera la démonstration. Supposons
donc riw > w et considérons le diagramme T-équivariant (D') de la page
suivante, où q\ et q^ sont les projections habituelles du produit fibre de
7Ti et 7Ti opi respectivement. Nous avons alors

(1) V^ OV^ = 7T,* 0 TT^ 0 p^ Op^= Cl* 0 (̂  0 q^ .

Précisons la nature de la fibration ci. Sa fibre F est, par la définition
même du produit fibre, donnée comme l'ensemble des couples d'éléments
de F de la forme (g ' e^gx • e) où g ç P^ et x ç. Gw == [^^i^Bw'B
et où e dénote la clase de l'élément neutre de G dans î-'. D'autre part
l'espace T Xyz 7"̂  est constitué des triplets d'éléments de F de la forme
(g • e, gy • e, gyx • e) où g € G, y € P1 et x ç Gw L'égalité P'Gw = Gr,w
permet alors de définir un morphisme s : F Xj^i Tyj —> T^w de fibrations
au-dessus de F par <s(a,&,c) = (a,c), ce qui fournit le diagramme
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Diagramme (D')

commutatif et T-équivariant

P20Ç2

^x^T,

II résute de ce diagramme l'égalité

Cl* 0 (?2 0 Ç2)* = Cl* 0 5* 0 7T^ = 7T^ 0 TT^ = P^,

qui, avec (1), achève la démonstration de la proposition. []

Remarque. — Dans le cas où w > r^w, ces idées permettent de prouver
l'égalité T>r, o V^ = 0. En effet, on aura, contrairement au cas précédent,
P'Gw = Gw et le morphisme s sera donc à valeurs dans 7^. Ainsi, dans le
diagramme (P) précédent, la fibre de ci sera de dimension 2(lg(w) +1),
strictement plus grande que celle de 71-1, impliquant l'égalité q^ o 5* = 0,
d'où l'affirmation.

Ces raisonnements prouvent directement que pour tous wi et W2
dans W, on a (cf. PROPOSITION 3.4.1) les égalités suivantes :
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(1) P^ 0 P^ = P^^ Si lg(wiW2) = lg(Wi) + lg(w2) ;

(2) P^ o P^ = 0 autrement.

4. Liaisons avec les résultats annoncés
par B. KOSTANT et S. KUMAR

Dans cette section nous indiquons comment les développements précé-
dents expliquent les principaux résultats de la note [12] de B. KOSTANT
et S. KUMAR. Celle-ci se trouve d'ailleurs à l'origine de notre étude.

4.1. Algèbre Qw d'opérateurs sur F(W\Q).— Soit 1[W] la
Z-algèbre de W\ c'est-à-dire le Z-module libre engendré par la famille
{6w}wçw et dont le produit découle des égalités ë^ëy = ë^v- Posons
Qw = J.[W] 0 Q et munissons-le de la structure d'algèbre donnée par le
produit

(^w ̂  Cl) • (^ ̂  Q2) = S^y 0 (v~lQl)Q2•

Considérons Qw munie de la structure naturelle de Ç-module à droite
et posons suivant KOSTANT et KUMAR Cl == îîomQ(Qw,Q), module des
homomorphismes de Ç-modules à droite. Les auteurs considèrent ensuite
l'anti-automorphisme involutif a ^ o1 sur Qw défini par (Sw 0 q)1 =
Syj-i ^ w(q) et font opérer Qw sur ^ suivant la formule

(a.^)(&)=^.&),

pour tous a, b dans Qw et ^ dans Cl (cf. [12]).
Considérons Pisomorphisme de Ç-modules à droite (^) entre F(W\ Q)

et n défini par
/ (^0l)=/(w- 1 ) ,

pour tout / appartenant à F(W;Q). Un calcul élémentaire prouve le :

LEMME. — L'action de l'endomorphisme Ai sur F(W;Q) se projette
sur ^î, modulo l'isomorphisme ('), par l'action de l'élément

Xz = {-6r, -ëe)®a^

appartenant à Qw-
Résultat qui explique l'assertion suivante.

PROPOSITION 4.1.1 [12]. — Soient r^,.. .,r^ des réflexions simples
de W, l'élément x^ • • • x^^ de Qw satisfait aux conditions suivantes :

(1) si lg(r^ • • • r ^ ) = i, l'élément x^ • " x ^ seul dépend du produit
w = r^ ' ' ' r^ et non pas des compositions réduites considérées ;
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(2) si\g(r,, •••r,J < i, on a x^ • • • x ^ = 0.
Démonstration. — C'est la PROPOSITION 3.4.1, moyennant le fait que

l'action de Qw sur ïï est fidèle. Q

Notation. — Pour chaque élément w e TV, on notera x^ l'unique
élément de Qw réalisant l'action de Aw.

Remarque. — L'ensemble {xw}wew détermine une base de Qw' Une
question d'intérêt considérée par KOSTANT et KUMAR dans leur article est
la détermination de la matrice de changement de base de {6w 01} à {xw}
pour la structure de Ç-module à gauche sur Qw- Dans [12, 13] ils posent

^ w ^ ^^(^^l),^w
v<w

pour tout w e W. Au sujet des coefficients c^,, je voudrais signaler l'égalité
c^_i = q^ (cf. PROPOSITION 3.3.1) et renvoie le lecteur désireux de plus
de renseignements aux articles en question. En effet, on a les égalités :

^IJ Liyj =- -L/e 0 A^ = JL/g 0 Xyj \

(2) 8(u)=Leo(6n(S)l);
d'où l'identité avancée moyennant l'égalité (f) du paragraphe 3.3 puisque
le système {6(u)}uçw Gst libre.

4.2. Sous-module A et cohomologie de î-\ — Un objet impor-
tant de [12] et [13] est la partie A de Ci définie comme l'ensemble des
homomorphismes / satisfaisant aux deux conditions suivantes :

(a) f(x^) ç S pour tout w ç TV;
(b) fÇx^) = 0 pour presque tout w ç W.

En munissant fî de la structure d'algèbre transportée par (") de
F{W\Q)^ KOSTANT et KUMAR prouvent les résultats rassemblés dans le
théorème suivant.

THÉORÈME 4.2.1. [12, 13].
(1) A est une S-sous-algèbre de Q, ;
(2) A est un S-module libre admettant une base {£,w}wçw canonique-

ment caractérisée, pour tous v, w 6 W, par

r^)-^;
(3) A est stable sous l'action des x^ C Qw /
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(4) posons ZQ = S/S^. L'application 6 : A 0^ ZQ -> II" {F) définie
par O^ 0 1) = ̂ w, où ^w est la classe de cohomologie duale de la cellule
^w Ç f', est un isomorphisme d'algèbres graduées.

Dans (4), S^~ dénote l'idéal d'augmentation de S* et la graduation de A
est celle qui découle de l'équivalence A = H*(F) 0 5* annoncée dans (2).

Démonstration. — Soit / un élément de A. Par définition, nous savons
que f(x^) = L^(f) appartient à S et est presque toujours nul relativement
aux w G W, il existe donc un entier positif N tel que si lg(w) > 7V,
on a Lw(f) = 0. Montrons que / est nécessairement de degré borné.
Pour ceci, le plus rapide est d'utiliser Pexplicitation des L^ (sous une
forme moins précise que l'on peut obtenir facilement par induction) de la
PROPOSITION 3.3.1. Ceci permettra de prouver par récurrence sur lg(n)
que le degré de f(u) est majoré par le plus grand des degrés de la famille
finie {f(v)}\g(v)<N- En effet nous avons Ln(f) = Y^^u^ufW et donc^ si

\g(u) > N , on a

qïfW=-^qU(v),
v<iu

d'où la conclusion par hypothèse de récurrence puisque les q^ sont
homogènes de degré —Ig(^) et que q^ / 0 {cf. Remarque paragraphe 3.3).

Ainsi moyennant Pisomorphisme ("), la partie A est contenue dans
Ffy(W;S) où l'on reconnaît dans la condition (a) de sa définition la
caractérisation de l'image de l'homomorphisme 0 qui vient nous identifier
A à H^{F). On remarquera que les éléments ^w correspondent aux ^w

que nous avons définis dans le paragraphe 2.5. Enfin (3) est clair et (4)
découle de la PROPOSITION 2.4.1 (3) qui donne le diagramme commutatif

HW ———!0——— H^F)

id(g)l ,
H^)^)S ————> H ^ ^ ) ( S ) S ( S ) s S / S ^

où C est l'isomorphisme canonique de la PROPOSITION 2.5.1 et bien qu'il ne
respecte pas la structure d'algèbre, suffit pour prouver la bijectivité de 0
qui est, par ailleurs, trivialement un homomorphisme d'algèbres graduées.
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5. Appendice

Le but de cette dernière section est de décrire le procédé d'intégration
sur les fibres dans le contexte des fibrations de Serre orientables où la fibre
est munie d'une structure de CW-complexe finie. Je tiens à signaler qu'il
ne sera nullement supposé de condition de finitude de dimension sur la
base.

5.1. Image directe relative à une classe de la fibre. — Soit M
l'espace total d'une fibration orientable (c/. [14]) de base N et de fibre
F, notons TT : M —> N la projection correspondante. Supposons F munie
d'une structure de CW-complexe et soit a une classe d'homologie de F
de dimension rf, où

(1) Hd(F) est un Z-module libre;
(2) Hd+j(F) = 0 pour tout j > 1.

Ces données constituent ce que nous désignerons dans la suite par
fibration orientée (de classe a).

Le module bigradué E^9 de la suite spectrale de Leray-Serre de cette
fibration est isomorphe, en tant qu'algèbre graduée, à H*(7V; ff(F)). Par
conséquent, son terme E^ sera nul, grâce aux conditions (1) et (2) ci-
dessus, lorsque q > d. On en déduit, d'une part, que pour q > d on a
E^ = E^ = 0 pour tout r > 2, et, d'autre part, que pour r > 2 la
différentielle dr : ̂ -^^-i -, E^ est nulle. Ces remarques entraînent
l'inclusion E^ Ç E^ et nous avons donc les égalités

HP^(M) = H^^M)^ = • • . = H^ÇM)^

pour tout entier p, ainsi qu'un homomorphisme de JÏ*(7V)-modules com-
posé de

H^ÇM) -^ H^ÇM^/H^^M)^ -—— E^\

où a dénote la projection canonique.
Enfin, on a l'homomorphisme de JP (A^)-modules noté ïy de E^ ^

H^N•,Hd(F)) à valeurs dans H " ( N ) induit par o-, d'où l'application
composée :

(t) H^ÇM) ̂  H^ÇM^/H^ÇM)^ -^ H^N).

Définition. — Soit TT : M -^ N une fibration de fibre F orientée, de
classe d'homologie a de dimension d. On appelle image directe relative
à a et on note Ti-cr, l'homomorphisme de ^f*(7V)-modules gradués TT^ :
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H^M) -^ H^d(N), nul sur IP(M) pour p < d et défini par (f) pour
tout p > d.

Remarques. — Lorsque N est réduit à un point, on retrouve la
définition du cap-produit sur M habituel. En utilisant la suite spectrale
de Leray-Serre relative, on définit pareillement TT^ : H* (M, M') —>•
H ^ - ^ N . N ' ) , où M' = TT-^N').

PROPOSITION 5.1.1 . — Soit (/A,Î/) un morphisme de fibrations de la
fibration orientée TTI de fibre Fi de classe a de dimension d^, dans la
fibration orientable TT'Z de fibre F^. Supposons en plus que :

(1) Hd^(F^) est un Z-module libre;
(2) Hd^(F^) == 0 pour tout j > 1.

Notons /^ le morphisme de H^(F-^) à valeurs dans H^{F^) induit par
11. Alors

7Tl,(T ° ̂  =^ 07T2,^((T).

En particulier si F^ est de dimension finie d^ strictement majorée par d^,
on a Ti-i^ o /^* == 0.

Démonstration. — Notons (71-1, Mi, N^, Fi ) et (^2,^2,^2,^2) les fi-
brations. Les conditions (1) et (2) donnent un sens à l'application a^ du
diagramme suivant.

^+^(Mi) al ) HPÇN^H^F),) Ia ) HP(N,)

^ (I) C (II)

HP^M^) ^——^ HPÇN^H^F)^ -r^^ H^N^
La naturalité de la suite spectrale de Leray-Serre garantit la commutati-
vité du sous-diagramme (I). Enfin (II) commute aussi puisque ^ n'est autre
que l'application naturelle induite par les morphismes d'image réciproque
^ ci ^ : H^F^) ̂  H^F,) (cf. [14]). D

COROLLAIRE 5.1.1. — Soit TT : M —^ N une fibration orientée, de
fibre de classe a de dimension d > 0. Alors :

(1) ^ O T T * = O ;

(2) l'application TT* 071-0- est un endomorphisme du H* (N)-module gra-
dué H* (M), de degré —d et de carré nul.

Démonstration. — II suffit d'appliquer la proposition précédente au
morphisme de fibrations (TT, id^v) de (TT, M, N, F) dans (id^v, N, N , - ) . \]

Remarque. — Lorsque la structure de CW-complexe de la fibre F
est de dimension finie d et ne comporte qu'un nombre fini de cellules de
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dimension maximum, leurs paramétrisations déterminent des d-simplexes
singuliers dont la somme S est une d-chaîne singulière canonique. On dira
que F est un CW- complexe orienté si le bord de S est de codimension
deux modulo un bord de codimension un, i.e.

9S ç Bd-i(Fd-i) + Zd-i[Fd-2\

où Fk dénote le Â;-squelette de F. La chaîne S définit, dans ce cas, un
d-cycle non trivial du complexe sphérique associé à M et donc une classe
d'homologie a de degré d qu'on appellera la classe fondamentale du CW-
complexe orienté F. Toute fibration orientable TT de fibre F sera alors
canoniquement orientée et le morphisme d'image directe TT^ sera appelé
intégration sur les fibres et noté simplement par TT^ et même fp lorsque
la base de la fibration sera réduite à un point.

Les variétés de Schubert de G / B et de G / P ^ admettent une structure
canonique de CW-complexes ne possédant pas de cellule de dimension
impaire ; celle-ci les rend donc automatiquement orientées. On remarquera
que dans ce cas, l'orientation obtenue est précisément celle associée à la
structure complexe des cellules de Bruhat.

Dans la section suivante on précisera le comportement de l'intégration
sur les fibres lors des compositions de fibrations.

5.2. Factorisation de l'intégration sur les fibres.

LEMME 5.2.1. — Soit TT : F —> F'2 une fibration orientable de fibre
FI. Supposons les espaces F, Fi et F^ munis de structures de CW-
complexes finies de dimensions d, à\ et d^ respectivement. Il existe alors
deux isomorphismes canoniques :

(a) Hd(F) = H^) ̂  Hd,(Fi) ;
(b) I I d ( F ) = I I d 2 ( F ^ H d l ( F ^ ) .
Démonstration. — Construisons, dans un premier temps, l'isomorphis-

me (b). Dans la suite spectrale pour la fibration TT le terme
E^ = IIP{F^Hq(F^)) est nul si q > di ou si p > d^ puisque, dans
la suite exacte courte

0—Ext1^-^);^^)) -^H^F^H^F,)) -^
^Hom(^(F2);^(Fi))-^0,

Hp-i{F^) est libre et HpÇF^) est nul si p > d^. Par conséquent

( f f ) E^ = 0 pour tout 2 < r < oc et tout p > d^ ou q > di.
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Ainsi les différentielles des suites

__^. J^d2—r,di+r-l T ^ pd^.di r vd^-\-r,d-i -r+1

sont toutes nulles pour r > 2 d'où il résulte E^^ = H^ (F^; H^ (F^}}.
Or les quotients successifs du module filtré H771 (F),, sont les E^-T et,
d'après ( f f ) , seront tous nuls si m > d^+d^. Mais, lorsque m = d^ +^2, il
n'y a qu'un seul terme éventuellement non nul, savoir E^^1. On conclut,
d'une part, que d = d^ + d^ et, d'autre part, que Hd(F) = E^, ce qui
prouve notre assertion.

Par un argument parfaitement dual, on obtient un isomorphisme
Hd(F) = H^(F^H^(F^)). En considérant la suite exacte courte

0 —. J^(F2) 0 HdAFi) -^ H^ (F2;^(Fi)) -^

^Tori(^_i(F2);^(Fi)) -^0,

il résulte un isomorphisme Hd,(F^Hd, (FI )) = ̂ (^)^^(Fi) puisque
Hdi(Fi) est sans torsion. []

COROLLAIRE 5.2.1. — Soient 71-1 et TT^ deux fibrations orientables de
fibres Fi et F^ et de dimensions d^ et d^ respectivement. Supposons en
plus que la base de 71-1 coïncide avec l'espace total de ̂ . Notons F la
fibre de la fibration composée TT^ o 71-1 et d sa dimension. On a alors un
isomorphisme canonique Hd(F) = H^(F^) (g) H^ÇF^).

Démonstration. — II suffit de remarquer que la fibration induite
TT-I : F —^ F^ de fibre Fi est orientable puisque l'action du groupe
fondamental II^Fs) sur H^(F^) se factorise par celle, triviale, de IIi(Mi)
où MI dénote l'espace total de la fibration 71-1. On applique alors le lemme
précédent. []

La proposition suivante joue un rôle important dans les démonstrations
des PROPOSITIONS 3.2.1 et 3.7.1.

PROPOSITION 5.2.1. — SOÙTT une fibration orientée de classe fonda-
mentale a. Considérons une factorisation TT = TT^ o 71-1, où 71-1 et ̂  sont
des fibrations orientées de classes fondamentales o-i et 0-2 respectivement.
Supposons que, moyennant l'isomorphisme du corollaire précédent, on ait
(7=0-200-1 . Alors, on a la factorisation d'intégrations sur les fibres

7r* = 7T2,* ° 71-1,*.

Démonstration. — Commençons par fixer la notation à M^M^^N
et soient F, Fi, F2 les fibres de TT, TT-I et 7T2 respectivement. Posons
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ip = 7T+ —7r2,+ °7Ti^ et notons ^p sa restriction à HPÇM). Cette restriction
est à valeurs dans HP~d(N), où d dénote la dimension de F. Notons di
et d^ les dimensions respectives de F\ et ^2 et supposons, dans un premier
temps, que N est de dimension finie m. Des raisonnements élémentaires
de dimension montrent déjà que ^p sera nulle pour tout p < d et pour
tout p > d + m. Un peu moins évident est le fait que çp^171 est nul. En
appliquant le LEMME 5.2.1, on a, pour la fibration TT, Pisomorphisme

(a) H^ÇM) = ff^ (N; H^F)),

et, pour les fibrations 71-1 et 7r2, Pisomorphisme

(b) H^^^ÇM) ̂ Hd2^m{M^Hd^F^}
= H771 {N; H^ (F2 ; H^ (Fi )) ).

L'action de TT^ se lit sur (a) comme celle de a et celle de ^2,* 071-1^ sur (6)
comme celle de a^ 0 o-i G H^(F^) ̂  Hd^(Fi). Une nouvelle application
du LEMME 5.2.1 permet alors de conclure.

Nous prouvons maintenant par récurrence sur m que ip est identique-
ment nulle sur une base de dimension finie m, ce qui, compte tenu des re-
marques précédentes, se réduit à vérifier que ̂ p = 0 lorsque d < p < d-\-m.
Dans le cas particulier où m = 0, la question est déjà réglée. Supposons
alors (p nulle sur une base de dimension majorée par m — 1 et soit N
de dimension m. Notons N ' le (m — l)-squelette de N et considérons la
suite exacte longue d'homologie pour la paire ( N ^ N ' ) . Appliquons-lui (^.
Grâce à la naturalité de Pintégration sur les fibres, on a le diagramme
commutatif :

HPÇM.M') ————> HP(M) ——> HPÇM'

^p \ ̂ p <pP=o

HP^ÇN, N ' ) = 0 ——. HP-^N) -—^ H P - ^ N ' )

où M' = 7T~l(Nf) et où z* est le morphisme associé à la restriction de N
à N ' . Ici, la flèche ^p de droite est nulle par hypothèse de récurrence et
H P ~ d ( N , N f ) est aussi nul puisqu'on suppose p — d < m. Ces remarques
impliquent que î* est injective, ce qui entraîne la nullité de ̂ p : HP (M) —>
HP^ÇN).
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Le cas où N n'est pas de dimension finie résulte d'un argument évident
par limite inductive.

5.3. Intégration sur les fibres en cohomologie équivariante.
Soit TT : M —> N une fibration orientée de fibre F de dimension d, soit
T un groupe compact, non nécessairement commutatif, et supposons M
et N munis de structures de r-espaces rendant la fibration r-équivariante.
Cette seule donnée supplémentaire va nous permettre de définir une
opération d'intégration sur les fibres :

^ : HT(M) — ̂ -W,

homomorphisme de H^{N)-modu[es gradués, qui coïncide avec celle défi-
nie dans la section 5.1 lorsque T = {e}.

En effet, en posant 7r([p,?n]) = [p,7r(m)], on obtient une fibration
TT : ET x7^ M —>• ET x7^ N de fibre F qui est orientable puisque l'on
a le morphisme de fibrations de base BT

M ————> ET^M ———> BT

id

N ———> ET ^ N ————> BT.

On sait, par la longue suite exacte d'homotopie, que le groupe fondamental
IIi(A^) se surjecte sur ~^.^(ETxTN). Cela implique que l'action de ce
dernier est facteur de l'action (triviale par hypothèse) de IIi(7V). La
fibration TT est donc orientée et donne lieu à l'opération d'intégration sur
les fibres en cohomologie équivariante en question.

Remarque. — En ajoutant aux données de la PROPOSITION 5.2.1 des
structures de T-espaces de façon à rendre les fibrations concernées T-
équi variantes, la conclusion reste vraie en cohomologie équivariante.

5.4. Le cas différentiable. — Soit maintenant M un CW-complexe
orienté de dimension d muni d'une structure de T-espace. La fibration
équivariante M —>• {•} donne lieu à un homomorphisme de Tï^^-modules
gradués

( ^(M)-^-^.),
JM1 M

s'interprétant dans le contexte différentiel grâce aux éléments décrits dans
les paragraphes suivants.
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5.4.1. — Supposons jusqu'à la fin de cette section le groupe T
connexe et d'algèbre de Lie t. Supposons aussi l'espace M muni d'une
structure de variété différentiable, compacte et orientée de dimension d,
sur laquelle T opère différentiablement à gauche. Notons (n*(M),c?) le
complexe des formes différentielles sur M à valeurs dans le corps des
nombres complexes C et S*^(C) l'algèbre des applications polynômes sur
t à valeurs dans C, graduée par la graduation double de la graduation
habituelle. Considérons sur ^^(F) et sur Q*(M) les structures de T-
algèbres naturelles et soit ^^(r^f^M) leur produit tensoriel. Notons
[^^(F) ® ̂ (M)^ la sous-algèbre bigraduée des éléments T-invariants.
Celle-ci, munie de la graduation totale, notée f^(M), est l'algèbre des
formes différentielles T-équivariantes sur M. Ses éléments s'interprètent
comme formes différentielles ^(Y) sur M dépendant polynomialement
d'un paramètre Y ç. i et vérifiant la condition d'équivariance t • ^(Y) =
fi(t • Y), pour tous t ç T et Y ç t. Cette algèbre est munie d'une
antidérivation 6 de carré nul définie par

(^)(V) = d(^(Y)) + 27r^î c(Y)^(Y)^

où d et c(Y) dénotent respectivement la différentielle extérieure et la
contraction par le champ de vecteurs associé à l'action infinitésimale de
Y sur M (cf. [9], [7]). Le couple (^(M),6) est donc un complexe et l'on
doit à H. CARTAN ([9]) le fait que son homologie s'identifie canoniquement
à la cohomologie T-équivariante de M à coefficients complexes.

5.4.2. Suites spectrales. — La filtration (BTn)n>o du classifiant
de T par les n-squelettes induit une filtration (ETn)n>o du fibre uni-
versel en posant ETn = p^ÇBTn). Il en résulte la filtration croissante
(ET^ x7^ M)n>o de l'espace ET x7^ M, filtration qui donne lieu à la suite
spectrale de Leray-Serre associée à la fibration ET x7^ M —^ BT

E^ =^(Br;^(M;A)) =^11^\M; A),

où A dénote un module de coefficients. En particulier, si A = C, nous
avons

E^ =^(er;c)0^(M;c).
Dans ce cas nous disposons aussi du complexe des formes différentielles
T-équivariantes que nous allons filtrer par le degré polynôme en posant

(^^^^^^(^^^(M)]71,
P<Q
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ce qui fournit une suite spectrale du premier quadrant pour laquelle à\ = 0
et dont le terme E^ s'identifie trivialement à SP/2(€)T ^) H(1(M',C). On
remarquera que d'après l'identification de S*^2^)71 à ^f*(M; C) ([8]), on a
un isomorphisme canonique entre les termes E^ des deux suites spectrales
considérées. Les techniques developées par H. CARTAN dans [9] permettent
de préciser cette remarque en prouvant que cet isomorphisme est, en fait,
le reflet d'un isomorphisme global des suites considérées dont l'intérêt est
de fournir un lien entre les aspects purement algébriques et différentiels
de nos considérations. La proposition suivante, qui intervient de manière
essentielle dans les démonstrations de la section 3, en découle.

PROPOSITION 5.4.2. — Soit M une T-variété différentiable de di-
mension d, compacte, connexe et orientée. L'application JM de f^(M) à
valeurs dans n^-) = ̂ -^(r)"\ définie par JM^(Y)) = f^^(Y)
(ici le symbole J,. dénote l'intégration ordinaire) induit en cohomolo-
gie T-équivariante un homomorphisme de S'^(F)71-modules gradués qui
coïncide avec l'opération d'intégration sur les fibres associée à la fibration
T-équivariante M —> {•} moyennant l'identification canonique de H^(-; C)
etS^2^.

Démonstration. — L'application JM est évidemment un homomor-
phisme de complexes filtrés (par le degré polynôme) de degré total —d
et induit donc un homomorphisme des suites spectrales associées qui
est nul sur les termes E^ lorsque q < d , et qui vaut 1 0 f^ sur
SP^2(iv)T 0 Hd{M). On reconnaît ainsi, moyennant l'identification des
suites spectrales, la définition de l'intégration sur les fibres de la sec-
tion 5.1. D

5.5 Evaluation à l'origine. — Considérons à nouveau le terme
E^ de la suite spectrale associée à la fibration ET x7^ M —> BT.
Les applications dr : E^r'q^r~~l —> E0^, qui sont évidemment nulles,
garantissent que E^ Ç E^ EE H^BT-.H^M)) = H^M). On en déduit
un homomorphisme d'algèbres vo(M) : H^(M) —> H " (M), défini par la
composition

H^(M) —— ^Wo/^rWi c—— ^*(M),

que l'on appelle évaluation à l'origine. C'est par ailleurs l'homomorphisme
induit en cohomologie par la fibration canonique y{M) : ET x M —>
ET X r M .

COROLLAIRE 5.5.1. — Les opérations d'intégration sur les fibres et
d'évaluation à l'origine commutent.
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Démonstration. — Soit TT : M —^ N une fibration T-équivariante
orientée de fibre F. Ce corollaire est une conséquence immédiate de la
PROPOSITION 5.1.1 appliquée au morphisme de fibrations (î^(M),v(N))
de (id x TT.ET x M,ET x N) dans (TT.ET XT M,ET XT N), qui donne
l'égalité vo(N) o TT^ = TT^ o vo(M). []

Nous terminons cet appendice de rappels en justifiant, dans le lemme
suivant, la terminologie dévaluation à l'origine pour l'application VQ.

LEMME 5.5.1. — Soit M une T'-variété différentiable. Notons e
l'application de (^(M),^) à valeurs dans (0*(M),d) définie par la
condition e(p,(Y)) = /^(O). L'application e passe en cohomologie où elle
définit un homomorphisme d'algèbres qui coïncide avec VQ^M).

Démonstration. — L'application e est clairement un homomorphisme
d'algèbres différentielles et passe donc bien en cohomologie. Munissons
n^(M) de sa filtration par degrés polynôme et fî*(M) de celle définie
par Q^(M)o = 0*(M) et f^(M)i = 0. L'homomorphisme 6 respecte ces
filtrations et définit un morphisme sur les suites spectrales associées, È
et E respectivement, où nous avons le diagramme commutatif suivant

È^
n

E0^ ^H^M)

È^ ^S0^ 0H^M) E^ =H^M)

62 dénotant l'application évidente. On retrouve ainsi la définition de Vo(M)
donnée plus haut. []
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