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Sur une généralisation de la théorie des fractions continues
algébriques; par M. G. HUMBERT.

[Suite («) ] .

(Séance du a juillet 1880.)

Remarque. -— On démontrerait de la même manière que, si des
polynômes R( (.r), Rs(*r )^ . . . ,R,, {x), de degrés quelconques, sa-
tisfont à la même relation que les polynômes P(^), à savoir

f l^^)Ill(^)iï^-l)^(^)^^l•(
3'»

/» •rn •jr / \

^ .^^(sîn^^^^tsW^^o,
t/ " ' n -l v /

la somme du nombre des racines de R < ( ^ ) comprises entre x^
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et .TI, du nombre des racines de Ra(^) comprises entre x^ et^_., etc.,
du nombre des racines de R//(^) comprises entre x,^^ et x,^ est
au moins égale à mn.

Plus généralement, en désignant par f(z) une fonction qui ne
change pas de signe entre XQ et x\^ entre x^ et x^ etc., entre *r//_i
et .z*,/, si on a la relation

/ / (3)Rl(z)P , (^ /3+. . .+ ( "/(3)R,(.)P,
«A-.. ^.r.,.-,

» ,̂

où P^(^) désigne un polynôme quelconque, au plus de degré p., on
en conclut que la somme du nombre des racines de Ri (2) comprises
entre XQ elx^ etc., du nombre des racines de R,,(^) comprises
entre x,i_\ et x,^ est au moins p.—n •+- 2. Ce théorème ne cesse
d'être vrai que si tous les polynômes R(-s) sont nuls.

Dans le cas de n == 2, par exemple, si l'on a

r/(3)R^)P,(.)^4- ( / (^)R,( . )P,(3)^==o,
»7 ^ ^ «/; .A-

la somme du nombre des racines de Ri(^) comprises entre x^
et x\ et du nombre des racines de Rg^) comprises entre x\ et^
est au moins égale à p..

Si la somme des degrés de R , ( ^ ) et de Ra^) était inférieure
à p., il est clair que le théorème précédent donnerait un résultat
absurde ; on en conclut alors que

R i ( s ) = o ,
R,(3)==0 .

Même conclusion dans le cas général si la somme des degrés des
polynômes R(^) était inférieure à p. — n 4- 2.

THÉORÈME II .—Les polynômes Pi(^), P^),.. . ,Vn{x) satis-
font à une équation différentielle d'ordre n + i, dans laquelle

cfv-Y
le coefficient d'une dérivée quelconque —— est un polynôme en-

tier en x^ de degré y..
On a en effet

^ ) P < f ^ ^ I L „ , 4 - • ) / , - . f ^ ) ^ = = o ;v F^ZéJ. -^ - t [ ^ ) i l ( m + l ) n - î [ ^ } t
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on en conclut

V f \^z)P\(z)îl^,{z)^==o,v̂
en désignant par P^ (^) la dérivée de Pi(^) e( par II,,^_2(^) un po-
lynôme entier en z quelconque, de degré inférieur ou égal à mn — 2.

On a en effet, après une intégration par parties,

y r 'K(3)p^)n,^_,(3}^
=^[K(^)P,(3)n^^)K-]^ 'Pi^MR^n,,,^)].

Or

^A1P,(^)<R(3)^„^(3)]
^^•0

r=^ lp,(^^[^I^_,A(.)+^,,^(3)G(.)].

Mais le polynôme entre crochets

ï}!mn-^}^)•^^mn-^)Q[^^7.[^

esl au plus de degré (m 4- i ) /z— 2; donc la somme

sr^'^^'"-
sera nulle, en vertu de la relation fondamentale.

D^ailleurs, la fonction

K[z)P,{z]n^[z)

s'annule avec K(5) pour les valeurs

Z===.KQ, 3==:.ri, . . . , 3=--^;

il reste donc

^f ̂ W^n^^d^o.
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On aura de même

sr K(z)A(z)P ' ; (2)n^_i )»_ , (3)^=u,

et en général

V f 'K^.i-^P'r'i^n^),,-^)^^.
^—•" js-y

Ce sont ces relations qiii vont nous donner la démonstration du
théorème énoncé.

Pour simplifier les calculs, je donnerai cette démonstration dans
le cas de n == 2; on verra aisément que la démonstration est géné-
rale.

Je remarque d'abord que de la relation

Y f ̂ ^^wr^^^n-^^)^^^
•——^.r,,

ie puis déduire, puisque K(^) s'annule pour z == XQ^ x^ . . . , x,^

V ( l<R(^A^(^P^)(^]^(„^^(3)==o.
—— ̂ •o

Les II désignent toujours des polynômes quelconques de degré
égal ou inférieur à Findice.

Dans le cas de n == 2, considérons les trois équations

/^E^P1^^2"•(^)</^4-/""l^pî(^)^ÎOT(a)</^=o•
( K(2)P',(a)n,,,._,(^(fc4- f K(2)P,(a)n, , , ._,(2)<fa==o,

«'•r* "r,

F l<K(^)A^)P";(^)J^„„_,(sW^
^-'t

-r- f 'r/[K(z)A(a)P',(3)]n,,, , . ,(2)rfa=0.
t/ ^l



Dans la première de ces équations, posons

11^(3] ==C^)r4,,_3^),

ce qui est possible, puisque A(^) est du troisième degré (G désigne
une constante arbitraire); dans la seconde, posons

r 4 , , _ 2 ( 3 ) = = ( A ^ + B ) ( z ) n ^ ^ ,

et ajoutons les trois équations : il vient

^f^W^(^^^)^-[o^)+^W\(^
+(A^B)P^3)+-CP,(^jn^3^)=o.

La fonction entre accolades est un polynôme de degré 771 au plus ;
il en est de même de la fonction analogue en PîÇz), qui ne diffère
de celle qui est écrite que par la substitution de P^^) à P, (s).

Soient
P^z) = Aoz'11-^ Aiz7"-1 4- A^-2-^ . . . ,
PS ( z ) == B '̂" .4- Bi^-1 4- B^7"-2 4- . . . ,
^z) =(^-..ro)(^-^)(^-.r,)

et

0(^)=^Da:Î^E.v-+-F.

Le coefficient du terme en sm dans la première fonction sera

A o [ w ( w — i ) ( w — 2) 4- (D 4 - 3 ) 7 w ( w — i )4-A/ / i4-Cj .

Dans la seconde, ce sera Bo, multiplie par le même facteur.
De même, le coefficient du terme en ^w-1 sera, dans la première

fonction, de la forme

A o ( ^ A 4- ^B4-cC4-^) 4- A^ (a1 A 4- &'B 4- c'C 4- cl'},

a, &, c, d, a', 6', c1, d1 étant des constantes faciles à former et dont
quelques-unes peuvent être nulles.

Dans la seconde fonction, ce coefficient aura la même forme; il
suffira de remplacer Ao par Bo et A, par B<.

Or nous pouvons disposer des coefficients A, B, C de manière à
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satisfaire aux trois équations

m[m — i ) ( w — 2 ) 4 - (.0+3 ) / / / ( / / ; — i ) 4- A w + C ===.(),

a A + ./» B + c C 4- ^ -= o,

^/'A 4- //B -4- 6-'C 4- ̂ = o.

Dans ce cas, la fonction

A ( 3 ) P / ; ( z ; + [ G ( ^ ) + A ' ( ^ ] P ^ 3 ) + ( A ^ + B ) P \ ( 3 ) + C l ^ ( 3 )

sera au plus de degré m — 2.
Il en sera de même de la fonction analogue en P^).
Désignons pour un instant ces fonctions par Ri (^) et B.2(^)î on

a trouvé

F R(3)Rl(3)n^_3(^/34- Ç 'K(^R,(3)I4,,_3(3)^=0.

«Ao */«,

Or, d'après une remarque faite plus haut, la somme du nombre
des racines de R, ( z ) comprises entre x^ et x^ et du nombre des
racines de Ra^) comprises entre x^ et x^ est au moins égale
à im —3. Mais, ces deux polynômes étant au plus de degré/n—a,
cette proposition est absurde, il faut donc conclure que l'on a

R l ( 3 ) = 0 , R , ( 3 ) = 0

ou

^Wt3) + [G(^) + ̂ W'^} + (A^+ B)j'(^) + Cr(3) = o,

y désignant Fun des polynômes P<(^) , P2(^)- Cette relation dé-
montre le théorème énoncé.

Dans le cas général, on donnerait du théorème II une démon-
stration tout à fait analogue et on arriverait à une équation de la
forme indiquée.

Détermination de A, B, G. — Les équations qui déterminent
ces constantes sont, en posant

A == a.c3 -\-fi^xï-^• y.r -+- (î,
G^D.^-4-E.r -+-F,

y.m ( m — i ) ( m — 2 ) -+- ( D -+- 3 a ) m ( m — î ) -4- A//. 4- C == o,

a ( m — î } ( m •— î ) ( m — 3 )
-4- ( D -t- 3a ) (w — ï ) ( m — 2) 4- A ( / 7 2 — i ) 4- C == o,

S w ( / 7 / —- i ) ( w — 2) -4- (E 4- 2 ̂  }ïn[m. — î ) + Bm == o.
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On suppose m^ 2.
Le déterminant des inconnues, étant

m o t
ni — i o i

o m o

n'est nul que si m= o, c'est-à-dire si les polynômes P<(^) etPa^^1)
sont des constantes ; mais alors les équations précédentes ne s'ap-
pliquent pas. On aurait dans ce cas G == o, quels que soient A
et B, ce qui est évident a priori.

(A suivre.)


