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SUR LES REPRESENTATIONS NON RAMIFIEES
DES GROUPES REDUCTIFS p-ADIQUES;
L’EXEMPLE DE GSp(4)

PAR
FraNgois RODIER (*)

RESUME. — On étudie les représentations irréductibles non ramifiées des groupes
réductifs déployés sur un corps local. Dans le cas de GSp(4), on les détermine toutes,
et on étudie certaines de leurs propriétés.

ABSTRACT. — The irreductible unramified representations of p-adic split groups
are studied. For GSp(4), they are all determined, and certain properties are investiga-
ted.

1. Introduction

Dans ce travail, on étudie les représentations irréductibles non ramifiées
des groupes réductifs déployés sur un corps local.

Pour les groupes GL(n), ces représentations ont été classifiées par I.N.
BERNSTEIN et A.V. ZELEVINSKII (cf. [B-Z], [Z]). Dans le cas des groupes
réductifs déployés en général, j’ai classifié dans un travail antérieur les
représentations irréductibles non ramifiées associées a des caracteéres régu-
liers (cf. [R2]). D’autres exemples ont été construits par G. LuszTIG pour
des groupes simples de type adjoint (cf. [L]), et par A. BoreL (cf. [Bo]).

Enfin récemment, V. GINSBURG d’une part, D. KAZHDAN et G. LuszTiG
d’autre part ont donné une construction générale de toutes ces représen-
tations (cf. [G], [K-L]).

Ici, on construit de telles représentations par une méthode élémentaire
fondée sur les formules de I.G. MACDONALD sur les fonctions sphériques,
ainsi qu’une involution construite par N. IwaHoRI et H. MaTsuMoTo. On
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16 F. RODIER

applique cette construction en déterminant la classification des représenta-
tions irréductibles non ramifiées de GSp(4). En outre, parmi ces représen-
tations, on détermine celles qui ont un modele de Whittaker et celles qui
sont unitaires.

Voici plus précisément le contenu de ce travail. Aprés un premier para-
graphe de généralités (paragraphe 2), on applique les résultats de [R2] &
la classification des représentations irréductibles non ramifiées régulieres
de GSp(4) (paragraphe 3), puis on détermine les séries réductibles et
non réguliéres (paragraphe 4). Dans le paragraphe 5, on étudie pour un
groupe G semi-simple quelconque des représentations irréductibles non
ramifiées associées a certains caractéres non réguliers. Il s’agit essentielle-
ment de déterminer leur module de Jacquet (c¢f. ProposiTIONS 10 et 13).
Cette construction permet de retrouver en particulier les représentations
construites par G. LuszTic dans [L]. Elle est appliquée au paragraphe 6
au cas de GSp(4). Dans le paragraphe 7, on étudie certaines propriétés des
représentations construites : modele de Whittaker, unitarité, représenta-
tions de carré intégrable, tempérées.

2. Définitions, généralités

2.1. Le groupe GSp(4). — Soit k un corps local non archimédien. On
note O ’anneau des entiers de k, p I'idéal maximal de O, w un élément
premier dans O, ¢q le nombre d’éléments du corps résiduel O /p de k, val
la valuation de k d’image Z, et |z| la valeur absolue d’un élément = de
k normalisée par || = ¢~ *2!%. On note sgn le caractére de k* (ou de
k* /k*2) donné par sgn(z) = (—1)*2!<,

On note G le groupe GSp(4, k) formé des matrices carrées g d’ordre 4
telles que

tgJg € k*J
ou J est la matrice
0 0 01
0 0 10
J= 0 -1 00
-1 0 0 O

Sige G, on note v(g) le scalaire tel que
tgJg = v(g)J.

On note P le _sous-groupe de G formé des matrices_triangulaires
supérieures dans G : c’est un sous-groupe de Borel de G. On note T
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LES REPRESENTATIONS DES GROUPES p-ADIQUES 17

le sous-goupe de G formé des matrices diagonales dans é c’est-a-dire
des matrices dlag(a b,c,d) avec ad = bc : c’est un tore déployé maximal
dans G. On note U le sous-groupe de P formé des matrices triangulaires
supérieures strictes : c’est le radical unipotent de P.

On note B le sous-groupe de G formé des matrices dont les coefficients
au-dessus de la diagonale (resp. sur la diagonale, resp. en dessous de la
diagonale) sont dans O (resp. dans O, resp. dans p) : c’est un sous-
groupe d’Iwahori de G.

Soit Z le sous-groupe de G formé des matrices scalaires. On note G le
groupe PGSp(4, k), quotient de G par Z. On note P, T, B, U les images de
P, f, B , U dans G : ce sont respectivement un sous-groupe de Borel, un
tore déployé maximal, un sous-groupe d’Iwahori de G, le radical unipotent
de P. Le caractére U de G passe aux quotients et définit un caractére v
de G a valeurs dans k™ /k*2.

Soit X(T) 'ensemble des caractéres rationnels de 7. On note A le
systéeme des racines de G par rapport a T'. Les racines simples associées
au sous-groupe de Borel P sont les racines a (courte) et 3 (longue) données
respectivement par :

a(t) =ab™! et B(t) = be!

si t est un élément de T représenté par la matrice diag(a, b, ¢, d).
On note W le groupe de Weyl de ce systéme de racines. Il opére sur
Pespace vectoriel réel Xg(T) = X(T') ®z R. Il comprend huit éléments :
e : élément neutre,
w, : symétrie associée & chacune des 4 racines positives 7,
wy : rotations d’angle +7/2 (w4 (a) = a + B),
wq : symétrie par rapport a lorigine.

Si v € A, on note ¥ la coracine associée : c’est une forme linéaire sur
Xr(T). Soit X,(T') 'ensemble des sous-groupes & un parameétre rationnels
de T :

X.(T) = Homyy; (K>, T).

Il y a une forme bilinéaire canonique sur X (7T') X X.(T') qui permet
d’associer & chaque coracine 4 un sous-groupe & un parametre t; de T :
sia€ kX et we X(T), on aw(ts(a)) =a?). On note a, = t5(w).

2.2. Les représentations lisses. — Rappelons quelques définitions
sur les représentations considérées ici (cf. [R2]).

Soit H un groupe localement compact totalement discontinu. Une
représentation lisse m de H dans un espace vectoriel complexe V est un
homomorphisme de H dans Aut V tel que le fixateur de tout élément de
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18 F. RODIER

V soit un sous-groupe ouvert de H. Une représentation de dimension 1 de
H sera dite un caractére complezxe, ou plus simplement un caractére, s’il
n’y a pas risque de confondre avec les caractéres rationnels.

Le procédé d’induction permet de construire des représentations. Sup-
posons H unimodulaire, et soit H; un sous-groupe fermé de H, et o une
représention lisse de H; dans un espace V. Notons ppy, la racine carrée
positive de la fonction module de H; (c’est ’homomorphisme de H; dans
R tel que, si dh est une mesure de Haar & gauche sur G, alors p%,l dh est
une mesure de Haar & droite). Alors le groupe H opeére par translations a
droite dans ’espace des fonctions f sur H & valeurs dans V vérifiant :

(i) f(hg) = pu,(h)o(h)f(g9) si he€Hy, g€ H;
(ii) f est localement constante et & support compact modulo Hj.

On définit ainsi une représentation lisse de H, dite représentation induite
par o, et on la note Indg1 .

Si une représentation m de H admet une suite de composition dont les
quotients sont 7y, ..., 7, on dira que 7 est composée de my,..., T, et que
m1,..., T sont les composants de . On notera 7 la contragrédiente d’une
représentation .

.3. Modules de Jacquet. — On considérera dans la suite les
modules de Jacquet relatifs au sous-groupe de Borel P de G.

Soit 7 une représentation lisse de G dans un espace V. On note Vj;
I’espace des coinvariants de V sous U : c’est le quotient de V par le sous-
espace engendré par les éléments w(u)r — z avec u € U et ¢ € V. Par
passage au quotient, la restriction de 7w & P induit une représentation lisse
my de P dans Vy, triviale sur U. Le module de Jacquet R(m) s’obtient en
tordant 7y par pp' : R(T) = Ty ® pp’.

2.4. Les représentations non ramifiées.

Définition. — Une représentation lisse irréductible = de G (resp. G‘)
est dite non ramifiée si elle admet un élément non nul invariant par le
sous-groupe d’Iwahori B (resp. B) de G (resp. G).

La proposition suivante permet de ramener I’étude des représentations
non-ramifiées de G a celles de G.

PROPOSITION 1. — Soit 7 une représentation non ramifiée irréductible
de G. Alors il existe un caractére compleze non ramifié £ de G tel que T®¢
soit triviale sur Z.

Démonstration. — C’est clair.

On a la caractérisation suivante des représentations non ramifiées de G.
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PROPOSITION 2. — Les représentations non ramifiées de G sont les
composants irréductibles des représentations Indg X induites a partir d’un
caractére x non ramifié d’un sous-groupe de Borel.

Démonstration. — C’est la proposition 2.6. de [C3].

Par la suite, on notera :
I(x) = Ind§ x.

Donnons un critére d’irréductibilité pour les représentations I(x). Si x est
un caractére non ramifié de T', on note W () le stabilisateur de x dans W.
Le groupe W(x) contient le sous-groupe W,, engendré par les réflexions
w,, correspondant aux racines « telles que x(aq) = 1.

PROPOSITION 3. — Pour que la représentation I(x) soit irréductible,
il faut et il suffit que W (x) = Wy, et que, pour toute racine a, x(aq) # q.

Démonstration. — C’est la proposition 4.2. de [M].
La proposition suivante nous donne un premier résultat sur I(x).

PROPOSITION 4. — La représentation I(x) est de longueur finie. Si
w € W, les représentations I(x) et I(x™) ont des suites de Jordan-Hoélder
équivalentes.

Démonstration. — cf. [B-Z] ou [Ca] ou [C1].

2.5. Décomposition polaire des caractéres. — Si x est un
caractere complexe de T, il se décompose de maniére unique en produit de
deux caracteres, YR a valeurs réelles positives et xy unitaire. L’application
& — |€|k induit une injection de I’ensemble X (T') des caractéres rationnels
de T dans ’ensemble Hom(7',R*) des caractéres réels positifs de T. On
vérifie facilement que cette injection se prolonge en un isomorphisme :

X(T) ® R — Hom(T,R™).

On notera A, I'image réciproque de xr par cet isomorphisme. Si v est une
racine, on a en particulier :

Xr(ay) = ¢~
D’aprés la PROPOSITION 4, toute représentation non ramifiée de G est
un composant d’une représentation I(x) telle que A, soit dans ’'adhérence

de la chambre de Weyl positive dans X (T') ®z R. C’est ce qu’on supposera
par la suite. Cela revient a dire :

Ix(aa)| <1 et |x(ap)| < 1.

(FAx)
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20 F. RODIER

3. Les séries principales réguliéres

Dans ce paragraphe, on étudie la décomposition de la représentation
I(x) dans le cas ou x est régulier.

On suppose dans ce paragraphe que x est régulier, c’est-a-dire que
le stabilisateur de x dans W est réduit a I’élément neutre. Alors, la
décomposition de I(x) est donnée par le théoreme de [R2]. Soit S
'ensemble des racines v telles que x(a,) = ¢~ L.

Si S = 0, alors I(x) est irréductible. Si S = {7}, alors une suite de
Jordan-Hoélder de I(x) contient deux termes, qui ont respectivement pour
module de Jacquet :

P vx) e P wr.

w(y)>0 w(y)<0

Si S a deux éléments, alors I(x) est composée de quatre représentations
non équivalentes. Comme A, est dans la chambre de Weyl dominante de
xRr(T) et vérifie (¥, A\y) = 1 pour au moins deux racines v, A, ne peut étre
qu’un des éléments suivants : 2a + 36/2, a + 8, a + /2.

Premier cas : Ay, = 2a + 36/2. — Alors on a S = {a,3} et on
vérifie facilement que x est égal a pp ou a pp.sgnov. La représentation
I(pp) admet quatre composants irréductibles : la représentation triviale,
la représentation de Steinberg (cf. [C2]), et deux autres sous-quotients
ayant respectivement pour module de Jacquet (on a noté ici w=!(pp) ce
qui était noté p dans [R2]; en particulier w_(pp) = pp') :

wa(pp) ® w—(pp) ® waatp(pp) et wp(pp) ® wi(pp) ® warp(pp)-

La représentation I(pp.sgnov) est composée des mémes représentations,
tordues par le caractere sgnov de G.

Deuzxiéme cas : A\, = a + . — Dans ce cas, S = {8,2a + 8}
Comme on a & = (2a + 3) — 3, on a a, = aga+ﬁagl, donc x(aq) =
x(@a2a+8)x(ag) ™! = 1 et donc wa(x) = X, ce qui montre que dans ce cas,
X he peut pas étre régulier.

Troisiéme cas : Ay, = a + (/2. — Dans ce cas, x est de la forme
x(t) = [t2+P|1/2xy(t) et on a S C {a,2a + B,a + B}. Les cas on
2a + B € S s’excluent immédiatement comme dans le cas précédent. Il
reste donc S = {a, a + G}, ce qui implique xy(aq) = xv(@a+s) = 1. On
a done xu(a3) = xv(aars)xu(az!) = 1 car § = ((a + ) — d)/2. Si
xu(ag) = 1,on a x(ag) = 1 et le caractére x n’est pas régulier. On a donc
xu(ag) = —1, et le caractére x est de la forme

X/(t) — lt2a+ﬂ,l/2 sgn e ou X/I(t) — |t20+ﬂ|1/2 sgn ta+ﬂ‘
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Notons que ces deux caractéres sont dans la méme orbite par W :
on a X' = wgx”. La représentation I(x) admet quatre composants
irréductibles, qui admettent respectivement pour module de Jacquet (cf.
exemple V.3 de [R2]) :

XOwgX; WaXDOW_X; WX D WatsX; WoX D Waa+sX-

Parmi celles-ci, la premiere est de carré intégrable, et la derniére est
sphérique (cf. loc. cit.).

4. Les séries principales non réguliéres

4.1. Détermination des caractéres y non réguliers. — Si
w(x) = x, on a w(Ay) = Ay. Comme )\, est supposé étre dans la chambre
de Weyl dominante, cela laisse les trois seules possibilités suivantes pour
un caractére x non régulier :

A =0,

Ay € RT(2a+ B) et le stabilisateur de x dans W est égal & {e,ws},

Ay € RT(a + B) et le stabilisateur de x dans W est égal & {e, wq}.

4.2. Cas ol x est unitaire (i.e. A, = 0). — Les caracteres
unitaires non ramifiés de T sont donnés par la proposition suivante dont
la vérification est facile.

PROPOSITION 5. —  L’application qui d (£,A) dans X(T) x R fait

correspondre le caractére
t — exp(—2miAval{(t))

de T, induit un homomorphisme de X (T)®R sur l’ensemble des caractéres
unitaires non ramifiés de T. Le noyau est égal 4 X(T) Q@ Z.

D’apres cette proposition, tout caractere unitaire non ramifié de T peut
étre représenté par un élément x de X(7T') ® R vérifiant

-1<(z,a) <1 et -1<(z,(a+0)) <1

Comme, de plus, les représentations I(x*) pour w € W sont équivalentes,
on peut se limiter aux caracteres x représentés par les éléments = dans
lalcove A définie par

(z, &) >0; (z,6)>0; (z,(a+B))<L.

D’apres la PROPOSITION 3, la représentation I(x) est toujours irréductible.

En effet, si x correspond & ’élément x de I’alcove A, on vérifie sur chaque
facette de A que 'on a W(x) = W,.
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22 F. RODIER

4.3. Cas ou1 A\, est non nul et proportionnel a4 2a 4+ 3. — Dans
ce cas, si x est non régulier, il est fixé par wg, et il en va de méme de xy.
D’apres le paragraphe précédent sur les caractéres unitaires, cela revient
a dire que xy est de la forme

t— exi)(—27rz)\ val(t2*1P)) avec —1/2 < A< 1/2.

Remarquons que W(x) C W(\y) = {e,wg} = W,, donc W(x) = W,.
Par conséquent, si la représentation I(x) est réductible, il existe, d’apres
la PROPOSITION 3, une racine v telle que x(a,) = g¢. Cela entraine que
Ay = a+ /2 et que I'on est dans un des cas suivants :

A=0cet xy=1, ou A=1/2 et xy:t+ sgnt’® =sgnov(t).

Remarquons que le deuxiéme cas se déduit du premier par multiplication
par le caractere sgnov de T.

Finalement, si A, est proportionnel & 2.+ 3, en combinant avec les cas
ou x est régulier, on obtient le résultat suivant. La représentation I(x)
est irréductible, sauf si x est de 'une des formes suivantes :

X(t) = [t22FP| M 2sgnt>,  x(t) = [t22FP)/2,
ou le produit d’un de ces caracteres par sgn ov

4.4. Cas ou )\, est non nul et proportionnel & o + 3. — Dans
ce cas, si x est non régulier, il est fixé par w,. Le caractére xy est donc
de 'une des formes suivantes

t — exp(—2miAval(t*t?)), avec —1/2< A <1/2,
ou
t — exp(—2miAval(t®*#))sgnt®, avec —1/2 < A< 1/2.
Dans le premier cas, on voit comme plus haut que si I(x) est réductible,

il existe une racine v telle que x(a,) = g. Cela entraine que ’on est dans
I'un des cas suivants

Ax=a+p, A=0etxu =1,
ou AX=(a_'_18)/2’ )\=0etXU=1,
ou AX = (a+,3)/2, A= ]_/2 et XU(t) — Sgﬂta+ﬂ-

Dans le deuxiéme cas, si I(x) est réductible, on est dans I'un des cas
suivants

A =a+ B, A=1/2et xy:t+> sgntP,
ou Ax =(a+p8)/2, A=0et xy =sgnt*,
ou M =(a+p6)/2, A=1/2et xy:t+— sgnt’.
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Comme plus haut, on remarque que le deuxiéme cas se déduit du
premier par multiplication par le caracteére sgnov de T.

Pour A, proportionnel & a + 3, on obtient donc le résultat suivant.
La représentation I()x) est irréductible, sauf si x est de I'une des formes
suivantes

x(®) = [t*FP), x(8) = >3, x(8) = [e* P2 sgnt P,
ou le produit d’un de ces caractéres par sgnov.

5. Construction de représentations non ramifiées :
le cas général

5.1. Les représentations sphériques. — Dans ce paragraphe, on
prend plus généralement pour G un groupe semi-simple déployé sur k. On
prend pour P un sous-groupe de Borel de G et pour T un tore déployé
maximal de P. On note encore A le systéme des racines de G par rapport
a T et W le groupe de Weyl de A. Si v est une racine, on note encore w.,
la réflexion associée.

On prend pour x un caractére complexe de T tel que W, = {1,w,} ou
n € A. On note encore I(x) la représentation Ind$ x. On va étudier des
composants de I(x).

Soit B I'immeuble de Bruhat-Tits associé a G, A 'appartement de B
associé a T, et soit K le stabilisateur dans G d’un sommet spécial de .A.
Le groupe K est alors un bon sous-groupe compact maximal de G (cf.
[B-T]) et on a la décomposition d'Iwasawa G = PK.

Les éléments invariants par K dans la représentation I(x) forment donc
un sous-espace de dimension 1. Par conséquent, un seul quotient d’une
suite de Jordan-Holder de I(x) admet un élément non nul invariant par
K. Notons 7, ce composant.

5.2. Le module de Jacquet de w,.

LEMME 1. — Le module de Jacquet R(m,) est somme de représen-
tations R(my)w, pour w € W/W(x), chacune étant indécomposable, de
dimension au plus 2, et composée de caractéres wy.

Démonstration. — On va d’abord montrer que le module de Jacquet
R(m, ) est composé de caracteéres w(x), avec multiplicité 1 ou 2. En effet,
la représentation R(,) est un sous-quotient de R(I(x)). Or cette derniére
représentation est composée des caractéres w(x), comptés avec leur mul-
tiplicité, qui est égale & 2 (cf. [B-Z], lemme 2.12 ou [C1], théoréme 6.3.5).
Il reste a voir que R(my) admet au plus un quotient isomorphe a w(x)
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24 F. RODIER

pour un w donné; cela montrera que les R(m, ), sont indécomposables.
En effet,

dim Homz (R(7y ), w(x)) = dim Homg (7, I(w(x))) < 1

car I(w(x)) ne contient qu’une droite formée d’éléments invariants par K,
donc admet au plus un sous-espace isomorphe & .

Les coefficients de R(my) sont liés & ceux de m, par la proposition
suivante (cf. [C1], proposition 4.2.3 et théoréme 4.2.4). Notons R le
foncteur de Jacquet relatif au sous-groupe de Borel P contenant 7T et
opposé & P; si € est un réel positif, notons T'(¢) I’ensemble des éléments ¢
de T vérifiant |¢7| < € pour toute racine v positive.

PROPOSITION 6. — Soit m une représentation admissible irréductible
de G. 1l eziste une forme bilinéaire invariante non dégénérée sur R(m) x
R(7), notée (-,-)r telle que si les éléments x de 7 et y de i ont pour
image xy dans R(m) et yy dans R(%), il existe € > 0 tel que (r(t)x,y) =
pp(t)(R(m)(t)zy,yu)r pour tout t dans T'(e).

On va maintenant effectuer le calcul d’un coefficient de m,. Soient x et
y des éléments de 7, et 7, respectivement, invariants par K et tels que
(z,y) = 1. Le coefficient g — (m,(g)z,y) est alors la fonction sphérique
I, associée & x. La fonction sphérique I'; associée & un caractere régulier
& de T est donnée par la formule de Macdonald (¢f. [C3], [Mcd2])

_ a1 a )1
re(t) = Q1 3 ((wé).pp)(t) [T -2 (w€)(a,)

P W we) (e,

ol @ est un scalaire non nul, indépendant de ¢ et £. Pour x non régulier,
on obtient la formule pour I'y par prolongement par continuité, ou par le
procédé suivant (cf. [Mcd1]).

Soit Y le groupe des copoids du systéeme de racines A. Le groupe
X. = X.(T) des sous-groupes & un parameétre rationnels de T est un
sous-groupe de Y. Soit C[Y] l'algébre du groupe Y. C’est une algebre
intégre (elle est isomorphe & une algebre de polynémes de Laurent). Si
w € Y, on note e(w) son image canonique dans C[Y]. Si A € X,, on
consideére 1’élément suivant du corps des fractions de C[X,] :

— g~ le(ws
™= Z e(—wl) H 1og elwy) lge(if'z‘;))’)l)'

weW ¥>0

pour t € T(1),

PROPOSITION 7.
(i) 7» € C[X.].
(ii) Si A est dans la chambre de Weyl dominante, Q(pPlFE)(t,\(w))
image de yx par le caractére de C[X.] qui envoie e(w) sur &(t,(w)) ™}
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Démonstration.
(i) Soit o la demi-somme des coracines positives. D’aprés [B] (Chap. 6,
§ 3, Proposition 2), e(—o)Il,>0(1 — e(¥)) est un élément anti-invariant de
C[Y] c’est-a-dire que 'on a

e(—wo) [T (1 - e(w¥)) = e(w)e(=a) [T (1 - e(%))

>0 ¥>0

siw € W (e(w) est le caractére signe de W, qui vaut (—1) sur les éléments
w,). On a donc

oy ol = g te(wh)

n= D ) e o ool — )
| Tew w)e(—w0 — wX) T (1 — g e(w))
- o) Thmo(1 — ()

Le numérateur de I’expression est clairement anti-invariant. On en déduit
que ) € C[Y] d’apres [B] (loc. cit.). On voit alors facilement que

7 € C[X.] = C(X,)NC[Y].

La partie (ii) de la proposition est alors claire.
Posons

A =e(—0 = MIyso(1 — g7 'e(¥)),

ol o est comme plus haut la demi-somme des coracines positives. D’apres
la démonstration précédente, on a

n=e@)[[[1-e) ] 3 etwpw.a

¥>0 weW
= ¢(0) [H(l - e("y))_l] 3 w)(wA - wwA).
70 w—ui%:;;o

Calculons maintenant wA — w,wA. Soit D la dérivation de I’algébre
C[Y] qui envoie e(w) sur —(n,w)e(w).

LEMME 2. — SiueC[Y],ona:
N U— WhU
i)y ——= € C[Y],
() =g € Y]
U — Wou

(ii) =Du (mod 1 — e(7)).

1 —e(n)
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Démonstration. — 1l suffit de montrer le lemme pour un élément de
la forme e(w). On a, si (n,w) < 0:

e(w) — wpe(w) _ e(w) — e(w — (n,w)7)

1 —e(n) 1—e(7)
—e (nw)
= e(w )1 (n)

—e(7)
_fo si (n,w) =0,
- {e(w) (1+e(@) +...+e@@) 1) sinon,
= —(nw)e(w) (mod (1 - e(7)))

et de méme si (n,w) > 0.
On en déduit le calcul de ) modulo 1 — e(%).

PROPOSITION 8. — On a
n=[[Ia-e)?| X cCwatw Ne(o —wo - w)
750 LW (mod (1 - e(#)))
avec

a(w, ) = (n,wo +wX) [J(1 - g7 e(w¥))

>0
+q7 ) (mwie(wd) [T - ¢ ew()).
>0 ¢>0
CHEy
Démonstration. — D’apres le LEMME 2, on obtient
n=e@)|[[a-c)| ¥ ewDbwA) (mod1-e().
>0 weW
Y#n w™(n)>0

La formule s’obtient alors en calculant la dérivée logarithmique de wA :

D(wA) g~ (n, wy)e(wy)
,Wo + wA) + E .
T wA = S 1- g~ le(w?)

PROPOSITION 9. — Soit x un caractére de T tel que W, = {e,w,}.
SiteT(1), ona

Tx() = Y Bw,x)A(w,t,x)(pp - (wx))(t)

weW
w(n)>0
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avec
- _1y-1
B(w,x) = Q' e(w)x(tw-10-o(@)) [] (1 —x(ay)™")
>0
T#n
et
A(w,t,%) = [(wn,0) +valt*®] TT (1 - ¢ (wx)(@)™?)
>0
+q7 Y (wn, M) (wx)(ay) ™ T (1 g7 (wx)(ag) ™).
¥>0 ¢>0
Ay
Démonstration. — 1l suffit de calculer I'image de ) par le caractere .

Comme yx o t; = 1, il suffit pour cela de connaitre vy (mod 1 — e(%)).
On obtient :

Q- (pp'Ty) (tA(w))
- H (1 — (a‘y) Z Al(w A, X) ( )X(twa—u-#-w/\(w))

¥>0 weW
v#n wl(m>0
avec
Al(w7 ’\7 X) = (77’ wo + ’LU)\) H (1 - (w X)(G"Y) )
>0
+¢7 ) _mwi)w T x)(e) T [ - e (w N (e) ).
¥>0 ¢>0

C#Ey

On remarque que (7, w\) = (w~1n, \) = val t,\(w)"’—l("). On pose alors
A(wv t,\(w), X) = Al(w—lv ’\a X)

PROPOSITION 10. — La multiplicité du caractére wy dans R(my) est
égale a 2 si (wx)(a,) # ¢~ pour toute racine positive v, ¢ 1 s’il existe
une seule racine positive vy telle que (wx)(ay) = ¢! et que cette racine
n’est pas orthogonale a wn, et a 0 sinon.

Démonstration. — D’aprés le LEMME 1, le module de Jacquet R(7y)
est somme de représentations R(my),, pour w € W/W(x), qui sont
indécomposables, de dimension au plus 2, et composées de caractéres
(wx).

Soient x et y des éléments invariants par K de m, et 7, respectivement,
tels que (z,y) = 1. Soient zy et yy les images de = et y dans R(m,) et
R(ty) respectivement, et Ty ., I'image de zy dans R(my )y-
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Montrons d’abord que l’élément zy ., engendre la représentation
R(my)w. En effet, comme on a la décomposition d'Iwasawa G = PK
et que , est irréductible, I'orbite 7, (P) - z engendre ’espace de ,. Par
passage au quotient, il s’ensuit que R(m,)(P) - Ty, engendre l'espace de
R(7y)w-

Si u est un élément de I'espace de la représentation R(mw,), notons
¢y le coefficient : t — (R(my)(t)u,yv)r. L’application u — c, est un
opérateur d’entrelacement injectif de R(w,) dans l’espace C°(T') des
fonctions localement constantes sur T'. En effet, si ¢, est nul, on a pour
tout ¢t dans T :

(R(my)(t)u, yu)r = 0,
donc (¢f. PROPOSITION 6)
(u, R(7t, ) (¢ )yu) R = 0,

et on montre comme plus haut que yy engendre I’espace de la représen-
tation R(#,) : on a donc u = 0.

Montrons de plus que c, est déterminé par sa restriction a T'(e¢) pour
tout € > 0. En effet, comme R(m, ) est de dimension finie, ¢, est déterminé
par sa restriction & une partie finie T; de T'; si t; est un élément de T tel
que t1T7 C T'(e), ¢, est aussi déterminé par sa restriction & ¢177.

Notons ¢° le germe de ¢, suivant la base de filtre des T'(¢) pour € > 0.
On vient de voir que 'application u — ¢2° est injective. La PROPOSITION 6
nous permet de calculer le germe c3? :

¢ est le germe de pp(t) ™ (my(t)z,y) = pp(t) 'Ty(2).

D’apres ce qui précede, la représentation R(m, ) se réalise dans I’espace
engendré par les germes C?io(wx)(t)a:u‘ D’apres le calcul de I'y(t), on en
déduit que R(my),, se réalise dans l’espace engendré par le germe de

t — B(w, x)A(w,t, x)(wx)(t)

(avec les notations de la ProposiTioN 9). Comme B(w,x) # 0, on en
déduit que dim R(m, ), = 2 si le coefficient de val t*(™) dans A(w, x,t) est
non nul, que dim R(7y),, = 1 si ce coefficient est nul et que A(w, x,t) # 0,
et que dim R(m,),, = 0 sinon. On en déduit la proposition.

5.3. Etude d’une involution. — Soit zo le sommet de I’appartement
A fixé par K. Soit C lalcove dans A de sommet zg, et contenue dans
la chambre de Weyl vectorielle positive de sommet z associée au sous-
groupe de Borel P. Le fixateur B de C dans G est un sous-groupe
d’Iwahori de G.
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Soit H P’algebre des fonctions sur G invariantes a droite et & gauche
par B, munie du produit de convolution (pour la mesure de Haar dg sur
G donnant & B la masse 1). Si 7 est une représentation lisse de G dans un
espace V, I’algebre H opére sur le sous-espace V2 de V formé des éléments
invariants par B : notons 7P cette représentation de . La proposition
suivante résulte de [Bo] (Proposition 2.4, théoreme 4.10, corollaire 4.11)
(cf. aussi [Be]).

PROPOSITION 11. — [l existe une bijection de l’ensemble des classes
de représentations lisses irréductibles non ramifiées de G sur l’ensemble
des classes de représentations irréductibles de dimension finie de H,
qui, a la classe de la représentation , fait correspondre la classe de la

représentation 7B.

Si x € G, notons ¢ le volume de Bz B et T, la fonction caractéristique
de BzB. Notons sgng, = 1 si ¢, € ¢*Z et sgng, = —1 sinon. L’algebre
‘H admet pour base I’ensemble des T, ou x parcourt un systeme de
représentants de B\G/B.

PROPOSITION 12.
(i) Les éléments T, sont inversibles dans H.
(ii) L’application linéaire de H dans H définie par

T, — gz sgn qz(Tz“l )—1

est une involution de l’algébre H.
Démonstration. — cf. [I-M], chap. 3.2.
Notons f — f cette involution. D’apres la PRoPosITION 11, cette invo-

lution induit une involution sur I’ensemble des classes de représentations
irréductibles non ramifiées de G : notons-la encore # — #. On a donc

n(f) =#(f) si f e H.

LEMME 3. — Soit m une représentation irréductible non ramifiée de
G dans un espace V. Alors

(i) Uapplication canonique VB — Vi; est un isomorphisme,

(ii) sit € T(1), et si lélément = de VB a pour image Ty dans Vy,
alors m(Ty)x a pour image qmy (t)zy dans Vy.

Démonstration. — cf. [C3], prop. 2.4 et prop. 2.5.

Soit wy 1’élément de W de plus grande longueur, et soit wo un
représentant de wo dans K (cf. [B-T], prop. 4.4.2).

LEMME 4. — Sit€T(1), on a Tia, = TtTw, €t Qto, = Qtdio-

Démonstration. — 1l suffit de voir que BtBwoB = BtwyB.
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PROPOSITION 13. — La représentation R(#) est équivalente a¢ R(7) o
Int wp, ot Intwg est l'automorphisme de T défini par wy.

Démonstration. — 11 suffit de voir que la représentation (#)y est
équivalente a p% - (my o Intwg). Soit z un élément invariant par B de
I’espace V de 7. On notera yy 'image dans Vi d’un élément y de V.
D’apres le LEMME 3, on a, si t € T'(1)

0:(%)u (t) (7(Tao )2)y

= (#(T2)#(Tw,)T)U
= (#(Tiawo)T)U [d’aprés le LEMME 4]
= Qrap SN Geine (T((Taye-1) 1) T)Ur [par définition de #]

= Gtao SEN Gtavg (W((Two(t—l)Tu')o)—l)x)U [d’aprés le LEMME 4]
= Gtao 581 Geaso (T(Tg, )T (Two-1)) ™ H)T)U

(notons que Wy et @, sont dans la méme classe modulo B).

D’aprés le LEMME 3, il existe une unique application linéaire A : Vi —
Vo telle que Ayy = (7(T,) " 'y)u si y € VE. On a donc, d’apres ce qui
précede

@t Qivo SEN Qivo (7)U (t) + ATU = Gy 58N Gting A(T((Towp2-1)) ")) Ur-

On a ¢, = pp(t)~2 (cf. [C1], lemme 1.5.1). On obtient donc, & I'aide du
LEMME 4 :

(®)u(t) o A)zy = A(r(Tuo(-1)) " )T)U-

Le LEMME 3 appliqué & 7((Tyo(t-1))~*)z montre que

(T(To (1)) " 2)U = Quo(yTv (wo(t))zv-
On a donc
(M(t)o A= pp(t)2A oy (wo(t)).

Comme T'(1) engendre T, cette relation est vraie sur tout T, ce qui montre
la proposition.

5.4. Exemples. — Dans le cas ou G est de type adjoint, les représenta-
tions de carré intégrable construites par G. LuszTiG dans [L] sont du type
7y, OU X est un caractere convenablement choisi. Les PRoPosITIONS 10
et 13 permettent donc de retrouver ses résultats.
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6. Les représentations non ramifiées de G
associées aux caractéres non réguliers

6.1. Généralités. — On revient ici au groupe G défini en 2.1. et on
étudie dans ce paragraphe les derniers cas : on suppose donc que x est
non régulier, non unitaire, et que I(x) est réductible. Le caractére x est
donc de 'une des formes suivantes :

e e I T A e L R e M A

ou le produit de 'un de ces caractéres par sgnov. En particulier, W (x)
et W, sont des groupes égaux & deux éléments.

Dans toute la suite, on notera 7 I'unique racine positive telle que
W, = {e,wy}.

PROPOSITION 14. — Soit v une racine telle que x(ay) = ¢, M, le
centralisateur dans G de la composante connezre du noyau de vy, @ un
sous-groupe parabolique de G admettant M, pour sous-groupe de Lévi, et
P, le sous-groupe de Borel de @ contenant T pour lequel v est une racine
positive. Alors

(i) il existe un caractére x1 de M., dont la restriction a T soit égale
a pPAM, * X

(ii) la représentation Indfi1 x admet Indg X1 comme sous-représenta-
tion,

(iii) R(Indg X1) est composé des caractéres wy tels que w(vy) > 0.

Démonstration.

(i) On a pp,Am,(ty(z)) = ||k si z € k*. Le groupe dérivé M,
de M, contient t;(k*), et comme c’est un groupe de rang 1, on a
M, NT = ty(k*). Le caractere pp,nm, - x de T est donc trivial sur
M. NT et définit un caractere de M, /M. (qui est un groupe isomorphe
aT/(M,NT)).

Le point (ii) est alors clair. Le point (iii) résulte de [C1] (proposition
6.3.3) ou de [B-Z] (corollaire 2.13).

6.2. Cas ot x(t) = |t2278|1/2, — On a (wx)(a,) = ¢~ /2w ' 7.2a+8)
C’est égal & ¢~ ! si w™'¥ € {&, (2a + B); (e + B)'}. D’apres la PROPOSI-
TION 10, on voit que R(w,) est composé de wox avec la multiplicité 2,
et de wqa4px avec la multiplicité 1. La représentation R(7y), d’apres la
PropPosITION 13, est composée de x avec la multiplicité 2, et de w,x avec
la multiplicité 1.

Appliquons la PROPOSITION 14 avec 7 = —a. On prend @Q = M,P et
on a P, = woPw;, 1. La PROPOSITION 14 montre qu'il existe une sous-
représentation Indg x1 de Indg1 x telle que R(Indg X1) soit composée
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de wox (avec multiplicité 2) et de wqXx et wqa+sX (avec multiplicité 1).
Comme Ind,ci1 x et I(x) ont des suites de Jordan-Holder équivalentes, on
en déduit que Indg X1 est composée de 7, et d’une représentation w; telle
que R(m)) = wax (et donc 7, est irréductible).

Finalement, I(x) est composée de 4 représentations irréductibles : ,,
77;, Ty fr;(. Le tableau suivant donne la multiplicité des caractéres wy
dans leur module de Jacquet.

X Wa X Wa+8X Wo X
T | 0 | 0 1 2
] 0] 1 0 0
A | 2 | 1 0 0
0] o 1 0
6.3. Cas o1 x(t) = [t**#|. — On a (wx)(a,) = ¢~ 1a+8) Clest

égal 3 ¢! siw™ !4 € {B, (2a+7) }. La ProPosITION 10 montre que R(my)
est composée de wox avec la multiplicité 2, et de wgx et waayX avec la
multiplicité 1. La PrRoPosITION 13 détermine R(#,) et montre donc que
I(x) est composée des deux représentations irréductibles 7, et 7.

6.4. Cas o1 x(t) = [t*T8|}/2. — On a (wx)(a,) = ¢~ /2w Tat8),
C’est égal 4 ¢~ ! si w™!y = a+ 3. Par conséquent, R(m,) est composée de
woX et de waq48X, chacun avec multiplicité 2. La ProposiTION 13 déter-
mine R(7,) et montre donc que I(x) est composée des deux représenta-
tions irréductibles , et 7.

6.5. Cas ou x(t) = [t**P|'/2sgnt**f. — On a (wx)(e,) =
g VAW a4 (L) (w T a+B) ot clest égal & ¢! si wly = a + 8.
Comme précédemment, on voit que I(x) est composée de m, et 7.

6.6. Récapitulation.

THEOREME 1. — Le tableau ci-dessous donne, pour chaque caractére
x non ramifié de T, & conjugaison par W prés, la longueur de I(x) ainsi
que le paragraphe ou sont décrits les composants de I(x).
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description des

caractére x longueur de I(x) composants
PP 4 3

t s |t20tP|1/2 ggp to 4 3

t o |t20tB|1/2 4 6.2

£ |totB| 2 6.3

t s [totB)1/2 2 6.4

t— [tetB|1/2ggntoth 2 6.5
X - (sgnov) ou comme I(x) comme I(x)

X est comme ci-dessus

x différent des caractéres
ci-dessus, vérifiant x(a,) = ¢ 2 3
pour une racine y

x vérifiant x(ay) # ¢ 1 —
pour toute racine 7y

7. Propriétés des représentations non ramifiées

7.1. Modéele de Whittaker. — Un caractere 6 de U sera dit principal
si sa restriction aux sous-groupes de U formés respectivement des éléments

0 . 1000

pour a € k et pour a € k

0
0
1
0 1

1 a
01
00
00

== e R ]

1 0
010
0 01
est non triviale.

Si 6 est ainsi, on note Wy ’espace des fonctions f de G dans C qui
vérifient f(ug) = 0(u)f(g) siu € U et g € G. On dit qu’une représentation
de G admet un modéle de Whittaker si elle est équivalente & une sous-
représentation de Wy (sur lequel G agit par translations & droite). Notons
que cette notion est indépendante du choix de 8, car le groupe des matrices

diagonales opere transitivement sur ’ensemble des caracteres principaux
de U.

PROPOSITION 15. — Soit x un caractére non ramifié de T tel que
Ix(aa)| <1 et |x(ag)| <1, et © un composant irréductible de I(x). Les
propriétés suivantes sont équivalentes.
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(i) = admet un modéle de Whittaker;
(if) = est équivalent d 7y ;
(iii) R(m) contient le caractére x.
Démonstration. — L’équivalence de (ii) et (iii) résulte de la formule
de Macdonald pour les fonctions sphériques, et des PROPOSITIONS 6 et 13
si x est régulier. Sinon elle résulte des PrRoPosITIONS 10 et 13.

Remarquons maintenant qu’un seul composant de I(x) admet un
modele de Whittaker. En effet, on a

dim Homy (I(x)|v,8) = dimHomeg(I(x), Ws) =1

(cf. [R1]), et le foncteur ¢ — Homy(o,6) défini sur la catégorie des
représentations lisses de U est exact (cf. [B-Z], proposition 1.9). Si x est
régulier, I’équivalence de (i) et (iii) résulte de la proposition 4 de [R2]. Si
x est singulier, il reste & vérifier que tout composant o de I(x) distinct
de 7, n’admet pas de modéle de Whittaker. Pour cela on montre que o
est un composant d’une représentation de la forme Indg X1 (comme dans
la PROPOSITION 14), et on a comme plus haut (cf. [R1], théoréme 3)

dim Homg (o, Wy) < dim HomG(Indg X1, We) = 0.

Pour montrer que o est un composant de Indg X1, on applique la Pro-
POSITION 14. Par exemple, si x(t) = [t2**?|'/2, la représentation Ind§ x:
construite & partir de ¥ = —a (cf. 6.2) est composée de 7, et de 7 ; la
représentation Indg X1 construite & partir de v = —a — [ est composée
de m et de 7).

7.2. Représentations unitaires. — Dans ce paragraphe, on suppose
que le caractére xy est représenté par un élément z de X(T) ® R (cf.
PRrOPOSITION 5) situé dans I'alcove A définie en 4.2. Le caractére xgr n’est
plus confiné dans la chambre de Weyl positive.

Une condition nécessaire pour qu’un sous-quotient w de I(x) soit
unitaire est qu’il soit hermitien, c’est-a-dire que # soit équivalent a 7, ce
qui impose que la condition (H) suivante soit vérifiée : il existe un élément
w de W tel que wx ™! = X (c’est-a-dire wxy = xv et wAy + Ay = 0).

PROPOSITION 16. — Soit Q un sous-groupe parabolique de G, de sous-
groupe de Lévi M. Soit S un ensemble connere de caractéres complexes
non ramifiés de M. Soit 0 une représentation irréductible de M. Suppo-
sons que les représentations Indg o Q& soient irréductibles et hermitiennes
pour € € S, et que l'une d’entre elles soit unitaire. Alors

(1) Indg o ® & est unitaire pour tout £ € S;
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(ii) tous les composants irréductibles de Indg o ® & sont unitaires si &
est dans l’adhérence de S.

Démonstration.

(i) On note 7¢ = Indg o ®&. Sa restriction & K est indépendante de
£ et sera notée 7. Le groupe K admet une représentation § qui intervient
une seule fois dans 7 : c’est soit la représentation unité de K si 7z = m,
soit la restriction & K d’un modele de Whittaker convenablement choisi
si 7¢ = ¢ (PROPOSITION 15). On choisit une forme hermitienne {-,-} non
nulle invariante par K sur §, et on la prolonge pour £ € .S en 'unique
forme hermitienne {-,-} invariante par G. Soit v un élément non nul de
0, &1 un élément de S, et H un sous-groupe ouvert compact de G vérifiant
les conditions de [Be, 3.7] (il en existe d’arbitrairement petits). On peut
trouver des fonctions u; telles que les 7¢, (u;)v forment une base de ‘rg
donc de 7H. Donc pour z € 7H, il existe des fonctions c; définies et
continues dans un voisinage de &; telles que

T= ZQ(E)TgH(ui)v

pour £ dans un voisinage de &;.

11 existe un isomorphisme A¢ de 7¢ vers 7¢ tel que {z,y}¢ = (Aez,7)
ou y dénote le méme élément que y dans 7¢. C’est un opérateur d’entre-
lacement de 7¢ vers 7¢. On a alors, pour z et y dans 7

{z,0}e = 3 cul@){reui)v, v}

= Z ci(O){Ag Te(ui) Aev, y}e
= Zci(ﬁ)(‘?e(“i)”"y)

car A¢v = v’ ne dépend que de v. Par conséquent la forme hermitienne
sur 77 : (z,y) — {z,y}¢ est continue en £ pour £ € S. Comme il y a un
&o telle qu’elle soit définie positive, elle I’est pour tout £ € S. Comme cela
est vrai pour tout H assez petit, la représentation 7; est unitaire pour
£es.

La partie (ii) est montrée dans [T] (Proposition 2.7. et lemme 2.8.).

Pour chaque facette de ’alcove A, on détermine ci-dessous les représen-
tations unitaires. ~

a) Le point x est intérieur d l'alcove A. — Alors le seul élément w
tel que wxy = xy est I’élément neutre, et la condition wA, + Ay = 0
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implique alors A, = 0. Le caractére x est unitaire et la représentation
I(x) est unitaire irréductible.

b) Le point = est intérieur au segment d’extrémités 0 et (a + ()/2.
Alors on a W(xu) = {e,wa}. La condition waAy + Ay = 0 est réalisée
si et seulement si A\, est proportionnel & a. Dans ce cas, le caractére x
s’écrit :

x(t) = xu(t)|t*]* avec A €R.

La représentation I(x) est réductible si et seulement si A = +1/2. Elle
est unitaire si A = 0, et elle reste donc unitaire si —1/2 < A < +1/2
(¢f. PropPosiTION 16). Pour A = +1/2, la représentation I(x) est de
longueur 2, et ses deux composants sont unitaires (cf. PRorPosITION 16).
Quand )\ tend vers linfini, on voit, grace & la PROPOSITION 6 que des
coefficients de I(x) deviennent non bornés. Par conséquent I(x) n’est pas
unitaire. En utilisant la PRoPOSITION 16, on conclut que I(x) n’est pas
unitaire si A > 1/2 ou A < —1/2.

c) Le point x est intérieur au segment d’extrémités 0 et (2a + 5)/2.
Les mémes arguments montrent que x vérifie la condition (H) si et
seulement si x est de la forme

x(t) = xu(t)|[t?|* avec A € R.

La représentation I(x) est unitaire irréductible si —1/2 < A < 1/2.
Si A = %1/2, elle admet deux composants unitaires. Si |A| > 1/2, la
représentation I(x) est irréductible non unitaire.

d) Le point = est intérieur au segment d’extrémités (a + B3)/2 et
(2a + 8)/2. — De méme, on voit que x vérifie la condition (H) si et
seulement si x est de la forme

x(t) = xu®)|t*TP|*  avec X € R.

La représentation I(x) est unitaire irréductible si —1/2 < A < 1/2. Elle
admet deux composants unitaires si A = +1/2. Elle est irréductible non
unitaire si |A| > 1/2.

e) Le point = est égal a (a + B)/2. — Alors on a xy(t) = sgnt**+?,
et W(xv) = {€,Wa,Wa+s, wo}. Comme la condition woA, + Ay = 0 est
toujours réalisée, la condition (H) est toujours vérifiée par x = xvXRr,
quel que soit le caractére positif yg. La représentation I(x) est réductible
si et seulement si

(A, @) ==x1  ousi (A, (a+8)) ==l
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Elle est unitaire si A, = 0, et elle reste donc unitaire si
M@ <1 et [y, (e+8)) <1
Si (Ay, @) = %1, ou si (A, (a+ 3)") = £1, tous les composants de I(x)
(au nombre de quatre si A, = £6/2 ou A, = £(a + $/2), au nombre de

deux sinon) sont unitaires (¢f. PRoPoOsITION 16). Comme plus haut, on
voit que les composants de I(x) pour les autres x ne sont pas unitaires.

f) Le point x est égal a 0 (Voir figure 1). Alors on a xy(t) = 1,
et W(xuv) = W. La condition (H) est vérifiée par tous les x = xvXR,
quel que soit le caractere positif xg. Comme Xy est invariant par W, on
peut se limiter & étudier les I(x) tels que (\,,&) > 0 et (A, 3) > 0. La
représentation I(x) est réductible si et seulement s’il existe une racine
positive « telle que (Ay,¥) = 1. Les mémes raisonnements que plus haut
montrent que I(x) est unitaire irréductible si (A, (@ + 3)") < 1, que tous
ses composants (au nombre de quatre si A, = a + /2, de deux sinon)
sont unitaires si (Ay, (a + )) = 1, qu’aucun composant de I(x) n’est
unitaire si (A, &) > 1 ousi (A, B3) > 1.

Si (A, @) = (Ay, B) = 1, c’est-a-dire si Ax = 2.+ 3(3/2, la représenta-
tion I(x) admet quatre composants dont deux sont unitaires (la représen-
tation triviale et la représentation de Steinberg) et les deux autres ne le
sont pas (cf. [B-W], théoréme XI.4.5).

Considérons les représentations I(x), avec A, sur le segment fermé
d’extrémité a + 3 et 2a + 33/2, c’est-a-dire

0< (@A) <1 et (A\,B)=1

D’aprés la PROPOSITION 14, il existe un caractére x; de Mp dont la
restriction & T soit égale & pp, 1, - X ; les représentations I(x) contiennent
la sous-représentation propre J(x) = Indf,,ﬁ pX1- Si Ay # 2a + 305/2, les
représentations I(x) sont de longueur 2, donc les représentations J(x) sont
irréductibles. Avec les mémes hypotheéses, on voit que les représentations
J(x) sont hermitiennes. En effet, J(¥) (resp. J(x)) est 'unique composant
de I(x) (resp. I(x)) qui contienne un élément invariant par K, et la
condition (H) montre que I(X) et I(x) ont les mémes composants. La
ProPOSITION 16 (i) montre que si J(x) était unitaire pour A\, = a + 3,
il en serait de méme pour A, & lintérieur du segment d’extrémités
a+ B et 2a + 33/2, donc pour tous les composants irréductibles de J(x)
(ProposITION 16 (ii)) si Ay = 2a + 33/2. Or la PROPOSITION 14 montre
que, pour A\, = 2a+303/2, J(x) est composé de la représentation triviale
et d’'une autre représentation, dont on a vu plus haut qu’elle n’est pas
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unitaire. On en déduit que J(x) n’est pas unitaire pour les A, considérés.
On raisonne de fagon analogue pour 'autre composant de I(x).

En appliquant la ProposiTioN 16, on en déduit finalement que les
composants des représentations I(x) telles que

Ao (@+8)) >1/2, (A, @) 20, (Ay,(2a+p8)) <1

ne sont pas unitaires.
Finalement, les représentations unitaires trouvées sont:
les composants des I(x) pour
<’\Xad> Z 07 (’\XMB) Z 0et <AX1 (a + /B)v) S 1;
la représentation triviale;
la représentation de Steinberg.

g) Le point = est égal & o + 3/2. — Alors on a xy(t) = sgnt? =
sgn ov(t). Comme sgn ov s’étend en un caractére unitaire de G, on retrouve
les mémes représentations que dans le paragraphe précédent, a torsion pres

par sgnov.

THEOREME 2. — Les représentations unitaires irréductibles non
ramifiées de G sont les suivantes.

a) I(x) avec x unitaire;

b) I(x) pour x(t) = xu(t)|t*|* avec xu unitaire, xu(aa) =1, A €R,
0<A<1/2;

c) les composants des I(x) ci-dessus avec A = +1/2;

d) I(x) pour x(t) = xu(t)|t°|* avec xu unitaire, xv(ag) =1, A € R,
0<A<1/2;

e) les composants des I(x) ci-dessus avec A = +1/2;

£) I(x) pour x(t) = xu(t)|t**P|* avec xu unitaire, xv(aa+s) = ~1,
AeER, 0<A<1/2;

g) les composants des I(x) ci-dessus avec A = +1/2;
h) I(x) pour x(t) = sgnt®A|t|Mto+B|# avec \,u €R, 0 < X < 1/2,
O<pu<1/2;
i) les composants des I(x) ci-dessus avec A = 1/2, 0 < p < 1/2 ou
0<A<1/2, p=1/2 cuA=p=1/2;
j) la représentation triviale;
k) le caractére sgnov;
1) la représentation de Steinberg;
m) la représentation de Steinberg tordue par sgnov ;
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n) I(x) pour x = |totB}|t22+B|k oy x = sgnov|tetB||t2a+B|H gpec
A>0,pu>0, A+p<1/2;

o) les composants de I(x) pour x = [t*|t?|*/? avec 1/2 < A< 1;

p) les composants de I1(x) pour x = sgnov|t*|}|tP|'/2 avec
1/2<A<1.

La PrRoOPOSITION 5 et la PrRoPOSITION 6 de [R2] (et des raisonnements

analogues dans le cas d’un caractére non régulier) permettent de décrire
les représentations non ramifiées de carré intégrable, ou tempérées de G.

THEOREME 3. — Les représentations non ramifiées de carré intégrable
de G sont les suivantes :
(i) la représentation de Steinberg,
(ii) la représentation de Steinberg tordue par sgnov,
(iii) la représentation r, ou x est le caractére x : t — [t2*P|1/2 sgnt>

(cf. 3).

THEOREME 4. — Les représentations non ramifiées tempérées de G
sont les suivantes :
(i) les représentations de carré intégrable données par le THEOREME 3,
(ii) les représentations 7, ot x est comme dans le cas c) ou e) du
THEOREME 2,
(iii) la représentation m\ définie en 6.2, et sa tordue par sgnov,
(iv) les représentations I(x) ot x est un caractére unitaire.

Remarque. — Notons que toutes les représentations décrites dans le
théoreme ci-dessus sont de la forme #,, sauf 7 et 7 -sgnov ou x est le
caractere t — |t228|1/2_ Notons encore que ce caractére et son produit par
sgn ov sont les seuls tels que () admette plus d’un composant tempéré :
dans ce cas, I(x) admet 7, et 7T;( comme composants tempérés.
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20+ 36/2 = pp

(a+pB)/2

Cas ou xy = 1.
Le plan de la figure représente Xp et chaque point représente \,.

O : rond formé d’un trait gras (comme aux points a+ 3 et (a+3)/2);
I(x) est de longueur 2,

= : deux traits fins paralleles; I(x) est de longueur 2,

& : un carré dont deux cOtés sont gras et deux cotés sont fins (comme
au point 2a +33/2); I(x) est de longueur 4, avec 2 composants unitaires,

B : un carré en traits gras (comme au point a + 3/2); I(x) est de
longueur 4, avec 4 composants unitaires,

P : un triangle hachuré en traits gras; I(x), ou tous ses composants,
sont unitaires.
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