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PSEUDO-IMMERSIONS SUPERMINIMALES
D'UNE SURFACE DE RIEMANN

DANS UNE VARIÉTÉ RIEMANN1ENNE
DE DIMENSION 4

PAR

P. GAUDUCHON (*)

RÉSUMÉ. - Une pseudo-immersion / d'une surface de Riemann S dans une varieété
riemannienne (orientée) M possède par définition, comme une immersion vraie, un relèvement
canonique dans le fibre G^ (M) des 2-plans orientés sur Af, au moyen duquel est développée
une théorie naturelle des pseudo-immersions minimales, puis superminimales dans le cas où
M est de dimension 4. Les pseudo-immersions minimales sont exactement les applications
harmoniques conformes de S dans M, donc, aussi, les immersions ramifiées minimales de
GULLIVER-OSSERMAN-ROYDEN bien que la notion de pseudo-immersion soit plus large
a priori — et de définition plus simple — que celle d'immersion ramifiée. Les éléments usuels
de la géométrie des immersions possèdent une extension naturelle au cas des pseudo-
immersions. Lorsque / est superminimale, les équations de Gauss se simplifient notablement,
d'où une quantification explicite du volume total et de la norme L2 de la (deuxième) forme
fondamentale dans le cas où M est à courbure constante ou kâhlérienne à courbure
sectionnelle holomorphe constante. L'écart entre pseudo-immersions et immersions vraies est
mesuré, quand S est compacte, par l'indice de ramification (total) m de/. Ce nombre ne
peut excéder une certaine borne, explicitement donnée en fonction du genre de S, si /
est une application harmonique non conforme ou une pseudo-immersion minimale non
superminimale (dans le cas où M est la sphère S4 ou le plan projectif complexe CP2). Le
cas où M est kâhlérienne est examiné à part : la forme de Ricci de M intervient de façon
essentielle ainsi que la distinction entre pseudo-immersions à gauche et à droite (parmi
lesquelles figurent les applications ±-holomorphes et les pseudo-immersions minimales totale-
ment réelles). Dans une dernière partie, la riche géométrie de l'espace des twisteurs de CP2

est mise à profit pour montrer, par des méthodes de géométrie algébrique élémentaire, que
les applications harmoniques non-±-holomorphes de S2 dans CP2 — plus généralement, de
S dans CP2 si m est grand — ne sont pas injectives.

(*) Texte reçu le 12 novembre 1985.
Paul GAUDUCHON, 53, rue de Lyon, 75012 Paris, C.N.R.S., U.A. 766.
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448 P GAUDUCHON

ABSTRACT. - By thé very définition, a pseudo-immersion / from a Riemann surface £
into an (oriented) Riemannian manifold M, like a true immersion, admits a canonical lift
into thé fiber bundie (5 2 (M) of oriented 2-planes on M, through which it is possible to
construct a natural theory of minimal pseudo-immersions, then superminimal one's when
M is 4-dimensional. Minimal pseudo-immersions are exactiy conformai harmonie maps,
hence exactiy GULLIVER-OSSERMAN-ROYDEN'S branched minimal immersions, although thé
concept of supenninimal immersion is more comprehensive a priori than branched
immersions' one (and casier to define). Thé usual éléments of thé geometry of immersions
naturally extend to thé case of pseudo-immersions. When / is superminimal, Gauss
équations become considerably more simple, from which we infer a quantification of thé
(total) volume and thé L^norm of thé (second) fundamental form, when M is of constant
curvature of Kàhler of constant holomorphic sectional curvature. Thé gap between pseudo-
immersions and true immersions is measured, when S is compact, by thé (total) branch
order m of/. This number cannot be greater than some explicite bound, related to thé
genus of S, if / is a non-conformal harmonie map or a non-superminimal minimal pseudo-
immersion (when M is thé sphère 54 or thé complex projective plane CP2). Thé case when
M is Kàhler is discussed in a separate way: thé Ricci form of M plays a prominent part
and, aiso, thé distinction between left and right-handed superminimal pseudo-immersions
(among right-handed'ones we find ± holomorphic and minimal totally real
pseudo-immersions). In thé last section, thé nice geometry of thé twistor space of CP2 is
used to prove, by elementary algebraic geometry techniques, that non- ± -holomorphic harmo-
nie maps from S2 into CP^more generally, from S into CP2 when m is large-cannot be
injective.

0. Introduction

Une application / d'une surface (orientée) £ dans une variété M est
appelée une pseudo-immersion si elle est une immersion sauf, peut-être, en
un ensemble discret S de Z où la différentielle /* s'annule, déterminant
toutefois en tout point p, points de S compris, un sous-espace orienté de
dimension 2 de l'espace tangent Ty^M.

En d'autres termes, une pseudo-immersion / de £ dans M possède un
relèvement canonique global T dans le fibre G^ (M) des 2-plans orientés sur
M et détermine un fibre tangent image T, sous-fibre orienté de rang 2 de
f-^TM).

Si Z est compacte, le défaut d'isomorphisme de l'homomorphisme /»
du fibre tangent TS à S dans T est mesuré par un entier positif ou nul
m, égal à la différence ^(T)-^(TI.) des classes d'Euler de Têt TS.
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PSEUDO-IMMERSIONS SUPERMINIMALES 449

Lorsque M est muni d'une structure riemannienne y» la première forme
fondamentale, c'est-à-dire la métrique induite, d'une pseudo-immersion
dégénère sur 5, mais il reste possible de construire une deuxième forme
fondamentale B (nulle sur S) et d'établir l'équivalent formel des équations
de Gauss et de Codazzi-Mainardi des immersions riemanniennes.

Si, en outre, Z est munie d'une structure conforme, ou, de façon équiva-
lente, d'une structure complexe J , une application de (Z, J) dans (M, y)
est dite conforme si la forme bilinéaire /* y est J-invariante, et une pseudo-
immersion est dite minimale si elle est conforme et sa (deuxième) forme
fondamentale B est ./-anti-invariante.

Comme il est bien connu, la définition des applications harmoniques de
Z dans (M, y) ne fait intervenir aucune métrique sur 2 mais seulement sa
structure complexe J . Une application/de (Z, J ) dans (M, y) est harmoni-
que si la composée /* ° J, vue comme 1-forme à valeurs dans/'^TM),
est, comme /» elle-même, fermée relativement à la connexion de Levi-
Civita.

La première partie de notre article vise, d'une part, à donner une
démonstration complète de l'équivalence entre les deux notions de pseudo-
immersion minimale et d'application harmonique conforme (non constante),
résultat dû en substance à GULLIVER-OSSERMAN-ROYDEN [G-O-R], § 2 (les
pseudo-immersions minimales sont, au moins dans le cas analytique, des
immersions ramifiées au sens de [G-O-R], mais nous avons évité d'intro-
duire cette notion dans notre exposé en y substituant celle, a priori plus
générale, de pseudo-immersion. La démonstration que nous proposons
repose essentiellement sur l'existence d'une structure holomorphe naturelle
induite par la connexion de Levi-Civita sur le complexifié f~1 (F'M)),
cf. 1.2, 1.6, 1.11, d'autre part, à établir les équations de Gauss de ces
applications et examiner leurs conséquences, principalement quand (Af, y)
est à courbure sectionnelle négative ou nulle, cf. 1.13, 1.14.

Les pseudo-immersions minimales ( = les applications harmoniques
conformes non constantes) peuvent être caractérisées au moyen de leur
relèvement canonique T dans G^(M). Ce sont exactement les pseudo-
immersions conformes de (£, J ) dans (M, y) telles que T soit verticalement
holomorphe relativement à une structure complexe naturelle ^ définie sur
le fibre tangent vertical ̂  G^(M) de ô^ (M), cf. 1.10.

Lorsque M est orientée et de dimension 4, G^ (M) est difféomorphe au
produit fibre Z4' (M)x^Z~ (M) des espaces de twisteurs (positif et négatif)
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450 P.GAUDUCHON

de M, et le relèvement canonique T est complètement déterminé par ses
deux projections T'*' et T~ sur Z'^ (M) et Z~ (M).

Une pseudo-immersion conforme est dite superminimale (à droite ou à
gauche) si le relèvement i4' ou T~ est horizontal.

La deuxième partie de l'article propose plusieurs approches de cette
notion, cf. 2.6, définitions 1, 2, 3. (La théorie des pseudo-immersions
superminimales trouve son origine dans les travaux de E. CALABI consacrés
aux applications harmoniques de S2 dans S", cf, [Ça]. Le terme supermini-
mal a été introduit, semble-t-il, par R. BRYANT dans l'étude des applica-
tions harmoniques de S2 dans S4 [Br]. On lui substitut parfois le terme
isotrope ou isotrope réel, dans [E-S]^ par exemple, cf. aussi [La].)

Les équations de Gauss d'une pseudo-immersion superminimale se sim-
plifient notablement et nous en déduisons, quand la variété but (M, y) est
à courbure sectionnelle constante, une quantification du volume total V(f)
et la norme au carré ||B||2 de la forme fondamentale B (l'un et l'autre
définis indépendamment de toute métrique sur S) en fonction du genre g
de Z, de la classe d'Euler %(N) du fibre normal N et du nombre m déjà
introduit.

Il est possible d'introduire plus généralement un indice de ramification
total m pour toute application harmonique non constante (essentiellement,
le nombre de points où la différentielle /* s'annule, comptés avec leur
multiplicité, cf. 1.5). Ce nombre coïncide avec l'entier m déjà considéré
lorsque / est une pseudo-immersion harmonique, en particulier quand /
est harmonique et conforme (non constant). Si S est compacte, de genre g,
toute application harmonique de (S, J ) dans une variété (orientée, de
dimension 4) à courbure sectionnelle constante dont l'indice de ramifica-
tion total m excède 4(^—1) est une pseudo-immersion superminimale,
c/2.8, Cor. 2. En particulier, toute application harmonique (non
constante) de la sphère de Riemann dans 54 est superminimale, résultat
dû à E. CALABI. [Ça].

Dans la troisième partie, nous considérons le cas particulier où (M, y),
toujours orientée et de dimension 4, est munie, en outre, d'une structure
complexe j telle que la structure entière (M, j) soit kàhlérienne.

Dans ce cas, la distinction entre pseudo-immersions superminimales à
gauche et à droite revêt une importance particulière du fait que l'orientation
de M est induite par la structure complexe j. La détermination de ces
dernières fait jouer à la forme de Ricci p de (M, y, j) un rôle de premier
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PSEUDO-IMMERSIONS SUPERMINIMALES 451

plan. De façon précise, les pseudo-immersions superminimales à droites
de (£, J ) dans (M, y) — parmi lesquelles nous trouvons l'ensemble des
applications ±-holomorphes (non constantes) et, aussi, les pseudo-
immersions minimales lagrangiennes { = totalement réelles) — sont ou bien
±-holomorphes, ou bien telles que/* p soit nulle, ce, pour toute structure
kàhlérienne j compatible avec la métrique y et l'orientation de M. (Si
(M, y, j) est de Kàhler-Einstein de courbure scalaire non nulle, nous en
déduisons immédiatement que les pseudo-immersions superminimales à
droite sont exactement les applications ±-holomorphes (non constantes)
et les pseudo-immersions minimales totalement réelles, résultat figurant
également dans [E-S]^.) Incidemment, nous déduisons du résultat précédent
que les structures kàhlériennes j sont isolées, la métrique y et l'orientation
de M étant fixées, dès lors que le tenseur de Ricci r de (M, y) est non nul
sur un ouvert dense de M, cf. 3.4.

Lorsque (M, y, j) est à courbure sectionnelle holomorphe constante (non
nulle) et Z est compacte (de genre g), nous déduisons à nouveau des
équations de Gauss une quantification de V(f) et ||B||2 si/est supermini-
male à droite, et de V (/) si / est superminimale à gauche, cf. 3.8, 3.9,
3.10.

Toujours dans ce cas, toute application harmonique (non constante) de
(£, J ) dans (M, y) dont l'indice de ramification m excède 3(^—1) est
±-holomorphe ou superminimale à gauche. (Pour ^==0, ce résultat est dû
en substance, à EELLS-WOOD [E-W].)

Incidemment, nous en déduisons qu'une pseudo-immersion minimale
totalement réelle de (S, J ) compacte, de genre g, dans une variété kàhlé-
rienne à courbure sectionnelle holomorphe constante, dont l'indice de
ramification total m excède 3(g—l) , est à la fois superminimale à droite
et à gauche donc totalement géodésique, cf. 3.6, 3.7.

Dans le cas où la variété but est la sphère canonique S4 ou l'espace
projectif complexe canonique CP2, les quantifications du volume total
V(f) obtenues, dans les parties 2 et 3, au moyen des équations de Gauss,
peuvent être interprétées — et affinées — grâce à l'interprétation
« twistorielle » des pseudo-immersions superminimales, cf. 2.11 et 3.11,
remarque 1.

Dans [G-L], la riche géométrie complexe de l'espace des twisteurs de
54, à savoir l'espace projectif complexe CP3, a été mise à profit pour
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452 P. GAUDUCHON

démontrer un théorème de non. injecti vite des applications harmoniques
de S2 dans S4 (en dehors du plongement équatorial) [G-L], Theorem B.

Un argument similaire est développé ici, dans la quatrième partie (qui
peut être considéré, à ce titre, comme un prolongement de [G-L]), utilisant
cette fois la variété D^ des drapeaux complexes de C P2, interprétée comme
l'espace des twisteurs Z~ (CP2) de CP2, pour démontrer la non-injectivité
des applications harmoniques non ±-holomorphes de S2 dans CP2,
cf. th. 4.1 et son extension (th. 4.8) au cas où (S, J ) est de genre g et
l'indice de ramification total excède 3(g—l). (Ce résultat étend un résultat
similaire de S. WEBSTER obtenu, par une méthode différente, pour les
immersions de S2 dans C P2 [We].)

Comme dans [G-L], nous utilisons la variété G des droites complexes
de l'espace des twisteurs (ici la variété des droites définie en 4.3) qui est
une variété complexe de dimension 4 dont la variété des éléments réels G"
s'identifie à la base de l'espace des twisteurs, et la variété des sécantes
(cf. 4.6) du relèvement canonique (holomorphe et horizontal) de/dans
l'espace des twisteurs D^.

Ce travail trouve son origine dans un exposé fait, au printemps 84,
au Séminaire de l'École polytechnique (dirigé par J. P. Bourguignon et
H. B. Lawson), à l'occasion duquel j'ai été amené, à partir de [Br], à
comprendre la notion d'application superminimale et à lui donner un
maximum de généralité (cf. [Ga], dont le paragraphe 2 du présent article
constitue une généralisation des immersions aux pseudo-immersions
superminimales).

Bien qu'élaboré de façon autonome, un travail de ce genre ne pouvait
manquer de présenter, et présente en effet, de nombreuses intersections
non vides avec des contributions d'autres auteurs, en particulier [Fr] et,
surtout, [E-SJ2 dont l'approche est toutefois notablement différente de la
nôtre.

Je remercie chaleureusement H. B. Lawson qui m'a accordé une part
généreuse de son temps durant son séjour en France en 83-84 et à qui
sont dues bon nombre d'idées contenues dans cet article, B. Teissier qui
m'a utilement conseillé pour la démonstration du lemme4.6, et J. Eells
qui a eu la gentillesse de lire une première version de ce travail et de
rectifier un certain nombre d'erreurs et mauvaises références.
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1. Applications harmoniques et pseudo-immersions minimales

1.1. Dans toute la suite, nous désignons par :
(M, y) une variété riemannienne de dimension n (égale à 4 à partir de

la deuxième partie);
(Z, J ) une surface de Riemann;
/ une application de Z dans M;
T£, TM les fibres tangents de £ et M respectivement;
f~1 (TM) l'image inverse de TM par/au-dessus de Z.
Tous les objets considérés seront supposés (tacitement) de classe C00.
La surface de Riemann (£, J ) sera considérée comme une variété réelle

de dimension 2 dont le fibre tangent est muni d'une structure complexe,
c'est-à-dire d'un automorphisme J de carré égal à —7, si / est l'identité.

Cette structure équivaut à la donnée conjointe d'une orientation et d'une
structure conforme sur S.

Nous utiliserons aussi des cartes complexes { w = u + r } , c'est-à-dire des
systèmes de coordonnées (réelles) { u , v ] sur £ tels que 8 / c v = J c / ë u sur le
domaine de définition.

La métrique y est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur M.
Elle détermine un produit scalaire noté ( . , . ) sur TM (et les fibres de
tenseurs associés) ainsi que sur/"1 (TM).

La connexion de Levi-Civita de (M, y) détermine une connexion linéaire
D sur/" l (TM), compatible avec la métrique, que nous appellerons encore
connexion de Levi-Civita de/" ! (TM).

Elle se prolonge en un opérateur de différentiation extérieure d° agissant
sur les formes à valeurs dans /^(TM). Si a est une 1-forme à valeurs
dans/"1 (TM), dD<l est la 2-forme définie par

^a(L/, n=D,,(a(l7))-Z^(a(C/))-a([l/, V])
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454 P.GAUDUCHON

VI/, Ve TpZ, V/?€Z, où, comme il est d'usage, [/ et ï^ désignent à droite
des extensions arbitraires de leurs valeurs en /?.

L'absence de torsion de la connexion de Levi-Civita se traduit par le
fait que la différentielle /* de/, considérée comme une 1-forme sur S à
valeurs dans/"1 (TM), est dD fermée :

(1)
Du(^V)^Dy(f^U)-f^[U, F])=0,

Vl/.FeTpZ, VpeZ.

1.2. Nous considérerons aussi les fibres vectoriels complexifîés de T,
TM./'^TM), etc., notés respectivement T, TM, /"^(TM), etc. Les
symboles D, /*, J, ( . , . ) , etc. désigneront alors les extensions C-linéaires
(ou C-bilinéaire) de ces opérateurs aux fibres complexifiés correspondants.

Comme (Z, J ) est une surface de Riemann, toute connexion métrique
C-linéaire sur un fibre vectoriel hermitien détermine (et est déterminé par)
une structure holomorphe sur ce fibre (cf. [A-B], § 5).

En particulier, la connexion de Levi-Civita détermine sur/'iCP'M)
une structure de fibre vectoriel holomorphe : une section X de/"1 (7^ M)
est holomorphe pour cette structure si DX, vue comme une 1-forme à
valeurs dans/~1 (TM), est de type (1, 0), c'est-à-dire si

D^X^iD^X

pour tout vecteur U de Z sur le domaine de définition de X. De façon
équivalente, X est holomorphe si

D^X=0

pour une carte complexe quelconque { w } dans le domaine de définition
deX

1.3. La structure complexe J de £ induit de façon naturelle une involu-
tion sur le fibre des formes bilinéaires sur £.

Toute forme bilinéaire P sur S s'écrit donc, de façon unique, sous la
forme

P=P++P"

où P'*" et (3~ sont respectivement J-invariante (de type(l , 1)) et J-anti-
invariante (de type (2, 0) ou (0, 2)).
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La correspondance qui, à toute forme bilinéaire P sur Z, associe la
forme bilinéaire ^J définie par

P l̂/, n=P(JC7, V\ Vl7,F6T,£, V^el,

détermine :
(i) une structure complexe sur le fibre des formes réelles J-anti-

invariantes qui est ainsi identifié au carré tensoriel (complexe) K2 du fibre
canonique K des formes de type (1, 0) sur Z;

(ii) un isomorphisme (réel) du fibre des formes symétriques J-in variantes
sur celui des 2-f ormes alternées (qui sont nécessairement elles-mêmes J-in-
variantes).

Nous appelons forme-énergie de /, notée e(/), la 2-f orme associée de
cette manière à la composante J-invariante de f* y :

e(f)(U, ^)=j((A(JC/),A(n)-(/»(C7),A(Jn)),

VI/, VçT^ V/?eZ.

Cette 2-forme est définie positive en dehors des points où la différentielle
/» s'annule.

L'' énergie totale E(f) de/est définie par

£(/)- [e(f\
Js

On observe que la forme-énergie et l'énergie totale de / ne dépendent
que de la partie J-invariante de /* y.

Nous dirons que/est conforme si/* y est elle-même J-invariante.
L'espace des sections à support compact du fibre vectoriel f~^(TM)

s'interprète comme l'espace des variations d e / A une telle section X nous
associons la courbe

/(/0=exp^(fX(/?)), pe^

où t est un nombre réel (petit) et exp note l'application exponentielle dans
(M, y).
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456 P.GAUDUCHON

La variation correspondante de la différentielle /» est alors égale à

^((/,M^))|,=O=(^^)
ut

pour tout vecteur (fixé) U de 7^2.
Nous en déduisons aisément la variation première de l'énergie totale

^(f,))^^ [(dD(f^J\X).
dt Jï

L'application/est harmonique si elle est critique pour l'énergie, c'est-à-
dire si / annule la variation première de E dans toutes les directions X.

Ainsi, / est harmonique si et seulement si la 1-forme à valeur dans
f~l (TM) /» o J est à^ fermée :

f Du(f^(JV))^Dy(f^(JU))^(J[U, F])=0,
(2)

l VC/,^€T^S, V/?€2.

1.4. En combinant (1) et (2), nous obtenons immédiatement le :

LEMME. — Une application/de (2, J ) dans (M, y) est harmonique si et
seulement si

D^(f^(S/3w))=0,

c'est-à-dire si et seulement si /* (8/ôw) est une section (locale) holomorphe
(supra 1.2) de f~l(TCM) pour une carte complexe quelconque {w}
de (2, J ) .

1.5. Nous notons S l'ensemble des points singuliers de /, où la différen-
tielle/* est de rang inférieur à 2 (les points du complémentaire 2—5 sont
dits réguliers), et 5' l'ensemble des points de 2 où/s'annule.

Il résulte du lemme 1.4 que, 51 / est une application harmonique non
constante de (2, J ) dans (M, y), Fensemble S ' est vide ou discret (fini si 2
est compacte).

En outre, si S' n'est pas vide, il existe, pour chaque point /?, de S' un
entier positif w, tel que, pour toute carte complexe { w } centrée en /?„ le
quotient (l/H^'K/^/^w)) soit une section locale holomorphe sans zéro de
/^(T-M).
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Ce nombre m, est Tordre de multiplicité de /?,.
Si S est compacte, la somme w = = ^ w , est un nombre fini que nous

appellerons Vindice de ramification total de/(nous conviendrons qu'il est
nul si S' est vide).

Il est aisé de vérifier que, si f est conforme^ les deux ensembles S et S '
coïncident.

Ainsi, Yensemble des points singuliers Sune application harmonique
conforme (non constante) f de (£, J) dans (M, y) est vide ou discret (fini si
Z est compacte) et F indice de ramification total de f est nul si et seulement
si f est une immersion.

1.6. Nous supposerons désormais que M est de dimension au moins
égale à 2 et nous désignerons par G^ (M) le fibre des 2-plans orientés de Af,
c'est-à-dire l'espace fibre au-dessus de M dont la fibre en x est la variété
des sous-espaces vectoriels orientés de dimension 2 de l'espace tangent
T^M.

Il sera commode d'identifier G^ (M) au sous-fibre des éléments de
norme 1 et de carré nul (dans A4 M) du fibre A2 M des 2-f ormes réelles
sur M.

Une section du fibre image inverse f~l(G^(M)) détermine un fibre
vectoriel orienté de rang 2 au-dessus de S, sous-fibre de/"1 (TM).

La section correspondante de/"1 (A2 M) sera appelée la forme caracté-
ristique de ce fibre vectoriel.

DÉFINITION. — Une application / d'une surface orientée S dans une
variété M (de dimension au moins égale à 2) est une pseudo-immersion si
elle est une immersion sauf, peut-être, sur un ensemble discret S où la
différentielle /» s'annule, de telle manière que la section naturelle du fibre
/^(^(M)) induite sur £—5 par/» se prolonge en une section globale
sur Z.

Par définition, une pseudo-immersion/détermine un sous-fibre vectoriel
orienté de rang 2 de/"1 (TM) que nous appellerons le fibre tangent image
de /, noté T(f).

En un point singulier de / (s'il en existe), l'ordre de multiplicité de ce
point sera défini comme l'indice en ce point de l'homomorphisme /• de
T£ dans T(f).

Comme/préserve l'orientation, ce nombre est un entier positif.
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Si £ est compacte (de genre g), Findice de ramification total m d'une
pseudo-immersion / est nul si / est une immersion et égal à la somme des
ordres de multiplicité de chaque point singulier dans le cas contraire.

Si x(S) et xC^/)) désignent respectivement la classe d'Euler de S (égale
à2-2g) et de T(/), on a

(3) x(T(/))=X(S)+^=2-2^+m.

De 1.5 nous tirons aisément la :

PROPOSITION ([G-O-R], § 2). — Une application harmonique conforme
non constante d'une surface de Riemann dans une variété riemannienne est
une pseudo-immersion.

Démonstration. — D'après 1.5, une application harmonique conforme
non constante/de (S, J ) dans (M, ) détermine une section de/"1 (G^ (M))
de la façon suivante : sur S—S nous associons au point p l'image de TpS
par/* dans T/(P)M, avec l'orientation induite. Au voisinage de chaque
point singulier p, dans S (si 5 n'est pas vide), d'ordre m,, la section locale
de/-1 (A2 M)

- ——— (/ (8/8w) A / (ô/ôw) = . . (/ (ôl ou) A / (ô/8v))
| w |2mi 21 w |2wi

détermine une section locale, indépendante de la carte complexe {w = u -h y}
choisie, de/"1 (Q^ (M)) qui coïncide avec la précédente en dehors du point
singulier.

Remarque 1. — La proposition précédente vaut plus généralement pour
toute application harmonique (non constante) dont les points singuliers
sont exactement les points où la différentielle /* s'annule (c'est-à-dire telle
que S ' coïncide avec 5, supra 1.5). Une telle application sera appelée
pseudo-immersion harmonique.

Remarque 2. — L'ordre de multiplicité d'un point singulier d'une
pseudo-immersion harmonique tel qu'il a été défini en 1.5 coïncide claire-
ment avec celui qui a été défini dans ce paragraphe. Il en va de même
pour l'ordre de ramification total dans le cas où Z est compacte. Nous
verrons plus loin (infra 1.12) que, dans ce cas, l'indice de ramification
total d'une pseudo-immersion harmonique non conforme ne peut excéder
une certaine borne dépendant du genre de Z.
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1.7. Dans ce paragraphe, et jusqu'au paragraphe 1.8, / désigne une
pseudo-immersion de (Z, J ) dans une variété riemannienne (M, y).

De la structure complexe de £ nous ne retiendrons momentanément
que l'orientation induite.

Nous noterons simplement T le fibre tangent image de / et N le fibre
normal de/, c'est-à-dire l'orthogonal de Tdans/"1 (TM).

L'orientation et la métrique de T déterminent ensemble une structure
complexe sur T que nous noterons encore J.

La forme caractéristique (p de T (supra 1.6) est alors égale, en tout
point p de £, au dual riemannien de Ç A J Ç dans A}^M, où ^ est un
élément unitaire quelconque de Tp.

Son image inverse /* (p est la forme-volume de la pseudo-immersion /,
notée n(/) ou, simplement, H. C'est une 2-forme réelle sur S définie par

P(/)W n=w(t/), A(n),
V(7, reïpZ, VpeS.

On observera que, pour tout vecteur U non nul de TpS, ^ (/)(€/, JC7)
est égal au déterminant de /• relatif au repère {U, J U } de TpZ et à un
repère orthonormé quelconque { Ç , J î , ] de Tp.

Comme/préserve l'orientation, n(/) est définie positive en dehors des
points singuliers de /

II est aisé de vérifier qu'une pseudo-immersion est conforme si et seule-
ment si sa différentielle est un homomorphisme C-linéaire de (T£, J) dans
(T, J)(cf. infra 1.9).

Si /* note la composante C-antilinéaire de /», la différence entre la
forme volume et la forme énergie (supra 1.3) est égale à

(H(/)-^(/))(C7, V)=2(Jfi(U)^fi(V))

qui est clairement définie négative en dehors des points où /est conforme
et nulle en ces points.

Nous définissons le volume total V(f) d'une pseudo-immersion/par

^(^fuO).
Ji
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C'est un nombre positif (éventuellement infini). Si S est compacte, le
volume total est inférieur ou égal à F énergie E(j) de /, égal si et seulement
si f est conforme.

1.8. La connexion de Levi-Civita Dsur/"1 (TM) induit, par projection
orthogonale, une connexion linéaire sur T et sur N, l'une et l'autre notée
V :

V^^f, Vi7V=[^vf. VC/eT^Z, V/?eS,

où Ç et v sont des sections locales de T et N respectivement et [ J7 et
[ y notent la projection orthogonale sur T et N respectivement.

La 1-forme fondamentale b de Têt la 1-forme fondamentale b de N dans
/^(TM) sont les 1-formes sur 2 à valeurs respectivement dans le fibre
Hom(T, N) des homomorphismes de Tdans N et dans le fibre Hom(N, 7)
des homomorphismes de N dans T, définies par

b(U)^[D^]\ bWv^D^v]7,
VÇeTp, VveA^, VC/eT^Z, V/?eS.

Les deux formes ^ et b sont liées par

(fc(l7)^v)=-(fc(COv,Ç).

Là forme fondamentale B de la pseudo-immersion/est la forme bilinéaire
sur E à valeurs dans le fibre normal N, définie par

Bu,v=b(U)(f^(V)\ VC/.FeT^S, V/^eZ.

Il résulte immédiatement de (1) que la forme fondamentale B est symétri-
que.

Elle est nulle sur l'ensemble singulier S et coïncide avec la (deuxième)
forme fondamentale au sens usuel des immersions sur £-5.

Nous dirons que / est totalement géodésique si sa forme fondamentale
B (ou, de façon équivalente, la 1-forme b) est nulle.

Il sera utile d'interpréter la 1-forme fondamentale b de la façon suivante.
La pseudo-immersion / induit (par définition) une section de

f~l(G2(M)) (supra 1.6), c'est-à-dire un relèvement T de/dans G 3 (M)
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suivant le diagramme commutatif

G, (M)

Z^ M

où n est la projection naturelle de G^ (M) sur M, avec

T(rt=T,ŒT^M, VpeZ.

L'application T est appelée le relèvement canonique de/dans G^(M).
Le fibre Q^ (M) peut être vu comme un quotient du 0 (n)-fibré principal

Q (M) des repères orthonormés de M par l'action (à droite) du sous-groupe
50(2)x0(n-2).

La connexion de Levi-Civita de (M, y) est déterminée par une distribu-
tion horizontale sur Q(M) qui induit, à son tour, par projection, une
distribution horizontale H sur G^ (M) et une décomposition natuelle, en
tout point P de G^ (M), de l'espace tangent Tp G 2 (M) :

TpG^M^ffpQJ^G^M),

où îîp est identifié à T,M par n (x^n(P)) et T^pG^ÇM) est l'espace
tangent à la fibre (ou espace tangent vertical) en P, identifié canoniquement
à l'espace Hom(P, P1) des homomorphismes du 2-plan P dans son ortho-
gonal P1.

Avec ces identifications, la différentielle T<c de T s'écrit, comme on le
vérifie aisément,

(4) T*([/)=ML^)©h(î/), Vl/eT^Z, V/^eZ.

Les pseudo-immersions totalement géodésiques sont donc exactement cel-
les dont le relèvement canonique dans G^ (M) est horizontal.

Remarque. — L'identification, dans (4), de b(U) avec la composante
verticale de T(C/) est liée à l'identification usuelle de l'espace vertical
Tp G^ (M) avec Hom(P, P1), où P est identifié à la projection (symétrique)
de T, M sur P.

Au contraire, si nous identifions, comme nous l'avons fait en 1.6, le
fibre G 2 (M) à un sous-fibre de A2 M, le 2-plan P est identifié à une
2-forme (sa forme caractéristique), c'est-à-dire encore à l'endomorphisme
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antisymétrique obtenu en compoant la projection sur P avec J. L'espace
vertical T^ G^ (M) est alors naturellement identifié à l'espace des endomor-
phismes antisymétriques de T^M qui envoient P sur son orthogonal
P^lequel espace est encore identifié naturellement à Hom(P, P1) au
moyen de la restriction à P de ces endomorphismes - et la composante
verticale TÎ de T* s'écrit alors

(4-)
(^(U)^=b(U)J^ TÎ(l/)v=-Jfr(l/)v,
l V^eP, VveP1.

1.9. La connexion V, qui préserve la métrique du fibre tangent image
T et donc aussi la structure complexe J, induit de ce fait une structure de
fibre vectoriel holomorphe de rang 1 (supra 1.2) sur (T, J). Une section
locale ^ de T est holomorphe si

Vj^=JV^^, Vl/eTpS,

en tout point où Ç est définie.
Nous obtenons ainsi deux fibres vectoriels holomorphes de rang 1

au-dessus de S, TS et T, liés par un ty>momorphisme de fibres vectoriels
réels /• qui est C-linéaire dans le cas où/est conforme. On a alors la :

PROPOSITION. — Si / est une G^ (M) conforme de (S, J ) dans (M, y), /*
est un homomorphisme holomorphe de TS dans le fibre tangent image T.

Démonstration. - Soit W une section locale holomorphe quelconque de
TZ. On a

V^(^HO=VH.(A(JL^)+/»([JI/, W\) par(l),

= ̂ w (/* (J[/)) ̂ f* (J [u^ w^ car w est holomorphe,
= VH. (Jf^ (U)) -h J/* ([17, W]) car / est conforme,

= J (^w (A W) +A ([^ H/])) car v préserve J dans T,

=J(Vc(A(HO) par(l) ,Vl/6Tp5:,V^eS.

qui montre que/» (HO est elle-même une section locale holomorphe de T.
On observera que la proposition précédente exprime le fait que, lorsque

/ est une pseudo-immersion conforme, la différentielle /* est une section
holomorphe du fibre vectoriel holomorphe de rang 1 K ®ç T, où K est le
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fibre canonique de (Z, J ) (supra 1.2) et que l'ordre de multiplicité de/en
un point singulier /?, (s'il y en a) est aussi la multiplicité de ;?, considéré
comme zéro de la section holomorphe /*.

1.10. Une pseudo-immersion / de (Z, J ) dans (M, y) est dite minimale
si elle est conforme et si sa forme fondamentale B est J-anti-invariante.

De façon équivalente, /est minimale si elle est conforme et si sa 1-forme
fondamentale b satisfait la relation

(5) b(JU)=b(U)oJ, Vl/eTpS, V/?eE.

Nous pouvons interpréter la relation (5) de la façon suivante.
Le fibre tangent vertical 7^ G^ (M) (supra 1.8) possède une structure

complexe natuelle ^ définie par

J^A=AoJp, ^AeT^pG^M), VPeô^M),

où A est vu comme un homomorphisme de P dans l'orthogonal F1 et J p
est la structure complexe naturelle de P induite par son orientation et la
métrique.

Nous pouvons alors, compte tenu de (4)-(4'), ré-écrire la définition d'une
pseudo-immersion minimale sous la forme de la :

PROPOSITION. — Une pseudo-immersion f de (E, J) dans (M, y) est mini-
male si et seulement si elle est conforme et la composante verticale xï de la
différentielle du relèvement canonique T de f dans G^ (M) est un homomor-
phisme C-linéaire de (TS, J) dans (7^ G^ (M)» ^)-

Ceci constitue l'amorce d'une théorie « twistorielle » des pseudo-
immersions minimales qui sera développée dans les parties 2 et 3 quand
la variété but M est de dimension 4.

Nous en déduisons que la composée d'une pseudo-immersion minimale de
(Z, J) dans (M, y) avec une application ^-holomorphe (non constante) d'une
surface de Riemann (Z/, J') dans (£, J) est aussi une pseudo-immersion
minimale de (5V, J ' ) dans (M, y).

1.11. La relation (2) qui caractérise les applications harmoniques de
(Z, J ) dans (M, y) équivaut, quand/est une pseudo-immersion, au système

(i) V^(Jn)-V^(Jl7))-/»(J[lA V])=0,

(ii) B^-B^=0, V[7,FeT^Z, V/?e£.
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En particulier, la forme fondamentale (Tune pseudo-immersion harmonique
est J-anti-invariante.

Par ailleurs, (i) est satisfaite dès que / est conforme puisque V préserve
J.

Compte tenu de la proposition 1.6, nous en déduisons immédiatement
que les applications harmoniques conformes (non constantes) et les pseudo-
immersions minimales de (Z, J ) dans (M, y) sont une et même chose.

1.12. L'intérêt de cette équivalence est accentué par les résultats bien
connus suivants (cf. par ex. [E-L], § 10).

LEMME. — Si f est une application harmonique de (£, J ) dans (Af, y), la
partie J-anti-invariance de f* y est une section holomorphe de K2 (supra 1. 3).

Démonstration. — II suffit de montrer que, pour toute carte complexe
{w}, la dérivée 8/ôw((f^ (S/S\v), /* (ô/ôw))) est nulle, ce qui découle immé-
diatement de 1.4.

COROLLAIRE 1. — Toute application harmonique de la sphère de Riemann
S2 dans une variété riemannienne est conforme.

COROLLAIRE 2. — Une application harmonique (non constante) non
conforme d'une surface de Riemann compacte de genre g dans une variété
riemannienne admets au plus^ 4 (g— 1) points où f est conforme (c'est-à-dire
où y y est J-in variante).

Les corollaires 1 et 2 sont une conséquence immédiate du lemme et du
fait que la classe de Chern de K2, qui compte les zéros (avec leurs
multiplicités) de toute section holomorphe non triviale de K2, est égale à
4(^-1).

Du lemme nous tirons également la :

PROPOSITION. — Toute application harmonique (non constante) d'une
surface de Riemann compacte de genre g dans une variété riemannienne,
dont l'ordre de ramification total (supra 1.5) excède 2(^—1), est conforme.

Démonstration. — Les zéros de la partie J-anti-invariante de j^ y sont
de deux sortes : les points réguliers où /est conforme (au sens strict) et
l'ensemble des points singuliers, s'il en existe, où chaque /?, est compté
avec la multiplicité 2w, (supra \. 5).
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Remarque. — Cette proposition peut être considérée comme une exten-
sion au cas où la variété but M est de dimension quelconque de [W],
Théorème 3. 3(i).

1.13. Nous notons R la courbure de M, ̂ / la courbure de la connexion
D sur/"1 (TM), ^T et RN la courbure de (T, V) et (N, V) respectivement.

La courbure Rf est déterminée, à partir de R, par

R^yX=R^^^^X, V^eT^M, Vl/ .^eT^Z, V/?eZ.

Les courbures ^/, J?7 et R^ sont liées par

^=^+(fcA fc)^4-(^fr)^, V^T,,

<^==^.v+(fc A fr)^+(^fr)^, Vv^,

où fc A fc (resp. fc A b) est la 2-forme sur S à valeurs dans le fibre End(T)
(resp. End (AT)) des endomorphismes de T(resp. de N) définie par

(b A fc)^==fr(l/)ofc(F)-fc(^)ofr([/)

(resp.(fc A fcY^=fc([/)ofr(D-fr(îQofc([/)),

V[7, FeTpZ, V/?eZ,

et ^v est l'opérateur de différentiation extérieure {supra 1.1) appliqué aux
1-formes à valeurs dans le fibre vectoriel End(T) (resp. End(N)), relatif à
la connexion induite par V.

En distinguant les composantes tangentielles et normales, nous en
déduisons Y équation de Codazzi-Mainardi

(6) {dvb)^y=-[R^^^^]^ VC/,F€TpE, V^e£. VÇe^

et les deux équations de Gauss

(7) RT=[Rf]T-}-b A f c
(8) RN=[Rf]N^b^ b

où [R^7 et [J?^ sont les 2-f ormes à valeurs dans End(T) et End(N)
respectivement définies par

[̂ .. ^ = [Rf. ̂  f. <n y7 OT.. v = [R^ ̂  ̂  ̂  v]\

Vl/,^e7^Z, V^eT^, Vve^. VpeS.
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Les 2-f ormes qui figurent en (7) et (8) prennent en fait leurs valeurs
dans les fibres End^(7) et End^(N) des endomorphismes antisymétriques
de T et N respectivement.

Le fibre End,, (7) est trivial. Si on le trivialise au moyen de la structure
complexe J (vue comme section de End,, (7)), la première équation de
Gauss (7) devient une relation entre 2-f ormes scalaires (réelles) (l/lîi)^7

représente la classe de Chern (réelle) du fibre vectoriel complexe (T, J).

1.14. Lorsque / est une pseudo-immersion minimale, la première
équation de Gauss (7) se simplifie notablement grâce au :

LEMME. — Si f est une pseudo-immersion minimale, la 2-forme scalaire
(supra 1.13) b A b est définie négative en dehors des points où f est totale-
ment géodésique (c'est-à-dire où b — ou, de façon équivalente, la forme
fondamentale B — s'annule).

Pour tout vecteur U sur S, on a

(b^b)^ju=-\b(U)\2

où | | note la norme dans le fibre vectoriel Hom(T, N).
Démonstration. — Pour un repère orthonormé quelconque {^ , J ^} de

T, on a

(b A b)^j^(b(U)^b(JU)^ J^(b(JU)^b(U)^ JQ
=-(fc(./LU b(U)JQ+(b(U)^ b(JU)JQ.

Comme/est conforme, dire que B est J-invariant (c'est-à-dire que/est
minimale) équivaut à dire que

b(JU)J^-b{U)t, (c/(5)).

Il en résulte que

(b^b^.^^bW^^bWJ^^^bdI)^ D

Ainsi, lorsque/est une pseudo-immersion minimale, la 2-forme scalaire
—b A b peut être considérée comme la norme au carré (ponctuelle) de b
ou, si l'on préfère, de la forme fondamentale B. Si E est compacte, nous
poserons

(9) l lB l I ^ - f f cA fc .
Jî
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Si/est une pseudo-immersion minimale, c'est un nombre positif ou nul,
nul si et seulement si B est identiquement nulle ( / totalement géodésique),
que nous appellerons la norme au carré {globale) de B.

On notera qu'elle est définie indépendamment de toute métrique sur Z
(mais ne définit une norme que si/est minimale).

En intégrant la première équation de Gauss (7), nous obtenons la :

PROPOSITION. — Si f est une pseudo-immersion minimale d'une surface de
Riemann compacte (Z, J ) de genre g dans une variété riemannienne (M, y),
on a

(10) ^W^g-l-m+S^^,
2n Jï

où m est Findice de ramification total de f.
Nous en déduisons immédiatement, compte tenu de 1.12, les :

COROLLAIRE 1. — II n'existe aucune application harmonique non constante
de la sphère de Riemann S2 dans une variété riemannienne à courbure
sectionnelle négative ou nulle.

COROLLAIRE 2. — Une pseudo-immersion minimale d'une surface de
Riemann compacte (2, J) de genre g dans une variété riemannienne (M, y)
à courbure sectionnelle négative ou nulle a son indice total de ramification
m inférieur ou égal à 2 (g— 1).

L'égalité ne peut avoir lieu que si f est totalement géodésique (une
immersion totalement géodésique si g=\) et si la courbure sectionnelle de
(M, y), évaluée sur/* (7^ S), V^eS, est nulle.

En particulier, si (M, y) est à courbure sectionnelle négative, il n'existe
aucune application harmonique conforme (non constante) d'une surface de
Riemann (compacte) de genre 1 dans (M, y) et, pour toute application
harmonique conforme (non constante) d'une surface de Riemann compacte
de genre g (g>\) on a l'inégalité stricte

w<2(g-l).

Remarque. — Dans le cas où (M, y) est à courbure sectionnelle constante
c, la relation (10) devient

(10') ' J-l|B||2=2^-2-m+^-F(/)
2îl 2u
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où V (f) est le volume total de /{supra 1.7).
Nous obtenons ainsi une quantification relative de la norme au carré

globale de la forme fondamentale B et du volume total de / (et une
quantification de ||B|[2 dans le cas où (M, y) est plate) (cf. infra, 2.10).

2. Pseudo-immersions superminimales d'une surface de Rieman dans une
variété riemannienne orientée, de dimension 4

Dorénavant, (M, y) sera, sauf mention contraire explicite, une variété
riemannienne orientée, de dimension 4.

2.1. Soit (£, ( . , . ) ) un espace euclidien orienté, de dimension 4 et
considérons la décomposition

A2£=A2 .©A2£

de l'espace A2 E des 2-f ormes sur £ (£ est identifié à son dual E* au
moyen de la métrique) en somme directe de l'espace A2. £ des 2-formes
autoduales (= préservées par l'opérateur de Hodge-De Rhanin.) et de l'es-
pace A2 E des 2'formes anti-autoduales (= transformées en leur opposée
par *).

Une structure hermitienne sur (£, ( . , . ) ) est une structure complexe J
qui préserve la métrique en ce sens que

(JX, JY)^(X, Y), X, Ye£.

Elle est déterminée de façon équivalente par sa forme de Kâhler F définie
par

F(X, Y)=(^, Y), X, YeE.

La structure hermitienne est dite positive si l'orientation induite par un
repère (quelconque) de la forme {X, JX, Y, JY) coïncide avec l'orientation
de £, et négative dans le cas contraire.

Il est clair que J est positive (resp. négative) si et seulement si sa
forme de Kàhler F est autoduale (resp. anti-autoduale). Inversement, toute
2-f orme autoduale (resp. anti-autoduale) de norme /2 est la forme de
Kàhler d'une structure hermitienne positive (resp. négative).
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Nous identifions ainsi la variété Z+ (£) des structures hermitiennes
positives de (£,( . , . ) ) à la sphère S ^(A2. £) de rayon /2 dans l'espace
A2. £, et, de même, la variété Z~ (É) des structures hermitiennes négatives
à la sphère S j(A2 £) dans A2 £.

v

II en résulte un difféomorphisme (D de la grassmannienne Q^(E) des
sous-espaces orientés de dimension 2 de £ (identifiée à la variété des
éléments de norme 1 et de carré extérieur nul de A2 £, supra 1.6) sur le
produit Z^ (£) x 7"' (£), défini par

(11) (S>(P)=(F+=^>^^ F~=^-^\ PeG^(E\

où (p est la 2-forme associée à P (ou forme caractéristique de P, supra
1.11).

-1
L'inverse <D est défini par

(11-) (DaJ'.J-^-^F^F-), rçZ^(E\ J-eZ-(£),

où F"' et F" sont les formes de Kahler de ./+ et J~, et (1/2) (F^+F"),
qui est clairement de carré nul et de norme 1, est la forme caractéristique
du 2-plan orienté associé.

Nous pouvons interpréter le difféomorphisme 0 de la façon suivante.
Chaque élément P de G 2 (E) possède, en propre, une structure complexe

J p (supra 1.10).
Nous notons Jp- la structure complexe du 2-plan orthogonal P1 à P,

muni de son orientation naturelle (telle que l'orientation de P©P1 coïncide
avec celle de £).

Les structures hermitiennes J^ et J ~ de E associées à P sont alors
égales à

J^ =Jp®Jpl, J~ =Jp®(-Jp-L).

En d'autres termes, J" (resp. J ~ ) est l'unique structure hermitienne
positive (resp. négative) de E dont (P, Jp) soit une droite complexe.

Inversement, pour tout couple (J\ J~) de structures hermitiennes,
-i

respectivement positive et négative, <1> ((J"\ J~)) est l'(unique) droite
complexe commune à J^ et J~.
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(Au contraire, deux structures hermitiennes de même signe, mais non
identiques, n'admettent aucune droite complexe en commun.)

2.2. L'espace tangent TpG^(E) à G^ (E) en P s'identifie naturellement
(supra remarque 1.8) à l'espace Hom(P, P1) des homomorphismes de P
dans P1.

L'espace tangent Tj+ Z+ (£) en J^ et l'espace tangent Tj-Z~(E) en
J~ s'identifie naturellement à l'espace des endomorphismes antisymétriques
de E qui anticommutent à J ^ et J ~ respectivement.

-i
Si P(= 0> ((./+, J~))) est la droite complexe commune de J ^ et J~, de

tels endomorphismes envoient clairement P sur son orthogonal, de sorte
que nous avons également les identifications

T^ Z+ (£)=Homc-(P, P1), Tj- Z- (£)=Homc(P, P1)

où Homc(P, P1) et Homc(P, P1) notent respectivement l'espace des
homomorphismes C-linéaires et C-antilinéaires de (P, J p ) dans (P1, Jpi).

La différentielle <I>* de <î> n'est autre que l'isomorphisme
(12) 0<. : A e Hom (P, P1) ̂  Tp Q^ (E)

•^(A-, A^eHomc-tP, P-^œHom^P, P1)

^T,+Z+(JE:)eTJ-Z~(£),

qui décompose tout homomorphisme A de P dans P1 en ses parties
C-linéaire et C-antilinéaire (dans l'ordre indiqué ci-dessus).

2.2. Chacun des espaces TpG^(E), T,+ Z^ (E) et Tj- Z" (E) possède
une structure complexe naturelle, notée J dans les trois cas (supra 1.10),
définies par

^ A ^ A o J p , AeTpG^(E) ^Hom(P, P),
^ A ^ = A ^ J " , A^eT^Z+(E\
^ A ^ = A ^ J ~ , A^eTj-Z-(E).

Comme la restriction commune de J ^ et J ~ à P est Jp, la différentielle
<I>» de <t> est clairement ^-linéaire.

2.3. Nous pouvons « globaliser » les constructions du paragraphe 2.1
en les appliquant au fibre tangent de la variété (M, y).
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Nous obtenons ainsi, à côté du fibre G^ (M) déjà considéré (supra 1.6),
les fibres Z^ (M) et Z~ (M) des structures hermitiennes positives et des
structures hermitiennes négatives de M (appelées usuellement espaces des
tmsteurs (projectifs) - positifs et négatifs - de M, cf. [A-H-S]), et un
difféomorphisme 0 de G^(M) sur le produit fibre Z^ (M) x ^ Z ~ (M) de
Z4' (M) et Z~ (M) au-dessus de M, donné, en chaque point x de M,
par (11).

Chaque espace fibre Z^(M) et Z~ (M) peut être considéré comme
un quotient du SO (4)-fibré principal Q+ (M) des repères orthonormés
positivement orientés de M par l'action (à droite) respective du groupe
unitaire 17(2) et du groupe unitaire tordu U(2), l'un et l'autre plongé
canoniquement dans le groupe orthogonal spécial 50(4) (si {e^ e^ e^
e^} est la base naturelle de R4, [7(2) est le sous-groupe de SO (4) qui
préserve la structure complexe J ^ définie par J^ e^ =e^ J ^ ^3=^4, tandis
que U(2) est le sous-groupe de 50 (4) qui préserve la structure
complexe J ~ définie par J ~ e^=e^ J ~ ^4=^3).

L'intersection U(2) H U(2) est égale au produit 50(2) x 50(2) et le
difféomorphisme <D est l'application de Q^ (M)/SO(2) x 50(2) sur le pro-
duit fibre (Q+(M)/U(2))x^(Q+(M)/Û(2)) induite par l'application
diagonale de Q + (M) sur Q + (M) x ^ Q + (M).

La distribution horizontale sur Q+ (M) déterminée par la connexion de
Levi-Civita induit par projection, comme dans le cas de G^ (M) (supra 1.8),
une distribution horizontale sur Z'" (M) et Z~ (M), notée H dans les deux
cas, et aussi une distribution horizontale, également notée H, sur le produit
fibre Z^ (M) x ^ Z ~ (M) : H^^ j-^ est l'espace obtenu à partir du produit
Hj^ x Hj- en identifiant les éléments ayant même image dans T^M par
7i*, x=7l(J+)=H(J -), où TC note la projection naturelle de Z^ (M) ou
Z-(M)sur M.

D'après l'interprétation qui vient d'être donnée de <D, il est clair que <D*
préserve les distributions horizontales, et il en va de même pour les projec-
tions ^+ et (D" de G^(E) sur Z" (M) et Z~ (M) respectivement.

2.4. L'espace fibre Z^ (M) possède une structure presque complexe
naturelle, notée ./+, obtenue en faisant la somme directe de la structure
complexe définie en 2.2 sur F espace tangent vertical T^ (Z^ (M)), identifié
à Tj+(Z^ (T^M)), et la structure complexe J ^ de l'espace tangent hori-
zontal Hj+, identifié à 7\M au moyen de TC».
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De même, l'espace fibre Z~ (M) possède une structure presque complexe
naturelle ^~ construite de la même façon.

Comme il est observé en [E-S]i, les structures presque complexes J ^ et
J ' ne sont jamais intégrables.

Au contraire, les structures presque complexes c/^ et ^\ obtenues à
partir de ̂ + et ^~ en remplaçant ^ par sa conjuguée —^ sur les espaces
verticaux peuvent être intégrables, si la courbure R de M satisfait certaines
conditions.

De façon précise, ^^ (resp. ^ ^ ) est intégrable si et seulement si Fendo-
morphisme du fibre Ai M (resp. A2 M) des 2-formes autoduales (resp.
anti-autoduales) de M induit, par projection orthogonale, par la courbure
(elle-même vue comme un endomorphisme du fibre A2 M), est scalaire
(cf. [A-H-S]).

Cest le cas, par exemple, pour ^^ et ^^ lorsque (M, y) est à courbure
sectionnelle constante (plus généralement, conforme à une telle variété),
et, pour ^i~, lorsque (M, y) est une variété kàhlérienne à courbure section-
nelle holomorphe constante.

2.5. Nous considérons à nouveau une pseudo-immersion /de la surface
de Riemann (Z, J) dans (M, y), T son relèvement canonique dans Q^ (M).

Nous notons r4' et T~ respectivement, les applications composées
O^ie t^ '^deZ dans Z^ (M) ou Z~ (M), baptisées relèvement canoni-
que de f dans Z^ (M) ou Z~ (M) respectivement.

De façon équivalente, T'1" (resp. T~) est une structure complexe, que
-1

nous notons J^ (resp. J~), du fibre vectoriel / (TM), compatible avec la
métrique et l'orientation (resp. l'orientation opposée).

Pour les deux structures complexes J ^ et J~, le fibre tangent image T
muni de sa structure complexe naturelle J, est un sous-fibre complexe.

De (4') et (12), nous déduisons aisément que les différentielles TÎ et T*
de T'*' et T~ sont données par

(13) xî(U)^f^(U)®(b-(U)oJ), ^(^Ad/)®^ (l/)o./)

où h^ (17) et b~ (U) notent respectivement les composantes C-linéaires et
C-antilinéaires de la 1-forme fondamentale b(U) dans Hom (T, N) pour
les structures complexes (T, J) et (N, J ^ } .
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Si / est conforme, la différentielle /» est un homomorphisme C-linéaire
-i -i

de (TZ, J) dans ( / (TM), J - " ) et ( / (TM), J-).
Il suit alors immédiatement de la proposition 1.10, que si/est harmoni-

que (non constante) et conforme, les relèvements canoniques r4' et T~
sont, Fun et Fautre, des applications holomorphes de (Z, J ) dans
(Z^ (M), ^+) et (Z" (M), J^-) respectivement.

Inversement, considérons une application holomorphe non verticale J de
(£, J) dans F un des deux espaces de twisteurs, (Z^ (M), ^+) par exemple.

Soit § l'ensemble des points p de S, où 7*(TpS) est vertical. Cet
ensemble est fermé et son complémentaire S — § est dense.

Comme J est conforme et que la projection TT* de Hy ̂  sur Ty ̂  M,
/=7to7 est C-linéaire par définition, 7 coïncide avec le relèvement canoni-
que de sa projection /

Soit 7 / le relèvement canonique de / dans l'autre espace de twisteurs
(Z-(M),jn.

Nous désignons par b la 1-forme fondamentale du fibre tangent image
-i

T de / dans / (TM) au-dessus de S—5, b^ et b~ ses composantes
C-linéaires et C-antilinéaires identifiées respectivement aux composantes
verticales 7*^ et J^ de 7* et 7* respectivement.

Comme/est conforme, dire que 7*^ (resp. 7* )̂ est C-linéaire, c'est-à-dire
que 7 ' (resp. J) est holomorphe, équivaut à dire que la forme fondamentale
positive B+ (resp. la forme fondamentale négative B~) définie par

^(l/.lQ^^l/K/,,^

(resp. B-(U,V)^b- (Ï7) (/* V)\

l/,FeT,Z, /^Z,

est symétrique.
Ainsi, 7est holomorphe si et seulement si 7' l'est aussi.
Dans ce cas, la forme fondamentale B est J-anti-invariante, de sorte

que la restriction de /à £—^ est harmonique. Comme S—S est dense
sur Z, /est elle-même harmonique.

Nous avons ainsi établi une correspondance bijective naturelle, découverte
par J. EELLS et S. SALAMON ([E-S]p [E-S]^, [Sa]), entre les applications
harmoniques conformes non constantes de (Z, J ) dans (M, y), les applications
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holomorphes non verticales de (Z, J ) dans (Z^ (Af), ^+) et les applications
holomorphes non verticales de (Z, J ) dans (Z~ (M), ^~).

2.6. Comme la détermination des courbes holomorphes dans une variété
presque complexe non intégrable, comme c'est le cas de ^+ et ^~,
est malaisée en général, nous nous intéressons à une classe particulière
d'applications harmoniques (conformes) définie de la façon suivante.

DÉFINITION 1. — Une pseudo-immersion superminimale à droite (resp. d
gauche) d'une surface de Riemann (Z, J ) dans une variété riemannienne
(orientée, de dimension 4) (M, y) est une pseudo-immersion conforme de
(£, J ) dans (M, y) dont le relèvement canonique dans l'espace des twisteurs
positifs Z^ (M) (resp. l'espace des twisteurs négatifs Z~ (M)) est horizontal.

DÉFINITION 2. — Une pseudo-immersion superminimale à droite (resp. à
gauche) est une pseudo-immersion conforme telle que la 1-forme fonda-

-i
mentale du fibre tangent image T dans / (TM) prenne ses valeurs dans
le fibre des homomorphismes C-linéaires (resp. C-antilinéaires) de (T, J)
dans (N, J - " ) .

DÉFINITION 3. — Une pseudo-immersion superminimale à droite (resp. à
gauche) est une pseudo-immersion conforme telle que la structure complexe

-i
associée J^ (resp. J ~ ) de / (TM) (cf. 2.5) est D-parallèle pour la conne-
xion de Levi-Civita D.

L'équivalence des définitions 1 et 3 est tautologique, celle des
définitions 1 et 2 résulte immédiatement des relations (13) de 2.5.

De la définition 2 résulte immédiatement qu'une pseudo-immersion
superminimale à droite (à gauche) composée avec une application ^-holomor-
phe (non constante) d'une surface de Riemann (S', J') dans (Z, J ) est encore
une pseudo-immersion superminimale à droite (à gauche) de (L\ J') dans
(M, Y).

Si / est superminimale à droite (à gauche) son relèvement canonique
dans Z^ (M) (ou Z~ (M)) est holomorphe à la fois par les structures ̂ +

etJ^ (^~ etJ^r).
En particulier, une pseudo-immersion superminimale est minimale, en

vertu de 2.5.
Nous obtenons aussi, toujours en vertu de 2.5, une correspondance

bijective naturelle entre les pseudo-immersions superminimales à droite (resp.
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à gauche) de (Z, J) dans (Af, y), et les courbes holomorphes horizontales de
(L, J} dans (Z" (M), J^) (resp. de (I, J) dans (Z" (M), J^-)).

Remarque. — Si / est une pseudo-immersion superminimale à droite
(resp. à gauche) de (S, .7) dans (M, y), la connexion de Levi-Civita D de
/^(TM) est J'^-linéaire (resp. J"'-linéaire) (définition 2 ci-dessus). Elle
définit donc une structure de fibre vectoriel holomorphe (de rang 2) sur
(f~1 (TM), ./+) (resp. sur (Y-1 (TM), J-)) (su/?rû 1.2).

Comme la 1-forme fondamentale b est alors de type (1, 0), le fibre
tangent image ( T, J), muni de sa structure holomorphe induite par V
{supra 1.9), est alors un sous-fibre holomorphe (de rang 1) de
(Y-1 (TM), D (resp. de (T1 (TM), J-)).

2.7. La forme fondamentale B d'une pseudo-immersion/de (S, J) dans
(M, y) est une section du produit tensoriel (réel) K®RX®g N où le fibre
canonique K de (Z, J) est considéré comme un fibre vectoriel réel de
rang 2, isomorphe au fibre cotangent (TZ)*.

Si /est minimale, B est une section de X2®,^, où le carré tensoriel
complexe K2 du fibre canonique est encore considéré comme un fibre
vectoriel réel de rang 2.

Enfin, si/est superminimale à droite (resp. à gauche), B est une section
du fibre holomorphe de rang 1 K2®^^, J ^ ) (resp. K2 ®c(N, J~)} où,
cette fois, K2 est considéré lui-même comme un fibre vectoriel holomorphe
de rang 1, ainsi que (N, J^ grâce à la connexion V.

Par définition, B est une section holomorphe de K2®^^,./4') ou
X2®^, ./-)si

ve|ô^(Dô|ô-w, e/ew)^^

par toute carte complexe { w } sur (S, J).
Il n'est pas vrai, en général, que B soit holomorphe lorsque/ est

superminimale. Il résulte en effet directement de l'équation de
Codazzi-Mainardi (6) (supra 1.13) que

( 14) V,/,, (B^J = [R^ ̂ ^ ^ ̂  /* (ôlôw)^

où R est la courbure de (M, y). Le terme de droite n'est pas nul en général.
Il l'est pourtant, si la courbure sectionnelle de (M, y) est constante.
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Nous obtenons ainsi la :

PROPOSITION. — 5ï / est une pseudo-immersion superminimale à droite
(resp. à gauche) de (S, J ) dans une variété riemannienne (orientée, de
dimension 4) à courbure sectionnelle constante, la forme fondamentale B est
une section holomorphe du fibre vectoriel holomorphe (de rang 1)
K2 ®cW ^+) (resp. K2 ®c(M -H).

COROLLAIRE. — Si / est une pseudo-immersion superminimale à droite
(resp. d gauche) non totalement géodésique d'une surface de Riemann com-
pacte (£, J ) de genre g dans une variété riemannienne orientée, de
dimension 4, à courbure sectionnelle constante, le nombre de points réguliers
de Z où f est totalement géodésique est inférieur ou égal à ^ (N) 4- 4 g—4 —m
(resp. — ^ ( N ) + 4 ^ — 4 — w ) où x(^) est ^a classe ÏEuler du fibre normal
muni de son orientation naturelle (égale, encore, à la classe de
Chern c(N, J ^ ) de (N, J^)), et m Findice de ramification total de f.

En particulier, on a F inégalité

%(N)+4g~4-w^O (resp. -x(A04-4g-4-w^O).

Démonstration. — Comme B est une section holomorphe non triviale
du fibre vectoriel holomorphe de rang 1 K2 ®ç(N, J ^ ) (resp.
^(^(N, ./")) de classe de Chern égale à 4^—4+7(N) (resp.
4 ̂ ^4_^(^) ce nombre mesure les zéros de B, qui sont de deuxsortes :
les points singuliers de/et les points réguliers où/est totalement géodési-
que.

Remarque. — L'inégalité obtenue dans le corollaire précédent est particu-
lièrement intéressante quand (£, J ) est la sphère de Riemann.

Compte tenu du corollaire 1 de 2.8 {infra), nous en déduisons que pour
toute application harmonique (non constante) non totalement géodésique de
S2 dans la sphère canonique 54, | ^(N) [ est supérieur ou égal à 4+w.

Nous verrons une interprétation twistorielle de ce fait au
paragraphe 2.11.

2.8. Considérons la forme biquadratique complexe P définie sur la sur-
face de Riemann (S, J ) par

P(HO=(B^n.^.^ V^€7^°£, V/?€£
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où B est la forme fondamentale (C-linéarisée) d'une pseudo-immersion/
de (S, J ) dans (M, y). Cette forme P peut être vue comme une section de
la puissance tensorielle quatrième X4 du fibre canonique K de (S, J).

Elle ne dépend que de la partie ./-anti-invariante de B.

LEMME. — Si f est une pseudo-immersion minimale de (S, J ) dans (M, y),
rik est superminimale (à droite ou à gauche) en un point p de S si et
seulement si la forme biquadratique P s'annule en ce point.

Démonstration. — En posant

W^^U^iJU), 1/6 T^E,

un calcul immédiat, tenant compte de la J-anti-invariance de B, montre
que

P(^)=^[(|B^/.l/|2-|B^^|2)-2f(B^^„B^.^/)]
4

qui montre que, dans Np, Bjy ^ est orthogonal à et de même norme que
Bu y, c'est-à-dire est égal à ±J^ By .i/, si et seulement si P(HQ est nul
en p.

PROPOSITION. — Si f est une pseudo-immersion minimale S une surface de
Riemann (S, J ) dans une variété riemannienne (M, y) à courbure sectionnelle
constante, la forme biquadratique P est une section holomorphe de X4.

Démonstration. — Conséquence immédiate de l'équation de Codazzi-
Mainardi (14) de 2.7.

COROLLAIRE 1. — Toute pseudo-immersion minimale de la sphère de
Riemann S2 dans la sphère canonique S4 est superminimale (à droite ou à
gauche).

COROLLAIRE 2. — Si f est une pseudo-immersion minimale, mais non
superminimale, S une surface de Riemann compacte (Z, J ) de genre g(g^ 1)
dans une variété riemannienne orientée, de dimension 4, à courbure section-
nelle constante, le nombre de points réguliers où f est superminimale (à
droite ou à gauche) est inférieur ou égal à 2 (4 (g— l )—w).

En particulier, Findice de ramification total m est inférieur ou égal à
4Q—1).
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Démonstration. — Conséquence directe de ce que la classe de Chern
de K4 vaut 8(^—1) et que chaque point singulier de/fournit un zéro, de
multiplicité double (au moins), de P.

Remarque 1. — Nous appelons superminimale une pseudo-immersion/
qui, en tout point p de S, est superminimale à droite ou à gauche.

Nous n'excluons pas — a priori — la possibilité où/est superminimale
à droite sur une partie de S et à gauche sur le complémentaire, car cette
distinction n'est pas visible au travers de la forme biquadratique P.

Ce cas mixte est toutefois exclu lorsque les données sont analytiques (ce
qui est le cas que nous venons de considérer où (M, y) est à courbure
sectionnelle constante et, aussi, le cas où (M, y) est une variété de Kàhler-
Einstein).

Dans ce cas, si / est superminimale, elle est superminimale à droite
(globalement) ou superminimale à gauche (globalement).

Remarque 2. — Pour autant que nous sachions, tous les exemples connus
de pseudo-immersions minimales de surfaces de Riemann dans 54 (qui ne
soient pas contenues dans S3) sont induites par des courbes holomorphes
de l'espace projectif complexe C P2 au moyen de la correspondance de
R. BRYANT [Br] et sont, par définition, superminimales.

2.9. Nous avons vu en 1.14 comment F équation de Gauss tangentielle
(7) se simplifie lorsque / est une pseudo-immersion minimale de (S, J )
dans (M, y).

Si (M, £) est de dimension 4 et orientée, le fibre End^N des endomor-
phismes antisymétriques du fibre normal N est, de même que End,, T (supra
1.13), trivial. Nous considérons la trivialisation associée à la structure
complexe J ^ vue comme une section de End^(N).

Ainsi, les 2-formes qui figurent dans T équation de Gauss normale (8)
sont-elles des formes scalaires (réelles).

En particulier, (l/27i) R^ représente la classe de Chern du fibre vectoriel
complexe (de rang 1) (N, J'^), c'est-à-dire la classe d'Euler ^(N) de N
muni de son orientation naturelle.

On a alors le :

LEMME. — Si f est une pseudo-immersion superminimale à droite (resp. à
gauche), la 2-forme b A h est égale à —b A b (resp. à -hfc A h).
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En particulier, elle est définie-positive (resp. définie-négative) en dehors
des points où f est totalement géodésique (supra 1.14).

Démonstration. — Puisque le fibre End^(N) a été trivialisé au moyen
de ./+, on a

(b^b)^^(b(U)°b(JU)v,rv)^(b(JU)ob(U)v,rv\

VÎ/eT^S, V/?eZ,

pour un élément unitaire quelconque v de Np.
Le fait que / soit minimale, se traduit, au niveau de fc, par la relation

(5') b(JU)v=-Jb(U)v, VveNp, VC/eTpS, V/?eZ

(cf. (5) supra).

Il en résulte alors que

(b^b)^,^2(Jb(U)v,b(U)rv)
=2det(fc(C/))

où le déterminant det (b(U)) s'entend relativement à tout repère ortho-
norme { Ç, J ^ } de T et { v, J ^ v} de N.

Si, en outre, /est superminimale à droite (resp. à gauche), b(U) est un
homomorphisme C-linéaire (resp. C-antilinéaire) de (N, J ^ ) dans (T, J) et
2 det (b(U)) est égal à ^(U^^bÇU)^ (resp. à -\b(U)\2^ -|fc(l/)|2),
ce qui, compte tenu du lemme 1.14, prouve notre assertion.

COROLLAIRE. — Si f est une pseudo-immersion superminimale à droite
(resp. à gauche) de (£, J ) (compacte) dans (M, y) (orientée, de dimension 4),
Féquation de Gauss normale (8), intégrée sur £, se lit

-l-IlBlI^xW-fw
2" Jî

fresp.^IlBlI^-xW+fw),
\ 2n Jl /

où |[ B ||2 est la norme au carré (globale) de la forme fondamentale B (cf. (9)
de 1.14) et [R^ la composante normale de la courbure de (M, y) (supra
1.13).
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2.10. Nous supposerons, dans ce paragraphe, que (M, y) est à courbure
sectionnelle constante, égale à c.

Les équations de Gauss (7) et (8) d'une pseudo-immersion/de (Z, J )
dans (M, y) se réduisent alors à

RT=.cj*^^-b ^ b

R ^ ^ b ^ b

où q> est la forme caractéristique de / (supra 1.6) et /"(p est la
forme-volume [i(f) (supra 1.7).

Si / est minimale et £ compacte, la première équation devient,
rappelons-le (relation (10') de 1.14), après intégration sur £,

27ix(r»=2Tc(2-2g4-m)=c.FC/)-||B||2

où V (/) est le volume total de/
Si / est, en outre, superminimale à droite (resp. à gauche), la seconde

équation de Gauss devient, après intégration sur E,

(15) 2îixW=|W (resp. 27l xW—— I I B ||2).

Nous en déduisons, outre les résultats de 1.14 (qui valent pour n
quelconque), la :

PROPOSITION. — Soit (M, y) une variété riemannienne (orientée, de
dimension 4) à courbure sectionnelle constante c.

Pour toute pseudo-immersion superminimale à droite (resp. û gauche) f
fune surface de Riemann compacte (S, J ) de genre g dans (M, y),

(a) la classe (TEuler /(AQ du fibre normal muni de son orientation natu-
relle est non négative (resp. non positive),

(b) la norme au carré (globale) ||B||2, divisée par 2 n, est un nombre
entier, égal à x(N) (resp. égal à -xW);

(c) 51 (M, y) est plate, ^(N), g et F ordre total de singularité m sont liés
par la relation

2-2^+m+xW=0

(resp. 2-2 ̂ +m-x(N)=0);
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(d) si c est positif, le volume total V (j) de /, divisé par 2 n/c, est un
nombre entier :

^(y)=2î(2-2^m+x(N))
c

fresp. ̂ (^^-^-hm-xwA
\ c )

En particulier, si f n'est pas totalement géodésique,

V(j)^4n(3+m^g)',
c

(e) si c est négatif, on a

^œ=-27L(2^-2-m-xW)
(-c)

fresp. F(y)=27c(2^-2-m+xW)V
\ (-c) )

En particulier, le genre g est supérieur à 1 (cf. 1.14). Si ^==2 et si f
n'est pas totalement géodésique, f est une immersion. En général, on a
rinégalité

m^2^-l)- l

avec F égalité si et seulement si f est totalement géodésique.
Démonstration. — Relecture des relations (14) et (15). L'inégalité dans

(d) est une conséquence de la proposition 2.8 (corollaire).

2.11. Le cas c>0, dans la proposition 2.10 peut être affiné au moyen
de l'interprétation « twistorielle » des pseudo-immersions superminimales
(cf. supra 2. 5). On a la :

PROPOSITION. — Pour toute pseudo-immersion superminimale f d'une
surface de Riemann compacte (Z, J ) de genre g dans la sphère canonique S4

(en particulier, toute application harmonique non constante f de la sphère de
Riemann S2 dans la sphère canonique S4), le volume total V(j) de f est un
multiple entier de 4 n.

Si f n'est pas totalement géodésique, cet entier est supérieur ou égal à 3.
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(Dans le cas où (Z, J ) est la sphère de Riemann, cf. [Ça] et [Ba]).
Démonstration. — Remarquons, tout d'abord, que nous pouvons

supposer / superminimale à droite, puisque l'antipodie de 54 échange la
droite et la gauche.

Son relevé canonique T4' est {supra 2.6) une application holomorphe et
horizontale de (S, J) dans (Z^S4),^) qui n'est autre que l'espace
projectif complexe CP3 avec sa structure complexe naturelle (cf. [A-H-S]).

Il est facile de vérifier que la classe de Chern du fibre horizontal H de
C P3 est égal à 2 A, si h désigne le générateur (positif) de la cohomologie
entière de CP^cf. [G-L]).

Comme T^ est horizontale, nous en déduisons l'égalité entre classes de
Chern (ou classes d'Euler) sur £

i(T)+xw^d
où d=(^)*h est le degré de T^

En combinant (14) et (15), nous obtenons ainsi la relation
Vol(/)=47id.

En outre, si d=l ou 2, la courbe holomorphe T^S) est plane (non
singulière) et il est facile de vérifier qu'elle ne peut être horizontale que si
d= 1 (correspondant au plongement équatorial de S2 dans S4).

Remarque. — Une façon d'engendrer des pseudo-immersion totalement
géodésiques d'une surface de Riemann (Z, J ) de genre g dans la sphère
canonique 54 est de composer le plongement équatorial de S2 dans 54

avec une application holomorphe (non constante) quelconque de (Z, J)
dans S2.

L'indice de ramification total de l'application composée est alors égal à
celui de 7 qui est égal, comme il est bien connu (cf. [G-H], p. 218, par
exemple), à

w=2te+3-l)

où 3 est le degré de 7, égal, comme on le vérifie aisément, au degré d du
relèvement canonique T de/dans CP3.

En reportant cette valeur dans la proposition 2.10 (rf), avec ^(N)=0
puisque/est totalement géodésique, nous retrouvons, dans ce cas particu-
lier, la relation
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V(j)^4n3=4nd

obtenue ci-dessus.

3. Pseudo-immersions superminimales dans une variété kâhlérienne

3.1. Dans cette troisième partie, nous supposerons que la variété
riemannienne (M, y)-orientée, de dimension 4- est kâhlérienne, c'est-à-dire
que son fibre tangent TM est muni d'une structure complexe j induisant
l'orientation de M (cf. supra 2.1), compatible avec la métrique et parallèle
pour la connexion de Levi-Civita.

La structure kâhlérienne sera notée (M, y, j) où j doit être considérée
comme une donnée supplémentaire (susceptible d'être modifiée) par rap-
port à la métrique et l'orientation de M qui sont fixées une fois pour
toutes.

Nous notons œ la forme de Kàhler de (M, y, j) et p la forme de Ricci
définie de façon similaire à partir du tenseur de Ricci r (supra 2.1) par

p(X,Y)=r(}X,Y), VXVeT^M, VxeM.

La distinction « à gauche », « à droite » que nous avons considérée à
propos des pseudo-immersions superminimales et qui pouvait apparaître
superflue dans la mesure où l'on passe de l'une à l'autre par simple
changement d'orientation de M, acquiert, maintenant que l'orientation de
M est liée à la structure complexe j, une importance considérable, comme
nous allons voir.

3.2. L'espace des twisteurs positifs Z^ (M) de la variété kâhlérienne
(M, y, j) admet deux sections canoniques correspondant à la structure
complexe j et à sa conjuguée —j .

Leurs images sont deux sous-variétés horizontales de Z^ (M), puisque j
est kâhlérienne.

En particulier, toute application ±- holomorphe de (£, J ) dans la
variété complexe (M,j) est une pseudo-immersion superminimale à droite
de (S, J ) dans (M, y) pour toute structure kâhlérienne \ sur la variété
riemanienne orientée (M, y).
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3.3. DÉFINITION 1. — Une application /de (S, J ) dans une variété
kàhlérienne (M, y, j) est dite lagrangienne (ou totalement réelle) si l'image
réciproque /" œ de la forme de Kàhler œ de (M, y, j) est nulle sur £.

DÉFINITION 2. — Dans les mêmes conditions,/est dite Ricci-lagrangienne
si l'image réciproque y p de la forme de Ricci p de (M, y, j) est nulle sur
E.

Les deux définitions sont disjointes en général. La seconde est vide si le
tenseur de Ricci r de (M, y) est nul. Elles coïncident, au contraire, si
(M, y, j) est de Kàhler-Einstein à courbure scalaire non nulle.

On a la

PROPOSITION. -- Toute pseudo-immersion minimale lagrangienne f (Tune
surface de Riemann (Z, J ) dans une variété kàhlérienne (M, y, j) est une
pseudo-immersion superminimale à droite de (E, J ) dans (M, y).

Démonstration. — Le fait que / soit lagrangienne équivaut au fait que j
échange le fibre tangent image T est le fibre normal N.

Comme j est D-parallèle, il en résulte que

6([/)°i=i°fc(l/), Vl7eT,£, /^S,

c'est-à-dire encore que Fendomorphisme j ° b de T est symétrique.
-i

Par ailleurs, la structure complexe ./+ de / (TM) associée à / (supra,
2.5) anticommute àj. En effet, si {X, j X, Y, j Y} est un repère orthonormé
de Ty^M, ^eZ, tel que {X, Y=JX} engendre le fibre tangent image Tp,
la forme de Kàhler F^ associée à J^ est égale (en identifiant vecteurs et
covecteurs) à

F^xAy- jXAjy

qui est clairement j-anti-invariante.
On a alors successivement, pour tout élément Ç de Tp et tout élément

UdeT^pe^

(a) (b(U)JU^(b(U)UJQ (symétrie de jo fc ) ,
=-(fc(C/)^,^jÇ) (cario^-^oj),

^J^d/);,,^)
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et

(b) (b(U)J^iJQ=(b(JU)^iJ^ (minimalitéde/),
= (b (JU) J ^, j Ç) (symétrie de j ° fc),

= - (fc (C7) ̂  j ^) (minimalité de/),
——(./^(^..n;;),
^./^(l/)^./^) (carjc^-.Toj),

d'où l'on tire que

b(U)J^J^b(U)^ V^€T^, Vl/eTpZ, VpeS

c'est-à-dire, /est superminimale à droite (2.6, définition 2).

3.4. Les faits énoncés en 3.3 et 3.4 admettent une réciproque partielle,
sous la forme de la

PROPOSITION. — Soit (M, jj) une variété kàhlérienne de dimension 4.
Toute pseudo-immersion superminimale à droite S une surface de Riemann

(S, J ) dans (M, y) est i,'holomorphe ou Ricci-lagrangienne.
Démonstration. — Comme M est kàhlérienne, le fibre Ai M des 2-formes

(réelles) anti-autoduales sur M se décompose suivant

\\M^\ ©K(M)

où 1 est le fibre trivial engendré par la forme de Kàhler œ et K(M) le
fibre canonique de M dont les éléments sont les 2-formes (alternées)
j-anti-invariantes de M.

Ainsi, le relèvement canonique T"^ de/dans Z^ (M)^S ^(A^. M){supra
2.1) est-il de la forme

T+(/?)=û.(0(/?)+4^), /?€!,

où a est une fonction réelle sur S et ^V une section de / (K(M)) au-dessus
de Z, telles que

û^l]4,[2^i
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Par hypothèse, la 2-forme Û.CÙ+T, considérée comme section du fibre
-i
/ (A2. M), est parallèle pour la connexion de Levi-Civita induite.

Comme œ et ^F sont de types différents (relativement à j) et j est
parallèle, a. œ etx? sont eux-mêmes parallèles.

En particulier, a est constant sur S.
Si ^P est nulle, a est égale à ±1 et/est ± -holomorphe.
Dans le cas contraire, ^ est une section parallèle non triviale de

-i
/ (K(M)) au-dessus de Z.

-i
II en résulte que la courbure de / (K(M)\ qui est égale à l'image

réciproque f- p de la forme de Ricci p de (M, y, j), est nulle.

COROLLAIRE 1 (cf. aussi [E-SJ2, cor. 11.4) . Une pseudo-immersion
superminimale à droite d'une surface de Riemann (Z, J) dans une variété de
Kàhler-Einstein de dimension (réelle) 4, à courbure scalaire non nulle, est
-^-holomorphe ou lagrangienne (= totalement réelle).

COROLLAIRE 2. — Toute pseudo-immersion minimale lagrangienne de
(S, J) dans (M, y, j) kàhlérienne (de dimension 4) est aussi Ricci"
lagrangienne.

Démonstration. — Conséquence directe des propositions 3.3 et 3.4.

COROLLAIRE 3. — Soit (M, y) une variété riemannienne orientée de dimen-
sion 4 dont le tenseur de Ricci ne s'annule en aucun point.

Chaque structure kàhlérienne adaptée (M, y, j), s il en existe, est isolée:
il existe un voisinage de \ dans l'espace des structures hermitiennes adaptées
à (M, y) qui ne comporte aucune structure kàhlérienne en dehors de \.

Démonstration. — En tout point x de M, il existe, par hypothèse, un
2-plan j-invariant P de T^M tel que la restriction à P de la forme de Ricci
ne soit pas nulle.

Comme j est intégrable, il existe une courbe holomorphe locale de (£, J )
dans (M, j) — où (S, J ) est un ouvert de C — et un point p de £, d'image
x, tel que/* (T. S) soit P. L'application/est alors une pseudo-immersion
superminimale à droite de (S, J ) dans (M, y).

Elle est donc ± -holomorphe ou Ricci-lagrangienne pour toute structure
kàhlérienne adaptée j'.
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Si j' est suffisamment proche de j, ce dernier cas est exclus (ainsi que le
cas anti-holomorphe). Il en résulte que le 2-plan P est également j'-invariant
ce qui implique, puisque j et j'induisent la même orientation par hypothèse,
qu'elles coïncident (cf. supra 2.3). D

3.5. Les espaces modèles en géométrie kàhlérienne sont les variétés à
courbure sectionnelle holomorphe constante.

Une partie des résultats de la deuxième partie obtenus lorsque la variété
but est à courbure sectionnelle constante valent encore dans ce nouveau
cadre.

On a tout d'abord la :

PROPOSITION. — La forme fondamentale B S une pseudo-immersion
superminimale à droite fcT une surface de Riemann (£, J ) (défibré canonique
K) dans une variété kàhlérienne (M, y, j) à courbure sectionnelle holomorphe
constante est une section holomorphe du fibre vectoriel holomorphe
x^cW.n.

En particulier, si £ est compacte, de genre g, et si f n'est pas totalement
géodésique, le nombre de points réguliers où f est totalement géodésique est
inférieur ou égal à 4^—4+/(AO—w, où m est l'indicé de ramification total
def.

Démonstration. — Nous pouvons supposer que la courbure sectionnelle
holomorphe n'est pas nulle (cf. supra 2.7, où ce cas a été examiné).

Par 3.4, nous savons que / est ± -holomorphe ou lagrangienne. Dans
l'un ou l'autre de ces cas, le second membre de l'équation de Codazzi-
Mainardi (6) est nul, comme on s'en convainc aisément à partir de la
relation

^yZ=^((x,z)y-(y,z)x+(ix,z)jy
4

(i6) -(jy,z)ix+2(jx,y)iz),
VA-.y.ZeT^M, VxeM,

qui exprime la courbure d'une variété kàhlérienne (M, y, j) à courbure
sectionnelle holomorphe constante égale à c.

Nous concluons alors comme en 2.7.

3.6. La conclusion du résultat précédent n'est pas vraie (en général)
lorsque/est superminimale à gauche (et ( N , J ^ ) remplacé par ( N , J ~ ) ) sauf
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s'il existe une structure kàhlérienne adaptée à (M, y) munie de l'orientation
opposée (ce qui n'est pas le cas, par exemple, lorsque (M, y, j) est l'espace
projectif complexe C P2).

De même, la proposition 2.8 ne s'étend pas au cas où la variété but est
à courbure sectionnelle holomorphe constante.

Nous avons toutefois l'analogue du corollaire 1 de 2.8 sous la forme
précise suivante :

PROPOSITION. — Une application harmonique (non constante) de la sphère
de Riemann S2 dans F espace projectif complexe CP2 (muni de sa structure
kàhlérienne canonique) est ^-holomorphe ou superminimale à gauche.

Remarque. — Le cas où la variété but est à courbure sectionnelle
holomorphe constante nulle ou négative a été écarté par la proposition 1.
Mais la démonstration que nous donnons de la proposition ci-dessus vaut
également dans ce cas.

Avant de démontrer la proposition (due, pour l'essentiel, à
J. EELLS-J. C. WOOD [E-W]) nous signalons le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1. — Une immersion minimale lagrangienne (^totalement
réelle) f de la sphère de Riemann S2 dans CP2 est totalement géodésique.

Démonstration. — Par 3.3, /est superminimale à droite. Par la proposi-
tion ci-dessus, / est superminimale à gauche. Elle est donc totalement
géodésique.

Démonstration de la proposition (cette démonstration est largement inspi-
rée de [La]).

Nous avons, jusqu'à présent, déterminé une structure hermitienne sur
Ty M par un opérateur complexe J ou la forme de Kàhler associée.

Nous pouvons aussi la définir, de façon équivalente, par un sous-espace
complexe isotrope maximal (pour le produit scalaire C-linéaire ( . , . ) ) du
complexifié T^M=T^M®C. Cet espace est, par définition, l'espace des
vecteurs (complexes) de type (1,0) (relativement à J), c'est-à-dire de la
forme X—iJX, où X est un élément quelconque de T^M.

Soit { w } une carte complexe sur Z. Le vecteur complexe 8 / 8 w est de
type (1,0) sur S. Comme/est conforme, f*(8/8w) est isotrope et de type
(1,0) relativement à l'une ou l'autre des structures complexes canoniques
J* induites par / sur T^ ̂  M, en tout point p du domaine de définition
de { w } (supra 2.5).
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Supposons que / ne soit pas ± -holomorphe.
Les vecteurs complexes f^(ô/ôw) et \f^(8/8w) engendrent alors un

2-plan complexe de T^^M.
Ce 2-plan est isotrope.
Il contient f*(8/8w) donc est associé à J ^ ou à J ^ . Mais il contient

aussi le vecteur complexe f^(8/8w)—i i(f*(8/8w)) qui est de type (1,0)
relativement à j. Cest donc le 2-plan isotrope associé à J ~ (cf. 2.3,
remarque finale).

Par ailleurs, il résulte immédiatement de la définition 2 de 2.6 que/est
superminimale à droite (resp. à gauche) si et seulement si B^^ ^^
appartient au 2-plan isotrope {f*(8/8w),\f^(8/8\v)}, soit donc

(A^H^^J=O et (if^(ô/8w),B^^^J^O.

La première égalité est toujours vérifiée puisque les complexifiés 7e et
-i

N0 sont orthogonaux dans / (7e M).
La seconde égalité est fausse en général pour une surface de Riemann

quelconque, mais vraie si (S, J ) est la sphère de Riemann, en vertu du

LEMME. — Soit f une pseudo-immersion minimale d'une surface de
Riemann (E, J ) dans une variété kàhlérienne (de dimension 4) à courbure
sectionnelle holomorphe constante.

La forme cubique complexe (= section de la puissance tensorielle K3 du
fibre canonique K de (Z, J ) K déterminée, relativement à une carte complexe
{ w} de S, par

K (ô/8 w) == ({/„ 8/8 w, B^s H, oie H.)

est holomorphe.
En particulier, elle est nulle si (Z, J ) est la sphère de Riemann.
Démonstration du lemme. — On a

8/8w(if^(8/8w),B^^)

-(D^(}(M8/8w))),B^^)

+({/» (8f8w\ D,^ (B^ ,/aJ)
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Le premier terme du membre de droite est égal, puisque M est kàhlé-
rienne, à (j D^ (f(8/8w)\ B^^J qui est nul par 1.4.

Le second terme est nul aussi. En effet, d'après l'équation de Codazzi-
Mainardi (14), D^ÇB^e/eJ est égal à [R^ ̂ . ̂  <^A (8/8^ qui
est, comme on le vérifie aisément à partir de (16), une combinaison linéaire
(complexe) de /» (8/8w) et /* (8/8w).

Ainsi K est une section holomorphe de K3. En particulier, K est nulle si
(Z, J) est la sphère de Riemann en vertu du fait, déjà invoqué à plusieurs
reprises, que, dans ce cas, K ni aucune de ses puissances tensorielles
positives n'admettent de sections holomorphes non triviales.

Ceci achève la démonstration du lemme et donc, aussi, de la proposition.

3.7. Du lemme précédent, nous tirons en fait le résultat suivant (qui
généralise la proposition 3.6):

PROPOSITION. — Toute pseudo'immersion minimale d'une surface de
Riemann compacte de genre g dans une variété kàhlérienne de dimension 4
à courbure sectionnelle holomorphe constante dont F indice de ramification
total m est supérieur à 3(g—\) est ± -holomorphe ou superminimale à
gauche.

Démonstration. — Si / n'est ni ±-holomorphe, ni superminimale à
gauche, alors la forme cubique K est une section holomorphe non triviale
de K3 dont la classe de Chern est égale à 6 (g— 1).

Les zéros de K sont de trois sortes: les points singuliers de/(comptés
avec multiplicité double), les points réguliers de/où/est ±-holomorphes
et ceux où/est superminimale à gauche.

Le nombre de points de £ de ces deux dernières sortes est ainsi inférieur
où égal à 2 [3 g— 3— m) ce qui prouve la proposition.

Remarque. — D'après la proposition ci-dessus, une pseudo-immersion
minimale d'une surface de Riemann de genre 1 dans CP2 qui n'est ni
±-holomorphe ni superminimale à gauche doit être une immersion (en
outre elle n'est superminimale à gauche ou ± -holomorphe en aucun point
de£).

Un exemple d'une telle immersion est donné par le plongement de
Clifford du tore carré dans C P2 qui est lagrangicn (donc supcrminimal à
droite).
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3.8. DÉFINITION. — Soient (M, y, j) une variété kàhlérienne (de dimen-
sion quelconque) et/une pseudo-immersion de (Z, J ) dans (M, y, j).

L'angle Iholomorphie de /en un point p de S est l'angle 9, O^O<TI,
défini par

cos0==((p,û>)

où ((p,œ) est le produit scalaire en p de la forme caractéristique (p de/et
de la forme de Kàhler œ de (M, y,;). (Cf. [Li] et aussi [E-G-T].)

Ce produit scalaire est, par définition, la trace de (p (relative à j), notée
trace (<p).

Si M est de dimension 4, on a aussi

case^^F^o))

où F^ =(q>-h*(p) est la forme de Kàhler associée au relèvement canonique
de/dans l'espace des twisteurs positifs Z'1' (M).

Ainsi cos 6 n'est autre que la fonction a qui intervient dans la démonstra-
tion de la proposition 3.4.

Nous avons vu, à cette occasion, que F angle ffholomorphie f une pseudo-
immersion superminimale à droite de (S, J) dans (M, y, j) est constant (c/,
aussi, [E-S]^, corollaire 11.4), ce que nous vérifions à nouveau puisque la
dérivée de cos 9 dans la direction d'un vecteur 17 de TpS s'écrit

l/.cose^DyF^o))

qui est nulle, par définition, si /est superminimale à droite (c/ 2.6,
définition 1).

Si (M, y, j) est à courbure sectionnelle holomorphe constante, les formes
[R^ et [R^ qui interviennent dans les équations de Gauss (7) et (8)
d'une pseudo-immersion / ne dépendent que de l'angle d'holomorphie de
/ De façon précise, on a le :

LEMME. — Soient (M, y, j) une variété kàhlérienne (de dimension quel-
conque) à courbure sectionnelle holomorphe constante, égale à c, et f une
pseudo'immersion d'une surface de Riemann (E, J ) dans (M, y, j).
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La 2-forme (scalaire) [R^7 qui intervient dans Féquation de Gauss tangen-
tielle (7) est égale à

[^f^O-^cos^)/11^
4

où (p est la forme caractéristique de/et (p F angle ffholomorphie.
Si M est de dimension (réelle) 4, la 2-forme (scalaire) [R^ qui intervient

dans r équation de Gauss normale (8) (cf. 1.16 et 2.14), est égale à

[^f^Scos^-l^q).
4 •

Démonstration. — De l'expression (16) de la courbure nous tirons
immédiatement

W = c O» <p +/* (j <p) 4- 2 (œ, (p)/» (ù)
4

—(i+a^^œ.q))2)/^,
4

où j note Finvolution naturelle induite par j sur A2 M (cf. supra 1.3).
Il est facile de vérifier que (j<p,<p) est égal à (û),q>)2, ce qui prouve la

première partie du lemme.
Si M est de dimension 4, la forme caractéristique du fibre normal N,

avec son orientation naturelle, est égale à 41 (p et on a

W = c-, O1'1 (*<P) +/^ (i * (p) + 2 (œ, ^ (p)^ œ)
4

^(({^^-^(cù.q))2)/'1^.
4

On vérifie aisément que j » ( p est égale à —(p-h(œ,(p).â) (en effet, (p
s'écrit, de façon unique, sous la forme

(œ, (p) + -<P=-———Zi.û)4.q)^(p
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où <p^ est j-invariant à trace nulle (donc anti-autoduale) et (p~ j-anti-
invariant (donc autoduale, ainsi que (o). Il en résulte que

(œ,(p) +î » ( p = * î ( p = — — — . œ - < p ^ - ( p .

Ceci achève la démonstration du lemme.

3.9. Ainsi, les équations de Gauss d'une pseudo-immersion/de (Z, J )
dans une variété kàhlérienne de dimension 4 (M, y, j) à courbure section-
nelle holomorphe constante c s'écrivent

RT-^(3cos2Q+l)ft^>+S ^ b
4

R^^ ̂ cos^-lV^+fc A b
4

(la première étant vraie pour M de dimension quelconque).
Compte tenu de 1.12 et 2.9, nous en déduisons la:

PROPOSITION. — Soient (M, y, j) une variété kàhlérienne (de dimension
quelconque) à courbure sectionneîle holomorphe constante c et f une pseudo-
immersion minimale lune surface de Riemann compacte de genre g dans
(M, y, j). On a la relation

(17) 2ît(2-2^+m)=^f(3cos2e+l)^-||B|[2

4Ji

où 6 est F angle dholomorphie de /, n la forme-volume (cf. 1.7), |[B|| la
norme au carré de la forme fondamentale (cf. 1 . 1 4 ) et m F indice de ramifica-
tion total de f.

Si, en outre, M est de dimension 4 et f est superminimale à droite (resp.
à gauche), on a

(18) 27lx(N)=^f(3cos2e~l)+| |B| |2

^i

fresp.27^xW=£f(3cos2e~l)-| |B||2\
\ 4Jr /

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



494 P.GAUDUCHUN

3.10. D'après la proposition 3.4, dans le cas où la courbure sectionnelle
holomorphe c est négative ou positive (nous écartons le cas où c=0,
qui a déjà été considéré dans le paragraphe 2), une pseudo-immersion
superminimale à droite est holomorphe (6=0), anti-holomorphe (6==n) ou
lagrangienne (6=n/2).

Nous obtenons ainsi la

PROPOSITION 1. — Soit fune application ± -holomorphe S une surface de
Riemann compacte de genre g dans F espace projectif complexe canonique
CP2 (c=+\).

Le volume total V(f} de f et la norme au carré \\B\\2 de la forme
fondamentale B de f sont quantifiés de la façon suivante :

V(f)=^n\d\

\\B\\2^2n(2\d\-2^2g-m)

où d désigne le degré topologique de f (positif si f est holomorphe, négatif si
f est anti-holomorphe) et m V indice de ramification total de f.

Remarque. — Ces formules généralisent les formules bien connues quand
/est une immersion.

Dans ce cas, la seconde formule s'écrit encore

\\B\\^2n\d\(\d\-l).

Démonstration de la proposition 1. — Simple lecture des équations de
Gauss intégrées (17) et (18), avec cos9= 1, en observant que

X(r^+x(AO=^(Cl(CP2,±i)=±3^W

où c^(CP2 , ±i)= ±Cl(CP 2 , j ) note la première classe de Chern de CP2

relative à sa structure complexe canonique j et à sa conjuguée — j , et h le
générateur (positif) de la cohomologie entière de C P2, de sorte que j* (h)
est égal, par définition, au degré topologique d de /.

PROPOSITION 2. — Soient (M, y, j) une variété kàhlérienne (de dimension
4) à courbure sectionnelle holomorphe constante négative c et f une applica-
tion -ïi-holomorphe d'une surface de Riemann compacte de genre g dans
(M, y).
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Le volume total V(j) et ||B||2 sont alors quantifiés de la façon suivante:

v^=741—(2ê-^-m^(N))
(-3c)

||B|j2=^t(2x(N)+2^-2-m)

où m est F ordre total de singularité de f
En particulier, on a

v^^7&J—(3ê-3-m)'(-3c)

Démonstration. — Simple lecture des équations de Gauss (17) et (18),
toujours avec cos^ssi. La dernière inégalité est alors une conséquence
de la proposition 3.5 (cf aussi, supra proposition 1.12).

PROPOSITION 3. — Pour toute pseudo-immersion minimale lagrangienne f
d'une surface de Riemann compacte de genre g dans une variété kàhlérienne
(de dimension 4) à courbure sectionnelle holomorphe constante c, on a la
relation

5C(N)4-2-2^+w=0

où m est F ordre total de singularité de f et ')i(N) est positif si c est négatif.
Démonstration (simple lecture des équations de Gauss (17) et (18), avec

cos6=0).

Remarque. — Par la proposition 3.5, on sait que ^ (N) est supérieur ou
égal, dans le cas où fnest pas totalement géodésique, à 4—4^4-w.

Nous retrouvons ainsi le fait que toute pseudo-immersion minimale
lagrangienne de la sphère de Riemann dans CP2 est totalement géodésique
(cf. supra, corollaire 1 de 3.6) et nous déduisons qu'une pseudo-immersion
minimale lagrangienne non totalement géodésique d'une surface de Riemann
compacte de genre 1 dans C P2 est une immersion.

3.11. Dans le cas où /est superminimale à gauche, nous tirons immé-
diatement des équations de Gauss (17) et (18) la

PROPOSITION. — Pour toute pseudo-immersion superminimale à gauche
d'une surface de Riemann compacte de genre g dans une variété kàhlérienne
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de dimension (réelle) 4 à courbure sectionnelle holomorphe constante c (non
nulle), on a

V(f)^4n(2-2g^m^(N))
c

où m est F indice de ramification total de f.

Remarque 1. — Dans le cas où (M, y, j) est l'espace projectif complexe
canonique CP2 (c= 4-1), toute pseudo-immersion superminimale à gauche
/de (£, J ) dans CP2 se relève, par définition, en une application holomor-
phe et horizontale T~ de (Z, J ) dans des twisteurs (négatifs) Z~ (CP2) que
l'on identifie à Y espace D3 des drapeaux complexes de C P2 muni de sa
structure complexe ordinaire (cf. [A-H-S], p. 438 et §4, infra).

Il est facile d'établir que l'image réciproque, par T~, de la première
classe de Chem c^ (H) du fibre horizontal de D^ est égale à la somme
di+^2 déduite du bidegré (d^d^) de f (cf. [G-L] et aussi §4, infra), de
sorte que

X(D+xW=^i+^2

puisque T~ est horizontal.
Nous déduisons alors de la proposition 3.11 la relation

F(/)=4îi(^+^)

que l'on trouve dans [G-L] (formule (6.8)) dans le cas où / est une
immersion.

Si / n'est pas le plongement canonique (holomorphe et totalement
géodésique) de la sphère de Riemann dans CP2 (ou le plongement conju-
gué), la somme d^ -\-d^ est supérieure ou égale à 4.

Remarque 2. — Toujours dans le cas où la variété but est l'espace
projectif CP2 (muni de sa structure kàhlérienne canonique, c= -hl), si /
est une immersion, génériquement injective, on a (cf. [G-L], (6.3))

X(N)=2i(/)+ri2

où d est le degré topologique de/(cf. supra 3.10) et i(j) l'indice (algébri-
que) d'auto-intersection de/ nul si/est un plongement.
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De la proposition 3.11, nous retrouvons alors la relation

i(f)=\-g-\/2(a^-d2)

établie en [G-L] (théorème D), où û== V(j)/4n, d'où l'on déduit sans peine
que i(j) ne peut être nul, dans le cas où g=0, si/n'est pas le plongement
canonique (ou son conjugué) de la sphère de Riemann dans CP2.

Nous retrouvons ainsi, comme il est remarqué en [G-L], via la proposi-
tion 3.6, qu'une immersion harmonique, non ± -holomorphe, de la sphère
de Riemann dans C P2 ne peut être un plongement, résultat dû à S. WEBSTER
[We].

Dans le paragraphe 4, nous étendrons ce résultat au cas général où /
est une pseudo-immersion, en faisant usage de la méthode utilisée en [G-L]
dans le cas où la variété but est la sphère canonique 54.

4. Applications harmoniques injectives de la sphère de Riemann dans
l'espace projecrifCP2

4.1. Cette quatrième partie est consacrée à démontrer le

THÉORÈME. — Une application harmonique f injective, au sens ensembliste,
de la sphère de Riemann dans l'espace projectif complexe C P2 muni de sa
métrique canonique est holomorphe ou anti-holomorphe.

Remarque préliminaire. — Alors que les seuls plongements holomorphes
de C P1 dans C P2 sont les droites complexes et les coniques, il existe, en
degré supérieur à 2, des applications holomorphes injectives de CP1 dans
CP2 ayant un ordre de singularité total m quelconque (différent de zéro).

Une série d'exemples est donnée par les courbes complexes

/„.: (oc:p)e»CP 1 -^o^P^-^P^^eCP2

où (a: P) sont les coordonnées homogènes sur CP1. Cette application est
clairement injective et admet l'origine (0 :1) comme unique point singulier,
d'ordre m.

4.2. La démonstration du théorème s'appuie essentiellement sur le fait
qu'une application harmonique/ non ±-holomorphe de la sphère de
Riemann CP' dans CP2 est superminimale à gauche (cf. supra 3.6).
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Toute pseudo-immersion superminimale à gauche d'une surface de
Riemann (£, J ) dans CP2 induit et est induite par une application holo-
morphe horizontale F (cf. supra 2.10) de (Z, J) dans l'espace des twisteurs
négatifs Z~(C P2), lui-même identifié à l'espace des drapeaux complexes 03
deCP2.

Rappelons que D^ est l'hypersurface complexe (de bidegré (1, 1)) du
produit C P2 x (C P2)* — où l'espace projectifdual (C P2)* s'entend comme
la variété des droites projectives complexes de CP2 —, constituée par les
couples (x, 0 tels que x appartienne à (.

Nous notons q^ et q^ les projections (holomorphes) de D^ sur CP2 et
(CP2)* respectivement.

L'application twistorielle n de D^ sur C P2 est définie comme suit :
n((x, 0) est le point à l'infini y de l relativement à x (c'est-à-dire, la droite
complexe y de C 3 est orthogonale à x dans le 2-plan (, pour la métrique
hermitienne usuelle de C3) (cf. aussi, infra 4.3).

En tout point (x, /) de 03, le plan tangent 7^ ^3, considéré comme
espace vectoriel complexe de dimension 3, est l'espace des couples (û, b)
d'endomorphismes C-linéaires de x dans C3|x et l dans C3/? respectivement,
tels que le diagramme

x ^Ix
i1 r
i -^/j

soit commutatif, où i désigne l'inclusion de x dans / et r la projection
naturelle de CP3/^ sur C3/!.

Le sous-espace horizontal H^ ^ (supra 2. 3) est alors constitué des cou-
ples (a, b) tels que

r o a = b ° i = 0.

Parmi ceux-ci, nous trouvons les couples (û, 0) et (0, b) correspondant
aux deux directions horizontales distinguées engendrées respectivement par
les fibres de q^ et de q^.

Nous observons que la détermination de la distribution horizontale H
ainsi que des directions horizontales distinguées, ne dépend d'aucune
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métrique sur C P2, contrairement à celle de n et de l'espace tangent vertical
^A

Pour déterminer celui-ci, nous identifions, au moyen de la métrique
hermitienne usuelle de C3, les quotients C 3 / x et C3// à y © z et z respective-
ment, où y est l'orthogonal de je dans / et z l'orthogonal de / dans C3.

Nous en déduisons l'identification

^x./) Da = Hom (x, y) © Hom (y, z) © Hom (x, z)

où chacun des facteurs s'entend comme l'espace (à une dimension com-
plexe) des homomorphismes C-linéaires des espaces concernés.

Nous avons alors les identifications naturelles

7^ ^ D3 = Hom (x, z), H^ ^ = Hom (x, y) © Hom (v, z).

On observe que la différentielle 7t* de TC, qui est nulle, par définition sur
la composante verticale Hom(x, z), est C-linéaire sous le sous-espace
Hom(v, z) tangent à la fibre de q^ et C-antilinéaire sur le sous-espace
Hom(x, y ) tangent à la fibre de q^.

Nous en déduisons facilement que les applications holomorphes (resp.
antiholomorphes) totalement géodésiques (supra 1.8) de (S, J ) dans C P2

sont exactement les applications obtenues en composant une application
holomorphe (le relèvement canonique F) de (Z, J ) dans CP1 (identifié à
une fibre de q^ (resp. de q^)) avec le plongement canonique holomorphe
(resp. antiholomorphe) de CP1 dans CP2.

Si nous excluons ces deux cas, le relèvement canonique F de toute
application superminimale à gauche (non ±-holomorphe) / de (S, J )
dans CP2 induit, au moyen des projections q^ et q^ deux applications
holomorphes (non constantes) C et C* de (£, J) dans CP2 et (CP2)*
respectivement, qui sont duales l'une de l'autre (C* est le prolongement
holomorphe à (Z, J) de l'application qui, à tout point régulier p de C dans
£, associe la droite projective tangente à C en p).

Inversement, toute application holomorphe (non constante) C de (£, J)
dans C P2 induit, avec son application duale C*, une application holomor-
phe horizontale F=(C, C») de (î, J ) dans 03 dont la projection par 71 est
une pseudo-immersion supcrminimale à gauche (£, J ) dans CP2.

Le bidegré de/est le couple (Jp d^} où ^ est le degré de C et d^ celui
de C* (d^ est la classe de C).
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Ces deux nombres sont non négatifs, nuls si et seulement si / est
holomorphe (d^ =0) ou antiholomorphe (^=0) (/est alors, dans les deux
cas, totalement géodésique).

Dans le cas contraire, d^ et d^ sont supérieurs ou égale à 2 (car d^ = 1
— resp. ^2=1 — implique ^==0 — resp. ^i==0) (cf. supra 3.11, rem. 1).

4.3. La projection twistorielle n de 03 sur CP2 peut s'interpréter (de
façon plus twistorielle !) de la façon suivante.

Nous notons G la variété produit déjà considérée CP2 x(CP2)*.
Cette variété est munie d'une structure réelle, c'est-à-dire d'une involu-

tion antiholomorphe a définie par

a((x,l))=(l\x1)

où I1 désigne la droite complexe orthogonale à / et x1 le 2-plan complexe
orthogonal à x dans C3.

Ainsi C P2 s'identifie à la variété G" des éléments réels de G constituée
des couples (x, x1) où x décrit CP2 (en adoptant le point d'une inverse,
G apparaît comme la variété complexifiée de C P2).

On observera que G" et 03 ont une intersection vide dans G.
Chaque élément ( r, m) de G-D3 détermine une droite de 03, c'est-à-dire

la courbe complexe de 03, isomorphe à CP1, constituée des drapeaux
(x, /) tels que x appartienne à la droite projective m et / passe par le
point v.

Parmi les droites de 03, nous distinguons les droites réelles (ou verticales)
correspondant aux éléments réels (x, x1) de G.

L'application twistorielle JT est alors l'application de 03 dans G" ^ C P2

qui, à tout point de O,, associe Y unique droite réelle passant par ce point.

4.4. On observera que les fibres des projections q^ et q^ qui déterminent,
en tout point de 03, les directions horizontales distinguées, ne sont pas
des droites au sens qui vient d'être défini.

De façon générale, l'ensemble des droites passant par un drapeau
déterminé (x, /) est en bijection avec rensemble des directions tangentes
(complexes} non horizontales dans T^ „ 03.
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4. 5. Nous définissons une application rationnelle Z du produit 03 x D^
dans G de la façon suivante :

à chaque couple ((^, /^), (x^, /^)) de 03 xD3 nous associons l'ensemble
des éléments (v , m) de G tels que le point y appartienne à l^ et l^ et que
la droite (projective) m contienne x^ et x^

Z détermine une (vraie) application holomorphe sur l'ouvert de 03 x 03
constitué des couples ((x^ /i), (x^ l^)) d'éléments complètement distincts,
c'est-à-dire n'appartenant pas à une même fibre de q^ ou q^.

Si les éléments du couple sont distincts mais appartiennent à une même
fibre de q^ ou q^ Z lui associe cette fibre.

Enfin, à tout point (x, f) de la diagonale, Z associe l'ensemble des (y, m)
tels que y appartienne à / et m contienne x.

4.6. Considérons une application holomorphe horizontale F=(C, C*)
de (Z, J) dans 03, dont l'image ne soit pas contenue dans une fibre de q^
ou q^, où C est la projection <? i °F de F sur CP2 et C* — égale à
q^ o F — est la courbe duale de C.

Nous supposons en outre que F est génériquement injective.
L'ensemble des couples (p^ p^) de points de £ tels que F ( p ^ ) et F ( p ^ )

soient complètement distincts est un ouvert dense ̂  du produit £ x £.
La variété des sécantes Sec (F) est définie comme la projection, dans

G, de la fermeture, dans ( Z x S ) x G , du graphe { ( { p ^ p z ) . Z((F(/?i),
F(P2)))\(Pl.P2)^}'

On a alors le

LEMME. — Si la projection f=n°F de F par n est injective (au sens
ensembliste), F intersection de Sec (F) avec G* est vide.

Démonstration. — Puisque/est injective, F est aussi injective.
Si /?i et p^ sont deux points distincts de £, ou bien F ( p ^ ) et F ( p ^ ) sont

complètement distincts et ne peuvent être reliés par une droite réelle
puisqu'alors/(/?i) et f(p^} coïncideraient, ou bien F(/?i) et F( p ^ ) ont un
élément commun (mais pas les deux) et l'image au sens des applications
rationnelles du couple (F(/?i), F ( p ^ ) ) dans Sec(F) est incluse dans 03,
dont l'intersection avec G" est vide.

Il reste à montrer que l'image de la diagonale £ de £ x Z dans Sec (F)
est elle-même incluse dans 03.
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Ceci est clairement vrai pour les points p de Z où les projections
C = q^ ° F ou C* = ̂ 2 ° F sont régulières.

Il reste donc à examiner le cas des points p de £ où C et C* sont
singulières.

Le lemme est alors équivalent à l'assertion suivante (où le terme courbe
complexe désigne une application holomorphe injective d'un ouvert ̂  de
l'origine dans C dans une variété complexe).

Soit T==(Ti, Ta) une courbe complexe (que nous pouvons supposer
régulière) à valeurs dans un voisinage de (p, p) dans le produit Z x Z, avec
T(0)=(p,p).

Le couple de points (Ti(0, T^(t)\ tei^, détermine une sécante de C
dans CP2 et de C* de (CP2)* que nous notons respectivement C^T(t)
etC*oT(t).

Considérant la limite de ces sécantes quand t tend vers zéro, nous
obtenons la

PROPOSITION. — Si C°T(0 tend vers une droite projective de CP2

distincte de la tangente en p à C, la sécante C* ° T(t) tend vers la tangente
en p à C*.

En d'autres termes, les deux sécantes ne peuvent tendre simultanément
vers des droites projectives (dans CP2 et (CP2)* respectivement) distinctes
de la limite « naturelle » constituée par la tangente en p à C et C*.

Démonstration. — Si { w } est une carte convenablement choisie de E
au voisinage de p, la courbe complexe C s'écrit

X=w\ ^=2^^ z^ a^^

où (X: Y:Z) sont les coordonnées homogènes dans CP2 et M et m deux
nombres entiers supérieurs à 1, où m est supérieur à n et non divisible
par n (cf. par exemple [Za], p. 13).

Les nombres n et les exposants des termes non nuls dans le développe-
ment de Y sont premiers entre eux.

Les exposants caractéristiques (nombres de Puiseux) sont les nombres
(Pi=m, ?2» • • • ' Pr)' r^^ ' déterminés comme suit : ?„ f = l , . . ., r est
l'exposant d'un terme non nul de Y tel qu'il ne soit pas divisible par le
plus grand commun diviseur (p. g. c. d.) e, de n et des exposants effectifs
précédant P, dans Y.
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Nous obtenons ainsi une suite décroissante e^>e^> . . . >^>1 de
p.g.c.d. (avec e^n) et une suite croissante (mais finie) d'exposants
Pi =w < ?2 < . . . < p,., (si m et n sont premiers entre eux, r== 1 et les suites
{e ,} et { P,} se limitent à un terme chacun, respectivement n et m) (cf. [Za],
loc. cit. ou [Co], BookII, Ch. 2).

La courbe complexe T, étant supposée régulière, peut s'écrire (à un
changement près du paramètre t)

w°7\(r)==î, wo72(r)=ar+fclrp l+ ...

Nous notons val(©) (pour valuation) l'exposant du terme non nul de
plus bas degré d'une série entière © en t (avec ©(0) =0).

Il est clair que la sécante 0 T(r) ne peut tendre vers une droite
projective distincte de la tangente C* (p) à C en p que si on a

val(X, (t)-X^ (t))^val(y, (t)- Y^ (t))

où

(X, (t) : Y, (t) : Z, (t) = 1) et (X, (r) : Y, (t) : Z^ (t) == 1)

sont les coordonnées homogènes de C(7\ (0) et C(T^(t)) respectivement.
Ceci ne peut se produire que si a est une racine n-ième de l'unité,

différente de 1.
Plus précisément, si a est une racine (^)-ième de l'unité, mais non

(^.n)-ième, on a

val(X,(r)-^(0)="+Pi
val(y,(r)-y2(0)=inf(m+pi,p,)

de sorte que l'inégalité précédente implique que p^ est supérieur ou égal à
P,-n.

Soit T une telle courbe complexe, et considérons la sécante correspon-
dante C* o T dans (C P2)*.

Dans les coordonnées homogènes duales, la courbe duale C* s'écrit

t A V100 . i — • •^--L^n,1^ ' 'n^1'
M

i;=^.0-")^1
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Si

tël(0:T1l(0^l(0) et (;;2(0:Tl2(0=l:î;2(0)

notent respectivement les coordonnées homogènes des points C* (7^ (r)) et
C*(7,(0),ona

val(^(r)~^(0)=inf(m-n+pi, p,-n)=p,-n

val(^(0~Ç2(0)=inf(m+p,,P,)=P,

et donc

val tëi(0-^(0)< val (^(0-^(0)

qui montre que C* ° T(0 tend vers la tangente C(p) en p à C*.
Ceci achève la démonstration de la proposition, et donc du lemme 4.6.

4.7. Compte tenu du lemme 4.6, le théorème 4.1 est une conséquence
immédiate de la

PROPOSITION. — Soit F==(C, C*) une application holomorphe horizontale
génériquement injective (Tune surface de Riemann (£, J) de genre g dans
F espace des drapeaux 03, dont F image n^est contenue dans aucune fibre de
q^ et q^ où C=q^ °F et C*=q^°F sont de degré d^ et d^ respectivement
(d 1,^2 ̂ 2).

Le nombre d'intersection (au sens algébrique) de la variété des sécantes
Sec (F) avec la variété G^CF2 des éléments réels de G==CP 2 x(CP2)*
est égale, en valeur absolue, à

(19) |[Sec(n].[GR]|=l[(^-^)2+^+^+2g-2]

En particulier. Sec (F) et G" ont une intersection non vide.
Démonstration. — L'homologie entière de G, en dimension 4, est engen-

drée par les trois éléments a? a^ et 03 représentés respectivement par

GI = {ensemble des couples (x, l) ayant leur premier élément fixé dans
CP2}
G 2 = { ensemble des couples (x, /) ayant leur second élément fixé dans
(CP2)^}
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03 ={ensemble des couples (x, /) dont le premier élément appartient à une
droite projective donnée et le second élément passe par un point donné de
CP2}.

La table de multiplication, pour l'intersection, est la suivante :

Oi. 01=02. 02=0, 01.02=1
01.03=02.03=0, 03.03=1.

Nous considérons en outre, les deux éléments de H^ (G, Z) §1 et §2
représentés par

§1 = {ensemble des drapeaux (x, l) tels que x appartient à une droite fixée}
02 = { ensemble des drapeaux (x, 0 tels que / passe par un point fixé}.

On a clairement

§i.0i=0, §1.02=1, 81.03=1
§2.0i=l, §2.01=0, §2.03=1

et donc

(20) §i=0i+03, §2 =02+03

Comme §1 et §2 sont représentés par des sous-variétés de 03, on a

[G^.Si^G'1]^^,

où [G*] note la classe d'homologie de la variété G" dans H4 (G, Z) et donc

[G^.Oi^G'^——tG11]^.

Par ailleurs, on a clairement

[[G^.Oil^G^l^tG'1]^!^

d'où l'on tire

(21) ^=±(01+02-03)

II reste à déterminer la classe d'homologie [Sec (F)] de Sec (F), c'est-à-dire
les entiers [Sec (F)]. Oi, [Sec (F)]. 02 et [Sec (F)]. 03.
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Pour les deux premiers, on a clairement

[S.̂ ].,,-̂ ,
(22)

[S»,,),,,."̂

LEMME. — On a
(23) [Sec(F»].a3=(^-l)(^-l)-^

Démonstration du lemme. — Compte tenu des relations

(24) [Sec(F)].CT3=[Sec(F)].Ôi--[Sec(F»].CT,

= [Sec (F)]. 82 -[Sec (F)], a,

déduites de (20), il nous suffit de calculer [Sec(F)]. §1 ou [Sec(F)]. §2.
Or, [Sec (F)]. 81 est le nombre de drapeaux (x, 0 appartenant à Sec (F)

tels que x appartienne à une droite projective donnée /o que l'on supposera
en position générale, c'est-à-dire ne passant par aucun des points singuliers
de la courbe algébrique C (y compris les points d'inflexions et les points
de contact avec les bitangentes).

La droite projective IQ coupe C en à y points distincts { x ^ , . .., x^ }.
Soit Xi l'un de ces points.
Les drapeaux (x,, /) appartenant à Sec (F) sont constitués :
— du drapeau tangent (x,, f.i) à C en x,,
— des (d^—ï) drapeaux (x,, J^), j=2, . . ., d^—\, où les ^ sont les

droites projectives tangentes à C passant par x,.
Nous obtenons ainsi d^ (d^—\) drapeaux.
En outre. Sec (F) H ôi comprend les drapeaux (x, l) tels que x appartient

à IQ et / est une bitangente ou une tangente en un point d'inflexion de C
(points doubles et cusps de la courbe duale C*) dont le nombre est b-\-f
dans la notation de [G-H]. D'après [G-H], p. 280, on a

^.^'-w.-^.
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d'où l'on tire

(25) [Se^.S^^-lK^-^-^-g.

En substituant C* à C, nous obtenons de même

(26) [Sec^l.ô^rf^d,-!)^^1"1^1^2^^

Nous vérifions ainsi l'égalité des deux derniers membres de (24), et
l'égalité (23).

A partir de (22), (23) et (21), nous obtenons immédiatement la relation
(19) de la proposition 4.7.

La dernière assertion est une conséquence immédiate de (19), compte
tenu du fait que d^ -(-^ est supérieur ou égal à 4 (cf. supra 4.2).

Ceci achève la démonstration de la proposition 4.7 et donc du
théorème 4.1.

4.8. Le théorème 4.1 se présente, en fait, comme un cas particulier
du :

THÉORÈME. — Une application harmonique non ^-holomorphe d'une
surface de Riemann compacte de genre g dans T espace projectif complexe
canonique CP2, admettant un indice de ramification total m supérieur à
3 (g— 1), n'est pas injective.

Démonstration. — D'après la proposition 1.12,/est conforme, et d'après
la proposition 3.7 elle est superminimale à gauche. Le reste de la
démonstration est une conséquence directe du lemme4.6 et de la
proposition 3.7.

Remarque. — En vertu de la proposition 1.12, du corollaire 2 de 2.8
et de Theorem 5.1 de [G-L], Theorem B de [G-L] peut être complété de
la façon suivante : il n'existe pas f application harmonique injective d'une
surface de Riemann compacte de genre g dans la sphère canonique S4

admettant un indice de ramification total supérieur à 4 (g— 1), en dehors du
plongement équatorial de S2 dans S4.
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