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UNE THÉORIE DE L'INTERSECTION
DANS UN ESPACE SINGULIER

PAR

RIDHA BELGRADE (*)

RÉSUMÉ. - Dans cet article, nous exhibons, dans un espace analytique complexe, une
classe de cycles, sous-jacents à des « racines » d'idéaux d'intersections complètes, pour
lesquels les produits d'intersection que définissent ces idéaux n'en dépendent pas.

Pour cela, nous construisons pour ces « bons » cycles un invariant global dans la cohomo-
logie locale analytique à valeurs formes, qui donne des multiplicités intrinsèques.

Ceci permet alors de faire une théorie géométrique de l'intersection.

ABSTRACT. — We define a type of cycles (in a complex analytic space), associated with
"roots" of complète intersection ideals, for which intersection products defined by thèse
ideals don't dépend on them.

Thé tool used hère is local analytic cohomology with values in holomorphic forms sheaves,
in which a "fundamental class" is constructed for thèse "good" cycles.

Then we show thé expected propertics of this géométrie intersection theory.

0. Introduction

Soit X un sous-espace analytique, réduit et de dimension pure, d'un
ouvert de Stein V de C^ .S(X) et R(X) désignent respectivement ses lieux
singulier et régulier.

Soient Ci, C^ deux cycles analytiques de codimensions pures q^ et q^
tels que chaque composante irréductible de | Ci | H | C; | soit de codimen-
sion ^i +^2.

(^ Texte reçu le 2 février 1985.
R. BELGRADE, Université Nancy-I, U.E.R. Sciences Mathématiques, B.P. n° 239, 54506

Vandœuvre-les-Nancy. Cedex.
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68 R BELGRADE

1. Si aucune de ces composantes n'est dans S(X), on peut définir
Ci y €2 en affectant à chacune d'elles, la multiplicité de sa partie générique
contenue dans R (X), calculée par l'intersection dans R (X).

2. Si ûi. Ci =ûi y Xest intersection complète (i. e. ûi e ̂ j* et Di intersec-
tion complète dans F), et a^. €3 = D^ y X aussi, alors le cycle à coefficients
rationnels :

———D, y Xy D,,1 Y A V A-r2»
Û1.Û2

ne dépend que de Ci et C^. En effet, si par exemple a\. Ci =Di yX, alors
l'associativité de ^ donne :

a\D^vXvD^a^(a\C^yD^a^.D\vXvD^

D'où

— — — D ^ y X y D ^ — — — D \ y X y D ^
Û1.Û2 ûi.Û2

L'intérêt d'une formule d'associativité dans X imposerait ce cycle comme
candidat naturel pour Ci y C^.

3. Si maintenant û i .Ci==Z) i y X est intersection complète mais €3 est
un cycle quelconque, on ne sait pas si l /ûi^i^C^) ne dépend pas de
(ûi, ^i).

Ceci est vrai si X est lisse. Et dans ce cas on peut définir les multiplicités
d'intersection en regardant les classes fondamentales de Ci et €3 dans X
qui sont leurs courants d'intégration. Les cohomologies courants, formes
étant les mêmes, on peut faire le produit de ces courants et en prendre
des traces.

Mais dans le cas X singulier, on est obligé de chercher un substitut
« formes » pour le courant d'intégration sur Ci, seul l'accouplement
formes- courants étant possible. Ceci explique moralement pourquoi il
faut mettre des conditions sur Ci. Les critères exposés ici permettent de
« passer » d'un système d'équations à un autre et montrent l'invariance
du cycle \ / a ^ ( D ^ yCj), Le caractère intrinsèque de ces critères permet de
recoller pour faire une théorie globale sur X quelconque.

Le plan se présente comme suit : Au chapitre 1, on construit un inva-
riant, type classe fondamentale, « à valeurs formes », d'un « bon » cycle.
Au chapitre 2, on donne un résultat-définition des produits d'intersection,
et leurs propriétés. On finit par des exemples.

TOME 114— 1986—N° 1



UNE THÉORIE DE L'INTERSECTION 69

Un appendice est réservé à l'exposition des propriétés des clôtures
intégrales d'idéaux que le chapitre 1 utilise.

Soit (X, Gjc) un espace analytique réduit et de dimension pure, (tî" ,̂ d)
le complexe des faisceaux de formes holomorphes sur X.

Soit Y un sous ensemble analytique fermé de codimension pure q,
I y c: Oy son idéal réduit.

Notons par fî\ (Sî\) le faisceau associé au préfaisceau :

v^s\(v,a\) où {r,(v^\}
représente le séparé associé à H\(V, tl^) pour sa structure canonique Q.F.S.

THÉORÈME 1. — Supposons que localement sur X : 3 /^, . . ., fy des sec-
tions de G^ 3 le M* tels que Fidéol /=(/i, ...,/,) vérifie :

V(I)^Y,
Jc^cf

génériquement sur Y.
Alors le cocycle

est intrinsèque dans

}_ ^A . . .A j / ,

^' /i.../,

flî W)

dl^w'
et définit une section globale

CïeH ^ aîw) \
\ 'dfîïW1)}'

On aura besoin de quelques lemmes pour la démonstration de ce
théorème.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



70 R. BELGRADE

LEMME 1. — Soit n:X^U un revêtement ramifié de degré k, contenu
dans U xC^, sans multiplicités, avec U polydisquec^C" centré à F origine.
t'=(t^ . . ., r^), r"=(r,.n, . . ., r^) et r=(ri, . . ., ^) sonr fcs coordonnées
respectives de C4, C""4 er C".

Soir 7= (ri,..., r,)^ cr y=supp(^/J).

/eW ̂ ) et P(r. 2)=^ic+ZÎ^(~l)'•^(r).zk-'l

son polynôme caractéristique (cf. Appendice : 3).
L^5 conditions suivantes sont équivalentes :
(a) f y Ç Î y pour y générique dans Y.
(b) Si a^ = trace y ( (/(/''), on a :

V A = l , . . . . k , ^(0,0=0.

Va:|a|<A, Vrel/nC""^

(c) 3 S^ , e F (U, ^y), ^our | a | = h tels que :

(-l)'-lS,(r)=^^„S,..(r).r/a.

(d)f,çT^ V^eY.
Preuve. — b=>c : développement en série de a^ -h Appendice : 3.
c => rf : Cayley-Hamilton.
d => a : évident.
a => b : il suffit de prouver b. pour un petit ouvert dans U ^}Cn~q.
Mais du fait que n | Y: Y -» l/ H C""4 est un revêtement ramifié, il existe

^o=(0, ro)tel que:
/,€^ V^îi-^ro).

Appendice. - 2. (iii) donne : 3 C>0, 3 I/o vois. de ro dans U tels que :

|/(r,x)|^Csup^,^(r,|, VreL/o.
D'où

1 tracer, (;(/")| ̂ C(sup^,^|r,|)\ Vrel/o. ^h.

La formule de Cauchy implique alors que :

V/i, V|a|</i, Vr/'€l/onCn-<'^l^•(0,0=0.

TOME 114— 1986— N0 1



UNE THÉORIE DE L'INTERSECTION 71

Remarque. — (c) donne en particulier :

(-ir1^)^. o(0^+£^S*. .(O.r,,
et si

on a :
^*. o~2-»*=i S*, »'• / »

/k=£^lS*,o•tî•/t-*+ZÏ»^,o•t,•
LEMME 2. — Dans la situation du lemme 1, soit :

û, be R*, Kc [/ un compact.
Si il existe :

S,.oer(l/.^), A = l , . . . . k ,
^,oer(X,^). i = 2 , . . . , ^

fô/5 ^U^ :

(')/*=ELl^,o.tî./k-'•+£<.^,o.^
(") ||S».o||K^û.^ h = \ , . . . , k .

Alors il existe :

S,^er(U,<!)v), h^ l , . . . , k , meN\

^,.„e^(Ar,^), i=2,...,4, me^*,
tek ^ue :

(iL/ic'w=n^S,,,.fr^/k-^Z^,<..r.
(ii)m ||S,. ̂ \^a(\ +û)mfcm+^ A=l, . . ., k.

Preuve. — Par récurrence sur m.
Pour w==0, c'est l'hypothèse. Supposons que pour m donné, S^ „ et

A^ ^ sont construites et vérifient (!)„ et (ii)^. Alors (i)^ x/donne :
/•Ic+m+l^ç .m-t-1 f k . ^ r k - l ^ .m+l+* / • k ~ * i V ^ / j /•\ <

J -^l.m^l J ^L*»!0^!. m - ^ l ' J + L, = 2 (/1'. m •/) rr

Maintenant (i) donne :
/•k+w+l ̂ V* ç ç *m-H+* /•*-*

•' ~~Z^*=1 "l. m-*3*. O 1 ! •/

+^:;S,.,.„.rT+l+k./t-*

+Z<.2M..»./+S^...("+l•<o)t<•

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



72 R. BELGRADE

0)m+i sera vérifiée si :

^*. m-H^^fc+l, m"^!. m-Sfc, ûWk+l. m : ̂ ^
et

î. m+1 =^». m-J+^l. m- ^T • ̂ », 0-

(ii)^+i aussi puisque :

||S î 11^11^,, J|̂ ||S,.J|̂ . ||S,. ollx

^0(1+0)"'. b^^^a^^ar.b^'.ab11

^û(l•^-û)w + l . fcm + l +*.

LEMME 3. — Dans la situation du lemme 2 : si K=C\
[/'ccCAx^xn^xc^).

0<fc<l , û>0 tels que ( l4 -û) fc<l , aZi»^<l. ger(X, ̂ ) rri ^Me
^y e /y, ^ générique dans Y.

^or53e>0,VÇeC:|Ç|<e,onû:

A^ A . . . A^ _ d(t^-'î^g)/\dt^/\ . . . /\dt^

t l ' " ^ Ol-^).Î2--.î,

dûn5
Sî(X\îîï)

d{ïî(x\sy^1)'
Preuve. — La remarque du lemme 1 assure que :

^n.^.o-rî.^+z^A.'.o.t..
Et donc pour

/=<^ 5,. o=M. o, < o-Ç'.^. o

on a :

/^Z^i^.o^./'-'+^^.o.t,
et

3c>0, VÇ : |Ç |<e ^ ||S,.o||^û.fc\ A = l , . . . , k .

Maintenant soit un tel Ç fixé et soit 5^ „ et y4, „ donnés par le lemme 2.
(i), (ii) et a.Z^i^l donnent :

^-/^^•••^^O => /=0i .e .f i=0,

TOME 114— 1986—N° 1



UNE THÉORIE DE L'INTERSECTION ^

soit :
^-(Vi)i^ avec ^=Mr,-/)^0),

V-(t^0\ i=2,.... g,

est un recouvrement de Leray de V\Y.
Ce qui implique que :

HÎ cr, Q\) = ff<-A (^\y. n,)

-H-< -̂I,P •̂ —
W( '̂, ̂ )=rcr\r, tî^/rcr, a\) si ç= i).

Soit
_y*-i/* .yt /yw ^.N.^ /*"''^-L^^L^\L^^)'^

(i)^ donne :

^ m ssV1* ^fc. m J . y< î. m ^

(k+m)tjt^m^Lhsl(k^m)' ^-h ^^(k^m) ' t\^

Et alors :

A 2 A . . . A À ^t+^/^A^A . . . AÀ rja/vr rM-l\^ : =UN——————î == ̂ , ^ ——-—————s dans H}Cr. tlî l).
t2...r, "m mrT.r,...t,

Posant
— ^(^l-"/)A^2A ' ' ' A^ A ^ A . . . Ad^

(ri-/).t2...t, ^ • • • ^
on a :

•*' ^-^-w^—'••-.- (^"*".».
^l Vl/ t2• • •^ V»!/

Mais (i)jy montre que :

.,:-(0""̂ ,....(̂ ).
Mais (ii)^ lemme 2 et le choix de û, fc montrent que : VA = 1, . . . , k : S^ ^

converge uniformément vers 0 sur U\ et Y^^oS^Jk^-m converge

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



74 R BELGRADE

normalement sur U\ => C/^: ss^1.^ converge uniformément vers
[;er(;r. ̂ ).

Si
Udt^/\ . . . A A.

°- .;-........'•
on aura donc :

Vu converge vers v dans fî\(X\ tî^~1),
w^ converge vers 0 dans fi^ (X\ îî^).

Par continuité de d, (^) donne :

H-d0;)i.e.w=0 dans^^^
^(X',Q^-1)

C.Q.F.D.

LEMME 4. - Soient H^cC""4 et V^ ^cC^ des poly disques centrés
aux origines et de coordonnées respectives

^=(^+i» • • • » ̂  ^=(îi» • • • » ^X s'=(si, . . ., 5,).

Supposons X plongé dans V ^ x V ^ x W x C " de sorte que les projections
naturelles :

n, : X^V^xW, ïi2: X-^V^xW,

en fassent des revêtements ramifiés.
Soit : 7=(ti. . . ., t,)^, J=(Si, .... s,)^.
Supposons :

(^=...=^=o)=y=(s,=...=5,=o),
7 4- J c: î\ c ro J génériquement sur Y.

Soit W ce H ,̂ F'i ce ^^, ^2 ce V^ et

x^n^(v\ x inn^1^ x '̂)-
Soit P le polydisque centre 0, de rayon 1 dan5 C4 x C4. Pour

(3l, ^eC^xC4 notons :

h^ ^^(^ti+^iSi. . .., ̂ (,+^s,)^.

TOME 114—1986—N0 1



UNE THÉORIE DE L'INTERSECTION 75

Alors :

P={0., u)eP; h^ ^c/'yc^ ^

génétiquement sur XQ^ p) H Y où AT (A,, n)

^5r un voisinage de X' Ç\ Y]

est un ouvert connexe de P.

Preuve. — Si [(z^, . . ., z^); (w^, . . ., H^)] sont les coordonnées de (C^)2,
soit H F idéal de ^c^x^ '•

H=(ziri+wi5i,..., z,r,+v^5,).

Notons toujours par /y l'idéal réduit de (C4)2 x Y dans (C^)2 x AT. La
cohérence de H (Appendice : 2. (ii)) fait que :

/H+/.H+/y\
Z:=supp^®^J

est analytique fermé dans (C4)2 x X.
Soient W'\ V\, V^ des polydisques tels que :

H^cc ̂ "cc ̂ , V\ ce r/cc Pi, F^cc ̂ 'cc: F^

^^Tii-^^xï^^n^^^^^')^ ^ccr'ccx.
Il existe h^ . . ., ^€r(PxÂ"\ ^(c4)2x^) tels que :

z': =zn(Pxr /)={/ll=... =/i,=o}.
Posons

r^r'ny, y-mr/
pour toute composante irréductible Yy de V.

n:y"-^H^" est un revêtement ramifié contenu dans W" x B" où
B'ccC^.

Soit Hi un relèvement analytique à P x W ' x B " de / i JPxV.n Si
B'ccB" est tel que : Y" r } Ï V ' x S B ' =0, on a une application analytique
(cf. [3]).

P^IH^xB^Or,

(?i, ^(//.|(?L, H)x^xB'),^,

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



^ R. BELGRADE

La restriction étant linéaire continue,

P,: P^[H(r^C)Y

(^H)^(JfJ(^H)xy?^,^

est aussi analytique, et Ty=Ker ̂  est analytique fermé dans P, de même
que T=U,T,. Mais T^r' : r^u^T/ où T/=Ker a, avec :

^: p^yçr^c^Y
(^)^W|(?L,n)xy/)^,^.

Par ailleurs si K est un idéal de C^xjr» notons ^[p-1^ n) l'idéal
correspondant de ̂ (p: (C^)2 x X-^ (C4)2 la projection,

^ (X, H) x X=p~1 (^ p) ç (C^)2 x ̂ ).

On a alors : P'c^ où P'={(^, H)€P; 3X(^, n) vois. de A ^ n V tel que
génériquement sur X(k, n)n Y : H \ p ~ l ( ' ^ ^c/ycHip-1^ n)} car :

H\p^(k, n)=^ *•> et Hjp-1^ H)cA<^ ̂
D'où :

î= P\P c= P\P' = T'.

Or r= {(À, n)€P; V^ vois. de ^/ H Y, 3 î composante irréductible
de yn^telleque^^xPcZnp''1^)}.

Et alors T'cT". Donc TcT, et Ïest alors mince.
Pour conclure (cf. [10]), il suffit de montrer l'ouverture de A
Bien que les arguments d'une démonstration générale de ce fait existent

en germe dans la preuve du sous-lemme suivant, nous n'y ferons varier
qu'un seul paramétre.

SOUS-LEMME. -^ Dans la situation du lemme 1, avec 7=((i, . . ., t )G
vérifiant : l c /y c= / génériquement sur Y.

Soitgçr(X, G x) tel que :
gyCl'v y génériquement sur Y.
Alors: Vrerc:^, 3e>0, VÇeC : |Ç|<e, Hdéal de ^:

^-(^i-^ ti. ' . ., r,) vérifie ^c^cjç génériquement sur Yr\X\
Preuve. - /^c/y est évidente puisque g y € l ^ y.

TOME 114— 1986— N* 1



UNE THÉORIE DE L'INTERSECTION 77

J'ycjç si Jc/ç (Appendice : 1. (ii)).
Or JcTç si Ç^ (t, =(t, -^)+^).

Mais ^y£^y, y^Ty pour ^ générique dans Y, implique (lemme 1) :

^Tl^^
avec

^=S,.o.rî+Zi.i^.,.^,,..(rT.

Posons
/-Ç.^ 5,,o=M.o» S,..=(;\5,...

On aura alors :

f^'L^s^-11

avec

^=Sfc, O^Î^Zial»^ «i^fc ̂ . «• t / < x -

Mais alors (ti =(ti —/)+/) :

^^Z^o^'^.o^-/)^/^1

+E,„^.,..Z;l=0^^.^-/)pta22•••^•/al-p•

Ainsi :

/^Œ^i^oV+ZÎ^Z^x^^.o^-/)^/11^
+Z;^Z,.l^.,..Z;l.o^^Jr,-/)P

x^2---^/*"^'"2''"'"^-

On conclut en remarquant que :

(^Z^i^,o)=(l~Z^i^.^o)

est inversible sur X' pour ^ assez petit.

LEMME 5. — Dans la situation du lemme 4,

l̂-^^^5!-^ ̂  ̂  ^^) )
ti...t. Si...s, \ ^îW)/

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



78 R. BELGRADE

Preuve. — II suffit de montrer que ces deux sections sont égales sur
tout X'ccX. Par ailleurs les points (1/2, 0) et (0, 1/2) (correspondant à /
et J) de P peuvent être joints par un chemin continu dans P. On conclut,
par approximations successives grâce au lemme 3.

Démonstration du théorème 1 :
x^UiU,, f\,.. .,/,6r(i/,, ̂ ), i,€^

tels que :
î-(f\....,/,)

vérifie :
^(j,)=yn^,

J.Œ^Œj,

génériquement sur y 0 L/,.

l./-,.....^^/ gt(°»Y
/? /'i.../, V ^^(nr1)/

et il s'agit de montrer que :

c \ — c \
^i \Vi n Uj ~~ ̂ j \Vi n Uj'

En localisant sur [7, H Î7,, on se ramène à la situation du lemme 5, en
remarquant que :

C;

C-

1 rf(/^A...Ad(/,^

W (/ll)^..(/^

1 ^ ( / { ) i 'A . . .A^( / , ) / -

W (/{)f•...(/i)l•
En effet si /=(/i, ...,/,) vérifie 7 c/^cf génériquement sur Y alors :

^ ̂ (./^ • • -3/ î) vérifie, pour m==k.l : rc/Ç'cr, génériquement sur Y.
car :

— 7' c J* c: /^ génériquement sur Y.
- /7c:(7)*c71 (Appendice : 1. (ni))
=> /^cp génériquement sur Y, puisque /*<=? (Appendice : 1 (i)) :

K/i)01.. .(/^-(/î)01.. .(/;y\ ûi+.. .û,=/c.
CQF.D

TOME 114—1986—N 0 1



UNE THÉORIE DE L'INTERSECTION 79

DÉFINITION. — Soit X un espace analytique réduit, de dimension pure n.
(€. {X) désignera l'espace des cycles analytiques à coefficients rationnels,

gradué par la codimension, i. e. :

^cW- Œ .̂ localement finie ̂  ̂ ^

S^ sous ensemble analytique fermé irréductible de codimension c}.

^(X) désignera le sous-ensemble de ^.{X) formé des « bons » cycles,
où Ce^,(X) est dit bon si :

C=^.^n..S. avec qeQ

et :
1. n, =mult^ (S,) == multiplicité de X le long de S,.
2. S=U,S, et son idéal réduit ïs vérifient : localement sur X, il existe

/=(/!,. . . , /c)^t/6^* tels que:

V(I)=S et I ^ I s ^ T

génériquement sur S.
Soit A ̂  ^ (X) le sous-ensemble des couples de cycles dans

^ (X) x < .̂ (X) U ̂ . W x ̂  (^0.

ayant des supports se coupant proprement.

THÉORÈME 2. ~ I I existe une application produit d'intersection de cycles :

x'' ^.,.(^0 ~^ ^.-t-.cir).

ÛVÛM^ J^5 propriétés suivantes :

\. Si X cï V est un plongement local dans un lisse et Ce^CY),
Ce^.CY), alors il existe De^^V) tel que :

DyX=C et C y C ^ D v C .

2. je Coïncide avec le produit Sintersection de cycles usuel dans le cas
où X est lisse.

3. Commutativité :

C^C^C^C^ si CpC^e^W.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



80 R BELGRADE

4. Associativité :

C^(C2xC^(C^C^^C^ si C^C,e^(X).

5. Si Ci, C^^ÇX) alors:

C^xC^e^^XxX) et C^C^(C^ xC^x^x^

(où A est la diagonale de X x X).
6. Si Ci €<^(JIO, Ci e^fW alors :

C^xC'.e^ÇXxX')
et

(Ci ^ C^) x (Ci ̂  C2)=(Ci x d)̂  (C, x C,).

7. Si f'.X-^X est un morphisme propre et fini, si
Ce^ÇX), Cç^ÇX")

alors
/^^(C^AC^C.

Démonstration. — II suffit de définir C^ Z, où C est un bon cycle
élémentaire de codimension ç, Z réduit et irréductible de codimension r
coupant | C | proprement, i. e. T= | C 10 Z de codimension pure r -h q.

Au voisinage d'un point générique d'une composante irréductible Tj de
T, nous définirons, par des plongements de X dans un lisse, une fonction
constante rationnelle positive, qui sera indépendante du dit plongement.
Ceci permet de recoller et de définir une fonction constante rationnelle
positive sur Tp notée i(C^ Z; Tj) et appelée multiplicité d'intersection de
C et Z le long de Tj.

Nous poserons alors :

Cjr Z-Ij^Cx Z; Tj). Tj€^(X).

DÉFINITION de i(C j( Z; Tj). — En se plaçant au voisinage d'un point
générique de Tp on peut supposer que T== | C | H Z est lisse, connexe de
codimension q-\-r.

c=S,muMr,). y,, y=|c|=u,y,.
/=(/„...,/,) telque ^(0=Y et /c/'yc/,

génériquement sur Y.
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Quitte à rétrécir le voisinage considéré, on peut plonger X c; V de façon
que :

V ^ T x S , TpolydisquecC'-^^dimJIO, S polydisquecC^.
(^ /i> • • • • > / , se relèvent en Fi , . . . , Fy tels que :

Z>={FI= . . . =F,=0} soit lisse dans V, de codimension q et
d'équations normales F^ . .., F y

On en déduit alors :

Z)nZ=T, P . C ^ D y X ,

C^ est l'image de

^A?-^=l^
P F, P i>

par les flèches naturelles :

/ îiïWc) \
HUV, SÏI)^HÏ(X, ̂ )^H°(X,——————).\ àff^wr1))

Mais le morphisme (cf. [4] et [5])

tî^Ext^''(^,tlî,+'>+•),

passe au quotient par 1^. Sly et dijc A n'y- ' (Z <= X) et définit un morphisme
de complexes :

îÏ^Ext^"«^, îl̂ ').

Soit UcV un ouvert de Stein, on a alors un morphisme de complexes :

HÎ(UDX; Sl\)^HUU, Ext^"(^, tr/^').

Or le terme de droite représente le terme £5-r+p d'une suite spectrale
aboutissant à R'(r^(U,. ) ° Hom^ (̂ , n'y). Mais du fait que U est Stein,
Ext^y {€^ n'v) est cohérent et D est intersection complète, on a :

£5-^=0, Vax?, Vpî ïO.

BULLETIN DE LA SOaÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



82 R. BELGRADE

II s'ensuit (cf. [6]) un morphisme naturel :

Eï ̂ ^^(^(l/, .)°Hom^(^, .)).

Et comme rp(t7, .)°Hom^(^,.) s'envoit dans rj.(l/,.), on a un
morphisme de complexes :

cï
V 17 c ̂ , Stein: Hî(l/nX, t2^) ̂ ?^(17, tT/^').

En passant aux séparés associés pour les topologies canoniques (à droite
c'est séparé, cf. [2]), puis en faisceautisant on obtient un morphisme de
complexes :

^(^^^^(tl^^-).

Et en quotientant par à et passant aux sections globales, on obtient un
diagramme :

c^u
H^ ( v, QÎ.) —^ H y p ( y, ft^p)

l II
(2) Hî(X,f2^) ç2 H^^y.^")

l l
/ H^W) \ cï / H\^(ÇÏ^) \

H0 (X.—————— ^ H°{y,—=-——————.
V dHÎW1)} \ dH^W19-1)}

D'où

r^r^^— r^ \ \rv
^z^Vy)— - • ^zU ̂ D-

Par ailleurs si Q'/T représente le faisceau des formes T-relatives, on a
un diagramme

îy/'^-.ty^-^T
[ d [dlT

ny -» O^^T
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qui donne naissance, pour T<= Têt ZcS des polydisques, à un diagramme :

Hy^x-L, n'/'>-l)^v+j>(Txs, îy^-1/^/^, ̂ )ôcW(s, fi^"-1)
l " [^ ^^s

ff'r^xZ,^'') ^ ^"(Tx^ty^/T) = ^(T.^Ôc/Wi:,^'')

Et comme l'application résidu ou « trace absolue » :

H;o," (S, fî^ ") 4 C est nulle sur d (H'^" (S, tî^ " - ' )),

on a un morphisme « Trace relative » :

/ //'/'W) \Tr/r
ffOI y — 1 , uo/7- yr \
l ' ̂ ^(Î2^^ ̂  (T' €T)-

qui combiné avec (2) donne :

/ HÎW) NTr/ToC^
H°(x,————-) -. ^(T,^).V ^(nr1)/

Calcul de w=Tr/ToC^(^) ;
II est clair que :

m(r)=^Tr/T(C^UC^)(0=^Tr((CÏUC^UC^,

où 5,= { ? } xS. Mais alors (quitte à rétrécir 5, au besoin) D et 5, se
coupent transversalement le long de D,=DH5, et ainsi C^U<^=C^.
D'où

m(f)=^Tr/T(C^UC^)=^i(Z^ D, (r, 0)) (cf. [5])

et m est donc la fonction constante (çQÎ) égale à i ( Z y D ; T)/^ i.e. :

P.m. T=Zy D.

Conséquence. - m ne dépend pas du plongement X <^V considéré.
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En effet, si Xç V^ f= l , 2 sont deux plongements du type cité (1), il
est clair qu'en localisant au besoin autour de T, on aura un diagramme
de plongements :

X^V,r r
^2<^3

avec ^3 lisse et X c; V^ du type cité (1).
On est alors ramené à la situation :

x^v^v\
V^ Tx S, F'= Tx S', D c= V et D'c r lisses tels que :

DOZ^'OZ^T et D^^=D,

m^Tr^C^Ç^ ̂ Tr^/T^U C )̂,— ^

m/(0=T^7T(Cr(^))=lT^7T(C^UC^:).— ^

Mais

Z y D = Z v ( D ' v . V ) = Z v . D' (cf. [12]).
D'où

P.w.T=Pw'.T Le. w=w'.

Ainsi on définit i(C^ Z; T)=w et

(*) C ^ Z : ^ m . T ^ ^ D y Z .

De (^) découlent donc, sans difficultés, les propriétés 1, 2, 3, 4.

Pour 5 et 6 il suffit d'en vérifier la première partie, c'est-à-dire que

Ce^W, C'€<^;(Jr) => CxCe^^XxX').

Le problème est local :

C=ç.^.muM^). Y^ C=r.^ mult^(Z,).Z,,
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avec q et r 6 Q et : y= [C |=UYj de codimension pure c,
Z==[ C' [= Uk^k de codimension pure d; par ailleurs, il existe :

^(/l. . . .,/c)^^ J-^l, . . ., ̂ )C^,

un entier Je M* tels que :

Je J'y cf génériquement sur Y
J <= Iz <=. J génériquement sur Z.

(On peut en effet se ramener au cas où l'entier / est le même pour Y et Z,
cf. la démonstration du théorème 1.)

Si 7i i : X x X ->• X et n^ : X x X -» X' sont les projections naturelles et si
X=TCf/-hîi$J, on sait que ̂ y+z^r^+^z et on vérifie aisément, grâce
à Appendice 2. (iii), que :

Kcz ![ ^ ^ c: K génériquement sur Y x Z .

Et ainsi :

CxC^.r.^ ,mult^(y,xZ,).y,xZk

est un bon cycle dans X x X".
Le caractère fonctoriel de /» et /* scinde l'étude de la propriété 7 en

deux cas distincts : / surjectif et / plongement.

Dans les deux cas le problème est local sur X et il suffit de montrer
l'existence d'un diagramme commutatif :

(^)

X cî V
f l l "

X ç V

avec i, j des plongements, V et V lisses et F fini.

Supposons (^) vraie:
si

et
C==A^D=i*(D) où Z)ç<(IQ;

Cf^XfyD'^{Df) où D'e^n.
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la validité de 7. pour F: F-»- V (cf. [12]) donne :

^ (/* (C ̂  /* (C))) = F^ (4 (C ̂  /* (C')))

=f^(D^»(^(F*(D'))))=F^(D^X»; ̂ (D-))

=F^(4(C)^ F^(D'))=F^(C))^D'

=^ (A (C))^ D' =^ (A (C)^ C'),
d'où:

^^^(O^^C^C',

par injectivité dej*.
Prouvons (^^) : si/est un plongement, c'est clair :
Pour 0', V) fixés, prendre F= V\ i=jo/et F=id^.
Si/est surjectif, fixons d'abord (i, V), 0\, V\) des plongements i:X^ V,

j,:X^V\.
j^ °/se relève en Fi : V -» ̂  i. e. :

X c, F
^ i^

j'i.r ç ^
est un diagramme commutatif.

Si Fi est fini (F^, ^i) répond à la question.
Sinon soit Y^F^ÇO) et Y^,..., Y^ ses composantes irréductibles.

Du fait que XH ^i = { 0 } on a :

yy^x, V^=I,...,N,
d'où :

V^=1,. . . ,N, 3G^: F-^C, Gp/X=0 et Gp/^^O.

Soit alors ^2=^1 xC^ 72=0i» 0) et F2=(Fp Gi, ..., Gjv). Le dia-
gramme

x ç y
f l l^

h
X- ç V,

est commutatif, avec pour y^Fj^O^'dimtya^dimtyi).
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Et ainsi, après un nombre fini d'opérations de ce type, (^) est réalisée.
C.Q.F.D.

3. Exemples

(1) Tout diviseur irréductible localement principal et qui sort du lieu
singulier est un bon cycle. C'est en particulier le cas d'un diviseur irréduc-
tible et localement principal d'un espace normal.

Soit
X={(x,y,z)çC3',x2y=z3}=>S(X)={x=z^O].

Soit Ci la courbe de X paramétrée :

C-.X, r^(r2, r5, r3)
et

C^S(X).

Alors Ci et €3 sont deux bons cycles. En effet on vérifie bien que
f=x5-3x2z2+3xyz-y2 est une équation de Ci, C^S(X)={Q},
/définissant Ci avec multiplicité 3 CSLT f^(x3—z2)2/x4 génériquement sur
Ci.

Pour €2, x2 en est une équation et x2 e 7^ au point générique de €3
car Jc2=(^ z)» et ̂ i^2 car (^2)2=y^(x2)2.

Soit, par ailleurs, €3 la courbe paramétrée :

C^X, r^^.r.r3).
Ci y €3 et C^ x ^3 sont donc bien définis :

Ci^C3=^(/=0)c3C3=^(deg/:C3-C).{0}

_ ! / deg:C-.C \ ^_20^ l / deg:C-C ^o^^
3^r20-3r l4+3r8-r2/ t j 3• ~ ^ L , ..20 - » . 1 4 . . î . 8 .2 • i 0 / - - : -^ 0 ) '

C2^C3=——(x2=0)c3C3= l (degx2 :C3-C).{0}
2.3 6

-r^>>4'»'-
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Ces multiplicités d'intersection prennent un sens moins trivial si l'on
montre que €3 n'est pas principal autour de l'origine.

Le normalisé ̂ = {(x, y, 2, s) e C4; xy = zs, 52 =yz, xs = z2} de X s'identi-

fie au quotient de C2 par l'action du groupe fini engendré par | )
\0 } )

via le morphisme :

prC2^;?

(û,^^3,^2^^2).

Le morphisme propre fini et surjectif

cr: C^X
(û,^^3.^,^),

se factorise alors comme :

C2-^;?-^,

n étant la projection naturelle.
On vérifie que a~1 (€3) a pour équation û—fc4 .
Il s'ensuit que n~1 (€3) est irréductible et a pour équation :

(û-fc4)3^-^ ^2+3 sy2-^4^.

Supposons maintenant que €3 soit principal et soit / une équation de
€3 dans X. f^n est alors une deuxième équation de 7i"1 (€3) dans J?.

Si m et n sont les multiplicités respectives de/0 n et g le long de n~l (€3),
alors :

(f°^r , !r-————- d —————•fr (f°nr
sont holomorphes dans S— {0}, et se prolongent à travers { 0 } par norma-
lité de X. Il existe ainsi hç0^ h inversible tel que : (/07l)n==^n.fc.

Or Ojc est engendré sur Ojc par 1 et r, il existe alors h^ et h^ dans 0^ h^
inversible et tels que :

(*) ^(h^sh^eO^
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Or gm^(-\)m'~l.3msy^M'2^(-ï)my^m+k, où k € ( x , z ) G x car
xs, sz, s2 sont dans (x, z) 6 .̂

Et (^) implique que :
>m ,,2 ]sy^M-2((-\)M-ï^m.h^(-\)my2h^çCn^

i.e.
^4m-2ç^ ^y ̂  çg( inversible).

Or ceci impliquerait que ûfc2.^3)41""2 est une fonction analytique en
û3, fc3, û2 fc. Ce qui est clairement faux.

(2) Toute intersection complète génériquement réduite est un bon cycle.
Soit X={(u, y, x, y)eC^ uv=xy}.
Soit Ci la courbe Ci=(x=^=u=0), et C^ la courbe paramétrée :

C-^X, r-^f4,?2,?3).

Alors x=u2 , ^=u3 sont des équations génériquement réduites de
Ci U ^2 et C=Ci +€3 est donc un bon cycle.

Mais le diviseur Z)=={i ;=^=0} n'est pas principal autour de l'origine
(sinon le diviseur D ' = { x = u = 0 } le serait aussi par permutation des
coordonnées, et alors du fait que D n^ '={0}, X aurait un système de
deux paramètres au voisinage de l'origine, ce qui est absurde car dim -Y= 3).

C^^OC-M^-U^O^I^.^C^S^O}

(2') En codimension supérieure à 2, la condition de bon cycle n'est pas
aussi « automatique » qu'en codimension 1.

Ci est un bon cycle. En effet :
Soit I={(x-y)\ u} alors Ci =V(I).
Jc:/2^ génériquement sur Ci car Ic^=(x, y, u).
/^cFcar

^^(•^ .^ u)=(x-y, x+y, uY
D'où :

^=(0^)2, (x-^y)\ x2^2, (x-^)u, (x+^)u, u2)
et

(x2 -y2)2 == (x -y)2 (4 ur + (x -y)2) 6 I2.

Ci^^ax-^M^O^^^O)^-1 . {0 } .
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(2") Par un procédé analogue à celui de l'exemple (1), on construit une
fonction :

f^x^S jc2^ 10 xi^-lO u6^5 u^y-y2,

dont on vérifie que l'idéal J={(i?-u4),/} est un idéal d'équations
pour €2.

Or x2f^(x-u2)5^u2(5 x^-^-iO^-u4).

On en déduit que sur €3 ~ {0}, on a :

J^-^Ujc-u2)5},

Ic^{(v-u^(x-u2)}

(x est inversible sur C^ -- { 0 } ).
J définit donc C^ avec multiplicité 5.
L'idéal 7={(i?—M4)5 , /} définit alors C^ avec multiplicité 52.

On pourrait espérer que J réalise C^ comme bon cycle. Il n'en est rien.
En effet, si c'était le cas, on aurait nécessairement :

Id^czT, génériquement sur C^.

Mais du fait que sur C^—{0}, x2 et u^S xu2—u4—v) sont inversibles,
on aurait que :

(1) (v-^)el5^
(2) (F-u^eT:

L'affirmation (1) est absurde du fait que (x—u2) et (v—u*) constituent
des coordonnées normales génériques de C^ dans X.

L'affirmation (2) est fausse car, en changeant de coordonnées, (2) revient
à dire que dans C3 (de coordonnées (A, B, C)) :

Bç(A5•^gB, B5), où g est holomorphe sur C3.

Or, en plongeant C3 dans C5 comme graphe de (A5 -h^B, B5) :

(A.B.Q C3 çC5 ( t ^ t ^ t ^ x ^ x ^ )
\ \ l l 9

(A^gB^B^C) C3 (t,,t^t^
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on se trouve dans la situation du lemme 1, mais pour laquelle la
condition b n'est pas réalisée car :

tracer ̂ (B5)-5 t^

(3) Si on néglige la condition de bon cycle, on est tenté de « définir »
C^y D comme :

C^D=^((^^)5=/=0)c4(r=^=0)=^{0}.

Mais on aurait alors un défaut de distributivité de ^ par rapport à + :

(C,+C,)^=3{0}^^{0}=^{0}+^{0}=C^D+C^D.

(4) Les conditions de bon cycle permettent parfois de couper 2 cycles
complètement inscrits dans le lieu singulier

Soit
X={(u, u, x, y, z)eC5; u3v=x2y, z4=(x^y)5},

S(X)=YUZ où Z^{u=x=z4-y5^0}

Y={z^(x^y)=u3v-y3^0}.

Par un argument du même type que dans l'exemple (2), on peut montrer
que Z n'est pas localement principal. Y est pourtant un bon cycle. En
effet :

V=^(z4) et (/y=(z, x-h^)), r̂ c:?,

car :
(zOe^)4)^5^4)4^^4)5

(z2(x^y)3)s=zlo.(z^3=z2.(z4)5

(z^x+jO2)^15^4)2^3^4)5

=> 4 Y y Z= ̂ (z4=0)c5Z=4(u=x=^=z=0)

i.e.
y^Z==(u==x=^=z=0) .

A remarquer que Z et V sont singuliers et que 5(Z)==5(Y)= Y HZ.
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APPENDICE

1. Soit A un anneau commutatif et unitaire, 1 un idéal de A.
feA est dit entier sur 1 s'il vérifie les conditions équivalentes suivantes :
• g^f.XeB=A[X\ est entier sur le sous-anneau C^Y^^^F .y, àe B.

• II existe k 6 N*, a^e^ h= 1, . . ., k tels que :
fk—V* „ fk-h

J -Lh^l^'J

On note 7={/eA; /entier sur 7}; c'est un idéal de J qu'on appelle la
clôture intégrale de I . Et 1 est dit intégralement clos si T= 1.

On a alors les propriétés suivantes :
(i) Test le plus petit idéal intégralement clos contenant 7 (i.e. (T) =T).

(ii) I.çzT^etl^T^J^T^
(iii) Vwe^*, (^^(r).
(iv) Si A est normal et si I=(g) est principal, alors / est intégralement

clos.
Preuve. - (i) Soit fe (T) i.e. ^=/. rentier sur C'^^T.X" mais C"

est un entier sur €==^^7". -y.

Alors il existe ^c € ^j*, ^ e C, Ai == 1, . . ., k tels que

^+fcl^ l+. . .+^= =0,

ceci implique, en particulier, que g est entier sur D==C[fci , . . ., bj, i.e.
D [g] est de type fini sur D , mais D est de type fini sur C du fait que
^i, . . ., fc^eC sont entiers sur C. Alors D[g] est de type fini sur C, mais
C{g]c:D[g]c:B^A[X} donne que ^ est entier sur C (c/ [1]), i. e. /€ L

(ii) I , c Î2 c: (13) = Ï3 d'après (i).
(in) /p.. .,/.6J: /=(nT.i^ c=L,^r.y.
/^.A' entier sur C,

7 = 1 , . . . , m ^ /.y-nr-i^
entier sur C : i.e. 3k€^*,^eC, h= l , . . ., k tels que :

(/.^-Z^^a^"'.
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Alors si a,, = coefficient de -y'* dans b^ on aura :

^(r*)" et f^^a^f^ i.e.fe(r).

(iv) /6/=>3fe€^, a^eA, /!=!,..., fc tels que :

/^Z^oc^,^

ou encore que a ̂ f/g vérifie :

^r^-^"
dans le corps des fractions de A. La normalité de A ==>

aeA et f==a.gç!.
C.Q.F.D

2. (X, €^) étant un espace annelé, 1 un idéal de ̂ , on note :

r: i/^r(c/)={/€r(u,^);/,€^vx€C/}.
On a alors les propriétés suivantes (cf. [11]) :

(i) Test un idéal de 0^.
(ii) si (X, Oy) est analytique, I cohérent on montre que test cohérent.

(iii) (X, Cy) analytique et I ^ C ^ x cohérent. Soit 17 ouvert de X,
/i, . . .,/,6r(l7, ̂ ) tels que (/i. ,, . . .,/,, y)=J^ ^ y e U .

Soit/6r(C/, e^}. On a alors que :
/, € T^ => 3 C > 0, Y voisinage de x dans U tels que

|/00|^C.sup^,^|y,00|, V V € K

Preuve. — La propriété (iii) n'intéressant que 17, on peut supposer que
X=U.

Soit alors X l'éclaté de X le long de 7, Z le normalisé de X n : Z -^ X la
projection

/,€/, ^ (/"^(^z)^ VreTT1^) .

Or / C^ c: r^r^ c: / ̂ , mais / ̂  ̂  est principal car / C y l'est. La normalité
de Z et 1. (iv) donnent I C z= !^z. ainsi J C y ^ l C y .

Il s'ensuit que (/^^(^z)^ V ^ Ç î t " 1 (^).
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Alors 3 î voisinage de n^1 (x) dans Z tel que :

(fon)\^r(Z,IO^

Le fait que I ^ z soit engendré par ïesf^n implique (quitte à rétrécir Z)
que :

3C>Otelleque|(/°7t)(z)|^Csup^^J(y;.°Tc)(z)|, Vze2.

La propreté de n implique alors que :

3 V voisinage de x dans X tel que :

|/00|^Csup^,^|y,00|, V^eK

3. Soit X-^ U un revêtement ramifié de degré k, au-dessus d'un poly-
disque 1/<=C". Si/er(X, û^), on sait lui associer un polynôme de degré k :

P(t,Z)=Zic+EÎ=l(-l)'^(0•zk^e^(^^)^

qui est le polynôme caractéristique du O^j endomorphisme de Gy défini
par la multiplication par /

Par Cayley-Hamilton on a :

/^^(-^(r)./^

Par ailleurs si û^=trace^ \ y (/''), on a :

VA, ûfc+^i.û^.i-hS^û^^-h. . . +5,,.i.ûi-h^=0.

Ainsi si J est un idéal de Oy, J=J^ :

û,eA V A o S.eA VA.

Et alors :

û^eA A = l , . . ., k ==> /entier sur J.
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