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UNE NOUVELLE RÉALISATION
DES ESPACES HERMIT1ENS SYMÉTRIQUES

PAR

MICHEL LASSALLE (*)

RÉSUMÉ. - Soient M = G / K un espace hermitien symétrique, S = K I L son bord de Shilov, et
fi, le cône de base de sa réalisation comme domaine de Siegel (de type 1 ou II). Nous réalisons un
ouvert dense de M comme l'espace fibre X-homogène de base S ^ K / L et de fibre type Q.

ABSTRACT. - Let M^G/K be an hermitian symmetric space, SssK/L its Shilov boundary
and Q thé conical base of its realization as a Siegel demain (of type 1 or II). We realize an open
dense subset of M as thé X-homogeneous bundie over S^K/L with typical fiber Q.

1. Introduction

Soit M s= G/K un espace hermitien symétrique du type non compact. On
sait que l'on dispose de deux réalisations canoniques de M comme domaine
dans C". L'une (bornée) est la réalisation de M comme domaine borné
symétrique D, due à HARISH-CHANDRA [1]. L'autre (non bornée) est la
réalisation de M comme domaine de Siegel du premier ou second type S, due
à KORÂNYI et WOLF [4].

A bien des égards cette dernière réalisation est souvent la plus utile. Il
semble en effet que le domaine de Siegel Q soit un objet géométriquement
plus élémentaire que le domaine borné symétrique D. C'est en particulier
manifeste en ce qui concerne le bord de Shilov S de M. Tandis que celui-ci (ou
tout au moins un ouvert dense) apparaît explicitement comme « l'arête »
de ^, il n'en est rien dans la réalisation canonique d'HARiSH-CHANDRA D.

Le but de cette note est de présenter une nouvelle réalisation de M, en
quelque sorte « intermédiaire » entre D et 3. Il s'agit d'une réalisation
bornée, mais dont la géométrie présente une analogie très naturelle avec celle
du demi-plan généralisé Q.

Plus précisément, cette réalisation fait apparaître le bord de Shilov S = K I L
de M (dans sa totalité), et le cône de base Q du domaine de Siegel 2. Elle
présente également l'avantage de ne pas dépendre explicitement
(contrairement à Q) du type (I ou II) de M.

(*) Texte reçu le 2 novembre 1982.
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182 M.LASSALLE

Enfin sa géométrie est certainement beaucoup plus élémentaire que celles
de D ou Q, II s'agit simplement en effet de l'espace fibre X-homogène K x ^ Q,
de base S = K I L et de fibre type tl.

Cependant nous n'obtenons pas au sens strict une réalisation de M. On
sait que réaliser M comme le demi-plan généralisé 2 « fait perdre des points
sur le bord de Shilov ». Le même phénomène apparaît ici, mais « dans le
domaine ». Plus précisément, nous allons démontrer le

THÉORÈME. — Soient M == G/K un espace hermitien symétrique du type non
compacta S ^ K / L son bord de Shilov, et Cl le cône de base de sa réalisation
comme domaine de Siegel (de type 1 ou II). Alors l'espace fibre K'homogène
K x^ft est isomorphe à un ouvert dense de M.

La preuve est une conséquence facile du formalisme géométrique que nous
avons introduit dans un précédent article [5] dont ce travail est un
prolongement.

La structure géométrique du bord de Shilov S et du cône Q joue un rôle
central dans de nombreux problèmes d'analyse harmonique ou de théorie de
la représentation. Il est probable que cette nouvelle réalisation, qui les met en
évidence de façon élémentaire, y sera utile. On en trouvera dans [6] une
première application.

Enfin il serait intéressant de déterminer si notre résultat peut être généralisé
au cas des domaines bornés homogènes.

1. Généralités et notations
Nous nous en tenons ici aux seules notions indispensables à la

compréhension du texte. Pour plus de détails et des références, nous
renvoyons le lecteur au chapitre 8 de [2] ou au paragraphe 2 de [5].

2.1. RÉALISATION BORNÉE D'HARISH-CHANDRA

Soit M == G/K un espace hermitien symétrique du type non compact qu'on
suppose irréductible (cette hypothèse n'est pas décisive et elle est seulement
faite pour simplifier les notations). On note g et î les algèbres de Lie
respectives de G et X, 9 =t ©p la décomposition de Cartan associée et p^
(resp. p~) l'espace tangent holomorphe (resp. antiholomorphe) au point
X o = { X } .

Soit H un tore maximal de K d'algèbre l) : c'est un sous-groupe de Cartan
de G. On choisit un ordre sur l'ensemble des racines non compactes de la paire
(9c» bc)te! qu'une racine non compacte a soit positive si et seulement si son
espace radiciel g01 est contenu dans ?'*'.
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ESPACES HERMITIENS SYMÉTRIQUES 1 g 3

Soit ^={7^ , . . . , y p } l'ensemble des racines non compactes positives
fortement orthogonales de HARISH-CHANDRA (;?= rang M). A tout yç^V on
associe le vecteur coracine H ^ e i t ) et deux vecteurs radiciels E^ e g17 tels
que

On pose
[H,.£^]=±2£^, [E^E.^H,.

^o^^y^E^ £o==£76»^'£-Y•

Soit Gc le groupe adjoint de 9^ : G s'identifie au sous-groupe analytique de
Gc d'algèbre g. On note Kç, P*, 17 les sous-groupes analytiques de Gç
d'algèbre î^ p^ u=î®fp.

On a î7nX<,P~=X et l'application u K - ^ u K ^ P ' identifie l'espace
homogène complexe G J K ç P ' à l'espace hermitien symétrique compact
M*=l//X,dualdeM.

On a G r \ K c P ' ~ S S K et l'application g K ^ ^ K ^ P ' est un plongement
holomorphe de M dans M* (plongement de BOREL). On note désormais XQ
la classe de l'identité dans M* et on identifie M à l'orbite GXQ de M*.

On a P^ n K^P~ = { 1} et l'application ^ : Xh-^exp.Y.jCo est un
plongement holomorphe de p^ dans M* (plongement d'HARiSH-CHANDRA).
L'ouvert Ç(p^) est dense dans M* et contient M. L'image inverse
D = ̂ ~1 (M) est la réalisation bornée canonique de M d'HARiSH-CHANDRA [1].

2.2. BORD DE SHILOV

Soit 5 le bord de Shilov de M dans M*. Si l'on pose

c=exp/^(£o-£o)V

on a 5=XcA:o. On dit que ceU est la transformation de Cayley. On a
^ ( - f:^) = CXQ et l'application Ç étant K^-équivariante, le bord de Shilov de D
dans p"^ est

^-l(5)=AdK.£o.

Soit L le sous-groupe d'isotropie de K au point cxç, d'algèbre 1. On a
S ^ K / L et le sous-groupe L est l'ensemble des points fixes dans K de
l'automorphisme intérieur î=Intc2 de 17. Il n'est pas en général connexe.
On note T=Adc2.

Soient 9', f, u' l'ensemble des points fixes de T2 dans 9, !,u. On note G\ K\
U ' les sous-groupes analytiques de G, correspondants. Alors l'orbite
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184 M. IASSALLE

M' = G' XQ = G7X' est un espace hermitien symétrique non compact du type
tube, dont le compact dual est M'* = V XQ = l/7K\

On note S'le bord de Shilov de M7 dans M'*. Alors S ' ^ K 1 c x ^ K ' I L .
L'automorphisme ï est un automorphisme involutifde K\ et la paire(X', L)
est une paire symétrique compacte pour î. On note

Ï'=l©qi
la décomposition de Cartan associée : 1 (resp. q^) est l'espace propre de f
pour la valeur propre -h 1 (resp. — 1) de T. L'espace vectoriel b engendré sur R
par les vecteurs {iH^, y e y} est une sous-algèbre de Cartan de la paire
symétrique^', I).

2.3. RÉALISATION NON BORNÉE DE KORÂNYI ET WOLF

On note ( K ' * , 1°) la paire symétrique non compacte duale de la paire
(K\ L) : L° est la composante neutre de L et K ' * le sous-groupe analytique
de G,; d'algèbre f*==l©ïqi. L'espaceib est une sous-algèbre de Cartan de la
paire symétrique (V*, I).

On note p^ (resp. p^) le sous-espace propre de p^ pour la valeur
propre +1 (resp. — 1) dei2. L'espace

n^=Pj*' nAdc.g

est une forme réelle de pj^ stable par A d K ' * . On a EQ€H^ et l'orbite

^AdK^.Eo
est un cône convexe isomorphe à K ' * IL0.

L'ouvert c M est contenu dans l'ouvert d'HARiSH-CHANDRA îy( p^ ). L'image
inverse ^^"^(cM) est la réalisation non bornée canonique de M de
KORÂNYI et WOLF [4]. Celle-ci est un domaine de Siegel de type II associé au
cône t2, c'est-à-dire

®={X+/y+£ :X , Ven^Eep^; y-<D(£,£)eQ},

où <!> est une forme hermitienne que nous n'expliciterons pas. La réalisation
non bornée de M' est le tube

^^-^(cAD^np^ni'efQ.

L'arête de Q (resp. Q1) est isomorphe par l'application X^c"1 (îy(X)) à
un ouvert dense de S (resp. S').

TOME 111 - 1983 - N° 2
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3. Démonstration du théorème

Nous aurons besoin du résultat suivant qui est classique (voir par
exemple [3], lemme 2.1, p. 181).

LEMME. — L'application P : n^ -^ /q^ définie par

PW=[^,£oL p-^(X)=^,£J

est un isomorphisme Ad L-équivariant d'espaces vectoriels tel que pour tout
y€y,P(£,)=H,.

Soit alors S, = K, cxç l'unique A^-orbite de M* contenant S = K cxç. Nous
allons établir le théorème énoncé dans l'introduction sous la formulation plus
précise suivante.

THÉORÈME 1. - L'ensemble Sç n M est un ouvert dense de M. L'application
n : K x t2 ̂  Se définie par

n(k,X)=k.exp(-^(X)).cxo

munit S^ n M d'une structure d'espace fibre de base S = K / L et défibre type 0 :

S^ r\ M ̂  K x ^ Q.

Remarque 1. — II revient au même de dire que l'application n identifie
Sç n M au quotient de K x Q. par la relation d'équivalence

(^^X)-(À7- l,Ad/.Ar) (IcL).

Tout élément de 5,n M peut s'écrire .V=TC(Â:, X) aveckeK et XçÇî. et on
a n(k, X)=n(k\ X ' ) si et seulement si il existe leL tel que k ' = k l ~ l et
X'=Ad/.X.

Preuve. - On a vu aux théorèmes 3 et 4 de [5] (p. 210) que 5, = K, c\-o est
un ouvert dense de M*. L'ensemble S.r^M est donc ouvert et dense dans M.

Comme G n K, = K il est clair que S^ n M est un ouvert X-invariant de S^.
A ce titre, en vertu de la proposition 14 de [5] (p. 214), on a

S,r\M ̂ K x^,

où ^ est un ouvert Ad L-invariant de q ^ . Plus précisément l'application de
K x % dans S^ définie par

(À-, X) ̂  k . exp / X . c\o
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186 M.1ASSALLE

identiûe Se n M au quotient de K x V par la relation d'équivalence

(k,X)^(krl,Adl.X) (leL\

Comme l'application p est Ad L-équivariante, il suffit donc de démontrer

<if=jp(n)
pour établir le théorème. Mais l'ouvert V est explicitement déterminé au
théorème 9 de [5] (p. 225). On y obtient

¥=Ad£.C=AdZ°.C,

où C est le « quadrant » de b défini par
cs{iL^ c,H,,c,>0}.

Soit alors B* le sous-groupe abélien de K ' * d'algèbre i b. La décomposition
de Cartan K ' * = 1° B* Z° implique

C^AdL^AdB11'.^).

Pour conclure il suffit donc d'établir la relation

C=i'P(AdB*.£o).

Ou encore, puisque P(£y)==iî^, de démontrer

AdB*.£o={L^ c,£,,c,>0}.

Mais ceci est une conséquence facile de la relation
Ad(exp^).£,=e2t£^

et de Forthogonalité forte des éléments de ¥. D
COROLLAIRE. — 5^n M' ejr un ouvert dense de M', isomorphe au fibre

K ' x ^
Remarque 2. - L'application Ç étant Kc-équivariante, on peut réaliser S,,

comme l'ouvert dense Ç~1 (S,) =AdXc.£o <=?'". L'ensemble ^~1

(S^nM)=DnAdK,,.£o est alors un ouvert dense de D. L'application
!;"l o îi : X x iï -+ p^ définie par

(Jk, ^^Adt^.expt-PW)).^
l'identifie à Xx^Q.

TOME 111 - 1983 - N0 2
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Remarque 3. - II n'y a aucun rapport direct entre les fibrations
S . n M ' ^ K ' x ^ d ^ K ' / L et Q'^QiQ^^. Plus précisément :
- l'ouvert dense ^~1 (c(S, n M')) c: Q' n'est pas fibre sur n^ ;
— le diagramme

K'x^Q^^QiSI

l l
K ' I L <—> n^

w'^yî pas commutatif.
Remarque 4. — Par le théorème 6 de [5] (p. 278), la codimension

topologique de M\Sc est au moins égale à deux. En particulier Sç n M est
connexe.

Remarque 5. — Le groupe de Weyl de la paire symétrique (f, I) opère dans
b par les permutations des éléments de V. On a donc

^AdL.C^AdL.C^.

où C^ c C désigne le cône de b défini par

^ -{Œf»i ̂ H^ c,^... ̂ >0}.

Tout élément de ̂  peut s'écrire Ad /. H, où H € C^ est unique, mais non /€ L.
On en déduit

5,nM=JC.expfC+.cJCo.

Tout élément de S^M peut s'écrire ^.expi'Jf.cjCo, où HeC^ est unique,
mais non /:eK.

Soit a l'espace vectoriel engendré sur (R par les vecteurs
{X^=£y-l-£-y, yeT}. C'est une sous-algèbre de Cartan de la paire
symétrique(9, î). On note a' l'ensemble des points réguliers de a, c'est-à-dire
l'ensemble des points de a où aucune racine restreinte de la paire
symétrique (g, î) ne s'annule. Alors on sait que l'ensemble régulier
M =X .exp a' .XQ est un ouvert dense de M. Le résultat suivant compare les
deux ouverts denses S^r\ M et M.

PROPOSITION. - On a MCI Se r\ M. L'inclusion est stricte sauf si le rang
de M est un.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE
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Preuve. - On sait par un résultat classique ([8], théorème 3, p. 364)
qu'on a

A^K.expû^.jCo,

où a ' ' désigne la chambre de Weyl de a définie par
û+=Œ?=i ̂ ^p> .. • >ri >0}.

Maintenant par un calcul élémentaire ([2], lemme7.7, p. 387) dans
5L(2, R) on a

exp / X^. XQ = exp( - u H^}. c.Vo (y e V)

si et seulement si th t = e " 2". Par orthogonalité forte des éléments de V, on en
déduit

0

expa+.JCo=expïC+.c^,
0

où C"^ désigne l'intérieur de C^. Compte tenu de la remarque 5, ceci achève la
preuve. D

La décomposition du théorème 1 qui identifie l'ouvert dense Se n M à
l'espace fibre K x ^ Q peut être qualifiée de « décomposition en coordonnées
polaires » de M. La proposition précédente établit que cette décomposition
est distincte de la « décomposition de Cartan » classique ([2], corollaire 1.2,
p. 402), qui identifie l'ouvert dense M de M au produit topologique K / Z x a ̂
où Z<=L désigne le centralisateur de û dans K.

4. Les domaines classiques

Nous explicitons ici brièvement le résultat précédent pour chacune des
quatre séries de domaines classiques ([2], p. 518). Nous écrivons § pour le
bord de Shilov Ç -1 (S) de D et 6 pour l'ouvert dense Ç"l (S, n M) <= D.

4.1. MATRICES RECTANGULAIRES

D est le domaine de C""* formé des matrices complexes mxn(l^m^n)Z
telles que l^-ZZ* soit hermitienne définie positive. Le bord de Shilov S est
l'ensemble des matrices complexes m xn U telles que U C/*=l^. Le cônefî
est celui des matrices m x m hermitiennes définies positives. L'ouvert dense D
est l'ensemble des matrices m x n qui s'écrivent e-" 17, avec H e fi. et U e S. La
flbration D — § est triviale.
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ESPACES HERMITIENS SYMÉTRIQUES 189

4.2. DISQUE UNITÉ GÉNÉRALISÉ DE SIEGEL

D est le domaine de C"01'1'1^2 formé des matrices complexes symétriques
nxn(n^l)Z telles que 1 - Z Z soit hermitienne définie positive. Le bord de
Shilov S est l'ensemble des matrices n x n unitaires symétriques. Le cône ti est
celui des matrices nxn réelles symétriques définies positives. L'ouvert
dense D est l'ensemble des matrices 17 e^U^ avec UeU(n) et HeSl.
L'application 17 ̂ -^l/1-»- UU1 est une fibration de D SUT S, de groupe
structural 0(n).

4.3. MATRICES ANTISYMÊTRIQUES

D est le domaine de C"0'"1^2 formé des matrices complexes
antisymétriques nxn (n^2) Z telles que 1+ZZ soit hermitienne définie
positive. Le rang de D est p=[n/2]. Soit j la matrice 2p x 2p définie par

0 F
-1 0

0

0

On note J la matrice nxn définie par J ==7 si n est pair, et

rjj ^
0 0

si n est impair. Alors le bord de Shilov 5 est l'ensemble des matrices n x n qui
s'écrivent U J U\ avec UeU(n). Soit œ le cône des matrices 2 p x 2 p
hermitiennes définies positives H telles que Hj=jH. Alors on a Q=co si n est
pair, et

^((û 0}lo o

si n est impair. L'ouvert dense D est l'ensemble des matrices n x n de
la forme U e ~ H J e ~ H U Ï , avec UeU(n) et HeSî. L'application
U e ' " J e ' " V1 -^ U J U ' est une fibration de D sur S. Le groupe structural
est formé des matrices U e U(n) telles que UJ=jU.

BULLETIN DE LA SOCIÉTt: MATHÉMATIQUE DE FRANCE



190 M.IASSALLE

4.4. SPHÈRES DE LIE

Destle domaine de C^^SÏformé des vecteurs-colonnesZ=(zi, ..., z^1

tels que

\Zt.Z\2-2Zt.Z^l>0, IZ'.Z^L

Le bord de Shilov § est l'ensemble des vecteurs-colonnes de C" qui
s'écrivent e1917, avec U € R" et U1. U = 1. Le cône ti est la nappe positive du
cône de Lorentz de R" formée des vecteurs (^i, ..., Yn) tels que

^-D=2^?>0, ^i>0.

L'ouvert dense 6 est l'ensemble des vecteurs-colonnes
Z=^-y. ̂  ̂  y ̂  y-i gh y, ..., -^ Y-1 sh Y]1,

avec 06R, AeSOQi), (3/1, ..., y^eSl et y^O^;^2- L'application

Z-^^[1,0,....OF

est une fibration de 6 sur ,̂ de groupe structural S0(n— 1).

5. Algèbre de Jordan

Nous allons maintenant montrer que lorsque M est du type tube il est
possible de formuler notre résultat purement en termes d'algèbres de Jordan.

Supposons donc que M soit du type tube. On a alors T^I et M=Af',
K=K\ 5=S\ etc. On note n"" =?"' nAdc.g la forme réelle de ̂  ==pi" et
Ï =l©q la décomposition de Cartan de Ï = t\ Les résultats suivants sont
connus. Nous renvoyons le lecteur à [0] pour la terminologie et des références.

La loi
x.y==^[x,[£o,y]]=^[pw.y]

munit p^ d'une structure d'algèbre de Jordan dont l'élément unité est £o- Le
sous-espace n"^ est une sous-algèbre de Jordan compacte (i. e. formellement
réelle) de p +. Le cône Q est la composante connexe de EQ dans l'ensemble des
éléments Jordan-inversibles de n\

Si l'on définit la translation à gauche L(X) par L(X) V==X. Y, on a

L(X)=^adp(X)

TOME 111 - 1983 - N° 2



ESPACES HERMITIENS SYMÉTRIQUES 19 1

et L(p + ) = ad q,.. Désignons par Exp l'exponentielle de Jordan dans p ̂ . Alors
on a par un calcul facile

(1) ' Exp2^=Ad(expP(X)).£o.

Nous aurons besoin du résultat suivant qui est peut-être connu mais ne
figure pas explicitement dans la littérature.

THÉORÈME 2. — U orbi te îy~1 (S c) ̂  Ad KC.EQ es î exactement l'ensemble des
éléments J or dan-inversibles de p ^ .

Preuve. — Soit ^ l'ensemble (connexe) des éléments Jordan-inversibles
de p^. En vertu de [7] (théorème 1.2, p. 68), on sait que / est un espace
symétrique au sens de [7]. Soit D son groupe (connexe) de déplacements,
d'algèbre de Lie b. Alors par le théorème 2.8 (p. 88) et l'exemple 2 (p. 81) de
[7], on sait que b est engendrée par £(p^)=adqc. On a donc bs=ad.t^ et
Z)=AdK,. Mais en vertu de [7] (théorème 3.1, p. 91), le groupeD est
transitif sur / . D'où l'assertion. D

Nous sommes alors en mesure de donner une nouvelle formulation du
théorème 1. Les notations sont désormais indépendantes des précédentes.
Soient ̂  une algèbre de Jordan réelle compacte avec élément unité e et ̂ \ sa
complexifiée. On note Exp x et x~1 l'exponentielle et l'inverse de Jordan
de xçs^c-

Soit Cl la composante connexe de e dans l'ensemble des éléments Jordan-
inversibles de ^ (domaine de positivité). Dans ^' c on considère le tube
S-=-^-\-iÇî. et le domaine borné symétrique

D^[(x-ie)(x+ie)~\xç3>},

obtenu par transformation de Cayley. Soient K le groupe des
automorphismes holomorphes de D fixant 0, et L le groupe des
automorphismes algébriques de ^ ' . Alors on a Le: K et 5==K.^==K/L est le
bord de Shilov de D.

THÉORÈMES. — L'application de K x Q dans ^\ définie par
(k, x) -»• k. Exp( — x) identifie l'ensemble des éléments Jordan-inversibles de D
à Kx^Q.

Preuve. — C'est une conséquence immédiate des théorèmes 1 et 2, de la
remarque 2 et de la relation (1). Q

On comparera ce résultat au théorème suivant qui est peut-être connu mais
ne figure pas explicitement dans la littérature.
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THÉORÈME 4. — L'application de K x ̂  dans se\ définie par
(k, x) -^k.Expx identifie l'ensemble des éléments Jordan-inversibles de ^ç à
Kx^.

Preuve. — C'est une conséquence immédiate du théorème 2, de la relation
(1) et de la proposition 11 de [5] (p. 212). Q
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