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SUR LE PROBLÈME DES MOTS
DES QUOTIENTS DE GROUPES

ET PRODUITS LIBRES
PAR

J. PERRAUD (*)

RÉSUMÉ. — On propose un théorème de théorie des graphes, avec trois applications à la
résolution du problème des mots en théorie des groupes :

On agrandit la classe des groupes dont le problème des mots est résoluble par l'algorithme de
Dehn.

On propose une adaptation de l'algorithme de Dehn qui agrandit cette classe.
On étend la première application aux groupes quotients de produits libres de type fini.

ABSTRACT. - We prove a theorem in graph theory, with thrce applications to word problem in
group theory:

We enlarge thé class of groups with solvable word problem by Dehn's algorithm.
We give an adaptation of Dehn's algorithm, enlarging this class.
We extend thé first application to quotient groups of finitely generated free products.
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Introduction
Le problème des mots d'un groupe fut formulé pour la première fois par

M. Dehn qui en donna une solution pour les groupes fondamentaux des
surfaœs de dimension deux, par des méthodes géométriques.

On vit ensuite apparaître, notamment avec les travaux de
M. D. GREENDLINGER, des méthodes purement algébriques dont l'idée
directrice était la suivante :

Un groupe de présentation finie est déterminé par la donnée de générateurs
et de relations en nombre fini; peut-on obtenir une condition suffisante pour
que le problème des mots soit résoluble par l'algorithme de Dehn, en limitant
la longueur ou le nombre des parties communes entre les relations données
On obtint ainsi les conditions de petites simplifications.

Le retour aux méthodes géométriques permit à R. C. LYNDON d'établir de
nouvelles conditions demandant moins que les précédentes, mais ne
permettant plus d'utiliser l'algorithme de Dehn qui a l'avantage d'être
extrêmement simple.

Les travaux exposés dans ce texte ont eu pour point de départ la
confrontation de ces méthodes et des méthodes algébriques étudiées par
J. PETRESCO.
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SUR LE PROBLÈME DES MOTS 287

Le premier résultat est une condition décidable, demandant moins que les
conditions portant sur la longueur des parties communes entre les relations
données, et permettant encore d'appliquer l'algorithme de Dehn. Un exemple
vérifiant cette condition mais ne vérifiant pas celles de LYNDON montre qu'elle
élargit la classe des groupes dont le problème des mots est résoluble.

Le deuxième résultat concernant les groupes de présentation finie montre
qu'au prix d'une adaptation raisonnable de l'algorithme de Dehn, on peut
assouplir la plus célèbre des conditions de GREENDLINGER.

Un groupe de présentation unie est le quotient d'un groupe libre de type fini
par le plus petit sous-groupe normal contenant un sous-ensemble fini. Le
problème s'est posé naturellement de généraliser ce qui précède en
remplaçant le groupe libre de type fini par un produit libre de type fini dont le
problème des mots est résoluble. Les résultats connus sont moins
satisfaisants : on ne sait plus si les conditions proposées sont décidables, et
elles ne sont pas toujours suffisantes (il faut supposer connu un algorithme
auxiliaire).

La condition proposée dans ce travail est décidable et suffisante pour que le
problème des mots soit résoluble. Elle demande moins que les conditions
connues portant sur la longueur des parties communes entre les relations
données. Un exemple, vérifiant cette condition, mais ne vérifiant aucune autre
condition connue, montre qu'elle élargit la classe des quotients de produits
libres dont le problème des mots est résoluble.

Les éléments de théorie des graphes dont on aura besoin pour démontrer
ces résultats se trouvent dans le premier chapitre. Le deuxième concerne les
groupes de présentation finie, le troisième les quotients de produits libres.

Chapitre 1

Graphes

L'essentiel de ce chapitre est le théorème 1. C'est le résultat utilisé pour
démontrer les théorèmes des autres chapitres. Cependant le lecteur qui le
désire pourra passer à la suite avant d'en lire la démonstration assez longue et
technique. Il n'en est pas de même des paragraphes 1 et 3 auxquels la suite se
référera pour tout ce qui concerne les graphes.

A l'exception des termes entre guillemets dont la définition est donnée, la
terminologie de ce chapitre est celle des premières pages du livre de
C. BERGE [1] : Graphes et hypergraphes.
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288 J. PERRAUD

1. Préliminaires
Dans la suite, tout graphe est un graphe planaire topologique représentant

le graphe orienté d'un multigraphe connexe ([l], p. 6 et 16). Donc si M est un
graphe :

— chaque arête porte deux arcs tels que l'extrémité initiale de chacun
d'eux est l'extrémité terminale de l'autre. Si l'un est noté Û, l'autre est
noté Û~1 . Nous appelons « support » d'un chemin la fermeture (topologique)
de la réunion des arêtes portant les arcs de ce chemin;

— pour chaque sommet S, le nombre d'arcs d'extrémité initiale S est aussi
le nombre d'arcs d'extrémité terminale S. Nous l'appelons ici « degré » de S
et nous le notons d(S) (c'est la moitié du degré usuel);

— les faces unies de M et le complémentaire V de sa face infinie sont des
parties simplement connexes du plan. Nous appelons « degré » de M le
nombre de ses faces finies, nous le notons d(M),

— si F est la frontière de V (respectivement la frontière d'une face finie K)
et si S est un sommet de F, alors F est le support d'un circuit d'extrémités S
qui tourne dans le sens positif autour de V (respectivement autour de K).
Nous l'appelons un « circuit frontière » du graphe M (respectivement de la
face finie K).

Nous appelons « frontière du graphe » la frontière de sa face infinie. Les
sommets qu'elle contient sont les « sommets frontière », les autres sont les
« sommets internes ». Un « bout » est un sommet frontière de degré 1. Si un
graphe de degré 0 a au moins une arête, alors il a au moins deux bouts.

Nous appelons « sous-graphe » de M tout graphe M' qui remplit les
conditions définies au début de ce paragraphe et dont les sommets, les arêtes
et les faces finies sont des sommets, des arêtes et des faces finies de M. Si A est
une partie de l'ensemble des arêtes de M et si S est l'ensemble des extrémités
des arêtes appartenant à A, alors (A, S) est un multigraphe G, et le graphe
orienté correspondant G* est un sous-graphe de M (au sens ci-dessus) si, et
seulement si, il est connexe et vérifie la condition sur les faces finies. Nous
disons qu'un sous-graphe M' de M est « propre » si : 1 <d(M')<d(M).

Nous disons qu'un graphe est un « lobe » si le complémentaire de sa face
infinie est homéomorphe au disque fermé.

Nous appelons « partie consécutive » d'un chemin (ûi, a^ ..., a^) tout
chemin (a;, Û,-n, ..., dj) tel que : l^i^y^n.

Nous disons qu'un sous-graphe de M est un « satellite » de M s'il est un
lobe et s'il a un circuit frontière qui est une partie consécutive d'un circuit
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SUR LE PROBLÈME DES MOTS 289

frontière de M. Un graphe sans bout qui n'est pas un lobe contient au moins
deux satellites distincts (rappelons que tout graphe considéré ici est connexe).

Un chemin élémentaire est un chemin qui ne passe pas deux fois par le
même sommet, exception faite, pour un circuit, du retour au point de départ.
Convenons que dans la suite un cirsuit (û,Û~1) n'est pas un circuit
élémentaire, alors un circuit élémentaire ne passe pas deux fois par le même
point du plan, exception faite du retour au point de départ, et il délimite un
lobe.

Nous appelons « arceau » tout chemin élémentaire dont les sommets
intermédiaires ont le degré 2, et les extrémités un degré différent de 2. Il est
« interne » si ses sommets intermédiaires sont des sommets internes. Nous
appelons « pré-arceau » un arceau qui peut être réduit à un sommet.

Si a est un arceau, A l'ensemble des arêtes de M qui ne sont pas contenues
dans le support de a, S l'ensemble de leurs extrémités, nous disons que le
multigraphe G = (A, S) et le graphe orienté correspondant G* sont obtenus en
supprimant l'arceau a dans M (ce qui en fait supprime aussi a"1).

Tous les circuits frontière d'une même face unie K ont la même longueur
que nous appelons « périmètre » de K, noté p(K). Nous appelons « front »
de K l'intersection de sa frontière et de celle du graphe. Nous disons qu'il est
« simple » s'il est le support d'un arceau ou s'il est réduit à un sommet; nous
disons qu'il est « majeur » (respectivement « strictement majeur ») si le
nombre d'arêtes qu'il contient est supérieur ou égal (respectivement
strictement supérieur) au demi-périmètre de K. Nous appelons « fronts » du
graphe M les fronts de ses faces finies.

Le théorème 1 a deux versions : dans l'une les fronts sont strictement
majeurs, elle sera utilisée pour démontrer les théorèmes 2 et 4; dans l'autre,
les fronts sont seulement majeurs, elle sera utilisée pour le théorème 3.

2. Théorème 1

HYPOTHÈSES
M est un graphe de degré au moins 2, sans sommet de degré 1, tel que :
1. Si l'arceau interne a est une partie consécutive d'un circuit frontière

d'une face finie X, alors : l (a)<(l/2)p {K );
2. Si a^ et a2 sont deux arceaux internes consécutifs dans un circuit

frontière d'une face finie K, alors : / ( 5 i ) + / (5^<(l/2)p (X);
3. M n'a pas deux fronts simples majeurs (resp. strictement majeurs).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



290 J. PERRAUD

4. Tout sous-graphe propre, sans bout, de M a au moins deux fronts
simples majeurs (resp. strictement majeurs).

CONCLUSION
On peut trouver dans M :
— une face finie KQ etj (j ̂  3) arceaux internes consécutifs dans un circuit

frontière de Ko, a^, a^, .. .a,, dont la somme des longueurs est supérieure
(resp. strictement supérieure) au demi-périmètre de KQ;

— des arceaux a'i, o^, ..., a, consécutifs dans un circuit frontière de M,
desfaces finies Ki, K^ ..., Kj, et des pré-arceaux Ci, c^, ..., c,_i tels que :
v-ïC^1^1 est une partie consécutive d'un circuit frontière de K^ et
aj'1 c^.i QLj une partie consécutive d'un circuit frontière de K,.

Pour 1 < i </, Ï, _ ^ olf c,"1 a,"1 est un circuit frontière de K, et le front de X,,
support de a;, n'est pas majeur (resp. strictement majeur).

Nous pouvons illustrer cette conclusion par un dessin :

Fig.

Démonstration. — Nous avons besoin pour cette démonstration de trois
nouvelles propriétés de M (numérotées 5, 6 et 7) qui sont des conséquences
des hypothèses.

5. Les circuits frontière des faces finies de M sont des circuits élémentaires.
Supposons que ce ne soit pas le cas pour une face finie K. Alors sa frontière

contient un circuit élémentaire y qui délimite un lobe L ne contenant pas K.

TOME 108 - 1980 - N° 3



SUR LE PROBLÈME DES MOTS 291

Fig. 2

On a : l^d(L)<d(M).
Si d(L)= 1, alors y est un arceau interne. C'est impossible (1).
Si d(L}^2, alors L a deux fronts simples majeurs (4). L'un des deux, au

moins, est le support d'un arceau interne de M. C'est également
impossible (1).

6. M est un lobe.
Si M n'était pas un lobe, M aurait au moins deux satellites distincts L i et

Z.2, ce qui suppose : l^d{L^)<d(M) et l^d(L2)<d(M).
Si à (L i) = 1, alors l'intérieur de L i est une face finie de M dont le front est

simple et strictement majeur.
Si d(L^2, alors L^ a deux fronts simples majeurs (resp. strictement

majeurs) (4). L'un d'eux, au moins, est le support d'un arceau de M. C'est un
front simple majeur (resp. strictement majeur) de M.

Si M n'était pas un lobe, alors M aurait deux fronts simples majeurs (resp.
strictement majeurs), l'un contenu dans L i, l'autre dans L 2; ce qui contredit
l'hypothèse (3).

7. Dans M, il n'y a que des fronts simples.
Montrons d'abord que tous les fronts connexes sont simples. Du fait que M

est un lobe, si A est un front connexe non réduit à un sommet, alors A est le
support d'une partie consécutive a d'un circuit frontière de M. Nous
appelons K la face unie de front A et p le circuit frontière de K ayant la même
extrémité initiale que a. Si a n'était par un arceau, alors a aurait un sommet
intermédiaire de degré au moins 3 et ne serait pas une partie consécutive de p,
et p passerait au moins deux fois par ce sommet. C'est impossible (5) donc a
est un arceau.
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292 J. PERRAUD

Montrons par l'absurde que tous les fronts sont connexes. Supposons que
K soit une face unie dont le front A n'est pas connexe. On peut trouver un
circuit frontière y de M tel que : y==?.? où :

— cest un pré-arceau, dont le support est une composante connexe de A;
— au moins un sommet intermédiaire de ? appartient à A. Nous appelons

C et D le premier et le dernier d'entre eux.

Fig. 3

Nous appelons A et B les extrémités de ?, ? la partie consécutive de ?
d'extrémités B et C, a celle d'extrémités D et A. Nous appelons p le circuit
frontière de K d'extrémité initiale A, |î' la partie consécutive de p d'extrémités
B et C, a' celle d'extrémités D et A, p' celle d'extrémités C et Z).

Le circuit c^ p' a délimite un lobe L i tel que 1 < d (L i) < à (M). Donc L ̂  a
deux fronts simples majeurs (resp. strictement majeurs) (4). L'un d'eux peut
être le support de ??' p', l'autre doit être contenu dans le support de a et c'est
un front simple majeur (resp. strictement majeur) de M. De même, le circuit
?JÎ p' a' délimite un lobe L 2 et M a un deuxième front simple majeur (resp.
strictement majeur), contenu dans le support de P; ce qui contredit
l'hypothèse (3).

Pour obtenir les résultats annoncés dans la conclusion, nous appliquerons
l'hypothèse 4 à un sous-graphe MQ que nous allons déterminer maintenant.

Le graphe M^, obtenu à partir de M en supprimant les arceaux contenus
dans sa frontière, est connexe : si a est un arceau de M, contenu dans sa
frontière, alors il existe un chemin a' de M tel que a a' est un circuit frontière
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SUR LE PROBLÈME DES MOTS 293

d'une face finie de M (6), et a' est un chemin de M^ (7); pour tout chemin
supprimé il reste un autre chemin ayant les mêmes extrémités, donc Mi est
connexe comme M.

Les faces finies de M^ sont les faces finies de M dont le front est vide ou
réduit à un sommet. Donc M^ est un sous-graphe de M.

Les arceaux internes de M dont une extrémité est un sommet frontière de
degré 3 dans M, sont les arceaux de M^ dont une extrémité est un bout de
MI. En les supprimant, nous obtenons un sous-graphe Mo de Mi et de M,
ayant les mêmes faces finies que M^. Nous avons : d(Mo)<d(M). Pour
montrer que MQ a au moins une face finie, nous montrons qu'il a au moins une
arête et au plus un bout.

Dans Mo il y a au moins un arceau de M; sinon tout arceau interne de M
aurait une extrémité dans la frontière de M, un circuit frontière d'une face finie
comporterait au plus 3 arceaux (7) et tout front serait strictement majeur (2).
Or M est un graphe de degré supérieur ou égal à 2, n'ayant pas deux fronts
strictement majeurs (3).

Afin de montrer que Mo n'a pas plus d'un bout, considérons un circuit
frontière 70^e Mo. Pour chaque arc a de jo, l'arc a "1 fait partie des circuits
frontière d'une face finie de M qui n'est pas une face finie de Mo. Cette face
peut être la même pour plusieurs arcs consécutifs de Yo- Notons
EI, £2, ..., Ïp les parties consécutives de Yo obtenues en regroupant les arcs
consécutifs pour lesquels cette face est la même. Notons K^, K^, ..., Kp ces
faces finies de M :

yo=eie2...Sp,

£i~1 est une partie consécutive d'un circuit frontière de K, (l^i^p)
K^K^ ... ̂ Kp et, en changeant au besoin l'extrémité initiale de 7o»
K^K,.

Ces faces n'étant pas des faces de Mo, leur front n'est ni vide ni réduit à un
sommet, c'est donc le support d'un arceau (7). On peut donc écrire un circuit
frontière de K^ sous la forme e;"1 p; p; v, dans laquelle p, est un arceau, porté
par le front de K^ ̂  et v. sont des chemins qui peuvent être réduits à des
sommets.

En fait ^ et v. sont des pré-arceaux :
Si JLI, n'est pas réduit à un sommet, alors son premier arceau ^ n'est pas

dans Mo, parce que e,. i et e, sont consécutifs dans Yo> l'extrémité initiale de
[i[ n'est pas un sommet frontière de M, n'étant pas dans le front de K^ (5 et 7);
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son extrémité terminale est donc un sommet frontière de M (définition
de Mo), donc elle est aussi l'extrémité initiale de p, et n; = n, (5 et 7). Si 4, n'est
pas réduit à un sommet, alors H, est un arceau. Pour v,, on fait de même avec
son dernier arceau.

£»-i

Fig. 4

Pour démontrer que Mç n'a pas plus d'un bout, nous avons encore besoin
des deux remarques suivantes :
- si le front de l'une des faces K^ K^ . . . ,Kp est majeur (resp.

strictement majeur), alors on a
-i

=^2» ^^PS» '"^P-1!^? et *.-! .
^1;

- si aucun de ces fronts n'est majeur (resp. strictement majeur), il manque au
plus une des égalités ci-dessus.
^ Nous démontrons ces deux points en associant à chaque i tel que
v,"1^.^ une nouvelle face finie H^ de M, dont le front est strictement
majeur. Il suffit alors d'appliquer l'hypothèse 3.

Remarquons d'abord que si v; est réduit à un sommet, c'est un sommet
frontière de M et p,+i est également réduit à ce sommet (5 et 7).

Si v,~1 ̂  H^ , alors v, n'est pas réduit à un sommet et v, n'est pas contenu
dans la frontière de M (définition de p,). Donc il y a une face finie H , de M dont
un circuit frontière y, commence par v,~1, et H^K^^ Nous appelons 8. le
dernier arceau de y,; Ô, n'est pas dans Mo, parce que e, et e^i sont consécutifs
dans Yo; l'extrémité terminale de Ô, qui est aussi celle de v, n'est pas un sommet
frontière de M parce qu'elle n'est pas dans le front de K,; son extrémité initiale
est donc un sommet frontière de M (définition de Mo). Alors le chemin X; tel
que y, = v,~1 X, 8, a ses deux extrémités dans la frontière de M, donc le front de
H, est le support de X. (7) et il est strictement majeur (2).
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Cette face H, n'est aucune des faces K^, K^ ..., Kp parce qu'aucun arc de
y, n'est dans Mo. Enfin, si on avait H, = Hj pour i ̂ j, on aurait v, = Vp K, = Kj
et l'arc suivant v, dans un circuit frontière de K, serait à la fois le premier arc
de ef1 et le premier arc de Ï J 1 . Or yo qui est un circuit n'utilise pas deux fois le
même arc. Les deux remarques que nous avons faites sont bien une
conséquence de l'hypothèse 3.

Nous en déduisons que Mo a au plus un bout :
Un bout B est le sommet intermédiaire d'un chemin (û, a~1). Les arcs a et

a~1 ne sont pas dans les circuits frontière d'une même face finie de M (5), donc
il existe un entier i (1 ̂  i ̂  p) tel que B est l'extrémité terminale de e,. Alors si
on avait v^1 = pi-n (^i si i = p), B serait un sommet de degré 2 dans M, v, et
a~1 feraient partie du même arceau de M et a~1 aurait été supprimé en même
temps que v; dans la construction de Mo. Donc nous avons v,"1 ̂ H.+i. Il
existe au plus un i tel que B puisse être l'extrémité terminale de s,. Donc Mo a
au plus un bout.

Il en résulte que Mo a au moins une face finie. Nous avons donc :
l^d(Mo)<d(M).

Pour simplifier l'exposé, nous supposons dans la suite de la démonstration
que, si l'une des faces K^ K^ .... Kp a un front majeur (resp. strictement
majeur), c'est K^ et que, si au contraire il manque une des égalités
y,"1 = jl^,..., v 1 = ̂ , c'est Vp 1 = Hi. Dans les deux cas, cela revient à faire
au besoin une permutation circulaire de l'ensemble des indices { 1 , 2, ..., p }
et à changer l'extrémité initiale de yo-D3Lns ces conditions, si Mo a un bout
nous avons yo = ao Vo tto 1 ou ^o est un arceau de Mo. Nous appelons Mo le
sous-graphe obtenu en supprimant l'arceau ao. Si Mo n'a pas de bout, nous
posons Mo = Mo, Yo = YO- Dans tous les cas, nous avons à (Mo) = à (Mo ), donc
l^d(Mo)<d(M).

Si d(M'o)>l, alors Mo a deux fronts simples majeurs (resp. strictement
majeurs) (4). L'un au moins est le support d'une partie consécutive y^ de yo- Si
y^ était contenu dans un e;, ce serait un arceau de M, ce qui est impossible (1 ).
Donc il existe deux indices i et j tels que :

KKj'^A y^eiei+i---8.,-!8^

où ei est le dernier arceau de M faisant partie de £„ e} le premier de e^; e^ i,
e,+2, ..., £j-i sont des arceaux de M.

Si K^ est la face finie de Mo dont le front est le support de y^, alors la somme
des longueurs de e;, e,+i, .... £,-1, e} est supérieure (resp. strictement
supérieure) au demi-périmètre de K^ et cela implique j >i-(- 2 (2).
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Les arceaux p,, p.+i, ..., pj sont consécutifs dans un circuit frontière
de M parce que les inégalités l^ i< /<p impliquent Vi"1^,.^,
v»^^ll=?i+2» •••»v7-ll=?^ Enfin P01"" i+l^</-l, on a 1^1 donc le
front de Ki n'est pas majeur (resp. strictement majeur).

Si d(Mo)>l, alors le théorème 1 est démontré.
Si d(M'o)= 1, alors nous prenons pour K^ l'unique face finie de Mç et et

Y^Yo et nous retrouvons les résultats ci-dessus, avec i=l etj==p.
Fin de la démonstration.

3. Graphes values

Le graphe M est appelé « graphe value » s'il est muni d'une application q> de
l'ensemble des arcs de M dans un groupe F, telle que pour tout arc
a : <p (û~1 ) = (p (a)~1; (p (a) est appelé « valeur » de l'arc a et M est un graphe
« à valeurs dans F ». Nous appelons « valeur » du chemin (a^, a^,..., aj le
produit q>(ai) (p^) • • • <P(ûn)» V11 appartient à F. Nous notons 9(7) la
valeur du chemin y. Dans ces conditions :

LEMME 1. — Si y est un circuit frontière d'un graphe value M, alors les faces
finies de M peuvent être rangées dans un ordre D^ D^, ..., D^ tel que :
H> d) = n"» i ("ir*'u*71 )ou riest ̂ a ̂ eur ̂ un circuit frontière de D^ ([6], lemme
L2, p. 239).

Si a est un arceau interne d'un graphe M, alors il existe un chemin o^ tel que
aai est un circuit frontière d'une face unie K^ de M, et un chemin a^ tel que
a"1^ est un circuit frontière d'une face finie K^\ K^ et K^ peuvent être
distinctes ou confondues. Si M est un graphe value et si <p(ai 012)= 1, nous
disons que K i et K^ sont « réciproques » en a. Si M est un graphe value dans
lequel il n'y a pas de faces réciproques, nous disons que M est « réduit ».

Remarquons que tout sous-graphe d'un graphe value réduit est un graphe
value réduit.

Si N est le plus petit sous-groupe normal de F contenant X, alors tout
élément œ de N est un produit de conjugués d'éléments de X u X~1; nous
appelons « degré de © par rapport à X », dy (œ), le nombre minimal de
facteurs dans un tel produit. Alors :

LEMME 2. — Si, dans le graphe value M, les circuits frontière des faces finies
ont pour valeurs des conjugués d'éléments de X u X^1, et si M a un circuit
frontière y tel que dy (<p (y)) = d (M), alors dans M deux faces distinctes ne sont
pas réciproques.
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Démonstration. — Si deux faces finies distinctes étaient réciproques en a,
alors le graphe M'obtenu en supprimant l'arceau interne a aurait pour degré
d{M)— 1 mais il admettrait toujours y pour circuit frontière. On aurait alors
(lemme 1) ^((p(y))$d(M)-l. Contradiction.

Fin de la démonstration.
Remarque. — Si une face finie d'un graphe value est réciproque d'elle-

même, alors elle a un circuit frontière y tel que :

y=a^a-1^ et (pl(?ia-1 ̂ ).(MM=1.
Mais alors :

^(a^a-^.cp^Aor1)^

^W\^^W^Y^\
donc (p(y) est conjugué de son inverse.

Dans un groupe libre, un élément différent de 1 n'est pas conjugué de son
inverse. Donc :

COROLLAIRE. — Si F est un groupe libre, si X ne contient pas 1, si les circuits
frontière des faces finies de M ont pour valeurs des conjugués d9 éléments de
X u X "1 et si M a un circuit frontière y tel que dy (q> (y))=d (M), alors M est
réduit.

Dans le prochain chapitre, F est un groupe libre.

Chapitre 2

Groupes de présentation finie

Ce chapitre rassemble deux conditions suffisantes pour que le problème des
mots d'un groupe de présentation finie soit résoluble. Ce sont deux
conséquences du théorème 1. La première établie précédemment [9] est
simplement rappelée pour montrer en quoi elle est une conséquence du
théorème 1. La seconde est proposée et démontrée.

1. Rappel : les conditions de petites simplifications

Dans tout ce chapitre, F est un groupe libre de base { X i , x^,..., x,}; un
mot est un élément du monoïde libre L de base [xf1, x^\..., xf1}; les
générateurs sont les éléments x^l, x^l,..., xf1. La notation R s S signifie que
les mots R et S sont égaux dans L; la notation R ==S signifie qu'ils ont même
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valeur dans F, on dit aussi qu'ils représentent le même élément de F. Si R est
un mot et x sa valeur dans F, alors 1{R) désigne la longueur de R et | x | la
longueur du mot réduit représentant x. Le mot vide sera noté 1, il a pour
longueur 0.

Dans tout ce chapitre, X est un sous-ensemble fini et symétrisé de F (le mot
réduit représentant un élément de X est cycliquement réduit et X contient les
valeurs de ses permutations circulaires et leurs inverses). Les mots réduits
représentant les éléments de X sont appelés relateurs. Par abus de langage,
nous appelons aussi X l'ensemble des relateurs. S'il existe deux relateurs
distincts R^, R^ tels que R^ =S7\ et R^=ST^ alors on dit que le mot S est
une pièce.

Dans tout ce chapitre, N est le sous-groupe normal de F engendré par X,
nous disons plus simplement la clôture normale de X dans F. Si G est un
groupe de présentation finie, alors il existe F et X tels que G ^ F / N . On a
résolu le problème des mots de G quand on sait décider si un mot réduit
représente ou non un élément de N.

Depuis les travaux de M. D. GREENDLINGER ([2], [3], [4]), on sait que le
problème des mots de G est résoluble par l'algorithme de Dehn si X vérifie la
condition (7(1/6) ou s'il vérifie les conditions [C'(l/4) et T(4)] dont les
définitions sont rappelées ci-dessous :

C (1 / k ) : si on a R = ST, où R est un relateur et S est une pièce, alors on a

l{S)<^l(R).

T(4) : si Ri, R^, ̂ 3 sont des relateurs, alors au moins un des mots Ri R^,
2^3, R^R^ est réduit.

V. V. SOLDATOVA a démontré [13] que dans [C (1/4) et T (4)], on peut
demander un peu moins que T(4), à savoir :

T*(4) : si 2?i, R^, ^3 sont des relateurs et si aucun des mots RiRz, RI^
R^RI n'est réduit, alors les réductions font moins du quart dans chacun des
mots Ri, R^ R3 (c'est-à-dire si Ri =A7\ B~\ J^sBT^C-1, R^CT^A~\
alors pour i==l , 2, 3, ((T,)>(3/4) /(R,)).

R. C. LYNDON a démontré [5] que le problème des mots de G est également
résoluble si X vérifie la condition C(6) ou les conditions [C(4) et T(4)] ou les
conditions [C(3) et T(6)] :

C(k) : un relateur n'est jamais le produit de moins de k pièces.
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De T(6) nous retenons simplement qu'elle demande plus que T(4). Notons
que C(k) demande moins que C'(l/fe) mais ne permet plus d'utiliser
l'algorithme de Dehn.

On trouvera dans ce chapitre une condition D sur X, décidable, suffisante
pour que le problème des mots soit résoluble par l'algorithme de Dehn, et
demandant moins que C ( l / 6 ) ou [C(l/4) et F(4)] ou [C(l/4) et T*(4)].
Cette condition élargit la classe des groupes dont le problème des mots est
résoluble : on peut donner une présentation finie qui vérifie D mais ne vérifie
pas T(4) (donc pas T(6)) ni 7^(4) ni C(6).

On y trouvera aussi une variante de l'algorithme de Dehn qui permet
d'accepter l'égalité dans l'énoncé de la condition C'(l/6).

Pour tout ceci, nous utiliserons des graphes values, à valeurs dans F.

2. X-diagrammes à valeurs dans un groupe libre

L'essentiel de ce paragraphe est le lemme 3 que nous empruntons à R. C.
LYNDON [5].

Si M est un graphe value, à valeurs dans le groupe libre F, et si les valeurs
des arcs de M sont des générateurs de F, alors nous appelons « mot lu » sur le
chemina, a^ .... a^)deM,lemot(p(ûi)(p(û2)--- (p(ûn). Nous notons <Ï> (y)
le mot lu sur le chemin y. Remarquons que le chemin y et le mot 0(y) ont la
même valeur dans F et la même longueur.

Dans la suite, un « .Y-diagramme » est un graphe value, à valeurs dans F, tel
que :

(1) les valeurs des arcs sont des générateurs;
(2) les mots lus sur les circuits frontière des faces finies sont des relateurs.
Alors les mots lus sur les arceaux internes d'un X-diagramme réduit (c'est-

à-dire réduit en tant que graphe value) sont des pièces.
Nous savons aussi que la valeur d'un circuit frontière d'un X-diagramme

est un élément de N (lemme 1). Réciproquement :

LEMME 3. — 5i R est un mot non vide, cycliquement réduit, représentant un
élément de N , alors il existe un X-diagramme réduit sans bout M et un circuit
frontière y de M tels que 0(y)=J%.

Démonstration. — Tout élément de N est un produit de conjugués
d'éléments de X, donc il existe un X-diagramme M et un circuit frontière y de
M tels que : <D(y)=R ([5], lemme 3.1). M n'a pas de bout parce que R est
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cycliquement réduit. Il existe un -Y-diagramme réduit remplissant toutes ces
conditions ([5], lemme 3.2).

Fin de la démonstration.
Avant de poursuivre, nous introduisons une autre définition : nous disons

que le mot S est un « segment » du mot R s'il existe deux mots U et V tels que
R^ USV. Si R est un relateur et si /(S)> 1/2 l(R), nous disons que S est un
segment de relateur strictement majeur.

L'algorithme de Dehn s'applique si tout mot réduit représentant un
élément de N a un segment qui est en même temps un segment de relateur
strictement majeur.

LEMME 4. — 5i tout X-diagramme réduit, sans bout, de degré supérieur ou
égal à 2 contient au moins deux fronts simples strictement majeurs, alors le
problème des mots de F / N est résoluble par Valgorithme de Dehn.

Démonstration. — Nous pouvons nous limiter au cas où R est un mot non
vide et cycliquement réduit. Nous considérons M et y remplissant les
conditions du lemme 3. Si d(M)==l, alors R est lui-même un relateur. Si
d(M)^2, alors M a deux fronts simples strictement majeurs. L'un au moins
est le support d'une partie consécutive a de y. Alors C> (a) est un segment de R
et un segment de relateur strictement majeur.

Fin de la démonstration.

3. Première application du théorème 1 : la condition D

Nous avons établi [9] une condition sur la présentation d'un groupe qui
permet de résoudre le problème des mots par l'algorithme de Dehn. La classe
des groupes vérifiant cette condition contient tous les groupes vérifiant les
conditions de petites simplifications qui conduisent à l'algorithme de Dehn.
Elle contient également des groupes qui ne vérifient aucune de ces conditions,
ni aucune des conditions établies par R. C. LYNDON [5].

Nous allons réénoncer cette condition pour montrer en quoi elle est une
application du théorème 1.

Un mot TO est appelé un j-reste [12] du relateur RQ si on a
RQ^TQS^S^... Sj où Si, S^,...,Sj sont des pièces. Il existe alors des
mots 7\, T^,...,Tj tels que, pour l^k</, T^S^1 est un relateur R^
distinct de (S^ Sj^ +1. . . Sj TQ S ^ . . . S^ _ i )~1. Nous dirons que
(7k, Rk\^k<j est un ^ système de compléments » du j-resie TQ de RQ, et
par « segment strictement majeur de T( » (Os$/</) nous entendrons un
segment de 7, strictement majeur dans Ri.
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Condition DQ. - Si TQ est unj-reste de RQ (/'S? 2) et si (7\, ^k)i<k^ est un

système de compléments de TQ, alors dans tout mot obtenu par des
simplifications dans une permutation circulaire du mot T^T^... Tp il reste un
segment strictement majeur de trois des mots TQ, 7\,..., Tj.

Condition D. — Nous dirons que X vériûe D quand X vérifie à la fois
C (1/2) et Do.

Rappelons les résultats déjà établis [9] :
La condition D permet de résoudre le problème des mots; elle est décidable;

elle demande moins que C'(l/6) ou [C(l/4) et T(4)] ou [ € ' ( 1 / 4 ) et F" (4)];
elle élargit la classe des groupes dont le problème des mots est résoluble. Nous
rappelons l'exemple proposé [9] :

générateurs : û, b, c, x, y, z;
relateurs : axayb ~1, bybzc ~1, czcxa ~1, (xcy ~1 )3, (yaz ~~1 )3, (zbx ""l )3, leurs

permutations circulaires et les inverses de celles-ci.
Cette présentation ne vérifie ni T(6), ni T(4), ni T* (4), ni C(6). On ne voit

pas de transformation de Tietze simple en une présentation qui permettrait de
résoudre le problème des mots. Cependant, cette présentation vérifie D [9] ce
qui permet d'appliquer l'algorithme de Dehn.

Nous donnons du théorème ci-dessous une démonstration simplifiée par
l'utilisation du théorème 1.

THÉORÈME 2. — Soit F un groupe libre de type fini, soit X un sous-ensemble
fini et symétrisé de F, soit N la clôture normale de X dans F.

Si X vérifie la condition D, alors le problème des mots du quotient F / N est
résoluble par l'algorithme de Dehn.

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde. Si le problème des mots de
F/N n'est pas résoluble par l'algorithme de Dehn, alors les hypothèses du
lemme 4 ne sont pas vérifiées : il existe des X-diagrammes réduits, sans bouts,
de degré au moins 2, qui ne contiennent pas deux fronts simples strictement
majeurs', l'ensemble de leurs degrés a un plus petit élément d, à ̂  2; soit M un
tel .Y-diagramme de degré à. Le graphe sous-jacent vérifie les hypothèses du
théorème 1 :

M n'a pas de sommet interne de degré 1 parce que le mot lu sur un circuit
frontière d'une face finie est réduit. De plus :

(1) si l'arceau interne a est une partie consécutive d'un circuit frontière
d'une face finie X, soit y tel que ay est un circuit frontière de K. Alors <I> (a) est
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une pièce et <I>(a)$(y) est un relateur. D'où (C(l/2)) :

;(a)=/(<I>(a))<^(<D(a)<D(Y))=^(aY)= ̂  p(K);

(2) si ii et Î2 sont deux arceaux internes consécutifs dans un circuit
frontière d'une face finie K, soit y tel que o^ £2 y est un circuit frontière de K.
Alors 0(ai) et 0(02) sont des pièces et 0(7) est un 2-reste du relateur
^(Y»! 012). Or il résulte de Do que si TQ est un 2-reste de RQ, alors
î(ro)>(l/2)f(Ro)- On en déduit :

f(a,)4-((a2)<^p(K);

(3) M n'a pas deux fronts simples strictement majeurs, par définition;
(4) si M'est un sous-graphe propre, sans bout, de M, alors M'est un X-

diagramme réduit et : 2<;d(AT)<d(M)==d. Donc M' a deux fronts simples
strictement majeurs.

Reportons-nous à la conclusion du théorème 1 et notons :
<TO le chemin tel que CoS'i ?iT1 af1 est un circuit frontière de ^i;
c, le chemin tel que c,, i a^cj"1 aj"x est un circuit frontière de Kp
Yo le chemin tel que Yo a! • • • Sj est un circuit frontière de KQ :

7o=<I>(Yo);
^o=<I>(Yoal...a^),

7\=îO(Ck-iai^1) pour l^k<7;
^ssO^.iai^k"1^1) pour l^k^j.

Alors ro est unj-reste de RQ et (7^, ̂ k)i<k^ est un système de compléments
de7o.

Après simplification de 0 (c^1 ) 0 (?k) pour K k $7 — 1, le mot 7o ^i • • • T;
devient : 7o0 (co a^^ta^)... <I>(a}«i)<&(a} c/1) avec pour l<i<j
((e>(a;.))^(l/2)<(R.) parce que le front de K^ n'est pas strictement majeur, et
avec l(T^(V12)l{R^ parce que ((ai)+ ... 4-f(a,)>(l/2)p(JCo).

Ceci contredit Do.

Fin de la démonstration.
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4. Deuxième application du théorème 1 : la condition C"(l/6)

Nous considérons ici la condition obtenue quand on admet l'égalité dans
l'énoncé de la condition C'(l/6).

C" (1 /6) : si l'on a R == ST, où R est un relateur et S est une pièce, alors on a

l(S)^ll(R).
6

Dès lors que X vérifie C(6), le problème des mots de F / N est résoluble [5].
Nous allons démontrer que si X vérifie C"(l/6), il est résoluble par un
algorithme ^ qui s'inspire de l'algorithme de Dehn et qui en conserve la
simplicité et la rapidité.

Nous écrivons R^R^ quand on peut obtenir le mot R^ par des réductions
cycliques dans le mot R^. Nous disons que R est obtenu par « insertion » de S
dans T » ou que R appartient à « T insertion S » {R e T[ S) quand il existe 7\
et Ï2 tels que :

r=7\72, R^T.ST^ 1{RW(T).

Si £1 et £2 sont deux ensembles de mots, nous appelons « £1 insertion £3 »
(£i [ £2) l'ensemble des mots qui sont obtenus par insertion d'un mot de £2
dans un mot de £r

Étant donnés deux mots T et S, on peut construire T[ S. Étant donnés
quatre ensembles finis £^, £2, £3, £4, on peut construire successivement

£,i£2, (£,i£2)-£3, [{E,lE^E,]uE^.

Algorithme se, — Étant donné R, mot non vide cycliquement réduit, nous
posons Boss{R} et Bo=Bo. A partir de B» et B^ si B^0, nous
construisons : ^

Bk+l^^fci^)--1^

Bk+^^k^'^k-»-!-

Les ensembles Bo, Bi,..., B^ ... que l'on construit ainsi sont disjoints et
sont contenus dans l'ensemble des mots de longueur inférieure ou égale à la
longueur de R, et cet ensemble est fini. Donc il existe ko te! ̂ w ̂ ss^
l'algorithme est fini.

LEMME 5. - Si tout X'diagramme réduit, sans bout, de degré supérieur ou
égal à 2, contient au moins deux fronts simples majeurs, le problème des mots de
F / N est résoluble par ^algorithme si.
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Démonstration. — Nous allons voir que la valeur de R est un élément de N
si, et seulement si, il existe un entier k compris entre 0 et ko tel que 1 appartient
à B^' Pratiquement on pourra arrêter l'algorithme dès qu'on aura trouvé un
tel k, on saura alors que la valeur de R est dans N . Si on arrive à ko tel que
Bj^== 0 sans avoir rencontré un entier k tel que 1 appartienne à B^ alors on
sait que la valeur de R n'est pas dans N.

S'il existe un entier k, compris entre 0 et ko, tel que 1 appartient à B^ alors la
valeur de R appartient à N; c'est une conséquence de la définition de
l'insertion : si S est un relateur et si 7\ ST^ a pour valeur un élément de N,
alors 7\ T^ a aussi pour valeur un élément de N car :

T^T^T^ST^T^S-1^.

Pour démontrer la réciproque, nous raisonnons par l'absurde : nous
supposons que la valeur de R appartient à N et qu'il n'existe pas d'entier k tel
que 1 appartienne à B^, et nous en déduisons qu'il n'existe pas d'entier kote!
queB^=0.

Plus précisément nous démontrons par récurrence sur k les propriétés
suivantes :

— il existe un X-diagramme réduit, sans bout, de degré supérieur ou égal à
2, tel que le mot lu sur un de ses circuits frontière appartient à B^

— si d(B^) désigne le degré minimal pour un tel .Y-diagramme et si k est
supérieur ou égal à 1, alors d(B^)<d(B^^).

En effet pour k =0, BQ == { R } et il existe un .Y-diagramme réduit sans bout
Mo et un circuit frontière yo de Mo, tels que 0(yo)=^ (lemme 3).

Un graphe sans bout ayant au moins une arête a au moins une face finie,
donc à (Mo ) ̂  1. Si on avait à (Mo ) = 1, R serait un relateur et 1 appartiendrait
àBi (R[R~l^Bo[X). Donc on a bien d(Mo)^2. Pour k=0il n'y a rien
d'autre à démontrer.

Supposons les propriétés ci-dessus vraies pour les entiers 0, 1, 2, ..., k
(k^O) et montrons qu'elles sont également vraies pour l'entier k+1.

Par définition de d(B^), il existe un .Y-diagramme M, réduit, sans bout, de
degré d(B^), et un circuit frontière y de M, tel que e>(y) appartient à B^.

Comme on a à (M) ̂  2, M a deux fronts simples majeurs. L'un au moins est
le support d'une partie consécutive a de y. Il y a dans M des chemins 71,72»?
tels que :

— Y = Y i a y 2 ;
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— a JÎ est un circuit frontière d'une face unie K;
- Ha)^);

d'où:
<Ï>(yl^ly2)=<I)(Yl)<î)(aP^l<I)(aY2)»

WYi^yz^WY))»

^(Yi^'^e^dïi^^Pr1'
^(yi^^^ix.

D'autre part, 7i JÎ~172 est un circuit frontière d'un X-diagramme réduit
sans bout M\ obtenu en supprimant l'arceau a dans M. Alors K n'est plus
une face finie de M' et :

d(M')==^(M)-l^l,
d(Mf)<d(M)=d(B^<d(B^^)<...<d(Bo)

(hypothèse de récurrence) ;

^(Yi^1^)^,

^(YiP'^eBk+i,

d{B^,}<d(B^

Enfin, si on avait d(M')=l, alors O^iP'1^) serait un relateur et 1
appartiendrait à ^+2. Donc d(M')^2.

Les deux propriétés annoncées sont démontrées. La première prouve que
pour tout k, Bk^0.

Fin de la démonstration.
Il reste à prouver que si X vérifie la condition C" (1 /6), alors les hypothèses

du lemme 5 sont également vérifiées.

THÉORÈME 3. ~ Soit F un groupe libre de type fini, soit X un sous-ensemble
fini et symétrisé de F, soit N la clôture normale de X dans F.

Si X vérifie la condition C" (1 /6), alors le problème des mots du quotient F / N
est résoluble par Y algorithme ^\

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde : si le problème des mots de
F/N n'est pas résoluble par cet algorithme, alors les hypothèses du lemme 5
ne sont pas vérifiées : il existe des X-diagrammes réduits, sans bouts, de degré
au moins 2, qui ne contiennent pas deux fronts simples majeurs, l'ensemble de
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leurs degrés a un plus petit élément d, d^l\ soit M un tel -Y-diagramme, de
degré à. Le graphe sous-jacent vérifie les hypothèses du théorème 1 :

M n'a pas de sommet interne de degré 1 parce que le mot lu sur un circuit
' frontière d'une face finie est réduit. De plus :

(1) si l'arceau interne a est une partie consécutive d'un circuit frontière y
d'une face finie K, alors <E(a) est une pièce, <S>(y) est un relateur et :

?(a)=^(<D(a))^ lf(<D(Y))= lp(K)< lp(K).ô 6 2

(2) si ai et 02 sont deux arceaux internes consécutifs dans un circuit
frontière d'une face finie X, alors :

l(^Hl(^2)^P(K)<^p(K).

(3) M n'a pas deux fronts simples majeurs, par définition.
(4) si M' est un sous-graphe propre, sans bout, de M, alors M' est un X-

diagramme réduit et : 2^d(M')<d(M)^d. Donc M' a deux fronts simples
majeurs.

Reportons-nous à la conclusion du théorème 1 : le front de la face K^ n'est
pas majeur.

K^ a pour circuit frontière c, a^ ?^1 a^'1; s'ils ne sont pas réduits à
un sommet, les pré-arceaux c^ et c^ sont des arceaux internes et leur
longueur est au plus (1/6) p (K^), donc :

^l)+^?21)+^a21)<:|p(^2)»6

<(a2)^p(^2).

Donc le front de K^ est majeur, contradiction.
Fin de la démonstration.

Chapitre 3

Quotients de produits libres
Dans ce chapitre F est un produit libre de type fini dont le problème des

mots est résoluble. Autrement dit F est le produit libre F^ * F^ *... * F^ de n
groupes de type fini et le problème des mots de chaque facteur F, (1 < i ̂  n) est
résoluble.
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X est un sous-ensemble fini de F et N est sa clôture normale dans F.

Dans le cas particulier où chaque facteur de F est un groupe de présentation
finie, le quotient F/N est aussi un groupe de présentation finie, pour lequel on
peut se reporter aux conditions figurant dans le chapitre précédent. On ne les
confondra pas avec les conditions étudiées dans ce chapitre, qui portent sur X
sous-ensemble du produit libre.

1. Préliminaires : les conditions de petites simplifications

Ce paragraphe ne fait que quelques mises au point et le lecteur pourra se
référer aux travaux de R. C. LYNDON et P. E. SCHUPP ([5], [6], [11], [12]).

Un élément w de F, différent de 1, a une forme normale unique w^ u^... Wp
dans laquelle chaque w^ (1 </ ̂  p) appartient à un facteur F, (1< i < n) et dans
laquelle il n'y a pas deux Wj consécutifs appartenant au même facteur; p
s'appelle la longueur de w, notée | w \. On convient que 111 = 0. Si | w |< 1 ou si
WpW^ ̂  1, alors on dit que w est cycliquement réduit (nous écrirons C.R.); si
de plus w et Wi ne sont pas dans le même facteur, alors on dit que w est
strictement cycliquement réduit (nous écrirons S.C.R.).

Pour chaque élément w de F, on a de deux choses l'une : ou bien w a un
conjugué dans l'un des facteurs F., ou bien w a un conjugué S.C.R. En effet si
w est différent de 1, alors sa forme normale peut s'écrire :

fcl&2•••^ûlû2...û,fc^• l...fc^ l,

oùrona:^0,r>l;ûyûi^lsir^2.Sir=l,alorsûiestunconjuguédew;si
r=2, alors û^ est un conjugué S.C.R. de w; si r^3, alors l'élément
Û2 • • • cira! » dont la forme normale s'obtient en effectuant s'il y a lieu le produit
a^ûi, est un conjugué S.C.R. de w.

Le symétrisé Xç de X est l'ensemble des conjugués C.R. des éléments de X
et de leurs inverses. X et XQ ont même clôture normale dans F, mais XQ peut
être infini alors que X est fini.

Nous appellerons « pseudo-symétrisé » dé X, et nous noterons X^,
l'ensemble des conjugués S.C.R. des éléments de X et de leurs inverses. La
forme normale d'un élément w permet de construire, s'il en existe, un
conjugué S.C.R. de w; en formant les permutations circulaires de la forme
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normale de celui-ci, on obtient tous les conjugués S.C.R. de M?. Donc X^ est
fini comme X, et constructible à partir de X.

Pour que X^ ait même clôture normale que X et XQ, il suffit que l'une des
conditions équivalentes ci-dessous soit vérifiée :

— les éléments de X n'ont pas de conjugués dans les facteurs du produit
libre;

— tout élément de X a un conjugué S.C.R.:
— la longueur d'un élément de XQ est au moins 2.
Soient x et y de formes normales x ^ x ^ ^ . Xp et ^ i^-*- Y y sl xpy\ est

différent de 1, on dit que le produit xy est demi-réduit (nous écrirons D.R.); si
Xp et y^ ne sont pas dans un même facteur, on dit que le produit xy est
strictement réduit (nous écrirons S.R.). Remarquons que ce sont des
propriétés du couple (x, y), et non de l'élément produit z=xy. Si x= 1 ou
^== 1, on convient que xy est D.R. et S.R.

Une pièce est un élément b de F pour lequel il y a deux éléments distincts c^
et c^ tels que bc^ et bc^ appartiennent à XQ, et que les produits bc^ et bc^ sont
D.R.

Condition C ( l / k ) (fe=6 ou k=4) :
1° les éléments de X n'ont pas de conjugués dans les facteurs du produit

libre:
2° si le produit bc est D.R., appartient à XQ et si b est une pièce, alors

\b\<(\/k)\bc\.
Dans la littérature sur les quotients de produit libre, l'énoncé de la

condition C'(l/k) demande ou bien que la longueur de tout élément de XQ
soit supérieure ou égale à k [11] ou bien qu'elle soit strictement supérieure [6],
[12]. Nous demandons seulement qu'elle soit supérieure ou égale à 2.

Le lecteur intéressé par cette digression pourra remarquer que la condition
(reXo=> | r| ̂ k ) est impliquée par la condition \b\ <(l/k)\bc\ si aucun
des facteurs F, n'est isomorphe à Z/2Z ou si le quotient F / N n'est pas
lui-même décomposable en produit libre. Nous n'aurons pas besoin de cela.

Condition T(4) :
1° si r, s et t appartiennent à X^ alors au moins un des produits rs, st, tr est

S.R.:
2° si 3/1,3/2 et Y 3 sont ̂ es éléments d'un même facteur F, figurant dans des

formes normales d'éléments de X^, alors 3/1 3/2 y^ ̂ 1.
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Condition C(k) :
1° un élément de Xo n'est jamais le produit D.R. de moins de k pièces;
2° la longueur d'un élément de Xo est au moins fe.
Les connaissances sur la résolution du problème des mots du quotient F / N

peuvent se résumer comme suit :
Dans l'article de P. E. SCHUPP [12], nous trouvons ce résultat :
si X vérifie C'(l/6) ou [C'(l/4) et T(4)] et si on dispose d'un algorithme

pour lever les difficultés dues au fait que Xo n'est pas fini, alors le problème des
mots du quotient est résoluble.

Dans le livre de R. C. LYNDON et P. E. SCHUPP [6], on ne trouve plus que le
cas C'(l/6).

On trouvera dans ce travail une condition D'sur X, décidable, demandant
moins que C' (1 /6) ou [C' (1 /4) et T(4)], et suffisante pour que le problème des
mots du quotient soit résoluble. Les difficultés dues au fait que Xo peut être
infini alors que X est fini sont totalement réglées par l'introduction de X^.
Cette condition élargit la classe des quotients de produits libres dont le
problème des mots est résoluble : l'exemple proposé vérifie cette condition
mais ne vérifie ni C(l/6) ni C(6) ni T(4).

La distinction entre produits S.R. et produits D.R. conduit à utiliser des
graphes bipartis.

2. A-diagrammes à valeurs dans un produit libre

Un élément différent de 1 peut être conjugué de son inverse. Une difficulté
nouvelle surgit dans la construction d'un graphe value, réduit, destiné à
représenter un élément de N. On fait généralement intervenir la condition
C(l/k). Nous procéderons autrement.

Un graphe M est un X-diagramme à valeurs dans le produit libre
F=F^ *F^*...*F^ quand il vérifie les sept conditions suivantes :

(1) M est un graphe value, à valeurs dans F;
(2) M est un graphe biparti (voir par exemple C. BERGE [l], p. 7).
Plus précisément, nous distinguons deux sortes de sommets qui joueront

des rôles différents, nous les appelons « sommets libres » et « sommets liés ».
Tout arc a une extrémité de chaque sorte. Un « segment » est un chemin de
longueur 2 dont le sommet intermédiaire est un sommet lié;
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(3) les valeurs des arcs sont dans les facteurs F, (l^i^n);
(4) tous les arcs ayant pour extrémité un même sommet lié ont leurs valeurs

dans un même facteur;
(5) si un segment fait partie d'un circuit frontière d'une face finie, alors sa

valeur est différente de 1.
Considérons un arc a d'un circuit frontière d'une face finie K. Il y a un

segment § dont ûfait partie et qui fait partie d'un circuit frontière de K, (p (§)
appartient à un unique facteur F, qui ne dépend que de a. Nous l'appelons
« facteur correspondant à l'arc a »;

(6) si deux arcs consécutifs dans un circuit frontière d'une face finie sont
séparés par un sommet libre, alors les facteurs correspondants sont distincts;

(7) les valeurs des circuits frontière des faces finies de M sont des éléments
de X^

Remarquons que dans un graphe biparti le périmètre d'une face finie est
toujours pair. Si une face finie a le périmètre 2, on ne peut pas avoir à la fois
(4), (5) et (6). Donc pour un X-diagramme à valeurs dans F, le périmètre d'une
face finie est un nombre pair supérieur ou égal à 4.

• Si un circuit frontière d'une face finie de périmètre 2 k a pour extrémité
initiale un sommet libre, alors il est de la forme §1 §2 • • • ^k °ù §1, §2» • • • » ̂
sont des segments, et sa valeur est un élément de X^ ayant pour forme
normale <p (§1 ) (p (§2) • • • <P (S»).

Plus généralement, un circuit frontière d'une face finie de périmètre p a
pour valeur un élément de Xç dont la longueur est p / 2 ou (p/2)+1, elle est
donc supérieure ou égale à 2.

Si a est un arceau interne et si a a' est un circuit frontière d'une face finie,
alors le produit q>(a)(p(a') est D.R.; si de plus le .Y-diagramme est réduit,
(p(a) est une pièce.

Si A est un sommet lié d'un Jf-diagramme M, alors tous les arcs d'extrémité
A ont leurs valeurs dans un même facteur. Soit F, ce facteur, soit a un élément
de F,.

Si nous multiplions à gauche par a les valeurs de tous les arcs d'extrémité
initiale A et si en même temps nous multiplions à droite par a ~~1 les valeurs des
arcs d'extrémité terminale A, alors nous ne changeons pas la valeur des
segments de M qui reste un .Y-diagramme et qui reste réduit s'il l'était. Nous
dirons que nous avons fait un « réajustement des valeurs » en A.
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Rappelons que si X vérifie T(4), un X-diagramme n'a pas de sommet
interne de degré 3 [5]. Un tel sommet ne pourrait être ni libre (T (4)-1°) ni
lié (T (4) -2°). Nous utiliserons cela ultérieurement.

Nous voulons maintenant généraliser les lemmes 3 et 4 du chapitre
précédent. Nous savons que pour le lemme 3 une propriété des groupes libres
nous fera défaut. Nous devons la remplacer par une hypothèse
supplémentaire. Nous prenons celle du lemme 4 :

LEMME 6. — 5i les éléments de X n'ont pas de conjugués dans les facteurs du
produit libre et si tout X-diagramme réduit sans bout de degré supérieur ou égal
à 2 contient deux fronts simples strictement majeurs, alors pour tout élément
non trivial, w, de N , il existe un X-diagramme réduit M^ dont un circuit
frontière y^ a pour valeur w et possède en outre les propriétés suivantes :

— l'extrémité initiale de y^ est un sommet libre;
— y^ne comporte pas de segment de valeur 1;
— 5f §1 et §2 sont deux segments consécutifs de 7^, leurs valeurs sont dans

des facteurs distincts.
Démonstration. — Nous commençons par établir trois conséquences des

hypothèses :
(a) 51 a est un arceau interne contenu dans les frontières des faces finies K^

et K^ d'un X-diagramme, et si K^ et K^ ne sont pas réciproques en a (voir
chap. 1), alors : l(a)<(l/2)p(Xi), l(i)<(l/2)p(K^).

En effet, on peut construire un X-diagramme réduit sans bout ayant
exactement deux faces unies K[ et K\ et deux arceaux internes a' et a'"1, tel
que : p(Ki)==p(Xi), p(K^p(K^ et î(a')=;(a). Ce X-diagramme a deux
fronts simples strictement majeurs, ce qui implique :

;(a')<^(K,), î(oO<^p(K;);

(b) si un circuit frontière y du X-diagramme M est tel que
^((p(y))=d(M), alors M est réduit. (q> (y) est un produit de conjugués
d'éléments de X u X~1 et ^((p(y)) désigne le nombre minimal de facteurs
dans un tel produit, chap. 1).

Nous nous reportons au chapitre 1, lemme 2 : si M n'est pas réduit, il existe
une face finie K réciproque d'elle-même. Sa frontière contient un circuit
élémentaire qui délimite un lobe L^ ne contenant pas K, donc : d (Li ) < d (M);
si LI n'est pas réduit, alors Z^ contient de même un lobe L^ et d (L^ ) < d (L^ ); il
existe i (i<d(M)) tel que Li est réduit.
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Fig. 5

Si d(Li)>l, alors L, a deux fronts simples strictement majeurs (dans la
ûgure, nous avons supposé i = 1 ). L'un des deux, au moins, est le support d'un
arceau de M. Cet arceau est contenu dans les frontières de deux faces finies de
M; l'une est une face finie de £,, l'autre pas; donc ces deux faces finies sont
distinctes. Elles ne sont pas réciproques (lemme 2). Nous avons une
contradiction avec le point (û).

Si d (Li) = 1, alors un des circuits frontière de L, est un arceau de M contenu
dans les frontières de deux faces finies de M; l'une est l'intérieur de L,, l'autre
n'est pas une face de L(; donc elles sont distinctes et nous retrouvons la
contradiction précédente.

Donc M est nécessairement réduit.

(c) Dans un Z-diagramme réduit, la longueur d'un circuit élémentaire est
au moins 4.

Soit y un circuit élémentaire, soit L le lobe délimité par y. Si d (L) = 1, alors
la longueur de y est le périmètre d'une face finie, donc f(y)>4. Si d(L)>2,
alors L contient au moins deux fronts simples strictement majeurs. Chacun
d'eux contient au moins trois arêtes. Donc ((y) ̂ 6.

Nous abordons maintenant la démonstration proprement dite. Nous
montrons par récurrence sur dy (w) qu'il existe un X-diagramme réduit M^ ^
dont le degré est dy (w) et dans lequel il y a un circuit frontière de valeur w dont
l'extrémité initiale est un sommet libre. Nous avons : w=w^w^... w^ où
d=dy(w) et où 1^1, W2, ..., w^ sont conjugués d'éléments de X^. Ainsi,
w^tw^t'1 où w'^ appartient à X^. Nous désignons par ^ ̂  • • • t p ^a forme
normale de t et par u i u^... Uy celle de u;^.
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Dans le X-diagramme réduit ci-dessous nous avons marqué d'une étoile les
sommets libres et nous avons souligné d'une flèche les segments de valeur t^,
Î2» • • • » tp,U^,U^ ...,l^.

ti ti

ox-T^x"T^x-

Fig. 6

Le circuit frontière d'extrémité initiale 0 a pour valeur w^. Nous appelons
M^ ce X-diagramme.

Si d==l, alors w=u^, M^ i=M^.

Si d > 1 et si M;-, i est un X-diagramme réduit de degré à -1 dans lequel il y
a un circuit frontière de valeur w^ w^... u^-. i dont l'extrémité initiale est un
sommet libre 0\ alors on obtient M^ i en « recollant » M^. i et M^ de façon
que 0=0' et que le circuit frontière y^ d'origine 0 ait pour valeur w.

Si M^ i et Ci ne remplissent pas les conditions demandées, nous
distinguons trois cas :

1° M^, i a un bout B distinct de l'extrémité initiale de Ci;
2° M^i n'a pas d'autre bout que l'extrémité initiale de y^, mais y^

comporte un segment de valeur 1;
3° M^ i n'a pas d'autre bout que l'extrémité initiale de Yi, 7i ne comporte

pas de segment de valeur 1, mais il y a deux segments consécutifs de y^ qui ont
leurs valeurs dans un même facteur.

Nous pouvons alors définir deux suites :

(M^i, M^2» • - • » -^w.k)»

(Yl»y2» • • • » Y k )

dans lesquelles pour K i ̂  k :
M^ i est un X-diagramme réduit de degré dy(w),
y, est un circuit frontière de M ̂  „ de valeur w, et dont l'extrémité initiale est

un sommet libre.
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Pour i> 1, M^i est défini à partir de M^ ̂  comme suit :
Cas 1. — M^ ,_ i a un bout B qui n'est pas l'extrémité initiale de Y,-i.

Alors B est l'extrémité terminale d'un arc Û tel que a et a~1 sont consécutifs
dans Yi-i; M^. est le sous-graphe obtenu en supprimant le sommet B et
l'arête portant a.

Cas 2. — M^ i-1 n'a pas d'autre bout que l'extrémité initiale de Y.- i, mais
S est un segment de Y,.i tel que <p(8)= 1.

S n'est pas la forme (a, a"1) parce que son sommet intermédiare n'est pas
un bout et 8 n'est pas un circuit élémentaire (c), donc ses extrémités sont deux
sommets distincts A et B.

Soit S=(û, ?), (p(&)==(p(a)~1. Soit 0,_i l'extrémité initiale de y,-i. On
peut obtenir en identifiant A et B, a et S~1, a~1 et S, un .Y-diagramme de
même degré que M^,« i, dont le circuit frontière d'extrémité initiale 0,-1 a
pour valeur w. Ce .Y-diagramme est réduit (b). On a ainsi M^, et y,.

Cas 3. — M^ i. i n'a pas d'autre bout que l'extrémité initiale de y,, i, y,_ i
ne comporte pas de segment de valeur 1, mais S^ et §2 sont deux segments
consécutifs de Y,_i dont les valeurs sont dans un même facteur

8i=(oi,^i),
§2 =(02^2)

A extrémité terminale de a^ (sommet lié);
B extrémité terminale de a^ (sommet lié);
C extrémité terminale de S^ (sommet libre).
Comme dans le cas précédent, A et B sont distincts. Nous faisons un

réajustement des valeurs en A pour que <p (Ey, ) = <p (^ ) ~1 et nous construisons
M^, comme dans le cas précédent.

Dans les trois cas, M^,, a moins de sommets que M^^ i; la longueur des.
suites ci-dessus est majorée par le-nombre de sommets deAf^i. Donc il existe
un entier fc tel que :

M^fc est un X-diagramme réduit de degré dy(w);
Yk est un circuit frontière de M^ k, de valeur w, dont l'extrémité initiale est

un sommet libre;
Yfc ne comporte .pas de .segment de valeur 1.
Les valeurs de deux segments consécutifs de y^ sont dans des facteurs

distincts.
Fin de la démonstration.
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Remarques. — Si M ̂  et y satisfont aux conclusions du lemme 6, alors
y==Si i52-- -8p où§i,§2,..., Ïp sont des segments, et (p(§i)(p(§2)...<p(§p)est
la forme normale de w.

M^ n'a pas d'autre bout que l'extrémité initiale de y.
Si w est S.C.R., M,, n'a pas de bout.
Si | w \ = 1, alors y == §1, l (y) == 2, donc y n'est pas un circuit élémentaire (c),

donc §i==(û, fl~1) et <p(§i)==l, contradiction. Donc N ne contient pas
d'élément de longueur 1. Tout élément non trivial de N a un conjugué S.C.R.

LEMME 7. — Si les éléments de X n'ont pas de conjugués dans les facteurs du
produit libre et si tout X-diagramme réduit sans bout de degré supérieur ou égal
à 2 contient deux fronts simples, strictement majeurs, alors le problème des mots
de F / N est résoluble,

Démonstration. — Aûn de pouvoir utiliser l'algorithme de Dehn, nous
démontrons la propriété suivante :

Si w est un élément S.C.R. de N et si i?i v^... Vp est la forme normale de w,
alors il existe r appartenant à X^ et il existe i(l^i^p) tels que

|i;ii?2...i?irî;.+i...i?p|<p.

En effet, considérons M^ et y satisfaisant aux conclusions du lemme 6 :
y = §i §2- • • ̂ p>(? (^i)== r» (1 ̂ l ̂  ?)»M w est un -^-diagramme réduit sans bout.

Si d(MJ= 1, alors w appartient à X^, il suffit de prendre i==p et r=w~1 .
Si d(M^)> 1, alors M^ a deux fronts simples strictement majeurs. L'un au

moins estle support d'une partie consécutive e de y. Soit K la face finie dont il
est le front, soit e' le chemin tel que ee' est un circuit frontière de
K : He^^e).

Soient Vi et y2 tels que y=yiey2. Les extrémités de e ne sont pas
nécessairement des sommets libres de M^; néanmoins, on peut trouver :

— 1,7 tels que l^Kj'^p;
— v[, v\' tels que v^v[v[';
— Vp v'j tels que Vj^VjV'j,

de sorte que :

^(yi)^!—^-!^
^(e)^^!...^-!^;

<p(Y2)=^^+r-^r
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Comme ee' est un circuit frontière de K, <p(££') appartient à XQ,
vi+lVi+2"'Vj^^Vj^>(ef)v[f appartient à X^ soit r son inverse, alors :

UlU2...u,ru,+l...^=l?ll;2...F;.(p(£/)-l^;y...^=(p(yl£'-l-Y2)
d'où:

hi^—^.-n.-.^l ̂ ^yie^1^)^^!^)^.

Utilisation de l'algorithme de Dehn. — Les facteurs de F sont en nombre fini
et chacun d'eux est un groupe de type fini dont le problème des mots est
résoluble. Si un élément w de F est donné sous la forme

ÛÏÛÏ...Û6/,

où, pour tout î(Ki'^r), £,= ± 1, et a, est un générateur de l'un des facteurs
du produit libre, alors on sait trouver la forme normale de w et distinguer les
trois cas suivants :

— M = I ;
— w a un conjugué de longueur 1;
— w a un conjugué S.C.R.
Si w== 1, alors w appartient à N; si w a un conjugué de longueur 1, alors w

n'appartient pas à N (remarques ci-dessus).
Dans le troisième cas, on sait trouver la forme normale d'un conjugué

S.C.R. w^ de w (voir § 1 ), et on sait que w appartient à N si et seulement si w^
appartient à N.

Soit Uii?2.. .Up. La forme normale de w^. On forme tous les produits
v^ v^.. i\. rv^ i... Vp pour 1 ̂  i ̂  p et pour r appartenant à X^ (X^ est fini et est
constructible à partir de X). S'ils sont tous de longueur supérieure ou égale à
p, alors, d'après ce qui précède, w n'appartient pas à N. Si l'un d'eux, w ' , est de
longueur strictement inférieure à p, on recommence le cycle d'opérations ci-
dessus pour w' en remarquant que w appartient à N si et seulement si w'
appartient à N.

Comme | w' \ < \ w \, l'algorithme est fini.
Fin de la démonstration.

3. Troisième application du théorème 1 : la condition D'

Nous venons de voir des hypothèses sur X qui permettent de résoudre le
problème des mots du quotient F / N (lemme 7). Nous proposons maintenant
une condition décidable, suffisante pour que ces hypothèses soient vérifiées.
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La condition porte sur certains X-diagrammes dont la déûnition s'inspire
de la conclusion du théorème 1.

Nous dirons qu'un graphe G est « en éventail » autour d'une de ses faces
uniesK si G est un lobe, si les fronts de ses autres faces finies contiennent au
moins une arête, et si elles peuvent être rangées dans un ordre K^, K^ ...,. Kj
tel que les intersections X, n K (l^i^j) de leurs frontières avec celle de K
sont les supports d'arceaux consécutifs dans un circuit frontière de K.

Un graphe en éventail est de la forme ci-dessous où ?o. Ci, ?2,..., ̂  et ^
sont des pré-arceaux et où :

si c est un arceau, Co et ^ sont réduits chacun à un sommet;
si ?est réduit à un sommet, ?o et c^ sont confondus.

Fig. 7

Condition D' :
1° les éléments de A" n'ont pas de conjugués dans les facteurs du produit

libre;
2° tout X-diagramme réduit, en éventail, de degré 2, a deux fronts

strictement majeurs;
3° tout Z-diagramme réduit, en éventail, de degré supérieur ou égal à 3, a

au moins trois fronts strictement majeurs.

Remarque. — Le lecteur intéressé pourra s'apercevoir qu'appliqués au
chapitre précédent les énoncés 2° et 3° deviennent la transposition en termes
de diagrammes des conditions C' (1 /2) et Do. Dans le cas présent, l'énoncé en
termes de diagrammes nous paraît le plus simple et son utilisation naturelle
comme on pourra le constater dans .l'exemple du prochain paragraphe.
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PROPOSITION 1. — La condition D' est décidable.
Démonstration. — Le premier point ne pose pas de problème : on se

reportera au début de ce chapitre. Pour les deux autres points, nous
démontrons qu'il n'y a qu'un nombre fini de X-diagrammes à examiner et
nous en proposons en même temps une construction.

Un graphe biparti n'a pas de boucles. Un arc a est donc défini par une
injection continue i de [0, 1] dans le plan. Si / est un homéomorphisme
du plan sur lui-même, l'arc défini par/of ne dépend que de a et de/. C'est
l'image /(fl).

Si G i et Ga sont deux graphes bipartis connexes et si / est un
homéomorphisme du plan sur lui-même tel que les arcs de G^ sont les images
des arcs de Gi, alors les sommets de G^ sont les images des sommets de G^, les
faces (finies) de G^ sont les images des faces (finies) de G^ ; si de plus / conserve
l'orientation, alors un circuit frontière d'une face finie de G, est transformé en
un circuit frontière de son image, un circuit frontière de G i en un circuit
frontière de G^.

Nous dirons que deux X-diagrammes Gi et G^ sont isomorphes s'il existe
un homéomorphisme / remplissant toutes les conditions d-dessus et si de
plus / conserve la nature des sommets et la valeur des segments.

Pour notre propos, si plusieurs X-diagrammes en éventail sont
isomorphes, il nous suffit d'examiner l'un d'eux.

L'ensemble X^ des conjugués S.C.R. des éléments de X et de leurs inverses
étant fini et construit à partir de X (voir § 1 ), nous appelons m le maximum des
longueurs des éléments de X^. Le degré d'un X-diagramme en éventail est au
plus 2m+1, parce que s'il est en éventail autour d'une face de périmètre p,
alors son degré est au plus p+1.

Pour chaque degré possible d, Kd^2m+l, nous construisons une
famille finie y ^ de X-diagrammes telle que tout X-diagramme réduit, en
éventail, de degré d, est isomorphe à un X-diagramme de y ^ Pour décider si
X vérifie D\ il suffira d'examiner les X-diagrammes de V^ u... u ^2m+ r

Pour construire Y\ nous ordonnons X^ et pour chaque élément qui n'est
pas une permutation circulaire de l'un des précédents nous construisons un
X-diagramme de y ^. Si cet élément a pour forme normale r^ r^... r,,, alors ce
X-diagramme est le suivant (nous avons indiqué les valeurs des arcs soulignés
d'une flèche) :

Tout X-diagramme de degré 1 est isomorphe à un X-diagramme de ^.
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Fig. 8

Supposons construit ̂ j. Dans la construction de HP^+1, nous dirons que
deux chemins de X-diagrammes sont semblables si les conditions suivantes
sont vériûées :

— ils ont même longueur;
— leurs extrémités initiales (respectivement terminales) sont des sommets

de même nature,
— leurs segments de même rang ont même valeur;
— si leurs extrémités initiales (respectivement terminales) sont des

sommets liés, alors le facteur correspondant à leur premier (respectivement
dernier) arc est le même.

Nous dirons qu'ils sont équivalents si de plus leurs arcs de même rang ont
même valeur.

Un chemin et son transformé par un isomorphisme sont semblables.
Soit M un X-diagramme réduit, en éventail, de degré j -h 1. Nous prenons

pour M les notations de la figure 7. Le sous-graphe de M obtenu en
supprimant l'arceau a} est un X-diagramme réduit, en éventail, de degré j, il
est isomorphe à un X-diagramme M^ de 3P^ De plus dans ce sous-graphe le
front de K contient au moins une arête. M^ est de la forme suivante, où ?n'est
pas réduit à un sommet :

Fig. 9
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Le sous-graphe de M obtenu en supprimant tous les arceaux non contenus
dans la frontière de Kj est un X-diagramme de degré 1 isomorphe à un X-
diagramme P^ de ̂ \.

Notons Vi la partie consécutive d'un circuit frontière de M^ et pi la partie
consécutive d'un circuit frontière de Pi correspondant respectivement à
cj_\a,c, et c^"1^1^.! par les isomorphismes ci-dessus. Yi et pi"1 sont
semblables.

Vi est une partie consécutive de J^_ ^ ?pi qui comporte au moins le premier
arc de emais ne comporte ni le premier arc de P^« i ni le dernier arc de J^. Le
nombre des parties consécutives y de J^._ i ejîi remplissant ces conditions est :

/(^-i)x[<(?)+<(0i)-l].
Pour chaque y nous cherchons les couples (P. P) où P est un ^-diagramme

de y i et P une partie consécutive d'un circuit frontière de P, telle que ?"! est
semblable à y (pour chaque P de SF ̂  le nombre d'essais est majoré par le
demi-périmètre de P).

Pour chaque triplet (y, P, p) remplissant les conditions ci-dessus, nous
construisons un X-diagramme de f ̂  i : soit p' le chemin tel que pp' est un
circuit frontière de P, soit M\ le X-diagramme obtenu par un réajustement
des valeurs dans Afi tel que y soit équivalent à p~1. Nous ajoutons à M[ un
arceau y' équivalent à p', de mêmes extrémités que y et tel que y 'y~ 1 est
circuit frontière d'une nouvelle face unie.

(ïi» ^i» Pi)est l'1"1 ̂ es triplets ci-dessus et M est isomorphe à l'un des X-
diagrammes que nous venons de construire.

Nous construisons donc ^j+i en répétant les opérations ci-dessus pour
chaque X-diagramme de y ^

Fin de la démonstration.
La condition D'est décidable. Nous en venons maintenant à l'application

du théorème 1 :

THÉORÈME 4. — Soit F le produit libre d'un nombre fini de groupes de type fini
dont le problème des mots est résoluble, soit X un sous-ensemble fini de F, soit N
la clôture normale de X dans F.

Si X vérifie la condition D\ alors le problème des mots du quotient F / N est
résoluble.

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde : si le problème des mots de
F/N n'est pas résoluble, alors les hypothèses du lemme 7 ne sont pas vérifiées;
comme d'après D'les éléments de X n'ont pas de conjugués dans les facteurs
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du produit libre, il existe des X-diagrammes réduits, sans bout, de degré au
moins 2, qui ne contiennent pas deux fronts simples strictement majeurs;
l'ensemble de leurs degrés a un plus petit élément à, d^2', soit M un tel X-
diagramme, de degré à. Le graphe sous-jacent vérifie les hypothèses du
théorème 1 :

M n'a pas de sommet interne de degré 1; nous nous référons à la définition
d'un X-diagramme à valeurs dans un produit libre : un sommet interne de
degré 1 ne pourrait être ni lié (5) ni libre (6).

D'autre part :
1° si a est un arceau interne dont le support est contenu dans les frontières

des faces finies K^ et K^, alors on peut construire un X-diagramme réduit, en
éventail, de degré 2, dont les faces finies K[, K^ et les arceaux internes a' et
a'"1 vérifient :

p(K[)^p(K^ p(K^p{K^ J(o0=/(a).

On applique la condition D' : les fronts de K\ et K^ sont strictement majeurs
donc

J(a)<^p(K,), l(i)<^p(K^

2° si Si et a^ sont deux arceaux internes consécutifs dans un circuit
frontière d'une face finie K, alors on construit un X -diagramme réduit, de
degré 3, en éventail autour d'une face finie K1 telle que p(K')=p(K), de sorte
que si K\ et K^ sont les deux autres faces finies, alors les intersections K[ n K'
et K^^K' de leurs frontières avec celle de K' sont les supports de deux
arceaux ï[ et a^ tels que

J(al)=;(ai), Id^l^).

D'après D\ le front de K' doit être strictement majeur, d'où

4ai)+f(a2)<^p(K);

3° M n'a pas deux fronts simples strictement majeurs^ par définition;
4° Si M' est un sous-graphe propre, sans bout, de M, alors M' est un X-

diagramme réduit et 2^d(Mf)<d(M)^d. Donc M' a deux fronts simples
strictement majeurs.

Nous nous reportons aux conclusions du théorème 1.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



322 J. PERRAUD

On peut construire un X-diagramme en éventail de degré j -h 1 contenant au
plus deux fronts strictement majeurs. Or j-}-1 ̂ 4. Ceci contredit D\

Fin de la démonstration.

4. Intérêt de la condition D'

Nous montrons ici que la condition C'(l/6) et la condition [C(l/4) et
T (4)] impliquent la condition D ' . Nous donnons ensuite un exemple qui ne
vériûe ni C (1/6) ni C (6) ni T(4) mais qui vérifie D ' . La condition D'élargit la
classe des quotients de produits libres dont le problème des mots est résoluble.

PROPOSITION 2. - La condition C'(l/6) et la condition [C'(l/4)
et T(4)] impliquent la condition D ' ,

Démonstration. — Montrons d'abord que si X vérifie C' (1 / k ) (k = 4 ou 6) et
si a est un arceau interne d'un .y-diagramme réduit, faisant partie d'un circuit
frontière d'une face finie K, alors l(î)<(l/k)p(K).

Soit ? tel que aJÎ est un circuit frontière de K. Si l'extrémité initiale A de a
est un sommet lié, nous faisons un réajustement des valeurs en A pour que le
dernier arc de J$ ait la valeur 1. Si l'extrémité terminale B de a est également un
sommet lié, alors B est distinct de A parce que a n'est pas un circuit frontière
de X((p(a) serait à la fois une pièce et un élément de Xo, ce que contredit
C'(l/k)). Nous faisons alors un réajustement des valeurs en B pour que le
premier arc de (î ait la valeur 1. Nous avons ainsi dans tous les cas :

|(p(a0)|=^p(K).

|<p(a)|^î(a).

D'autre part (p(a) est une pièce et (p(a)(p(JÎ) est un produit D.R., nous
appliquons C(l/fe) :

/(a)^2|(p(a)|<^|(p(a)(p(p)|=^p(X).

Un graphe en éventail de degré 2 ou 3 est de l'une des formes suivantes :

Fig. 10
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et les circuits frontière des faces finies comportent au plus deux arceaux
internes. Si X vérifie C (1 /6) ou C (1 /4), il résulte de l'inégalité ci-dessus que
toutes les faces finies d'un X-diagramme réduit, en éventail, de degré 2 ou 3,
ont un front strictement majeur.

Il reste le cas des ^-diagrammes réduits, en éventail, de degré plus grand
que 3. Pour un tel X-diagramme, nous reprenons les notations de la figure 7,
avec j ̂ 3. Les circuits frontière des faces K^, K^ K^ comportent au plus
trois arceaux internes, donc si x vériûe C"(l/6), elles ont toutes un front
strictement majeur. Si X vérifie T(4), un X-diagramme réduit n'a pas de
sommet interne de degré 3 [5], Co, c i , ..., c, sont tous réduits à un sommet,
les circuits frontière de K i , K ^ , K 3 comportent au plus un arceau interne et
leur front est strictement majeur.

Fin de la démonstration.
L'exemple suivant montre que la réciproque de cette proposition est fausse.

Pour en faciliter l'exposé, nous introduisons les notions de pièce stricte et de
relateur d'extension.

Nous dirons qu'un élément b de forme normale b^ b^. ..bp est une « pièce
stricte » s'il existe x et y distincts, appartenant à X^, de formes normales :

XQ fci b^... bp x^ x^... Xy
y o b ^ b ^ ^ b p y ^ y ^ . . y r -

Nous dirons que c'est une pièce stricte « extensible » à droite par un
élément du facteur F, s'il existe x et y remplissant les conditions ci-dessus et
tels que x^ et y^ appartiennent à F.. Nous dirons alors que x et y sont des
« relateurs d'extension » de & à droite par un élément de F,.

Si b est une pièce stricte extensible à droite par un élément de F,, alors pour
tout z appartenant à F,, bz est une pièce. On définit de même les pièces strictes
extensibles à gauche et les relateurs d'extension à gauche.

Nous dirons que b est une pièce stricte « simultanément » extensible à
droite par un élément de F, et à gauche par un élément de Fj s'il existe x et y
remplissant les conditions ci-dessus et tels que x^ et y^ appartiennent à F,, XQ
et yo à F,.

Si b est une pièce stricte simultanément extensible à droite par un élément
de F, et à gauche par un élément de F p alors pour tout z appartenant à F, et
tout z ' appartenant à F p z ' bz est une pièce.

Nous en venons à l'exemple annoncé.
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EXEMPLE

Hypothèses
Dans toute la suite û, fc, c, x, ̂ , z sont six éléments donnés, de six groupes de

type fini notés F^ F^ F<., ^x> F y, F, et leur ordre n'est ni 1, ni 3.
F est désormais le produit libre des groupes ci-dessus, et X est formé des

éléments axazxb'l c, bybxyc~l a, czcyza"l b.

Étude de cet exemple :
1° les éléments de X sont strictement cycliquement réduits. X^ est formé

des permutations circulaires de leurs formes normales et des inverses des
éléments ainsi obtenus;

2° les hypothèses sont inchangées par une permutation circulaire de (û, x),
(b, y), (c. z);

3° û, fc, c, x, y, z et leurs inverses sont des pièces strictes. Il n'y a pas de pièce
stricte de longueur 2. Pour déterminer les pièces strictes extensibles, il suffit
d'examiner a et x. Écrivons les formes normales d'éléments de X^ dans
lesquelles a est le second facteur

caxazxb^1,
xazxb"1 ça,
c~1 abybxy,

fc-^z-^c-^z^c-1,

a est extensible à gauche par un élément de F<., à droite par un élément de F^ et
n'est pas simultanément extensible. Nous en déduisons que û~1 est extensible
à gauche par un élément de F, et à droite par un élément de Fç.

Les formes normales d'éléments de X^ dans lesquelles x est le second
facteur sont :

axazxb'1 c,
zxb"1caxa,
bxyc^1 aby

x n'est pas extensible, x~1 non plus;
4° dans les permutations circulaires de axazxb~lc, nous trouvons

uniquement des relateurs d'extension :
— de a à gauche par un élément de F .̂;
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— de a à droite par un élément de F^;
— de b~1 à gauche par un élément de F^;
— de c à gauche par un élément de F^;
5°- .Y ne rerjfic pas C (1 /6) ni C (6) :
uz est une pièce de longueur 2 alors que la longueur de azxb~l cax est 7,

(ûz) (xfc~1) eux est le produit de 5 pièces;
6° X ne vérifie pas T (4) :
aucun des trois produits ci-dessous n'est strictement réduit :

(caxazxb ~1 ) x (bczcyza ~~1 ),
{bczcyza ~ 1 ) x (ûfcyfcx^c -1 ),
(abybxyc ~1 ) x (cûxazxfc ~1 ).

Nous voulons maintenant démontrer que X vérifie D'\
7° le périmètre d'une face finie d'un X-diagramme est toujours 14;
8° la longueur d'un arceau interne d'un X-diagramme réduit est au plus 3 :

Un arceau interne a, de longueur 4, serait de l'une des deux formes
suivantes :

— Ûi S^ °ù û! et °2 sont des arcs, § un segment;
— S, §3 où §i et §2 sont des segments.
Dans le premier cas, (p(8) serait une pièce stricte simultanément

extensible, dans le second. (p(a) serait une pièce stricte de longueur 2:
9° dans un .Y-diagramme réduit, tout sommet interne de degré 3 est libre.
Il suffit [5] de montrer que X vérifie la seconde partie de la condition T (4)

c'est-à-dire : si y^ y^, 3/3 sont des éléments d'un même facteur F., figurant
dans des formes normales d'éléments de X^, alors y^ y^ y^ ̂  1.

Prenons par exemple le facteur F^; y ^ , y^ y^ sont nécessiarement de la
forme û±l;3^^2>?3=ûeoùeestl îundesnombres 1, —1,3, —3.Nous savons
justement que l'ordre de a n'est ni 1 ni 3;

10° si les circuits frontière d'une face finie d'un X-diagramme réduit ne
comportent pas plus de deux arceaux internes, alors cette face a un front
strictement majeur.

C'est une conséquence immédiate des points 7 et 8. Et nous en déduisons
les premiers résultats suivants :

11° tout X'diagramme réduit, en éventail, de degré 2, a deux fronts
strictement majeurs.

Tout X-diagramme réduit, en éventail, de degré 3, a trois fronts strictement
majeurs.
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Pour montrer que X vérifie D\ il reste à examiner le cas des X -diagrammes
réduits, en éventail, de degré supérieur ou égal à 4.

Dans la suite, M est un X-diagramme réduit, en éventail, de degré
supérieur ou égal à 4, pour lequel nous prenons les notations de la figure 7.

Si les fronts des faces K^ (1 ̂  f</) sont tous strictement majeurs, alors M a
trois fronts strictement majeurs 0'^3).

Dans la suite, nous supposons i tel que le front de K^ n'est pas strictement
majeur et nous montrons dans ce cas que les faces K^ i et X,+1 ont un front
strictement majeur, ainsi qu'une troisième. Nous aurons alors démontré que
X vérifie D';

12° ni c^_ i, ni c, ne sont réduits à un sommet (10); les extrémités de a, sont
des sommets libres (9); a, est un segment (8). Les longueurs de c^_ i et ?, sont 2
ou 3 et l'une au moins est 3; en effet, nous avons :

f(?.)<3, <(^i)^3 (8),

^)+^-i)+Ui.)+/(a;)=14 (7).

î(a,)=2, f(oc;.)^7,

^)+^-i)>5.

(Si i=l, alors CQ n'est pas réduit à un sommet, ?o et c^ sont confondus, K,_ i
désigne Kj.)

Si un circuit frontière d'une face finie a pour extrémité initiale un sommet
libre, alors il peut se mettre sous la forme §1 §2 ... Ï p où §1, §2» • • • » §p sont des
segments et sa valeur est un élément de X^ ayant pour forme normale
<p(Si)(p(S2).. .(p(^).

Soit w la valeur du circuit frontière a,"l c;. i a;. c\~1 de X,. Nous pouvons
supposer que sa forme normale est une permutation circulaire de axazxb"l c
ou de son inverse (2). Nous supposons que c'est une permutation circulaire de
axazxb'1 c (les autres cas se déduisent par symétrie).

13° nous démontrons par l'absurde que l (?,) = 2. Si / (c,) = 3, alors c. = S a,
S étant un segment et aun arc. La forme normale de w se termine par une pièce
stricte extensible à gauche : (p (S ~1 ). Reportons-nous au point 4 ci-dessus : w
ne peut être que : . ,xazxb ça,

caxazxb~1,
axazxb" lc.
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Nous éliminons successivement les trois cas :

14° w==xazxb~1 ça, (p(a,)==x~1, (p(§)==û~1 .

La forme normale de (p (^ a;.+i c7+\ a,T+1!) commence par a~1 suivi d'un
élément de Fç. Elle n'est pas a~lc~lbx~l z~1 a ~ l x ~ l parce que M est
réduit. Elle ne peut être que û~ 1 cy~1 x~1 b~1 y ~ 1 b~1. Comme a,+i
comporte au moins un arc, la forme normale de (p (a;+i ... ïj ?a^ ... a,)
commence par un élément de F^ Elle finit par x~1. Passons en revue
les éléments de X^ : elle ne peut être que b~1 y ~ 1 b~1 a~1 cy~1 x ~ 1 .
Enfin, comme a,-i comporte au moins un arc, la forme normale de
(p (a,'_1! Cf.^i-i c^-ll) commence par un élément de Fy; comme c,-i
comporte au moins un segment (12), elle finit par a~1. Aucune forme
normale d'élément de X^ ne remplit ces conditions.

15° w=caxazxb~1', (p(a,)==c~1, (p(§)=fc.

Pour les mêmes raisons que dans le cas précédent

cp(^a^i ?;+\ a,~+\)=foc^c~1 aby,

(p (a,+1 ... ïj cai ... a,) commence par un élément de F y et finit par c~1.
Ce n'est pas possible pour un élément de X^;

16° u^ûxûzxfc'"1^ (p(a,)=û~1, (p(S)=c~1.

Dans ce cas,
(p(?;a;+l?f+\a,~+\)=c~ lfc~ lûz~ l^"' lc~ lz~ l;

(p(a,^i ... a^ai ... a,)

commence par un élément de F^ et finit par a~1. Ce n'est pas possible pour un
élément de X^\

17° nous avons limité notre étude au cas suivant :
~ le front de K, n'est pas strictement majeur;
— w a pour forme normale une permutation circulaire de axazxb~1 c;
- ^-)=2.
Dans ce cas. ?, est un segment et /(c,-i)=3. La forme normale de

<p(c ,_ i a;?,"1 a ,~1) est comme celle de w une permutation circulaire de
axazxb'^c, et elle commence par une pièce stricte extensible à droite,
donc elle ne peut être que azxb'1 cax(4). La forme normale de
(p (a,~Ji c,-2 a,'-i c^i) finit par a~1 précédé d'un élément de F^; elle
n'est pas x~1 a~1 c~1 bx~1 z ~ 1 a~1 parce que M est réduit. Elle ne peut
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être que bczcyza'1. Considérons maintenant la forme normale de
<p (a,,... a^ai ... a,-i) : elle commence par (p (a.) c'est-à-dire x"1

et du fait que a,_ i contient au moins un arc, elle unit par un élément de F^
Elle est donc. x~1 z~1 a^1 x^1 a~1 c~1 b. Alors la forme normale de
(p (?, a,'+1 ?f+1! a,̂ .1! ) unit par un élément de Fg, d'autre part elle commence
par <p (c,), c'est-à-dire û~1 . Nous avons deux solutions possibles

a'~lbczcyz,
Û^X^Û^C-1^-^-1.

Nous distinguons maintenant les cas (HM}=4 et d{M}>4.
18° si d (M ) = 4, alors M est l'un des X-diagrammes de la figure 11. où nous

avons précisé la valeur des segments :

Les fronts de X, K^ et K^ sont strictement majeurs;
19° Si d(M)>4, alors M a un sous-graphe isomorphe à l'un des X-

diagrammes ci-dessus. L'extrémité initiale de c^^ est un sommet lié, donc
Cj_2 est réduit à un sommet (9), donc le front de K^^ est strictement
majeur (10).

Si q> (ci o^+i c^i ai4.\)=û"1 x " 1 ûT1 c~1 bx~lz^l, alors rextrémité
initiale de c, +1 est un sommet lié, ̂  +1 est réduit à un sommet, le front de JK, +1
est strictement majeur. L'une des autres faces de M doit être K,_2 ou K^^ et
son front est aussi strictement majeur.

Si <p (c,ai+i c\~+\ a,~+\)==ûT1 bczcyz, alors ^.n n'est pas nécessairement
réduit à un sommet. Pour montrer que le front de X.+i est strictement
majeur, nous raisonnons par l'absurde : s'il ne l'était pas, on aurait :
l (^i +1 )= 3» y serait une pièce stricte extensible à gauche par un élément de F<,.
Ce n'est pas le cas (3). Le front de JC,+i est strictement majeur. Si i—1^1,
alors X,_2 a un front strictement majeur; si i — l = l , alors Kj a un front
strictement majeur (nous utilisons toujours le point 10).

Dans tous les cas, M a trois fronts strictement majeurs.
X vérifie la condition Z)'.
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