BULLETIN DELA S. M. F.

JEAN COQUET

Sur I’équirépartition des suites a croissance lente
et des suites non décroissantes

Bulletin de la S. M. F., tome 108 (1980), p. 251-258
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1980__108__251_0>

© Bulletin de 1a S. M. E., 1980, tous droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
/lsmf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1I’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1980__108__251_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Bull. Soc. math. France,
108, 1980, p. 251-258.

_SUR L’EQUIREPARTITION DES SUITES
A CROISSANCE LENTE _
ET DES SUITES NON DECROISSANTES (*)

PAR
Jean COQUET

[Valenciennes]

RESUME. — Cet article est consacré a I’étude de la répartition modulo 1 des suites x A ol A est
une suite d’entiers naturels, dans les cas ol A est a croissance « lente » et ou A est non
décroissante. :

On étudie essentiellement la répartition compléte et la répartition uniforme.

SUMMARY. — A being a “slowly” increasing or a non decreasing sequence of natural integers,
we investigate the distribution modulo 1 of the sequences xA. Mainly, completely
equidistributed and well-distributed sequences are studied.

1. Introduction
1.1. Rappels

Différents auteurs ont examiné les rapports entre la croissance des suites de
réels et leur répartition modulo 1. Rappelons deux résultats concernant les
suites x A ou A est & valeurs entiéres.

Pour les suites 4 croissance « lente », Mendés-France a obtenu [11] :

THEOREME A. — Soit o : N = R, telleque @ (n) =, , , + 0. Il existe une
suite A=(\A,),.n d’entiers naturels telle que :

(1) A,=0 (p (n), n > + 0 et,

(2) (xA,) soit équirépartie modulo 1 si et seulement si xe R\ Q.

Et, pour les suites non décroissantes, Dress a démontré [9] :

TuEOREME B. — 1° Soit (A,),.. une suite non décroissante d’entiers naturels
vérifiant A, = o (log n) lorsque n tend vers I'infini. Il n’existe aucun nombre réel x
tel que la suite (x\,) soit équirépartie modulo 1.

(*) Texte recu le 10 juillet 1978, révisé le 5 mars 1979.
J. CoQUET, Centre universitaire de Valenciennes, Département de Mathématiques, Mont-
Houy, Chemin-Vert, 59326 Valenciennes.
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252 ’ J. COQUET

2° Soitf:N — R, tellequef(n).(Logn)~! -, , . + 0. Il existe une suite
non décroissante (\,) d’entiers naturels vérifiant L,=O ( f (n)) lorsque n tend
vers linfini et telle que la suite (x\,) soit équirépartie modulo 1 pour tout
. nombre irrationnel x.

La suite construite par Mendés-France afin de démontrer le théoréme A est
g-additive [8]. Son équirépartition est nécessairement uniforme ({7], chap. 8).
Elle ne peut donc étre compléte ([10], p. 45).

1.2. Les problémes abordés

~ Un exemple de suite de réels complétement équirépartie modulo 1 a été
donné par Bass lors d’un exposé [1] fait en 1972 & Paris. La construction
réalisée utilisant une infinité de nombres rationnellement indépendants
0,=Logp,, p. étant le k-iéme nombre premier.

On se propose de donner une construction simple de suite complétement
équirépartie modulo 1 ayant une croissance aussi lente qu’on veut, obtenant
ainsi un résultat analogue au théoréme A.

Au paragraphe 3, on étudie les suites non décroissantes : des résultats,

analogues au théoréme B sont donnés concernant en particulier la répartition
compléte et la répartition uniforme.

2. Suites & croissance lente

2.1. Enoncé du résultat

. THEOREME 1. — Soitp: N - R, telle que @ (n) - + 0. Il existe une
suite (\,) dentiers naturels telle que :
(1) A,=0 (@ (n)), n—> + 00 et, -
(2) (xA,) soit complétement équlrépame modulo 1 si et seulement si

xeR\ Q.

n= +w®

2.2. Construction de A

Notons d’abord que, quitte & remplacer ¢ par ¥ définie par
| ¥ (n)=Inf,,, @ (k),

on pcut supposer @ non décroissante.
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EQUIREPARTITION DES SUITES 253

La suite A est une suite additive « tronquée » : (py).n. désigne la suite
croissante des nombres premiers; (G,),.n+. UnNe suite croissante d’entiers
naturels satisfaisant aux conditions suivantes :

(C1) B lim, _ o C4s1.(0) "' =+00,
€2 imy o Gk (Py ... Y~ =+,
(C3) K=0(p(ox), K- +oo.

Soit J,=[o}, 6,4+,[. On définit A par blocs :
- si0<n<o,, A,=0;
— sinedg, KeN* L,=Y cicx Ti(n) oU,

T (n)= 0 si p, ne divise pas n;
AR | si p, divise n.

Remarquons que (C 3) assure la condition (1) du théoréme 1. En effet, si
n<0Og,;, A,<K.

2.3. Remarque préliminaire

Posons e (t)=e?!** pour tout t réel. D’aprés le critére de Weyl, il s’agit de
prouver que, quels que soient x irrationnel et le s-uple
@y, ...,d)eZN\J0O, ..., 0)}, la suite

ng g(n)=e(xZ}=1 dj)‘n+j—l)

a une valeur moyenne nulle sur N.

Pour k assez grand, 6,,,=>6,+s. On pose alors J¥ =[o,, 0,4+, —5[ de
sorte que, sineJ¥, {n,n+1, ..., n+s—1}cJ,.

Dans J#,gapour périodep, ... p, :soit p, sa valeur moyenne sur une telle
période. Soit maintenant NeJ,,, :

Yosnen g(”)=0(°'x)+0(5)+2.e1k g(n)+ZoK+l(u<N—s g(n)
=0(N)+pg Okt +Hgs1 (N—0Ogyy),

d’aprés les conditions (C 1) et (C 2). On est ramené 4 prouver que
limy . 1o i =0.
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2.4. Fin de la démonstration
Soient p,, ..., p, les nombres premiers <s. Posons :
Yri(n)=e(xY 5., d;T,(n+j—1)) pour tout ke N*,
Gim=[lickas e et GFm=[L<xcs Y2 ().

On suppose K >r. p, est la valeur moyenne de Gy =G,.G¥. Puisque les
périodes respectives de G, et G¥ sont des entiers premiers entre eux,
Bx =H,.ug ou pg est la valeur moyenne de G, et il s’agit de montrer que
lim,_, , pg=0.

Si n, est la valeur moyenne de y,, on a

1 .
ﬂh=p— me@. 9(3‘2}=1 djt(m+j-1)).
k _

Sik>r,’un au plus des nombresm,m+1, ..., m+s— 1 est divisible par p;
donc

1
Ne=—(Px—5+Yj=1 e(xd))).
Dx
Puisque les périodes des ¥ sont deux a deux premiéres entre elles,
| | 4(p,—9)
Ip'; |2=nr<k<x Intlzsnrdz‘l( (l- ‘—p_}—" .C),

oi C=Y%., sin? (1 xd;)>0 de sorte que

limy _, , pE=0.
2.5. Remarque

Soit g entier > 2. A étant la suite définie précédemment, soit a, le reste de la
division euclidienne de A, par g. Le nombre " **,., a,.q ™" est normal en
base ¢([10], [13]). ‘

A . 3. Les suites non décroissantes
3.1. Enoncés

Le premier énoncé concerne la corrélation des suites : pour les notions de
corrélation, de suites pseudo-aléatoires, on peut se reporter aux articles [2],

(3], [5] et [6].
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EQUIREPARTITION DES SUITES 255

THEOREME 2. — 1° soit (A,) une suite non décroissante d’entiers vérifiant
A,=o (n). Il n’existe aucun nombre réel x tel que la suite (e (x A ,,)) soit pseudo-
aléatoire;

2°-il existe une suite (A,) non décroissante d’entiers vérifiant A,=O (n) et
telle que, pour tout x non entier, la suite (e(x A,)) soit pseudo-aléatoire au sens
de Bertrandias, et non au sens de Bass;

3° il existe une suite (A,) non décroissante d’entxers vérifiant A,=0(n) et

. telle que, pour tout x non entier, Ia suite (e(x A.,)) soit pseudo-aléatoire au sens
de Bass;

4° soit (M,) une suite non décroissante d’entiers vérifiant A, = O (n). Pour tout
réel x, il existe un entier naturel d non nul tel que la suite (e(xd\,)) ait une
corrélation (si celle-ci existe ) non identiquement nulle.

A I'aide du théoréme 1 et du théoréme 2, 4°, on obtient :

THEOREME 3. — 1° soit (A,) une suite non décroissante d’entiers vérifiant
A,=0(n). Il n’existe aucun nombre réel x tel que la suite (xA,) soit
complétement équirépartie modulo 1;

2° soit @ : N - R, telle que @ (n) —,_, , , + 0. Il existe une suite () non
décroissante d’entiers vérifiant A,=0(n@(n)) et telle que, pour tout x
irrationnel, la suite (x \,) soit complétement équirépartie modulo 1.

Enfin, pour la répartition uniforme, on démontre :

THEOREME 4. — 1° Soit (A,) une suite non décroissante d’entiers vérifiant
A,=o(n). Il n'existe aucun nombre reel x tel que la suite (xX,) soit
uniformément équirépartie modulo 1;  2° il existe une suite (A,) non
décroissante d’entiers vérifiant L, = O (n) et telle que, pour tout x irrationnel, la
suite (xA,) soit uniformément équirépartie modulo 1.

3.2. Preuve du théoréme 2, 1°

On montre que la suite (e (xA,)) a une corrélation ¥y telle que, pour tout
meN*, y(m)=1. Soit he{0, ..., m—1}.
L’hypothése A, =0 (n) et la croissance de (A,) impliquent que

Card{n<mN/n=hmod met A,,n—A,>0}=0(N).
Donc

. 1 1
th-oﬂo ;_ﬁ Zﬂ<n<mN.ulhmod.u e(x(l'n+m-ln»=;;
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256 J. COQUET

et,

. 1
Y(m)=th-o+w m 20<n<mN e(xxn-ﬁln) e(_xxu)=l'

3.3.  Preuve du théoréme 2, 2°

Soit g entier naturel >2. Posons A,=),.% [n.q "] ou, pour tout ¢ réel,
[t]=Max{neZ, n<t} : (A,) est non décroissante, A, <(q/(q—1))n; (A,) est
une suite g-additive : le fait que (e(xX,)) soit pseudo-aléatoire au sens de
Bertrandias lorsque x est non entier, est une conséquence immédiate des
résultats donnés dans [5].

Enfin, aucune suite g-multiplicative de module 1 n’est pseudo-aléatoire au
sens de Bass ([7], p. 31).

3.4. Preuve du théoréme 2, 3°

Soit (54),n+ une suite d’entiers naturels deux a deux premiers entre eux et
telle que ' r.5 1/s, < +00. On pose A, =) ;5 [n/s4).

Dans I’article [6], on montre que pour tout nombre réel x, la suite (e(x A,))
posséde une corrélation vy telle que

vof(1_al EU[(1_)J 2\
ly(@®|*= ,,..1(1 4{s,}<l {Sk})smznx).

ou {y}=y—[y] pour tout y réel.
Faisons ’hypothése supplémentaire que

Card {keN/T<5,<2T} >, .o + 0.

On voit que, pour x non entier

41

t .
1Y ()2 <TTkens, 302¢nc3e (1— — (1— ;—) smznx>

Sk k
8 .,
sl—lkcvu-,sz/z<:.<u- 1"63‘“ X |2, .00

Donc, dans ce cas, (e (xA,)) est pseudo-aléatoire au sens de Bass.

3.5. Preuve du théoréme 2, 4°

Il existe A>0 tel que A, < An pour tout ne N*.

Donc,
Card {neN/0<n<N et 3\.,,+,—k,,>A/s}<eN.
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EQUIREPARTITION DES SUITES 257
Fixons £€]0, 1/4[. Pour tout x réel, il existe de N* tel que
g2 . .
| xd|| < 52 ¢ ||y||=Min,.; |y—n|.

Alors, si 7»,,;'1 —A,<Ale,
|e(xdhps,) e(—xdh,)—1|<Ee.
* D’ou il résulte que
| Bocnen e(xdhy) e(~xdr)~N|<3INe< 2T
Donc, '

. 1 ‘ 1
hmsupN—-+oo _N- IZ)(n<N e(Xdkn+ l) e(—xd)"n)|>z'
Et, si la corrélation y de (e (xdA,)) existe, y (1)0.

3.6. Preuve du théoréme 3, 1°

Si la suite (xA,) était complétement équirépartie, la suite (xA,4, —xA,)
serait équirépartie. C’est impossible d’aprés ce qu’on vient de voir au 3.5.

3.7. Preuve du théoréme 3, 2°

On peut supposer @ non décroissante. Soit (A,) la suite construite pour
démontrer le théoréme 1. On pose

)'r’l=zo<m<n )"M
(A,) est une suite d’entiers non décroissante. Il existe 4 >0 telle que
)\'l,lsA Zl<m<n (p(m)sAn(p(n).

Enfin, d’aprés le théoréme de van der Corput, (xA,) est complétement
équirépartie modulo 1 pour tout x irrationnel.

3.8. Preuve du théoréme 4, 1°
Soit je N*. On sait qu’il existe NoeN tel que

N

N?No = XN<'2—]_.

Donc,
N
Card {neN/0$n<N/l,+l>k,}<—2j pour N>=N,.
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258 J. COQUET

Soit N, le plus petit entier > N, et divisible par j.

Si Il=[aj’ (a+ l).’[’ [0’ Nl[=U0<a<N./j Ia’

Il existe au moins un intervalle I, sur lequel (A,) est constante. Ceci
contredit 'uniforme équirépartition de (x A.,).

3.9. Preuve du théoréme 4, 2°

l =n convient bien sir. Remarquons toutefois que la suite g-additive
n= 2., [n.q "] posséde la propriété supplémentaire suivante : pour tout x
m'at:onncl, la suite (x A.,), . est équirépartie modulo 1 quelle que soit la suite
% =N a caractére presque-périodique de densité non nulle ([4], [12], [13]). Ceci
résulte du fait que, pour tout de N*, (e(xd\,)), suite pseudo-aléatoire, a un
spectre de Fourier-Bohr vide ([5], [12], [13]).
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