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SUR I/ÉQUIRÉPARTmON DES SUITES
A CROISSANCE LENTE

ET DES SUITES NON DÉCROISSANTES (<t)

PAR

JEAN COQUET
[Valencicnncs]

RÉSUMÉ. - Cet article est consacré à l'étude de la répartition module 1 des suites x A où A est
une suite d'entiers naturels, dans les cas où A est à croissance « lente » et où A est non
décroissante.

On étudie essentiellement la répartition complète et la répartition uniforme.
SUMMARY. - A being a "slowly" increasing or a non decreasing séquence ofnatural integcrs,

we investigate thé distribution module 1 of thé séquences xA. Mainly, completely
equidistributed and well-distributed séquences are studied.

1. Introduction
1.1. Rappels
Différents auteurs ont examiné les rapports entre la croissance des suites de

réels et leur répartition module 1. Rappelons deux résultats concernant les
suites x A où A est à valeurs entières.

Pour les suites à croissance « lente », Mendès-France a obtenu [11] :

THÉORÈME A. - Soit q> : M -^ R + telle que <p (n) -»- ,^ ̂  •+• °°- ̂  existe une
suite A=(Â.n),eM d'entiers naturels telle que :

(1) A.,=0(<p(n)) ,n^+oo<?t,
(2) (xÀJ soit équirépartie module 1 si et seulement si xeft\Q.
Et, pour les suites non décroissantes, Dress a démontré [9] :

THÉORÈME B. — 1° Soit (Aj»p lme suit^ non décroissante d'entiers naturels
vérifiant 5l, = o (log n) lorsque n tend vers l'infini. Il n'existe aucun nombre réel x
tel que la suite (x\n) soit équirépartie modulo 1.

(•) Texte reçu le 10 juillet 1978. révisé le 5 mars 1979.
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252 J. COQUET

2° Soitf: N -^ R + ^/k quef(n). (Log n) '1 -»^ ^ „ + oo. Il existe une suite
non décroissante (X,) d'entiers naturels vérifiant ^ns:SO(f(n)) lorsque n tend
vers l'infini et telle que la suite (xÀ,J soit équirépartie modulo 1 pour tout
nombre irrationnel x.

La suite construite par Menées-France afin de démontrer le théorème A est
^-additive [8]. Son équirépartition est nécessairement uniforme ([7], chap. 8).
Elle ne peut donc être complète ([10], p. 45).

1.2. Les problèmes abordés

Un exemple de suite de réels complètement équirépartie modulo 1 a été
donné par Bass lors d'un exposé [1] fait en 1972 à Paris. La construction
réalisée utilisant une infinité de nombres rationnellement indépendants
6k=Logpfc, pk étant le fc-ième nombre premier.

On se propose de donner une construction simple de suite complètement
équirépartie modulo 1 ayant une croissance aussi lente qu'on veut, obtenant
ainsi un résultat analogue au théorème A.

Au paragraphe 3, on étudie les suites non décroissantes : des résultats.
analogues au théorème B sont donnés concernant en particulier la répartition
complète et la répartition uniforme.

2. Suites à croissance lente

2.1. Énoncé du résultat

THÉORÈME 1. — Soit <p : N -» R + telle que <p (n) -•„_ ^.^ -h oo. // existe une
suite (À.J d'entiers naturels telle que : '

(1) X,=0(q>(n)),n^ +oo<?r,
(2) (xX^ soit complètement équirépartie modulo 1 si et seulement si

xeW\Q.

2.2. Construction de A

Notons d'abord que, quitte à remplacer q> par ^ définie par

^(n)=Inf^<p(fe).

on peut supposer q> non décroissante.
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ÉQUIRÉPARTmON DES SUITES 253

La suite A est une suite additive « tronquée » : (p^gM. désigne la suite
croissante des nombres premiers; (0^^, une suite croissante d'entiers
naturels satisfaisant aux conditions suivantes :

(Cl) " lim^^^Ok+i^a^'^+oo,
(C2) lim^.^ <Tk.(pi ... pk)'1 = -hoo,
(C3) X=0(<p(<^)), X-^+oo.

Soit ^k=[0k, CTk+i[ . On définit A par blocs :
- si0$n<ai, A.»=O;
- sin6J^,XeN^À.,,=^^ Tt(n)où,

f O si pt ne divise pas n;
k '"[1 si pk divise n.

Remarquons que (C3) assure la condition (1) du théorème 1. En effet, si
n<aK+l^ ^n^K.

2.3. Remarque préliminaire

Posons e (t)^e2 int pour tout t réel. D'après le critère de Weyl, il s'agit de
prouver que, quels que soient x irrationnel et le 5-uple
(di, ..., d^cZ^O, .... 0)}, la suite

ncîg{n)^e(x^sj»ldj\^j^t)

a une valeur moyenne nulle sur N.
Pour k assez grand, 0^+1^0^+5. On pose alors Jj?=[ak, cr^-n— s[ de

sorte que, si neJf, { n , n+1, .... n+5-l}cj^.
Dans Jf,g3i pour période p i ... p^ : soit ̂  sa valeur moyenne sur une telle

période. Soit maintenant NeJjç+i :

L><n<N ^(W)=0(CT^)+0(5)+^^ ̂ )+L^1<"<N-, ̂ ^)

=0 (JV)+^ o^^i +^+, (^-or^i),

d'après les conditions (C 1) et (C2). On est ramené à prouver que

1™^^ ^=0.
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254 J. COQUET

2.4. Fin de la démonstration

Soient pi, ..., py les nombres premiers <s. Posons :

- Yk(n)==e(x]^«i ^(n-h/-l)) pour tout keN*,

Gi(»)=ni<^ Y^W et Gf(n)=nr<^ Y^)-

On suppose X>r. ̂  est la valeur moyenne de Gjç =Gy.Gj?. Puisque les
périodes respectives de Gy et G^ sont des entiers premiers entre eux,
hc ̂ r-Hj? où n^ est la valeur moyenne de Gj^, et il s'agit de montrer que
"m^oc Pjî=0-

Si rik est la valeur moyenne de y », on a

T1 t=—— £l<m^ ^(^£5=1 ^Tk(m+;-l)).
Pk

Si k > r, l'un au plus des nombres w, m +1,..., m + s — 1 est divisible par p^
donc

nt=—(pk-s+D«i ̂ W).
Pk

Puisque les périodes des y^ s<mt ^Gux à deux premières entre elles,

i^i^n^ic imi^ri^ (i-40^.^.
où C==^5«i sin2 (îtxdj)>0 de sorte que

l™j^ ^=0.
2.5. Remarque

Soit q entier ̂  2. A étant la suite définie précédemment, soit û» le reste de la
division euclidienne de À., par q. Le nombre S+oo»•«l ^•q"11 est normal en
base ç([10], [13]).

3. Les suites non décroissantes

3.1. Énoncés

Le premier énoncé concerne la corrélation des suites : pour les notions de
corrélation, de suites pseudo-aléatoires, on peut se reporter aux articles [2],
l3], [5] et [6].
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ÉQUIRÉPARTITION DES SUITES 255

THÉORÈME 2. — 1° soit (À^) une suite non décroissante d'entiers vérifiant
^ =o (n). // n'existe aucun nombre réel x tel que la suite {e {x À^)) soit pseudo-
aléatoire;

2°il existe une suite (X,) non décroissante d'entiers vérifiant A.,==0(n) et
telle que, pour tout x non entier, la suite (e{x À,»)) soit pseudo-aléatoire au sens
de Bertrandias, et non au sens de Bass;

3° il existe une suite (XJ non décroissante d'entiers vérifiant ^==0(n) et
telle que, pour tout x non entier, la suite (e(x X.,)) soit pseudo-aléatoire au sens
de Bass;

4° soit (AJ une suite non décroissante d'entiers vérifiant ̂  == 0 (n). Pour tout
réel x, il existe un entier naturel à non nul tel que la suite (e(xdXn)) ait une
corrélation (si celle-ci existe ) non identiquement nulle,

A l'aide du théorème 1 et du théorème 2, 4°, on obtient :

THÉORÈME 3. — 1° soit (À.,) une suite non décroissante d'entiers vérifiant
^=0(yi). Il n'existe aucun nombre réel x tel que la suite (xÀ.») soit
complètement équirépartie modulo 1;

2° soit q> : M -^ R + telle que q> (n) -»„_ .,.„ -h oo. Il existe une suite (\^ non
décroissante d'entiers vérifiant À.,»=0(n<p(n)) et telle que, pour tout x
irrationnel, la suite (x'k^ soit complètement équirépartie module 1.

Enfin, pour la répartition uniforme, on démontre :

THÉORÈME 4. — 1° Soit (^.J une suite non décroissante d'entiers vérifiant
A^=o(n). // n'existe aucun nombre réel x tel que la suite (.XÀ.J soir
uniformément équirépartie module 1; 2° il existe une suite (XJ non
décroissante d'entiers vérifiant À., = 0 (n) et telle que, pour tout x irrationnel, la
suite (xÀ,J soir uniformément équirépartie modulo 1.

3.2. Preuve du théorème 2, 1°

On montre que la suite (e (xÀ.,)) a une corrélation y telle que, pour tout
weN^Y^)^. Soit he{0, . . . ,w-l) .

L'hypothèse ^=o(n) et la croissance de (À,^) impliquent que

Card{n<mN/yi=A mod met ^,+..-^n>0}= o(N).
Donc

limN_»+oo -. îjQ^n<mH,n»kmod.m ^(x(^B+m""^n))= „.
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256 J. COQUET

et,

Y(m)=lim^.^ -^ ^n<mN ^C^n+m) <î(-XÀJ=l.

3.3. Preuve du théorème 2, 2°
Soit q entier naturel ^2. Posons À.,=^^% [n.ç"^ où, pour tout t réel,

[r] = Max { n 6 Z, n < t} : (ÀJ est non décroissante, ^, < (q/(q -1)) n; (X») est
une suite ç-additive : le fait que (e(x'kn)) soit pseudo-aléatoire au sens de
Bertrandias lorsque x est non entier, est une conséquence immédiate des
résultats donnés dans [5].

Enfin, aucune suite ^-multiplicative de module 1 n'est pseudo-aléatoire au
sens de Bass ([7], p. 31).

3.4. Preuve du théorème 2, 3°

Soit (Sk)^N- une suite d'entiers naturels deux à deux premiers entre eux et
telle que ̂ ^ l / S k < + oo. On pose ̂ n^^i [n/sj.

Dans l'article [6], on montre que pour tout nombre réel x, la suite (e(x ̂ ,))
possède une corrélation y telle que

IrMi'-n^l-'iîK'-fô})5"1''")
où {y}=^—Ly] pour tout y réel.

Faisons l'hypothèse supplémentaire que

Card{k€lWr^Sk<2r}-^+ao+°o-

On voit que, pour x non entier

lYMi^n^N-.a^.^^l-^^-^sin2^^

^nkc^.a^.^t^-çSin2 îtxj-^sin2 nx )-»^+oo°-

Donc, dans ce cas, (e (xX^)) est pseudo-aléatoire au sens de Bass.

3.5. Preuve du théorème 2, 4°
II existe A>0 tel que ̂ ^An pour tout neN*.
Donc,

Card {n6N/0<n<NetÀ.^i-^>A/e}<eN.
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Fixons ee]0, 1/4[. Pour tout x réel, il existe de M* tel que

Ml<2^r où IMh^ezb-»!.
Alors, si À^+i-^<A/e,

\e(xd'k^^e(-xd^)-l\<e.
D'où il résulte que

|Zo^<N ̂ (^n+iM-^n)-N|<3Ne<^.

Donc,

limsup^^ ^|L)^<N e(xd^,)e(-xd^)\>^

Et, si la corrélation y de (e (xd'k^) existe, y (1)^0.

3.6. Preuve du théorème 3, 1°
Si la suite (XAJ était complètement équirépartie, la suite {x^^i—xK^)

serait équirépartie. C'est impossible d'après ce qu'on vient de voir au 3.5.

3.7. Preuve du théorème 3, 2°
On peut supposer <p non décroissante. Soit (XJ la suite construite pour

démontrer le théorème 1. On pose

^n^ljSXn^n ^m

(\n) ^st une suite d'entiers non décroissante. Il existe A>0 telle que

^A L<m<n (p(w)<An(p(n).

Enûn, d'après le théorème de van der Corput, {x^n) est complètement
équirépartie modulo 1 pour tout x irrationnel.

3.8. Preuve du théorème 4, 1°
Soit jeN*.On sait qu'il existe No e M tel que

. N^NO => ^N<^

Donc,
Card {neJWOO^A^i:^^^ pour N^No.
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258 J. COQUET

Soit N i le plus petit entier > NQ et divisible par j.
Si Wq/, (û+l)j[, [0, N,[=Uo<o<N^ ̂ .
II existe au moins un intervalle la sur lequel (X,) est constante. Ceci

contredit l'uniforme équirépartition de (x XJ.

3.9. Preuve du théorème 4, 2°

X,==n convient bien sûr. Remarquons toutefois que la suite ç-additive
À.^ = ̂ r*»? [̂  • ̂  "̂  possède la propriété supplémentaire suivante : pour tout x
irrationnel, la suite (x X^gy est équirépartie modulo 1 quelle que soit la suite
V <= M à caractère presque-périodique de densité non nulle ([4], [12], [13]). Ceci
résulte du fait que, pour tout de M*, (e{xdK^), suite pseudo-aléatoire, a un
spectre de Fourier-Bohr vide ([5], [12], [13]).
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