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Bull. Soc. math. France,
106, 1978, p. 337-364.

NOMBRE DE (p-CLASSES INVARIANTES.
APPLICATION AUX CLASSES DES CORPS ABÉLIENS

par

GEORGES GRAS
[Université de Besançon]

RÉSUMÉ. — Soit L/K une extension cyclique de corps de nombres de degré une puis-
sance de /, / premier; on suppose que L est abélienne par rapport à un sous-corps Ko
de .S: tel que [K : Ko] soit premier à /, et on note H\e plus grand sous-groupe de Gai (L/Ko)
d'ordre premier à /. Le groupe des /-classes de L, invariantes par Gai (L/K), est un
Zi yyj-module, ^fi, qui admet une décomposition canonique de la forme J^i = e q, e^î,
(p parcourant l'ensemble des caractères /-adiques irréductibles de H. On donne alors,
dans le cas où L/Q est cyclique, une expression de l'ordre de ^\ puis quelques pro-
priétés qui en découlent.

Le reste de l'article est consacré à l'étude de deux problèmes pour lesquels les calculs
précédents apportent certaines simplifications :

(i) celui de l'annulation du 2-groupe des classes relatives d'une extension abélienne
imaginaire : on montre qu'il est possible, sous certaines hypothèses, d'améliorer par
le facteur 1/2 le résultat classique déduit du théorème de Stickelberger;

(ii) celui des relations, constatées dans des cas particuliers par plusieurs auteurs, qui
peuvent exister entre classes réelles et classes relatives d'une extension abélienne imagi-
naire : on montre que ces relations dépendent essentiellement de la nature de l'opération
« miroir » dans l'ensemble des caractères 2-adiques de l'extension.

L — Définition de ^\

Soit L/K une extension cyclique de corps de nombres de groupe de
Galois G. Si H(L) et îï.(K) désignent les groupes des classes (au sens
ordinaire) de L et K, alors l'ordre du groupe Hi, formé des classes (de L)
invariantes par G, est donné par la formule bien connue de CHEVALLEY ([l],
chap. IV) dite des classes ambiges :

|H i- iH^i^rk
' 11 [L:K](E(K):E(K)nN^L*)9

où :
t^ est le nombre de places à l'infini de K ramifiées dans L/K;
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338 G. GRAS

P] ̂  désigne le produit des indices de ramification dans L/K des idéaux
premiers de K;

E ( K ) est le groupe des unités de AT.
Soit / un nombre premier quelconque, et soit ^fi le /-Sylow de Hi; une

remarque permet de simplifier l'étude de ̂  : soit L' le sous-corps de L,
défini par [Z/ : K ] est une puissance de /, et [L : L'~\ est premier à /;
alors on vérifie que le groupe des /-classes ambiges ^fi ( L / K ) de L dans
L/K est canoniquement isomorphe au groupe des /-classes ambiges
e^fi ( L ' I K ) de L' dans L / / K . On est donc ramené au cas où L/K est cyclique
d'ordre une puissance de /, ce que l'on suppose désormais.

Considérons maintenant un sous-corps KQ de K tel que L/KQ soit abé-
lienne, et [K : Ko] premier à /; soit LQ l'unique sous-corps de L tel que
[LQ : KQ\ = [L : K ] ; on pose

et
H = Gal(L/Lo) ̂  Gai (KJ'Ko)

G=Gal(L/IC)^Gal(Lo/Xo).

Pour tout caractère /-adique irréductible (p de H ([12], II), on considère
l'idempotent e^ de Z, [H~\ associé à (p, et on pose ̂  = e^; ̂  est
un sous-module de ^ (.L) .̂ On se propose de donner une formule pour
l'ordre | ̂ \ |; nous dirons que ^\ est le groupe des (p-classes ambiges
dans L/K.

La connaissance de | ̂ \ \ permet une étude plus précise d'un certain
nombre de problèmes, où la formule de Chevalley est utilisée de façon
essentielle.

II. — Calcul de \^\\

1. Formalisme utilisé

Notons 0^ l'ensemble des caractères /-adiques irréductibles de H. Comme
les caractères (p ne sont pas nécessairement rationnels, le principe de
Leopoldt, que nous avons utilisé systématiquement dans [8], n'est pas
applicable ici; pour calculer | 2^\ |, il faut atteindre ̂ \ par une succession
d'isomorphismes de Z^ \H ]-modules utilisant des suites exactes de
Zj \H ]-modules. En effet, si on a une telle suite exacte :
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(p-CLASSES INVARIANTES 339

on en déduit les suites exactes

... -> ̂ ev -> ^ev -> ̂  -> . . . ,

que nous notons pour simplifier l'écriture

Nous tensorisons, sur Z, tous les Z [7^-modules [par |Z^ (le résultat
étant canoniquement un Zj [77]-module); ainsi à une suite exacte de
Z [^-modules de la forme

...->A-^B-^C->...,

on peut associer de façon canonique les suites (exactes en vertu de la plati-
tude de Zj) :

...--^j^-^-^--^...

de Zj [H ]-modules, obtenues en tensorisant par Z^ et en prenant les
composantes en (p de chaque terme, pour tout (p e <S>y (pour simplifier,
nous appelons encore /, g, . . . les flèches obtenues après tensorisation
et restriction aux composantes en (p).

Fixons quelques notations; soient :
a, un générateur de G = Gai ( L / K ) ;
N, la norme dans L/K;
j\ l'injection canonique du groupe des idéaux de K dans celui de L;
Z* (resp. A:*), le groupe multiplicatif L\{ 0 } (resp. K\{ 0 });
I{L) (resp. I ( K ) ) , le sous-groupe des idéaux fractionnaires de L dont

la classe au sens ordinaire est invariante par G (resp. le groupe des idéaux
de K);

IQ (L), IQ (K), les sous-groupes des idéaux principaux au sens ordinaire
de L et K;

1° (L), le groupe des idéaux de L invariants par G;
E(L), E(K), les groupes des unités de L et K;
C = { y e Z * , y AL = SI0"1, WelÇL) } (^ étant l'anneau des entiers

de L);
on vérifie que NC = E{K) n NL^,

£*(L)=={Me£(L),JVM=l}.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



340 G. GRAS

Relativement à chacun des Z [H ]-modules ci-dessus définis, on note
par la lettre ronde analogue le résultat de la tensorisation par Z;; on obtient
donc Jêf*, Jf*, ^(L\ ^(K\ ^^(L\ ^o W, ^G (L\ € (L\ ê {K\ ^,
^* (L). En vertu de la platitude de Z^ , on peut préciser la nature de certains
de ces Zj [H ]-modules, on a

^(L) = {^Ïe^(L), 9T-1 = A^} = (^(L))^

^{YeJ^.YA^e^Lr-1},

^*(L)={8e^(L),Ne=l}
et enfin

^(^{se^L),^-^!}

(cas particulier du fait que ^G = Jf*).
Il suffit alors de reprendre les calculs de CHEVALLEY ([l], p. 402-408),

en écrivant chaque fois la suite exacte correspondante et celle qui s'en
déduit par le procédé que l'on vient de décrire; donnons-en la liste avec
éventuellement un bref commentaire sur la suite exacte initiale utilisée :

(1) 1 -^oW-^W-^ ̂ \ -^ 1,

(2) 1 -> ^G ( L)^ ( Vf n ̂ o ( Lr -> ̂ \ -^ ^ ( Lfl^0 ( Lf ̂ o ( 1^ ^ 1,

(3) 1 ̂ ^(Lfr^^LfIj^^Kf

^^Wij^^Kf^^WI^ÇLr^^^Lr^l

(4) i -^ ̂ (Kr^^wij^^Kr^^wij^çKr^ i,
(5) ^G(L)<pn^o(^)<p//^oW<p^^*(L)<p/^(L)((T-l)<p

(on considère /G (L) n /o (^)? groupe des idéaux principaux invariants
de Z; à un tel idéal a A^, on associe la classe de a0"1 (qui est une unité
de norme relative 1) module E(Ly~1', on obtient un homomorphisme
surjectif dont le noyau est 7/0 (K));

(6) ^(Lr/j^Ly^oW ̂  N^IN^W
(on utilise l'homomorphisme I(L) - ^ I ^ L ) 0 ' 1 / ^ (L)0"1 qui à 9Ie/(L)
associe la classe de ST"1 modulo Io(Ly~1; le noyau est 1° (L) IQ (L).
On considère ensuite l'homomorphisme C—»/^)0"1//^^)0"1 qui à
y e C associe la classe de y AL modulo loÇL)0"1; cet homomorphisme
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(p-CLASSES INVARIANTES 341

surjectif a pour noyau L* (<r-l) E(L); l'application N induit, par passage
au quotient, un homomorphisme de C/L*((T-1) E(L) sur NC/NE (L)
qui est un isomorphisme);

(7) 1->N ̂ /N (T ( Lf -> € (Kf/N ê ( Lf -. € (K^/N ̂  -> 1.

On peut donc déjà exprimer | ̂ \ \ sous la forme suivante :

. , . \^(Kf\ \^W\]^(Kf\ \^(KflN^(Lf\,
' • \ê (Kfl^ (Kf n N ̂  \ \ <f* ( Lfl^ ( L)^-1) <p | ?

il faut ensuite effectuer deux autres calculs :
(i) celui du terme | € ( K ^ / N ^ (L)^ [ / K* (L)^ (L)^-1^] que nous

désignerons par a^\
(ii) celui du terme [ ^G (L^lj ^ (K)^ \ qui provient essentiellement

des idéaux ramifiés dans L/K.

2. Étude de a

On remarque que a est le quotient de Herbrand du G-module ^ (^y.
(a) Rappels sur le quotient de Herbrand (d'après [15], chap. VIII, § 4). —

Si A est un G'-module (G cyclique), alors le quotient de Herbrand de A,
q (^4), est égal (lorsqu'il est défini) à

1 AGIAV 1
^G4) = . J—JT—TT <°' générateur de G, v = STEG^)-

j\-erv AfA

Si on a une suite exacte de (7-modules 1—>A—>B—>C—>1 alors (si
les quotients de Herbrand sont finis) q (B) = q (A) q (C), et si A est un
G'-module fini alors q (A) = 1.

(b) Calcul de a dans le cas cyclique (1) sur Q. — Nous allons effectuer ce
calcul dans le cas où L/Q est cyclique de degré dl"1, m ^ n ^ 1, (J, /) = 1
(il est possible d'adapter le cas que nous allons traiter à d'autres situations).

Posons F = Gal(L/Q); LQ est le sous-corps de L de degré /w sur Q,
et KQ le sous-corps de K de degré lm~n sur Q; donc H = Gal(L/Lo),
G = Gai ( L / K ) . Soit À: le sous-corps de L de degré â^ sur Q. On introduit
alors les corps L ((p), K ((p), k ((p) correspondant au noyau de (p considéré

(1) En fait, comme on le vérifie facilement, il suffira dans tous les énoncés ultérieurs,
de supposer seulement que le /-Sylow de Gai (L/Q) est cyclique (autrement dit, le
groupe H peut être supposé abélien d'ordre premier à /).
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342 G. GRAS

successivement comme caractère du groupe de Galois de L/LQ, K/KQ
et k/Q et plus généralement de toute extension analogue. On a donc les
inclusions

Lo <= L((p) c L, Xo <= X((p) czK, Q c: fe((p) <= fe
et

fe((p)ŒX((p)c=L((p).

(a) Caractères : Soit % un caractère rationnel irréductible de L; on
désigne par %' un caractère de degré 1 au-dessous de 7, et par <p le caractère
/-adique au-dessus de jj. On désigne, comme dans [7] [chap. I, § 1, (6)],
par ï^, 3^ et 0^ les ensembles de caractères rationnels, de degré 1 et
/-adiques d'un corps Met, si ^F est un ensemble de caractères, XP+ (resp. ̂ ^
désigne le sous-ensemble des caractères pairs (resp. impairs) de y. Enfin,
pour les définitions de g^ G^ K^ et/^ se reporter à [7] [chap. I, § 1, (a)}.

Définissons le caractère modéré associé à un caractère : étant donné
%' eX^, on peut écrire ^/ = v|/ y', y' d'ordre puissance de / (y'^^lo)5

vj/' d'ordre premier à /(vj/'e^). Soient alors (p le caractère /-adique au-
dessus de \|/', et \|/ le caractère rationnel au-dessus de v|/'. On vérifie que les
caractères \|/, (p et v[/ ne dépendent respectivement que de %\ (p et %. Les
caractères \|/', (p et \[/ sont appelés les caractères modérés associés respec-
tivement à x', q> et 7 (\|/' e ï^, (p e Ofe et v[/ e 3^).

On remarque que (p est ici défini comme caractère de k\ il peut donc
être considéré comme élément de 0^ (d'où le fait que nous ayons pris la
même notation).

(P) Calcul de q (^ {Lf) : d'après le théorème de Dirichlet sur les unités,
il existe un sous-module E ' (L) de E (L) d'indice fini dans E (L), r-mono-
gène et sans Z-torsion.

Posons <T (L) == Zj (g) E ' (L). Considérons Zi comme F-module sur
lequel F opère trivialement; soit c un générateur de E ' (L\ et soit Tr
l'application trace de Z; [F] sur Z;; alors l'application

/: Z, [F] ̂  Z, © (T (L),

définie par œ —> (Tr œ, e"), est un homomorphisme de F-modules dont
l'image est d'indice fini dans Z^ ® (T (L). On déduit de [12] (III, §2),
sur l'interprétation du théorème de Dirichlet, que la représentation
Qi 00 (Z^ © <T (L)) de F est isomorphe à la représentation

©^e^Q^r]^,
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Ç-CLASSES INVARIANTES 343

de F. On en déduit en particulier que si L est réelle, alors/est injective et
que si L est imaginaire, alors Ker/= (o-_i—l)Zj[r ] (où a_i est la
conjugaison complexe).

Considérons maintenant les F-modules comme des G-modules; puisque
^ [r] e^ et ©^ g ̂  Zt [F] ̂  e^ ont même quotient de Herbrand, ainsi
que (cT-i-l)Z,[r]^ et ©^ o,; ̂ [F]^^, le calcul de q(f (LY)
en résulte; on a (que L soit réelle ou non) :

q^W)=^^q(Z,[r]e^e,))qWr1.

Pour calculer q (Z^ [F] ̂  ̂ ) on remarque que l'on a l'isomorphisme
de G-modules ([7], prop. 1.4)

z^rl^z^
OCi : caractère rationnel au-dessus de (pi); l'isomorphisme est déduit de
l'application

^«pi-^XiCO, Terod|(pi).
On a donc

^(z,[^]^^)=^(z^)xl(^)).
II suffit de caractériser les cas où ̂ \ (e^ est non nul et, dans ce cas, on a

q(^%M=q(Z^).

On vérifie facilement le résultat suivant.
LEMME 11.1. — On a ^ (e^) ^ 0 si, et seulement si, (pi admet (p pour

caractère modéré associé.
L'ensemble des caractères (p e O^, ayant (p pour caractère modéré associé,

est en correspondance bijective avec l'ensemble des corps K^ Oc au-dessus
de (p) tels que l'on ait k ((p) c: K^ c L ((p).

On distingue deux sortes de tels caractères (p :
(i) les caractères (p' tels que K ((p) c ̂  <= L (<p) (q/ [ ^),

(ii) les caractères (p" tels que fe((p) c: ̂  c K(^) ((p" 15c).
Posons A^ = Z^; on rappelle que A^ est muni de la structure de

G-module, définie par TCO = ^' (r) œ, pour tout T e G et tout œ e ^4^, ^ / 1 %.
Le calcul de q {Ay) en résulte facilement, et on obtient le lemme suivant.

LEMME 11.2. — Soit (pe^L de caractère modéré associé (p, et soit n
le degré résiduel de l dans Q.^ ((p | \|/) :

(i) ^^(p', ̂ ^r-^1^, f e { l , . . . ,^}; afo^ q (^) = Z-"^"1"",
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344 G. GRAS

(iï) si (p = (p", ̂  == /i^, f ( = { 0 , l , . . . , w-72 }; ato^

qÇAy) = r^^O-i)

(r̂ . /"^) si i > 0 (r^-. i = 0).

De même, pour G opérant trivialement sur Z;, q(Zf) est donné parle
résultat suivant.

LEMME 11.3. - On aq(Zf) = 1 pour (p ^ 1, q(Z^) == F ̂ ^.
Le calcul de a^ résulte des deux lemmes précédents.

PROPOSITION 11.1.

(i) Si l ^ 2 ou si l = 2 avec L réelle, alors a^ = 1 (resp. /-w) si (p ^ 1
(r^. (p = 1);

(ii) '̂ l = 2, L imaginaire, alors a^ = 2"<p2w~n (ré?^. 2~" 22W~M) 57 (p ^ 1
(r^. (p = 1).

Remarque 11.1. - Dans le cas l = 2, L imaginaire, (p ^ 1, alors
^ = (^ (^ : ̂  (TO2^)., Définissons alors ̂  et a^ :

(i) si / ^ 2 ou si / = 2 avec L réelle, on pose û^ = 1 pour tout (p, a° = 1
pour (p ^ 1, et û^ = /"";

(ii) si / = 2, L imaginaire, on pose a^ == (€ (K)9 : ê (^)2(p) pour tout (p,
û^ = 1 pour (p 7e 1, et cf[ = 2~".

On a bien a^ = a^ ar^ pour tout (p e ̂ .
(y) .ÉW^ ̂  ^ (A:)^' (K^ n ^J^*9.

Remarque II. 2. - On a (^(^^ : ̂ (Â')^ n ^J^*^ = 1 lorsque (p
est impair (/ ^ 2) sauf peut-être si K contient Ç^0 et si (p est le caractère
de Leopoldt 6 {cf. [7], I, § 1, (&), (p), pour la définition de 6) auquel cas
cet indice est égal à 1 ou /.

3. Étude de /G (L)lj / (K).

On sait que ^G (L) est engendré par j ^ (K) et par les produits
nk | p ̂  où P parcourt l'ensemble des idéaux premiers de K ramifiés
dans L/K, et où ^ divise p dans L/K. L'image du sous-module
^ = < • . . , ripip ̂  • • - > est encore génératrice dans ^G(L)/j ^ ( K ) ;
on peut donc étudier ^ à la place de ^G (L); ^ est un Z^ [r]-module
Z^libre, et on a ^ == ®p < . . . , n<p|p ̂  . • . >, où p parcourt l'ensemble
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(p-CLASSES INVARIANTES 345

des nombres premiers ramifiés dans L/K, et p l'ensemble des idéaux pre-
miers au-dessus de p dans K/Q. Posons

^ = < — - n < p i p ^ . . . > , p | ^ ;
on a alors

^n./W)== e^/(©^)nj^(X)
mais

(®^)nj^(K) = ©^njj^)) =©„<..., pA^ ... >, p\p;

par conséquent,
^njJW^e^/^),

où e (p) désigne l'indice de ramification commun dans L/K des idéaux p | p
dans K/Q. On est donc ramené à l'étude de ^p ou de ^p = = < . . . , p, . .. >,
p | p : on a ̂  ^ J^ comme F-modules. Introduisons alors le corps de
décomposition Dp de /? dans K/Q; posons D o = K o r } D p , k p = k r \ Dp,
Kp = KQ Dp et D = /; Z)p (en particulier, Â:p est le corps de décomposition
de p dans fe). On a alors ^p ^ Z; [F] v^ en posant Vp = ̂  T, T parcourant
Gai (Z//2)p). On a donc

^G ( L)̂  ̂  (X)^ ̂  Cp (Z, [F] Vp e,le (p) Z, [F] Vp ̂ ),

^<p étant considéré comme idempotent relatif à Gai (L/Lo) ^ H. On remarque
que l'on est ramené au calcul du quotient de Herbrand de Zj [r]Vp^
relativement cette fois à un groupe cyclique d'ordre e ( p ) opérant trivia-
lement. Par conséquent

q(Z, [F] v, .,) = Y[^q (Z, [r] ̂  .,),

(pi parcourant 0^ . D'après un calcul déjà effectué, il suffit de restreindre
le produit aux caractères (p e <Ï>p tels que (p soit le caractère modéré associé
à <p. On a ^ = g^ l\ i e {0, 1, . . . , k } en posant [Dp : kp] = /fc; on
vérifie facilement que q (Ay) est égal ici à

\AJe(p)A,\=(e(p)rli~l(l-l)

(resp. (e (p))^) si i ̂  0 (resp. i = 0).

Il y a alors deux cas : si (p ^ ̂  , alors q (Z^ [F] Vp e^) = 1, sinon

^(z,[r]v^) = (n^i^Cp))^^10"^)^^))"'
^(eÇp^^ÇeÇp)^''^

d'où le lemme suivant.
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3^ G. GRAS

LEMME 11.4. - \^WIj^(KY\ == n,(e(p)^^^ où d,{p) est
ainsi défini : d, ( p ) = [D, : ̂ ] si (p e <D^, d, ( p ) = 0 ̂ ^.

Remarque 11.3. - On vérifie facilement que (p est un caractère de k
si, et seulement si, ̂  ( p ) = 1 ̂ ' | <p) ([12], IV, § 5). En particulier, pou?
(p = 1, on a toujours d^ ( p ) ^ 0.

4. Expression des résultats (2)

(a) Énoncés (cas ordinaire et restreint).

THÉORÈME II. 1. - Soit L/Q cyclique de degré multiple de l" (l premier,
n ̂  1). Soit K le sous-corps de L défini par [L : K ] = l\ et soit H le plus
grand sous-groupe d'ordre premier à l de Gai (L/Q). Soit ̂ \ le l-groupe
des classes de L (au sens ordinaire) invariantes par Gai (L/K). Alors, pour
tout caractère irréductible l-adique (p de H, on a (3)

, ̂ . \^(Kr\^e(p))n^aïa^
^ ( K f ' . ^ { K f r ^ N ^ ) '

Si l'on remplace la notion de classe au sens ordinaire par celle de classe
au sens restreint, les calculs de CHEVALLEY se transposent facilement; il
est alors nécessaire d'introduire le groupe des unités totalement positives
E+W de K, et de considérer ^ (K) = Z, ® ̂ + (K). On obtient
alors le théorème ci-après.

THÉORÈME 11.2. - Soit L/Q cyclique de degré multiple de /" (l premier,
n ^ 1). Soit K le sous-corps de L défini par [L : K] = /", et soit H le
plus grand sous-groupe d'ordre premier à l de Gai (Z./Q). Soit ^ïes (K)
(resp. ̂ s) le l-groupe des classes au sens restreint de K (resp. celles, au
sens restreint, de L, invariantes par Gai (L/K)). Alors, pour tout caractère
irréductible l-adique (p de H, on a

i^es.,^ [^-(xrinp^^r-^^s0

' ((^(^^(i^nNj^*9)

(b) Décomposition de ̂ \ en produit d'entiers.

(2) Voir note de bas de page, § 2 (b).
(3) Pour les définitions des quantités intervenant dans cette evpression, se reporter

respectivement au lemme 11.2, à la remarque II. 1 et au lemme 11.4
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THÉORÈME 11.3. - Soit L/Q cyclique de degré multiple de l " (l premier,
n ^ 1). Soit K le sous-corps de L, défini par [L : K~\ = /", et soit H le
plus grand sous-groupe d'ordre premier à l de Gai (2./Q); alors, pour tout
caractère irréductible l-adique (p de H, on a

(i) si l 7e 2 ou si l = 2 avec L réelle, alors

n^eW^^a0,
^(Kf\^(Kf(^N^)

est entier,
(ii) si l = 2 et L imaginaire, alors

_n^(p))"^<^
(^+ (Kf : ̂ + (K^ n N ̂ )

est entier.
Démonstration. — Considérons le symbole de Hasse ((P, L / K ) / p )

(cf. [10], II, § 6) défini par a e K^ -> {(a, L/K)fp) e G, p place déterminée
de K', on écrira ce symbole (a/p) pour simplifier (4). On considère alors
l'application / : E (K) —> ]~[p Gy défini par s -> ((£/?))„, où p parcourt l'en-
semble des places de ^ramifiées dans L / K , et où Gy est le groupe d'inertie
de p dans L/K (en effet, pour toute unité g, on a nécessairement (s/p) e Gp
(ç/*. [10], § 7)). Cette application est un homomorphisme de groupes
(multiplicativité du symbole de Hasse).

Posons G = ]~[p Gy, et mettons sur G la structure de r-module suivante :
si (orp)p e G, on pose

(a )̂; = (o^-i)p, pour tout reF

(si p est une place à l'infini associée au conjugué T' K de K, alors p^1

est la place associée à TT' (Â^)).
Avec ces définitions, on a le résultat suivant.

LEMME 11.5. — Uapp lication f est un homomorphisme de Zj [T^-modules
dont le noyau est égal à E(K) n NL*.

On a/^) = ((£Vp))p. Pour étudier (sVP)? reprenons la définition du
symbole de Hasse pour (c/p) (cf. [10], II, § 6, n° 1) :

(i) Cas des idéaux premiers : Soit f la partie finie du conducteur de
L/K; on choisit ae K* tel que a&~1 = 1 mod fp et û =s 1 modf/f^ (où
fy désigne la p-participation du conducteur); on pose aA^ = a et le sym-

(4) Pour des commodités d'impression, les symboles usuels de Hasse et d'Artin sont
parfois écrits sur la ligne (*/*) au lieu de (*).
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bole de Hasse (s/p) est défini par le symbole d'Artin ((L/K)/û). On aura
donc ^6-^ =E 1 modf; = f^ et ^ = 1 modfVf^ (a /mon F peut être
différent de f; on peut cependant supposer f invariant par F car il suffit
de résoudre les congruences, relatives à s, modulo un multiple convenable
de f contenant les mêmes diviseurs premiers et invariant par r : ceci est
possible car L étant abélienne, si une place p est ramifiée dans L/K, toute
place conjuguée de p dans K/Q est aussi ramifiée dans L/K, donc divise f).
On a alors ^ A^ = ^ soit (sVp') = ((L/K)/û^ et, d'après les propriétés
du symbole d'Artin, on a

(WWWV.YW
V e 1 / \ û / V a /

car L/À' est abélienne. D'où (cVp") = (s/p).
(ii) Cas des places à l'infini : Soit f^ la partie non finie du conducteur;

comme L/Q est abélienne, le seul cas à examiner est celui où L est imagi-
naire et K réelle (/ = 2); dans ce cas, f^ est le produit des places à l'infini
de K. Pour une place à l'infini p; correspondant à T» e Gai (K/Q), on a
(s/?,) = <j_i (resp. 1) si s^ < 0 (resp. s'1 > 0); il est alors clair que (e'/pj)
est caractérisé par le signe de c^'"1 = s"1, d'où (sVp^) = (s/p,). On obtient
îîloT*^

/(^ff8^) =ff-^)) =/(^ pour tout rer.
WP/A \\P 7/p

D'après le théorème des normes de Hasse, on a £ e NL^ si, et seulement
si, e est norme locale partout. Or, lorsque p n'est pas une place ramifiée,
on sait que toute unité est norme locale; d'où s e NL^ si, et seulement si,
/(s) = 1, soit ceKer/.

Soit GQ =Y[yGy, p parcourant l'ensemble des idéaux premiers de K
ramifiés dans L/K. Posons E(K) = E(K) (resp. E+ (K)) dans le cas '(i)
(resp. le cas (ii)) du théorème. On a donc une suite exacte de la forme

1 -^ È(K) n N L * -> É(K) -> Go

qui conduit aux suites exactes

l-^ÔÇK^nN^^-. é(Kf-^ Go, (ped^.

On peut écrire Go = @p Gp, p ramifié dans L/K, avec Gp = f ] . p G^.
On vérifie facilement que

~G, ̂  We(p)z)[r]v, ̂  z,[r]v^(p)z,[r]v,,
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module que l'on a déjà étudié : on a | G9 \ = (e (p))"^ (p). Le théorème
est démontré pour (p + 1. Supposons (p = 1. On vérifie que l'on peut
supposer L = LQ, K = Ko et fc = Q. On a la suite exacte

1 -^(Ko) n N^ ^^(Ko) -^ F[p ̂ ,

p idéal premier de KQ. On a alors la formule du produit ]~[p (e/p) = 1
(en limitant le produit aux idéaux premiers de KQ ramifiés dans Lo/Ko).
Soit /?i un nombre premier totalement ramifié dans LQ/Q (qui existe car
LQ/Q est cyclique de degré /m), et soit pi l'unique idéal premier de KQ
au-dessus de p^\ on peut construire l'homomorphisme de r-modules
^(Ko)—>}~[y^y^Gy défini par e—^s/p))^^. La relation du produit
fait que le noyau est toujours € (Ko) n N J^; le théorème résulte alors
de la définition de a^ pour (p = 1 et du fait que l'on a pu choisir p^ tel
que | G^\ = l\

(c) Application aux classes relatives. — Si L est imaginaire, notons
e^f (L)~ le groupe des /-classes relatives de L.

COROLLAIRE 11.1. — On suppose que l = 2, que L est cyclique imagi-
naire^ et que K est son sous-corps réel maximal. Alors une condition néces-
saire et suffisante pour que le module (^ (L)~)9, (pe0^, soit trivial est
que l'on ait les trois conditions :

(i) ^(Kr==(l);
(ii) ^+ (K)9 = €(K^\
(iii) ((p 7e 1) pour tout p ramifié dans L/K, (p ^ 0^ ;
(iii') ((p = 1) il existe dans LQ/Q un unique nombre premier ramifié dans

LQ/Q (donc totalement ramifié dans LQ/Q).
Démontrons d'abord le lemme suivant.

LEMME 11.6. — Soit L une extension imaginaire cyclique de Q, et soit K
son sous-corps réel maximal; alors (pour 1=2), ^ (K)9 i=- 1 entraîne
(^(L)-r^(i).

En effet, soit h un élément d'ordre 2 de J'f (K)9, et soit h' l'extension de
h à ̂  (L)9; d'après [8] (prop. II. 1), A' est encore d'ordre 2 dans ^f (L)9;
comme N^^ A' = A2 = 1, il en résulte que h' e(^ (L)~)^ qui est non
trivial.

On a \^(LY\ = | ̂ (L)~^\\^(KY\ (il suffit de considérer la
suite (exacte, car L/K est ramifiée) :

1->^(L)~ ->^(L)^^(K)->1
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en (p). Si (^(L)~Y = (1), on a donc ^(L)9 = (1), soit nécessairement
^\ = (1), soit

Ilp {e (p))"^(p) ̂  = (€ (Kf : € (Kf n N J^).

On a (T (^ n ^Jêf*9 c ^+ (^ puisque Z/Â: est imaginaire;

^(Kf:^(Kfr^N^)

= OW* : ̂  (Kf).^ (K)9 : ̂  {Kf n NJ^*9);
or

R f^f^^^^ ,,o oop^^J ^__ ^ jj .̂ ^^ ^y
{^(Kf^^ÇKf^N^) v • • ^ (^(^^^-'-(Xn

sont entiers. On doit donc avoir (€ C^)9 : ̂ + (^T)^ = a^\ or

^^(^(^r:^^)^),

ce qui fait qu'on obtient bien la condition (ii); on a alors

(^+ (̂  : ̂ + (̂  n N^) == (^(iC)^ : ̂ (K)^ n NJ^*9) = 1

et on doit avoir a°^(eÇp)y1^^ = 1; si (p ^ 1, pour tout p ramifié
dans L/K, d^ ( p ) = 0, d'où (iii); si (p = 1, la condition

Wp(e(p)r^^=l

se traduit par 1/2 []? (<? (^))dl (p) = 1 et (iii) doit être remplacée par (iii').
La réciproque est évidente.
On obtient ainsi une généralisation d'un théorème de FURUYA

([2], th. 3) (5).

COROLLAIRE 11.2. - On suppose l = 2 et L réelle. Alors une condition
nécessaire et suffisante pour que ^w {Lf == (1) est que Von ait les trois
conditions :

(i)Jf(^=(l);
(ii) ^+ (KY == ^(K)2^,

(iii) ((p ^ 1) pour tout p ramifié dans L/K, (p ^ 0^ ;
(iii') ((p = 1) il existe dans LQ/Q un unique nombre premier totalement

ramifié dans LQ/Q.

(5) Ainsi qu'un résultat de 0. Neumann exposé aux « journées arithmétiques ))
de Luminy (juin 1978).
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On utilise les théorèmes 11.2 et 11.3 (i), et on conclut de manière ana-
logue à celle du corollaire précédent. On remarque que dans ce cas (/ = 2
et L réelle), le résultat du corollaire s'applique à tous les corps ^intermé-
diaires entre L et k, donc à k en particulier.

m. — Application à une conjecture sur le théorème de Stickelberger

Soit % un caractère rationnel irréductible impair, et soit <p un caractère
irréductible 2-adique, <p | X; on appelle comme d'habitude (p le caractère
2-adique modéré associé à (p, et \|/ le caractère rationnel modéré associé à 7.

1. Rappels
On rappelle que dans [8] (chap. II, § 1) nous avons défini les modules e^fy

et les invariants /-adiques m^(h) et w^(^f) ([8], déf. 11.8 et 11.7).
L'interprétation du théorème de Stickelberger ([8], th. 11.5 et 11.6)

nous a conduit à formuler la conjecture suivante, dans le cas / = 2 et
(p impair ([8], rem. 11.6) : « l'idéal ^p00 annule ^f- » : on rappelle/<
que ̂  désigne l'idéal maximal de Zîf^ et que l'on a, par définition,

^<pW=Q^(^-^Z^)(^|^ ^ K^Q,

^W-I^Q^^~I^^)^,|^

si
i(4)K^ = Q et K^ Q

où B^ Oc'"1) désigne le nombre de Bernoulli généralisé relatif à ̂ /-1 (cf. [7],
II, § 2). Remarquons enfin que l'on a Jf<p = (JT (Ky)~y (cf. [8], chap. I,
th. 1.2 et cor. II. 1), ce qui permet de faire le lien avec les résultats de II,
§ 4 (c).

Pour tout corps cyclotomique Q^, nous désignons par a^, (a,f) = 1,
le symbole d'Artin habituel, et par (L/a) sa restriction à un sous-corps
L de Q^. En particulier, a_i est la conjugaison complexe.

2. Résultats
THÉORÈME III. 1. — Soit (p | 50 un caractère 2-adique irréductible impair.

Soit (p 1 \|/ le caractère modéré associé à (p. Uniquement dans le cas (p 1=- ^
(i. e. <p 7e %), on suppose qu'aucun nombre premier ramifié dans K^IK^
n^est totalement décomposé dans K^ et que les seules ^-unités totalement
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positives du sous-corps réel maximal de K^ sont les carrés des punîtes.
Alors ^<P (h) annule ^^.

Démonstration. - Soit G^ = Gai (KJQ), et soit S^ l'élément de
Stickelberger associé à K^\ on rappelle que, pour tout élément Q e Z [(7J
tel que Q S^ e Z [G'J, alors, pour tout idéal premier ^ de ̂  (non ramifié
dans ^/Q), ^"SKy- est principal.

Distinguons deux cas selon que (p 7^ \|/ ou non (i. e. (p 7^ ^ ou non).
(i) Cas où (p 7e v|/; ^ ̂  afor^- distinct d'une puissance de 2. — On a

-̂̂ ,,./.,.,(fy\.
Considérons Î2 = (K^/a)-a, avec a premier à /^; on a ([8], chap. II,
§ 4 (6)) :

((ï)-'')51--1——-^)"-
où ^ = (a&-[ûA])//^, en désignant par [ ] la fonction résidu positif
module/^. Définissons B : si/^ est pair, alors on pose

B ={b,0<b<fJ2, (&,/,)=!};

si/^ est impair, un seul des deux nombres b ouf^—b est impair, on pose
-dans ce cas ,

5 = { & , 0 < f o < / , , ( f o , 2 / , ) = l } .

Dans les deux cas, on a

{ b, 0 < b < fy (b, fy) = 1} = B u (/x-5) (réunion disjointe).
On a

/Y^ ^ v , /'^xV1 v . ( ^x V1

((Tj-"}51---^^^"} -^^-(^J ;

or on vérifie que À .̂ _^ = a — 1 — ^ , d'où

((tH-
-Z.(.(̂ )-.(t)-(S)(.->-.))

—'(^^(^^B)-)^.^)-
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LEMME III. 1. — Pour tout entier N, on peut choisir a premier à f^
de telle sorte que l—a==0 mod 2^ et tel que (K^/a) soit d'ordre non
puissance de 2.

En effet, sïf^ est impair, et si a est tel que (K^/à) soit d'ordre non puissance
de 2, ce qui est possible puisque K^ ^ Q, la congruence a+'kf^ = 1 mod 2^
est équivalente à la congruence Kf^ = 1 —a mod 2N qui est toujours soluble
en K puisque f^ est impair.

Si f^ est pair, posons /^ = 2"/^, /^ impair. Puisque Â^ ^ Q,
[A^ Q(2") : Q^] n'est pas une puissance de 2, et on peut trouver a premier
à /^, û? = 1 mod 2" (correspondant à c^ e Gai (Q^/Q^^)) tel que (K^/a)
soit d'ordre non puissance de 2 (par exemple générateur dans
Gai (^ Q^'VQ^)). La congruence û+V, == 1 mod2N équivaut à
la congruence X/^ == 1 -a mod 2^ soit À,/^' = (1 -a) 2~" mod 2^"" qui est
soluble en À, puisque f^ est impair (si N ^ n, a convient).

Les hypothèses du théorème (appliquées à L = K^ et à K égal au sous-
corps réel maximal de Ky) conduisent à

UMP))"^^ ^ (c/. th. 11.2 et th. iï.3).
/• •»-̂ '\ m <a /• •»-^-\ <n •» T -̂/i îten»\ v " •/

(^(Kf\^(Kf(^N^)

On a donc | ̂ \ \ = | c^f (K)9 \ ; considérons alors le quotient de Herbrand
de J^ (L)^ (égal à 1) relativement au groupe

1 'ŝ  1 1 ^^ 7'\(°-i~l)<p |
G = { l , a _ , } : q(^(Lr)-=——-^ x l 6 " ^ — — — — 1 = 11 J [^(Lri |Ker,^(L)(p|

(v = <j_i+l) ; or l'application canonique ^f (^)—>Jf (L) étant injective
([8], prop. 11.1), il en résulte que Ker^c^f (L)^ = ̂ ; l'application
N : ^ ( L ) - ^ ^ f ( K ) étant surjective, on a ^f (Z/)^ ^ ^f (^)(P, d'où :

^^^(iC^0--1''1^.

Soit alors À une classe de ̂ ; A = h^-1'1, ho e e^f (^^ et représentons
AO par un idéal ^ premier de K^ non ramifié dans K^/Q; alors ^p0-1"1

représente h, ^W^-^8^ est principal, et /?o est annulée par
(1 -a) a_i ̂  CW +(a_i -1) ̂  ?i, (^/6)~1. Ceci étant valable sans
hypothèse sur a, choisissons a comme il est dit dans le lemme III. 1, avec N
choisi de telle sorte que 2N~1 annulent (Ky)\ alors (cr-i -1) ̂ 5 ̂  (K^/b)~1
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annule hy et ̂  ̂  (A:^)-1 annule h donc^f,. En terme de Z^)-modules
^ est annulé par E^x'-1^) et par ^(l-^CT.i^x'-1^) (avec
l—a == Omod2iv). Or

(X'(a)-a)^l(x'-l)=(a-l)Z^'-lW-2SB^X'-l(&).

II en résulte que 1/2 (%' (a)-a) B, (x'-1) annule ̂ ,; or x' (a)-a est inver-
sible dans Zy par choix de a(x'(a) est une racine de l'unité d'ordre
non puissance de 2); d'où le résultat dans ce cas.

(ii) Cas <p = v|/. - Posons A = Zf^; on a

,̂ ̂  W x ... x Al^, n^n^...^n,>0
et

|̂ | =2("l+•••+"••)''-l>.

Posons (l/2)^(x'- l)^=^ et supposons K^ qW; on a alors
m = w,(A) (resp. w^(A)-l) si K^ ^ Q (resp. î, = Q). Puisque (p = v|/
(donc (p = x), le théorème 11.2 de [8] conduit à

\ \ = 1 ̂  1 = (^rix-1 x^^i (x'-1)) = 2^+'B^.Pf

avec a^ = 1 (resp. 0) si K^ = Q (resp. A^ ^ Q); on a donc :
HI+ . . .+«,= m+l si ^ = Q (car, dans ce cas, 77, = 1 et o^ = 1),
«i + ... +TÎ, = w sinon. On a donc «i + ... +n, = m^ (h) dans tous les
cas; par conséquent, n, ̂  m^(h) pour tout /, et ̂  w annuler . D'où
le théorème. v

IV. Application à des problèmes de parité des nombres
de classes réelles et relatives

1. Introduction

Un certain nombre de résultats ([3]; [8], prop. 11.1; [16], th. 3) mon-
trent qu'il existe un lien entre classes réelles et classes relatives, lien que
nous nous proposons d'établir de façon plus complète, grâce à l'utilisation
simultanée des résultats sur les (p-classes invariantes, de ceux que nous
avons obtenus dans [5] et [6], de ceux de [13], et enfin d'une nouvelle
propriété des nombres de Bernoulli B^ (x'-1) que nous allons établir pour
commencer.
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2. Relation entre nombres de Bernoulli et signatures (Tunités cycloto-
miques. Application

Soit ^ un caractère rationnel impair, et soit G^ = Gai (Â^/Q). Soit a
premier à/^ choisi tel que (K^/a) engendre le groupe G^. Il est clair que
l'on peut choisir a impair.

Posons o) = exp(in/f^+in); si /^ est impair (resp. pair), œ est une
racine primitive d'ordre/^ de l'unité (resp. d'ordre 2fy). Posons

e^Cœ^-œ-'Kœ-œ-1)-1;

on a le résultat suivant qui établit un lien fondamental :

LEMME IV. 1. — Le nombre Q^ est une unité réelle de Q^; en désignant
par s la fonction signe additive, on a s (9^) = ^ mod 2 pour tout
a, e Gai (Q^/Q) tel que 0 < b </„ (b, 2/,) = 1, avec ̂  = (ab-\_ab~\)lf^

Si /^ est impair, on constate que Qa e Q^^ Si /^ est pair alors,
Gai (Q^VQ^) = { 1, a^ } avec c = 1+/^; or œ00 = -œ et, comme û?
est impair, on a bien 6^° = 6^. Enfin il est clair que 9^ est réelle. Soit
a^ e Gai (Q^/Q) (en choisissant Z? impair, 0 < b < fy) : on a

9^ = (œ^-œ-^Cœ^œ-')-1

=(-l)a&+fcsin(7^afc//,)(sin(7^&//,))-l;

on a a6 = [ûè]+^/^, soit

9^= sin(7r[^&]//,+7i^)(sm(7rfc//,))-1

= (-l)^sm(7r[a&]//,)(sin(7c&/y,))-1

qui est du signe de (—1)^; d'où le lemme.
D'après les calculs effectués dans III [§ 2], on a

((&)-̂ .(I-,,),.,E.(&F(,.,-,,Z,̂ )-
où 5 est l'ensemble défini dans III [§ 2]. On peut donc écrire avec x' 1 X :

(X'(a)-û)Bl(x'-l)=(fl-l)LiX'-lW-2S^X'-lW
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soit

j(X/(a)-a)B,te/-l)=^lS,x/-l(&)-^^x/-lW

sa^EBX'-lW+EBX/~ l(fc)s(9:b)mod2

(on peut appliquer le lemme IV. 1, car tout À G 5 est impair).
Écrivons ^ = v|/ y' (c/. II, § 2 (ZQ, (a)). Les racines de l'unité y ' ( b )

sont d'ordre puissance de 2, et vérifient y' (b) == 1 mod^ D'où dans
ZW

jcx'W-^^Cx'-^^^^^-^^+^^^W^ce^mod^.

Comme v|/' est pair, on a v)/ (-6) = v|/' (6), et comme 9^ est réelle, on a
^(9^) = .y (9^); on est donc amené à introduire Q^ et^+, sous-corps
réels maximaux de Q^ et ^ respectivement. On obtient alors (où a
décrit Gai (Q^/Q)) :

EB ̂  ~1 (^) 5 (9^) = S '̂ -1 (a) 5 (9^).

Décomposons cette somme modulo H ' = Gai (Q^/^) : on obtient
(avec a e G^, T e ̂ f') :

Eo,^/~l(o)5(9r)=E^/-l(a)5(9n
en posant

Q^^Q^/^Qa;

on a donc

J(X^)-^)B,Oc'-1)

sa^l|^/|EoeG^/"l(^)+EoeG^'-l(a)5(9,o)mod^.

On remarque que, pour v|/ ^ 1 (i. e. K^ ^ Q), alors ^^ç v)/"1 (a) == 0
et que, pour v|/ = 1, alors 1^^ ^l7'"1 (^) = 1.

Considérons l'homomorphisme signature restreint au groupe des unités
de ^, S : E (K^) -> fy défini par s -^ (s (e0))^, a e G^. On munit F^
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d'une structure de G^-module en posant (SyYy = (Sy^)y pour tout T e G^.
Dans ces conditions, S est un homomorphisme de G^-modules. On a
l'isomorphisme canonique de G^-modules : FI4' —>• F^ [G\(J défini par
(^0)0 —>> SoeG^ ̂  a-l' ^)n ̂ P^l6 encore 5' l'application ^ (K^) —> F^ [G^]
qui en résulte canoniquement.

Le diagramme ci-dessous est commutatif ((p e <Dy) :

^[^^^Z^^Z^/^

mod 2

^y^F.CG^
et on a l'isomorphisme F^ [G'̂ ,] ̂  = Z^^V^, ̂  désignant l'idéal maximal
de Q^. On peut donc considérer l'homomorphisme de G^-modules,
noté par abus v|/' 5' : € ÇK^)9 --> Z^V^ et où \|/' 5' (s) est la classe de
Z<y6G vl / /~ l (a)ls (£CT) m0^ ̂ - On a en particulier ici

^/ 5(6,) = S.ec^(0vr1 (cT)mod^;
y\. ./N.

on a donc prouvé (compte tenu du fait que ̂  est au-dessus de ̂  dans
Qîf^) le résultat suivant.

THÉORÈME IV. 1. — Soit x '1 X M/z caractère irréductible impair de
caractère modéré associé v)/ | ^f; soit a impair tel que (K^d) engendre G^,
et soit

Qa == ̂ ^/^((^-©-^(CÙ-œ-1)-1), CÙ = eXp((7T/4+f7T);

(i) si^ ^ l , a l o r s ^ S ( Q , ) = 1/2 (^ (a)-d) B, (x'-^mod ̂ ;
(ii) ^^ = 1, ato^ 9, =±1 et

^e^'1-1 [Qwi-Q]+l(x'(a)-a)^(x'-l)mod ̂ .
^ ^ ^

II faut maintenant examiner 9, qui n'est pas nécessairement une unité
cyclotomique « de base ». On suppose v|/ -^ 1.

LEMME IV. 2. — Posons

W=Y\^f(l-(K^\ \ avec la convention f^î^O si q\f^.
\ \ ^ / / \ ^ /
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Alors Q^ = le^0-1^, où Q^ est le nombre défini par LEOPOLDT dans [11'}
(§ 8, 1). L J

Posons ^ = exp(2în/f) pour tout entier/> 0; alors on a œ2 = C,
e t œ = - Ç ^ . O n a /x

e^Cœ-œ-1)--1^^-^)-^

= (^.(^-l))'0-1 = œ'(Ç^-l)0-1, avec œ^ = 1.

On a ^Q(^)^ 9, = 9,2, car 6, e Q^. D'où

9^2 = ̂ Q<^);^ ̂ Q</X)/Q(^) e^ ;
or d'après [11] (§ 8, 2), on a AQ(/,),Q(^) (Ç^-l) = (Ç^-l)^, d'où

O.2 = NQ^)^ (œ- (Ç^_ O^"1) ïr) avec œ'̂  = 1 ;

or K^ étant réel, on a

A'2 — 4- /V ( ^ "» ^ i^((ya-l)^.^ ~ ~1-ly Q^^/K^ ̂ f^ ~~ -U 5

d'après [!!](§ 8, 1) :
N^/K^-I)==±QÏ,

d'où e,2 = 92 <--1)^ et 9, = ±6^-1) ̂  Ce qui démontre le lemme.
Pour faire le lien avec les résultats de [6], il faut introduire l'unité cyclo-

tomique ^ = 95^-1), ̂  = ripi.J^-l) (cf. [6], II, § 2), avec ̂
générateur de G .̂ On a alors 9^ = 9(^-1)^0^ ^ ^^^ ^,^

9^=<^((p|v|/),

ce qui conduit, par l'homomorphisme \|/' 5' (\|/ | (p) à

^(WfS(^=^(WWS(^)

(car ^^l). On remarque que ^ (W) = Yi^^(l-^~1 (q)\ On
remarque aussi que v|/' (ô^) est inversible modulo ̂  car \|/' ((J^)^^^ est
une racine d'ordre p de l'unité, et on a ^ ^ 2 car g^ est impair.

Soit ^ = Z^ (x) F, F désignant le groupe des unités cyclotomiques de
K^ (celles de LEOPOLDT ([11], § 8, 4) qui sont utilisées dans [6] (p. 181);
en particulier ^ est engendré par r^). Alors ^(p est inclus dans ^+

(^+ = Z^ ® 774') si, et seulement si, \|/' 5'(r|^) = 0 mod^.
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Si l'on suppose maintenant v|/' (W) ̂  0, alors nécessairement ^(^F) est,/\
inversible module ̂  car autrement, c'est qu'il existe q \f^ tel que \|/' (^)
soit racine de l'unité d'ordre puissance de 2; or \|/' est d'ordre impair et
la seule possibilité est v|/ (q) = 1, ce qui n'est pas. D'où ^'(p c: ^r+ équivaut
à \|/' 5' (n^) == 0 mod ̂ , qui équivaut à (th. IV 1 (i)) \|/ S (Q^) = 0 mod ̂ ,
soit

Ja'W-^B^x'-^^Omod^,

soit

^(x'-^Omod^,

car %' (a)—ûf est inversible modulo ̂ . On a donc démontré le théorème
suivant.

THÉORÈME IV. 2. — Soit (p 1x un caractère 2-adique impair tel que g^
soit distinct d'une puissance de 2, et soit (p | \|/ son caractère modéré associé.
Soit ^ = Z^ ® F (resp. ^r+ = Z^ ® F4') où F (resp. F4') désigne le
groupe des unités cyclotomiques de K^ (resp. celles qui sont totalement
positives). On suppose en outre

n,iAo-^te))^o(vi/'|(p).
Alors on a ^vf = ^r+<? si, et seulement si, l'invariant analytique m^(Ji)
est non nul, soit encore, si, et seulement si,

J^a'-^Omod^Oc'lq)).

On remarque que l'implication ^'<p = e^9^ m^(h) + 0 est toujours
vraie.

Désignons par (p (resp. (p) le miroir du caractère 2-adique (p (resp. (p)
([13], § 3, p. 305). Si (p est le caractère modéré associé à (p alors (p est le
caractère modéré associé à (p.

Avec ces notations, on peut énoncer le critère de parité suivant qui
établit un lien de type analytique entre classes réelles et relatives :

THÉORÈME IV. 3. — Soit L une extension imaginaire cyclique de Q,
et soit k le plus grand sous-corps de L de degré impair sur Q. On suppose
k =/= Q, et on suppose qu'aucun nombre premier ramifié dans L/k ne se
décompose dans k. Alors, une condition nécessaire et suffisante pour que
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fe nombre de classes (au sens ordinaire) de k soit pair est qu'il existe un
caractère 2-adique impair (p de L (de caractère modéré non trivial) tel que
m^ (K) et m^ (h) soient non nuls, soit encore que Von ait

J^a'-^^J^^^Omod^^'Icp).

Démonstration. — Du critère de parité que nous avons obtenu dans [5]
et [6], il résulte : on a | Jf (k) \ ̂  1 si, et seulement si, il existe un carac-
tère 2-adique (p ^ 1 de k tel que ̂  c ̂ r+ et ̂  <= ^r+ (cor. IV. 2 de [6]),
donc (th. IV. 2 ci-dessus) si, et seulement si, m^ (H) et m^ (h) sont non nuls.

Remarque IV. 1. - Étant donné Â:/Q (cyclique réelle de degré impair
quelconque), on peut toujours trouver une extension cyclique imaginaire L
contenant k et pour laquelle les hypothèses du théorème soient vérifiées
(on peut par exemple composer k avec un corps quadratique imaginaire
convenable).

3. Un résultat de type arithmétique

Donnons maintenant un résultat utilisant les calculs sur les (p-classes
ambiges et les résultats de [13] :

THÉORÈME IV. 4. — Soit <p | % un caractère 2-adique impair tel que g
soit distinct d'une puissance de 2, et soit (p | \|/ son caractère modéré associé.
On suppose ̂ , ̂  (1 - v|/' (q)) ^ 0 (\|/' | (p). Alors les deux groupes ̂  et ̂
sont non triviaux si, et seulement si, l'un des deux groupes ^ (K^ ou
^ (K^ est non trivial.

Démonstration. — Démontrons d'abord le lemme suivant.

LEMME IV. 3. — Sous les hypothèses du théorème, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) ^<p = (1);
(ii)^(^=(l);

(iii) ̂ , (KJK^ = (1);
(iv) e^f^s (^)<P = (l).
On désigne par K^ le sous-corps réel maximal de K^. Montrons que (i)

entraîne (ii). On a la suite exacte

1 -> ̂ -^ ̂ (K^^^ÇK^-. 1;

si ^<p==(l) , \^W\ = \^(K^\, d'après le lemme 11.6, on a
nécessairement Jf (K^ = (1), d'où^f (K^ == (1). L'implication (ii) => (i)
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et l'équivalence (ii)<^>(ni) sont évidentes. L'équivalence de (iii) et (iv)
provient du calcul du nombre de (p-classes ambiges dans K^IK^ : comme
(p ^ 1, l'hypothèse du théorème conduit à la relation (th. 11.2 et 11.3) :

I ̂ rc^xWl = l ̂ i(KjK^r\ = \ ̂ w\.
Supposons maintenant ̂  ̂  et .̂ ^ non triviaux. En vertu du lemme précé-

dent, ̂ Tes (K^ et ̂ Tes (K^ sont non triviaux. On utilise alors le théorème 2
de [13] (cas abélien, §3.3 (i)) qui affirme que l'une au moins des différences

ou
dim^ (JT68 (K^) - dim^ (^f (K^)

dim^ (^res (K^) - dini2 (^ (K^f)

est nulle et que l'autre ne peut valoir que 0 ou n^ (ici, dim^ désigne le 2-rang
d'un Z^-module); donc l'un des deux modules ^ (K^f ou ^ (K^ est
non trivial.

Supposons enfin ^ (K^f ^ (1), ce qui entraîne ̂  + (1). On utilise
alors l'analogue de la « Spiegelungsrelation » de Leopoldt dans le cas
restreint ([13], § 3) : on a

dim^ (^f (K^) = dim^ WKy,

où R est le radical associé à la 2-extension abélienne de K^ non ramifiée
pour toutes les places ([13], § 1.1). On a donc, par hypothèse,
dim^ WK^f + 0, et il existe a e K^ tel que K^ (^a) soit une extension
quadratique de K^ non ramifiée partout; il en résulte a A^ = a2 (a idéal
de K^) et a > 0. Si a est non principal au sens ordinaire, il en résulte
^ (K^ + (1); si a = P A^, |3 e K^, alors a = P2 e, s ç=E+ (K^), et on
a ^+ (K^f = € (K^f. Ainsi dans tous les cas ^Tes (K^ ^ (1), soit
^ ^ (1).

4. Remarques sur les résultats précédents
Si l'on utilise les conjectures sur les invariants (cf. [8], Rem. III. 2)^

on obtient alors la conjecture suivante pour laquelle il serait très intéressant
de trouver une démonstration directe :

CONJECTURE. — Soit <p | / un caractère 2-adique impair tel que g^ soit
distinct d'une puissance de 2, et soit (p | v|/ son caractère modéré associé.
On suppose n,i^(i--^))^(w|(p).
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Alors une condition nécessaire et suffisante pour que l'un des deux modules
^ (K^ ou ̂  (K^)v soit non trivial est que l'on ait

JB, (x'-1) == ̂ B, 0') == Omod^ùc' | (p).

Remarque IV. 2. - Une certaine crédibilité, concernant la conjecture
sur les invariants que nous avons formulée dans [7] et [8], est aussi accor-
dée par d'autres auteurs (cf. [4] et[9], où il est démontré que les conjec-
tures de COATES et LICHTENBAUM entraînent la conjecture sur les invariants).
Cependant, on remarque qu'il « suffirait » du critère analogue au critère
démontré par RIBET [14] pour les ^-classes relatives des corps Q^

^à savoir, ici, que ̂  ^ (1) si, et seulement si,

^(f-^EEOmod^Oc'lq))^

pour démontrer la conjecture et réunir ainsi les résultats des paragraphes 2
et 3 en un seul énoncé.

Citons maintenant deux corollaires aux résultats obtenus afin de mettre
en évidence quelques cas particuliers significatifs.

COROLLAIRE IV. 1. — Soit L/Q imaginaire cyclique; soit k le plus grand
sous-corps de L de degré impair sur Q et soit LQ le sous-corps de L défini
par [Z :Lo] = \k : Q]. Supposons Gai (Â;/Q) d'ordre à tel que -1 soit
congru à une puissance de 2 module d (condition équivalente à (p == (p,
pour tout (p e ̂ ). Si aucun nombre premier ramifié dans L/k ne se décompose
dans k, alors une condition nécessaire et suffisante pour que ^ (k) soit non
trivial est que \ ̂  (L)~ \ / \ ̂  (Lo)~ ] soit différent de 1.

En effet, on a Jf (L)~ = ©^ (^f (L)~^; or

i^(L)-i/ i^(Lo)-i=n^ii(^(L)--)^i=n^ii^i.
On utilise alors le théorème IV. 4 dans le cas où (p = (p pour tout (p.

Ce résultat en généralise un certain nombre dont [3] (th. 4) et [16] (th. 3).
Lorsqu'un caractère 2-adique (p coïncide avec le caractère rationnel /,

le caractère modéré (p coïncide avec le caractère modéré rationnel v|/. Dans
ce cas, on sait que la conjecture sur les invariants restreinte à (p et (p est
trivialement vérifiée (cf. [8]). On a donc des résultats très précis dans
ce cas (d'autant plus que nécessairement <p = <p et (p = (p) :

COROLLAIRE IV. 2. — Soit (p un caractère 2-adique impair qui coïncide
avec le caractère rationnel % et tel que g^ soit distinct d'une puissance de 2.
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On suppose }\q\f^ (1-^' (q)) ^ 0(v|/' | (p). ^(fors- Jf (^^ ^ non trivial
si, et seulement si, (1/2) B^ (x'~1) = 0 mod ̂  (^' | (p)).

On peut généraliser le corollaire IV. 2 de la façon suivante :

COROLLAIRE IV. 3. — Soit (p un caractère 1-adique impair tel que
^+^ = X {il ^ résulte que (p+cp = \|/). (9/2 suppose

n,|^(l^(^0(vl/[^).

.4/ory ^f (A^ © ^f (K^ + (1) ^, ^ seulement si

^l(X'~l)=;I^(x/)^Omod^(x/|x).

(On utilise les résultats précédents ainsi que le théorème 11.2 et le
théorème III. 1 ou III. 2 de [8].)

Remarque IV. 3. — II est possible d'avoir ^ -^ (1), J^ = (1) comme
le montre l'exemple de K^ = Q^9^ K^ étant le sous-corps de degré 7.
On a 7 = <P+(p avec (p ^ <P; on vérifie que | J^^ | = 23 et | J'f^ | = 1,
tandis que le critère de parité de [6] appliqué à K^ donne

^(K^=^(K^=(Y)

(on vérifie d'ailleurs qu'un seul des deux nombres de Bernoulli concernés
vérifie la congruence).

Remarque IV. 4. — Dans le théorème IV. 3, la condition de non-décom-
position dans k des nombres premiers ramifiés dans L/k est nécessaire
comme le montre l'exemple suivant : soit K^ = K^ Q (i), où K^ est le corps
cubique de conducteur 31 (dans lequel 2 est décomposé). On a % = q>, ̂  = (p.
Soit x' | (p; on vérifie que (1/2) B^ Oc'"1) engendre l'idéal (2) dans Q^;
ce qui fait que l'on a bien, comme prévu, m^ (H) > 0. On vérifie directement
que dans K^, ^r+<p = ^r2(p (le nombre de classes de K^ est impair).

Terminons par une illustration numérique : le cas le plus simple où l'on
puisse illustrer les théorèmes IV. 3 et IV. 4 (dans le cas (p 7^ (p) est le cas
où \k : Q] = 7. Prenons alors pour k le corps de degré 7 de conducteur 491,
et pour L l'extension imaginaire de degré 14 contenue dans Q^91^ On sait,
d'après le critère de parité de [5], que le nombre de classes de k est pair;
si ^ est un caractère de L d'ordre 14, on prévoit que l'on doit avoir

^(X'-^J^X^Omod^
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(^ divisant (2) dans Q^); or dans Q^ il n'y a que deux idéaux premiers
au-dessus de (2), et ils sont échangés par la conjugaison complexe; il
en résulte que l'on doit avoir (1/2) B^ (%') = 0 mod ^ ^, soit
(1/2) 2?i (^') == 0 mod (2). Un calcul direct confirme ce fait : on obtient

^1B^)= 2(1+^+^-^+2^), ^=1.
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