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FORMULE DE CAUCHY
RELATIVE A CERTAINS LACETS BROWNIENS

PAR

MARC YOR

[Université Pierre-et-Marie-Curie, Paris]

RÉSUMÉ. — Si Z est une martingale locale conforme (à valeurs complexes) telle que
C\(7 soit un fermé polaire pour Z, et si/est une fonction holomorphe dans U, l'inté-

grale stochastique d'Ito /(Z«) dZ^ et l'intégrale f(z)dz, définie par prolon-
JO JZ(o,t)(œ)

gement analytique, sont indistingables. Cette identité permet d'obtenir, pour le processus
de Wiener à deux paramètres, complexifié, une formule de Cauchy, exprimée à l'aide
d'intégrales stochastiques, sur les lacets Zy (œ) de ce processus, lorsque y est par exemple
le bord orienté d'un rectangle de côtés parallèles aux axes.

Introduction

Le théorème de P. LÉVY établissant l'invariance conforme du mouvement
brownien à valeurs dans C ([8], page 254) suscite de nombreuses recherches
(par exemple, [3], [4], [5], [6], et cette liste est loin d'être exhaustive!)
liant fonctions holomorphes et mouvement brownien.

Nous nous sommes posé, à ce sujet, la question suivante : la formule
de Cauchy constituant l'un des points cruciaux de la théorie des fonctions
holomorphes, peut-on obtenir une formule analogue, relative au mouvement
brownien plan, ou à des processus « voisins »?.

Une seconde question, très voisine de la première, est à l'origine de
ce travail : si (Z^, t > 0) est une martingale continue, à valeurs dans U,
ouvert du plan complexe, et A = Pdx + Qdy une forme différentielle

fermée définie sur U, l'intégrale A de A sur le chemin continu
Jz(o.t)(t^
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4 M. YOR

(Z, (œ), 0 ^ s ^ ^) coïncide-t-elle presque sûrement avec l'intégrale
Çt /

stochastique d'Ito [P(^, Y,) dX,+Q(X,, Y,) dY,~\ (notée dans tout
Jo \

F' \le travail, pour abréger, \(dX^dYs)Y.
Jo /

En général, les deux intégrales ne sont pas égales, et l'on est amené
à étudier, 'au premier chapitre, les expressions

(1) R FAW, dY,) ̂  P-lim^^J A,
Jo JcZtpZ^]

où P-lim désigne la limite en probabilité, ( r^^eN) est une suite de
subdivisions de (0, t\ de plus en plus fines, dont le pas 0 (r^) décroît vers
zéro, et^'(z, z') = {z+X(z'-z), 0 ^ ^ ^ 1 }. On donne ensuite une

formule générale liant R A (dX,, dY,) et A(^, dY,) (voir les for-
Jo Jo

mules (8) et (9) ci-dessous).
La formule

(2) R\A(dX,,dY,)= f A p. s.
Jo JZ(o,t)(œ)

permet alors de répondre à la seconde question posée précédemment.
Un cas particulier fondamental est celui où la martingale Z = X+i F est
conforme (définition due à R. GETOOR et M. SHARPE, voir [6]), à valeurs
dans U. Alors, siÀ^=/(z)âfz, avec/fonction holomorphe dans U, on a

(3) f/(Z,)dZ,= | f(z)dz p. s.
Jo J^(o,t)(œ)

En appliquant cette formule à/(z) = 1/z lorsque P (ZQ = 0) = 0, on obtient
l'égalité

r 1 Y rlY — Y JY
(4) 9(0-9(5)= Ma^ J L U , U (0^5^0

J s Ây + Y u

explicitant la variation entre s et t d'une détermination continue (9 (u), u ̂  0)
de l'angle polaire de la martingale conforme Z. Cette identité nous permet
de retrouver la loi de 9 (t) — 9 (0), pour t > 0 fixé, lorsque Z est le mouve-
ment brownien complexe (voir, à ce sujet, l'article de F. SPITZER [13]
ou le livre de ITO-MCKEAN [7], page 271).

Les résultats décrits ci-dessus nous entraînent à étudier au second
chapitre l'indice d'un point a du plan par rapport aux lacets constitués
par la trajectoire Zy (œ) du processus de Wiener complexe à deux para-
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FORMULE DE CAUCHY .>

mètres, y étant le bord d'un rectangle de R^, de côtés parallèles aux axes,
et à formuler le théorème des résidus (et donc la formule de Cauchy)
relatifs à de tels lacets en termes d'intégrales stochastiques.

Cette étude est reprise au troisième chapitre, en remplaçant le point
(déterministe) a par la variable aléatoire Z^ (a e R^.).

0. Quelques notations

Si X = { x^ . . . , x^ ] est une suite finie de points de R ou C, on note
0(X) = supj.^+i-^1.
- Dans tout le travail, T^ = (0 = ̂  < tn! < - ' < tnvn= ^ est une

suite de subdivisions de (0, t\ de plus en plus fines, et dont le pas 0 (ï^)
décroît vers 0. Une telle suite (ï^, n e N) sera appelée suite de subdivisions
standard de (0, t}.
- ^ (U) désigne l'ensemble des fonctions holomorphes sur U, ouvert

de C.
- Si F est un ouvert de R ou R2, C1 (F) (resp. C\ (V)) désigne l'ensemble

des fonctions continûment différentiables (resp. continûment différentiables
bornées ainsi que leurs dérivées premières).
- On appelle chemin toute application continue y : [a, b) —> C;

y* désigne le graphe de y.
Le symbole A dans A =A B signifie que A est, par définition, égal à B.

I. Intégrales stochastiques
et intégrales de formes différentielles fermées

sur un ouvert de C
1. Rappel

On rappelle très succintement la définition de |l̂  (A) = A pour
JY

A =^Pdx+Qdy =A/(z) ûfz+g (z) ^z, forme différentielle de degré 1,
définie sur U, ouvert de C, et fermée (i. e. : ses coefficients — complexes —
sont continus, et elle admet localement une primitive) et y : (0, 1) •—> U
chemin (pour référence, voir par exemple [2], page 58) :

Si p = (J^=i B (y (^), r,) est une chaîne formée de boules recouvrant y*
et contenues dans U, avec T^ = (0 = ÏQ < . . . < ? „ = ! ) subdivision
de (0, 1), on définit F primitive continue de A le long de P, et on note
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6 M. YOR

/^ (A) = F (y (l))-F(y (0)). ̂  (A) ne dépend alors que de y* et A. De plus,
l'intégrale / possède les propriétés remarquables suivantes :

(i) si y est de classe C1 par morceaux, ï^ (A) coïncide avec l'intégrale
r /de Riemann A (dx, dy) ( d'où la notation, dans tous les cas,

JY \

7,(A)= f A\
J y /

(ii) si y et y' sont deux chemins l/'homotopes à extrémités fixes, alors

f A = f A ;
JY JY

(iii) si (y^, n e N) désigne une suite de chemins tels que y,* c: y*, avec

Yn(0)^y(0) et yjl)->y(l), alors f A-^ [ A.
JYM JY

La proposition suivante découle aisément de (ii), et de l'uniforme conti-
nuité de y :

PROPOSITION 1.1. - Soit T^ = { 0 = t"o < t\ < . . . < t"^ = 1 } une
suite de subdivisions standard de (0, 1). On note y^ la ligne polygonale obtenue
en joignant les points de y^ = { y (^), Y (t\\ . . . , y (^) }.

// existe alors N e N, tel que, pour tout n ^ N on ait

^ c U et A = A.
Jvn JY

2. Différentes définitions (^intégrales stochastiques

2.1. Dans toute la suite, on suppose donné un espace de probabilité
(D, c^, P) muni d'une filtration croissante (^ ̂  t ^ 0) vérifiant les condi-
tions habituelles : ^o est (^, P)-complète, et la famille (^\, r > 0) est
continue à droite, e^ç désigne l'ensemble des (^\, P) martingales continues
de^carré intégrable (i. e. : V t, E(M^) < oo), J^ l'ensemble des (^ ̂  P)
martingales locales continues. Les éléments de ^i' c et Ĵ \ sont à valeurs
réelles ou complexes.

Si X e ^c est à valeurs réelles, on note < X, X) l'unique (1) processus
croissant prévisible (en fait, continu) tel que .y2-^^,^) appartienne

0 Tous les processus croissants, et plus généralement, les processus à variation
bornée, sont ici supposés nuls en 0.
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FORMULE DE CAUCHY 7

à ^\. Ainsi, si X et Y sont les parties réelle et imaginaire de ZeJ^., le
processus défini par :
(5) <z ,z>=<x ,x> -<y , y>+2i<z, y>
est l'unique processus prévisible à variation bornée tel que Z2 — < Z, Z > e oêf^.
(signalons que ce processus est noté < Z, Z > par R. GETOOR et M. SHARPE
en [6], mais notre notation nous semble plus naturelle (2). De toute façon,
cette différence ne prête pas à confusion). Si Z, Z' e J^., on définit < Z, Z' >
par polarisation, faisant de (Z, Z ' ) — » < Z, Z' > une application C-bili-
néaire définie sur ^\ x o^fç.

2.2. La variante suivante d'un lemme classique (voir, par exemple [10])
nous sera très utile par la suite :

LEMME 2.2. — Soient :
— 0 < ^ ^ 1 et (ï^, n e N) MA^ .s t̂e <fe subdivisions standard de

(0, ^) (^ > 0) ̂  /'<w ^o/^ par t^ = ti+^Çti+^-ti);
— Me^c? uniformément bornée, à valeurs réelles, et A = < M, M^>;
— (/(^, ©), u S? 0) M^ processus ^\ adapté, continu, uniformément

borné. Alors :
1° to suite ^f(t,) (M^-M^-^fÇt,) (A^A,) converge dans

L2 (P., ^, P) vers zéro;
2° si X = 1, ou si A, en tant que mesure aléatoire sur R+ , est absolument

continu par rapport à la mesure de Lebesgue (3) et 0 < À, < 1, on a

^ja-XM^-M^-^À [f(s)dA, dans L2 (û, ̂ , P).
Jo

Preuve (succinté). — Remarquons tout d'abord que M étant uniformément
bornée, A est de puissance ^-ième intégrable pour tout p e N (d'après
les inégalités de Burkholder par exemple) :

1° la partie 1° du lemme est bien connue pour X = 1. Une légère modi-
fication des arguments utilisés dans ce cas entraîne 1° pour 0 < À/ ^ 1;

2° si ^ = 1, 2° est immédiat,/étant un processus continu. Si 0 < K < 1,
et A <^ p-, on déduit 2° des remarques suivantes :

si a est une fonction continue sur (0, t},

E.f^(s)^-Z,^(^^(^^-^) ^^\a(s)-a(t,)\ds^>Q
J t i J H

(2) Voir par exemple la formule (9).
(3) On notera dans la suite A < 4.
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^ M. YOR

et donc

S f^ ^ , (n+oo) ^
ïn a(s)ds———>ÀJ a(s)J5.

J ti JO

Les fonctions continues étant denses dans L1 ((0, t\ ̂  le même résultat
est vrai pour a e L1 ((0, t}, [i).

2.3. On déduit du lemme précédent la proposition suivante :

PROPOSITION 2.3. — Soient
-/eC^R);

- ( ï« ,^eN) une suite de subdivisions standard de (0, t} pointée par
t} = ^+^(^1-^) (7;eT,,0 < À ^1);
- M, N e ^ ^ , uniformément bornées, à valeurs réelles et A = < M, N > :
1° wz T^é? M^ le processus défini sur (0, t} xSÎ par

M^(co) = M,(œ)+ -̂ (M.̂ -M,)̂ )̂  ̂  ̂  ̂  ̂ ,, ̂ T,).
l ï+l-^•

^ ^^^ des intégrales de Riemann /(M^) dN^ converge dans
L2 (û, ̂ , P) vers

(6) R f/(MJ^ = f/(M,)^+ 1 f/'(M,)^;
•'0 Jo 2jo

2° ^ À, = 1, ou si A ̂  ̂  et 0 < K < l, la suite de variables
(f.N)^(t) = ̂ f(M^) (N^^-N,) converge dans L2 (SI, y, P) vers (4)

(7) S, | /(M,) dN, = ['/(M,) dN, + K ['f (M,) dA,.
J o Jo Jo

Remarque. - Cette proposition et la suivante étendent aux martingales
locales continues des résultats connus lorsque M = N = B mouvement
brownien réel. En effet, dans ce cas, le résultat 1° de la proposition découle
en particulier de ceux de l'article [14] de E. WONG et M. ZAKAÏ, et les

intégrales S^ f(B,) dB, sont les « intégrales de Stratonovitch d'ordre À, »,
ce qui justifie notre notation.

(4) On notera S = Si dans la suite.
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FORMULE DE CAUCHY 9

Démonstration de la proposition :
1° posons M8, (œ) = s (M,^ (œ)-M^ (©)).
On a alors

[fÇM^dNy = L, ['/(M^+^M^^-M^^^^-N,)
Jo Jo

- L../WW^-^)
+S,Jl^Jl^//(M,,+t;MS,)

Jo Jo
x(M^-M^)(N^-i^).

La première somme converge dans L2 vers l'intégrale de Ito
p

/(M,) dNs. La seconde peut être décomposée en
Jo

|Zm//(M^(M^.-M^(N^l-^)

+ETn [ l d s s [ 1 dvU'\M^vM^-f\M^(M^,-M^(N^,-N^
Jo Jo

D'après le lemme, la première somme converge vers (1/2) // (M,) dA^
Jo

et la seconde vers 0 (grâce à la continuité de //) dans L2 (Q, ^, P);
2° décomposons (f.N)^(t) en

(/•^(0= S.J'(^)W,.,-^)
+E^nfl//(M^+s(M^-M^)JS(M^-M^(N^l-^)

Jo

= L. /(^^(N^^-N^+^/^M^ (M -̂M,,) W.-N,)

+S..//(^)W^-^)(^..-N.^)
+E^J1^{//(M^+5(M„-M^)-//(M^}

Jo

x(M^-M^(N^,-N^.

La première somme converge, lorsque (n —> oo), vers /(MJ dN^
Jo

dans L2 (û, ^, P), la seconde converge, d'après le lemme, vers

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



10 M. YOR

^ j ^ f ' W d A , dans L2 (Q, ̂  P). La troisième somme converge dans

L2 (D, ^-, P) vers 0 : en effet, on a

E^fW^-M^N^-N^}2

=^{Z..(//(M,)(M^-M,))2(A;„-A;.)},

où ^/ = < N, N >, et la continuité de M entraîne le résultat. Enfin, la conti-
nuité de /' entraîne la convergence de la dernière somme vers 0 dans
L2 (D, ̂ , P).

2.4. Les résultats précédents s'étendent bien par «localisation».

PROPOSITION 2.4. - U énoncé de la proposition 1.2.3 est toujours valable
lorsque M,Ne^,, /eC^R), à condition de remplacer «convergence
dans L2 (D, ^", P) » par « convergence en probabilité ».

Preuve. - Définissons a priori R | /(M,)^/resp. sJ/(MJ^v^
J° \ Jo y

à l'aide des formules (6) (resp. (7)). Soit ^ = mf(t; | Mj A | N, j ^ n)
et ( / , ,^eN) une suite de fonctions de C^ (R), telles que /„ =. f sur
(—^-1,^+1), pour tout n.

On a alors (en écrivant les inégalités pour S par exemple), pour tout a > 0,

P( sf/(MJ^-(/.NUO ^a)
\ Jo /

^P(T,^t)+pÇ SJ^(M,)^-(/,.N^(0 >a; T,>t\

Or, 7p f oo p. s. Soit e > 0 fixé. Il existe donc po tel que P (7^ ^ t) ^ s/2.
On majore alors la seconde expression (pour p = po) par

l / // ^ \2\\ l/2 p.Â Î̂ ^-^-"^))) <:!
pour ^ suffisamment grand, et la proposition est démontrée.

2.5. Nous n'avons énoncé les résultats précédents que pour les martin-
gales (locales) réelles continues. Le passage aux martingales à valeurs
dans R^ est immédiat, et on a donc le théorème suivant :

THÉORÈME 2.5. - Soit Z = X+iYe^,, telle que Y = C\U soit un
fermé de C, polaire pour Z, i. e. : P (3 t > 0, Z, e F) = 0.

TOME 105 — 1977 — N° 1



FORMULE DE CAUCHY 11

Soit A = Pdx-\-Qdy =fdz+g dz une forme différentielle fermée,
de classe C1, définie sur U. Alors, on a l'égalité

(8) | A = | A(dX,, dY,)+ 1 J,(A, Z)f ^J'J Z(o, t) (œ) J 0] Z(o, t) (œ) J 0 2

avec

[\(dx,,dY,)= f^(A,, y,)^+ô(A,, y,)^}
Jo Jo

= ['{/(Z,)^+g(Z,)^}
Jo

et

(9) J,(A,Z)= ['{^(A,, Y,)d^X,X\
Jo (^x

/^P Bû\/ y^/y yv+ — + — (As, ys)rf<A, y^
\ 8y Sx )

+8-Q(x„ v,)rf<y, y>J.
^^ J

-['v1
Jo\8z

|/'(Z,)d<Z,Z>,
o [8z

+^+^^(Z,)^<Z,Z>,+ag(Z,)d<Z,Z>A.
\Qz Sz ôz }

De plus, les deux membres de (8) sont indistingables.
Remarque. — Le membre de gauche de (8) n'étant défini que pour A

forme différentielle fermée, on a, en fait, ôP/ôy = 8Q/ôx et ôf/ôz = ôg/ôz.
Cependant, le membre de droite étant défini pour toute forme différentielle
de classe C1, nous préférons donner l'expression générale de J^ (A, Z).

Démonstration du théorème. - D'après la proposition 1.2.4, le membre

de droite de (8) est égal à R A (dX^, dY^), qui est la limite en probabilité

rde la suite ̂  A, { r ^ , y z e N } étant une suite de subdivisions
JczrpZ^i]

standard de (0, t}. C'est donc la limite p. s. d'une sous-suite de ces intégrales
de Riemann et, d'après la proposition 1.1.1,

J ^j"J Z(o, t) (œ) J 0
A = R A(dX,,dY,).

J Z(o, t) (œ) J 0

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



12 M. YOR

3. Le cas particulier des martingales conformes

3.1. Le théorème 1.2.5 prend une forme très simple et intéressante
pour une classe particulière de martingales (locales) complexes : les martin-
gales conformes, dont nous rappelons la définition :

Définition 3.1. [6]. — Ze^ est dite martingale (locale) conforme
si ( Z, Z y = 0, ou, de façon équivalente, Z2 e ̂  ç (d'après la définition
de < Z, Z > en 1.2.1). L'ensemble des martingales conformes est noté ̂  par
la suite.

Les martingales conformes ont de nombreuses propriétés intéressantes.
En particulier, le théorème de P. LÉVY mentionné dans l'introduction s'étend
naturellement aux éléments de ^ de la façon suivante :

THÉORÈME 3.1. — Soit Z e ̂ ; alors, pour toute fonction f holomorphe
(ou anti-holomorphe) sur C, on a : /oZe^.

Preuve. — D'après la formule de Ito, on a

/(Z,)=/(Zo)+ ^(Z,)dZ, si / est holomorphe,
Jo 8z

^ 8f -=/(Zo)+ -^(Zs)dZs si / est anti-holomorphe.
Jo ôz

Or, si Z e ̂ , on a aussi Z e ̂ ; de plus, ^ est stable par intégration sto-
chastique. En effet, si Z e Jêf^, et H est un processus bien mesurable tel que

w, S^H^^d^x.xy^d^Y, y>,)<œ,p.s. ,
Jo

alors

/ f H , d Z , , ! H,dZ,\ = r^d<Z, Z>,,
\ Jo Jo / t Jo

d'où le résultat.
3.2. Voici une version du théorème 1.2.5 appliqué à Z e<^.

THÉORÈME 3.2. - Soit Z e ̂ , telle que T = C\U soit un fermé de C
polaire pour Z. Alors, si fe^ (£/), on a

[ f /(z) dz = P/(Z,) dZ, = R P/(Z,) dZ, == S f'/(Z,) dZ, p. s.
/m\ ^ J^(û,o(œ) Jo JO Jo( ) ( r \= S, f(Z,)dZ, si 0 < \ < 1 et A = < X, Z> = < Y, Y> <; p .

' \ Jo /

TOME 105 - 1977 - N° 1



FORMULE DE CAUCHY 13

Preuve. — A =/(z) dz est une forme différentielle fermée de classe C°°
sur U.

En particulier, on a le corollaire suivant :

COROLLAIRE 3.2. - Soit ZG^ , ^?//é? ̂  P(Zo = 0) = 0. { 0 } est
alors polaire pour Z, et on peut donc définir presque sûrement (9 (r), t ^ 0)
détermination continue de l'angle polaire de Z (eu). ^4/ors1

(H) f •'2 =['•"• ., e.-e.-F-^-^-p...
J Z(o, t) (œ) Z J 0 Z, J 0 ^ + Y s

Preuve. — Les conditions Z e ̂  et P (ZQ = 0) = 0 entraînent que { 0 }
est polaire pour Z, car Z est un mouvement brownien complexe, au chan-
gement de temps inverse de A = ^ X , X y = ( Y , Y > près (voir [6]),
et la propriété est bien connue pour le mouvement brownien complexe.

La première formule de (11) découle donc du théorème 1.3.2; de plus,

par définition de d z / z , on a
Jz(o,t)(œ)

f ^=log,(Z,(œ))-log,(Zo(cù)),
J Z(Q, t) (œ) Z

où log^y (z) est une primitive de 1/z le long de la trajectoire Z (œ) (voir 1.1).
D'où

[ ^log^ +z(e,(œ)-9o(œ)),
J Z(o, o (o) z ZQ (œ)

et donc
. . . . . . . p rfz, p z,dy,-y,dx,
e,((o)-6o(œ)=im —= -————___ p.s.

J o Z, J o (A, + YS )

Remarque. — En [6], R. GETOOR et M. SHARPE utilisent la formule
de Ito pour obtenir la première partie de (11). En effet, d'après cette formule,

ri;̂on a en posant W, = dZjZ,, (1/Z,) exp W, = 1/Zo, d'où exp (W,) = Z,/ZQ ,
Jo

ce qui entraîne

W,(œ) = log,(Z,(œ))-log,(Zo(œ)) p.s.,

avec les notations précédentes.
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14 M. YOR

4. Loi de l'angle polaire (6^-60) du mouvement brownien complexe
(Z,, M ̂  0)

Ce paragraphe donne une application de la formule (11) et est indépendant
de la suite de l'article.

Cette formule nous permet en effet de retrouver la loi de la variable
( Q f — Q o ) î ( ^ ? ^ ^ 0 ) désignant une détermination continue de l'angle
polaire du mouvement brownien complexe.

Soit (Û,^,^,P) espace filtré vérifiant les conditions habituelles,
et Z = (Zf = Xf+iYf, t ^ 0) une ^-martingale conforme issue dez 7^ 0,
et telle que < X, X >, = < F, F>, = t. On peut dire, de façon équivalente,
que le processus (X, Y) est un (.^-mouvement brownien à deux dimensions.
Remarquons que :

le processus F (u) = ((T\ (u), T^ (u)); u ^ 0) défini par

f-ZA^^. f" X^-Y^dX,
1 ( ̂ "Jo (X^Y2^2 9 r2(u)=]. (X^ Y2^

est un second (^)-mouvement brownien à deux dimensions, avec
r(0)=(0,0);

si l'on note R (u) = ( Z^ |, le processus (R (u), 9 (u); u ^ 0) est solution
du système d'équations stochastiques (où l'on considère les processus r\
et r^ comme des données)

(e)

( e . ï ) R(0=^(0)+^,(0+ l^ -1-̂
2jo R(s)

(e.ï) 6(0=6(0)4- ? -^—dY^s).
Jo R(s)

En étudiant (e), on obtient la proposition suivante :

PROPOSITION 4.1. :
1° (R(t\ t ^ 0) est Punique solution positive de (e.\) pour R (0) = \z\ > 0

et pour tout t ^ 0, ^R = ̂ , où

^R = or{^(5), 5 ̂  ^}v^r, ^rl = a{r\(5), s ̂  ̂ }v^r,
et ^ désigne la classe des ensembles (^', P)-négligeables;

2° la fonction caractéristique de (6^—60) -vérifie la formule

(12) E[exp0-a(6,-6o))j = £[~expf- oc2 [ —L ds}\.
i \ 2 J o R^s) /J
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FORMULE DE CAUCHY 15

Preuve :
1° soient R^ et R^ deux solutions positives de (e.\\ avec R^ (0) = R^ (0).

Alors, Z> = R^—R^ est un processus dérivable, et

D'(t)=-1- D(t) .
^ / Tt T-» \ /• ^ \2CR,^)(0

D'où [D2]' (0 ^ 0; or, D2 (0) = 0 => Z) = 0 (cette démonstration,
valable pour les processus de Bessel en toute dimension, figure dans
MCKEAN [9], page 80). Soit maintenant une suite ̂  e C^ (R, R), telle que
0^ (x) = 1/x pour x S? 1/^z. On note R^ l'unique solution de l'équation

^(0=^(0)+^l(0+1^^0„(^(s)).
2Jo

La régularité de 0^ entraîne que R^ est un processus adapté aux tribus ̂ rn.
Soit T^ = inf(^ ^ 0); 7? (t) ^ l//z). On sait que, pour tout n, T^ < oo p. s.
D'autre part, par unicité, on a R^ (s A TJ = R (s A T^), dont on déduit
T^ = inf(7; R^ (t) ^ l/^); T^ est ainsi un temps d'arrêt des tribus ^n,
et pour u < t, on a V^z, R(u/\T^ e^r, c ^rl» dîoù le résultat, en
faisant tendre ^ vers +00;

2° le résultat cherché ne dépend que de la loi du mouvement brownien
complexe. On peut donc supposer Q. = C(R+, C), Z^ (œ) = œ (r), et
^ ' = a { Z , , ^ e R + } . I l existe P" version régulière de l'espérance condi-
tionnelle de P par rapport à la tribu a{r(u),ueR+ }. On a alors
d'après (<?.2), et le résultat 1° :

E^expOo^-eo))) = ^fexpffa F ——L^r^Y)
\ \ Jo^OO(œ) /y

p. s.

a 2 ^ 1= e x p | - — ————dsjp .s .
Y 2Jo^2(5)((o) y

d'où la formule (12), obtenue en prenant l'espérance des deux membres
dans l'égalité précédente.

C'est ensuite à partir de la formule (12) que ITO-MCKEAN ([7], page 271)
déduisent la loi de (ô^-ôo), par inversion de la transformation de Fourier.

5. Remarques générales

5.1. Le calcul d'intégrales f(z) dz, pour U ouvert de C,/e^f(£/),

et y lacet avec y* c: U, est un des outils importants de l'analyse complexe.
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16 M. YOR

De notre point de vue, si/e^f (U), et Ze J^ est à valeurs dans £/, il est
naturel de s'intéresser aux lacets Z(Q,/) (®)-^(O,Q (^ et compte tenu de
la définition de l'intégrale stochastique de Ito, de définir

c£ /(z^z, = r/(z^z«-s r/(z,)dz,,
J (0,0 Jo Jo

Si l'on suppose de plus Ze^, on a, d'après le théorème 1.3.2,
r

(h /(Z^) û?Z« = 0. En particulier, si P (ZQ = a) = 0, et Ze<^,
J(o.o r
{ a ] est polaire pour Z, et donc (p dZJ(Z^—d) = 0. Cette propriété

J(o,o
est d'ailleurs caractéristique des éléments de ^, comme le montre la
proposition suivante :

PROPOSITION 5.1. — Soit Ze Jêf^,, pour laquelle [ a ] est polaire. Alors,

L dZ, .̂̂  ^ f ^^Q ^ ze^.
J(o,o (Zy—a) J(o,o Zy-a

Preuve. — La première équivalence provient de la continuité de
f

^ —> Q) ^dZJ(Z^—a\ et la seconde de
J(0,t) rr ^ _^<z,z>^

Jo J(O,Q (Z,-a) (Z,-a)2 '

Ainsi, on ne peut poursuivre plus loin, si l'on se limite à ce cadre, une
étude, qui ne soit pas triviale, d'une formule de Cauchy stochastique.
Ceci est bien sûr lié au fait que les seuls lacets que l'on puisse raisonna-
blement associer à Ze^ sont Z(Q,Ï) (o))—Z(o,f) (œ) (voir cependant la
remarque 11.3.2).

C'est pourquoi, dans la même optique, nous avons été amené à considérer
le mouvement brownien à deux paramètres (voir 11.1). Alors si ©eu,
et y est une courbe fermée de C telle que û^Zy(co), il n'est pas trivial
de décider si Z^ (œ) est C\{ a }-homotope à 0 ou non.

5.2. Revenons maintenant aux notations du théorème 1.2.5 sans
supposer A fermée. Disons que A est (stochastiquement) fermée pour Z

si R A (dX,, dYs) e J^,. D'après les formules (8) et (9), on a évidemment :
Jo

A est fermée pour Z

o | A(dX,,dY,)=(R ou S)\ \(dX,,dY^
Jo Jo
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FORMULE DE CAUCHY 17

A est donc fermée pour Z si les différentes définitions de l'intégrale stochas-
tique de A par rapport à Z coïncident.

Exemples :

1° s(t) = (X,dY,~ Y,dX,), appelée par P. LÉVY l'aire stochastique
Jo

de Z entre 0 et ï, est définie à l'aide de A = xdy—ydx forme fermée pour Z,
mais non fermée;

2° soit Z le mouvement brownien complexe tué à Ty, temps de sortie
de U 9 0, U ouvert de C, et A = Pdx + Qdy, forme différentielle de classe C1

sur U. Les propriétés des trajectoires du mouvement brownien entraînent
l'équivalence suivante :

(VK compact de U, A est fermée pour Zinf(.,T^)) ^> — + - ~ == 0.
ôx S y

II. INDICE DTTN POINT
ET THÉORÈME DES RÉSIDUS

RELATIFS A CERTAINS LACETS BROWNIENS

A la suite de 1.5, nous allons appliquer les résultats du chapitre 1 à certains
lacets Z^ (œ) du processus de Wiener complexe à 2 paramètres. Voici
tout d'abord un rappel.

1. Rappel sur le processus de Wiener à deux paramètres ([1] et [12])

On note encore \i la mesure de Lebesgue sur (R2., ^(R^.)); soit €
la classe des ensembles boréliens n-intégrables. On appelle mesure brow-
nienne (centrée, réelle) sur L2 (R2., ^ (R2-)? H) tout processus gaussien
centré réel B = (D, ̂ /, P, B (F), F e <^) de covariance H, i. e. :

E[J5(r)^(r)] = ^i(rnr). Le noyau {f,g)-^\f§d^ défini sur

(L2 (R^, ^ (R2.), |^))2? est symétrique, de type positif, ce qui assure l'exis-
tence de B. D'après [19], il existe une réalisation de B telle que le processus
£(ti,t2) = B0^ ^ i )><)^ ^2)) (A ^0. h ̂  0) soit presque sûrement
à trajectoires continues : on appelle (B^ t e R2.) le processus de
Wiener (réel) à deux paramètres. En particulier, pour tout SQ > 0,
( I / ^ / S Q Bso,v9 v ^ 0) est un mouvement brownien réel. De même, pour
tout VQ > 0, (M^/VQ B^vo, s > 0) est un mouvement brownien réel.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2



18 M. YOR

Dans toute la suite, on s'intéresse principalement au processus
(Zt == Xt+iY^, t eR^.), où X et Y sont deux processus de Wiener réels,
à deux paramètres, et indépendants.

De façon générale, pour toutes les questions concernant les processus
à deux paramètres, on se réfère à [l], dont on adopte en particulier les
notations suivantes :

Pour z = (x, y), z' = (x', y ' ) points de R^., on note

(z ^ z') lorsque \ ^
l y ^ y

et
z A z' si (x < x ' ) et (y > y ' ) .

Si a ^ &, on note (a, b} = { z; x^ < x ^ ^; Ja < ^ < ̂  }^
^ = { u e R^ ; u^ z }. Voici quelques tribus intéressantes pour la
suite :

^%=CT{Z, ,M^Z}V^,
^=a{z,,,;M^x}v^r,
^^{z^i^^v^,

où J^ est la classe des ensembles P-négligeables pour

^ = a { Z , ; z e R ^ } .

2. Questions de quasi-invariance et de support

Les résultats de ce paragraphe seront utilisés en 11.3, et sont obtenus
de façon indépendante du reste du travail. En effet, ils découlent princi-
palement de la quasi-invariance des mesures considérées.

Soit, pour fixer les idées, iT espace de Banach séparable, et i^ sous-
espace dense de "W'. iT est muni de sa tribu borélienne ^^. On dit que
v e^+ (if, ^ifr) est quasi invariante sous les translations de ̂  si, notant 7y
la translation sur if : co —> œ — v (v e Y^), on a : V v e i^, Ty (v) ^ v.
Remarquons alors, que, si v 1=- 0, supp (v) contient au moins un point ©o ?
donc (DO+^ par quasi-invariance, donc tout ̂ , V étant dense dans ̂ .

Les mesures considérées ci-dessous sont toutes des mesures de probabilité
sur des espaces E = C(T; R ou C) (F e ̂  (R^.)) munis de la topologie
de la convergence compacte, et de leur tribu borélienne. Les projections
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FORMULE DE CAUCHY 19

habituelles sont notées (Ay, ue Y) [Ay(œ) = œ(M)]; j^ désigne l'union
des axes de coordonnées de R2., et X le mouvement brownien réel à deux
paramètres. Le résultat suivant est dû à J. YEH [16] :

PROPOSITION 2.1.- Soit P la loi de X sur 0 = {/ : R2. —^ R continue,
/ | ^=0} . Soit

^ = L : Ri ^R; 30eC(R2,., R), u(s, t) = f5 [^(x, y)dxdy\.
l J o j o J

Alors
VMG^, Vz=(x,}QeR2 . , T,(P)j^^P|^

et

'"•" »»p{-A-(tl ,) ' f ̂J-X^l^)-1)' O2^}.
l 2jR. J^ |̂  l 2J^

On en déduit le théorème suivant :

THÉORÈME 2.2. - Soit F compact de R2.; on note ûp = {/ : r-> R,
continue, /|m^ = û }, ^ ?r ^ ï01 ^u processus X\^.

Py est quasi invariante sous les translations de ^y = { ^ L ; ue^\,
dense dans 0^' et a ^onc P0^ support 0^-

Preuve. — Soit z = (x, y) e R2. tel que F c= ̂ , P^ étant quasi inva-
riante sous les translations de ^^ (proposition 11.2.1), P^ = r^ (P^ )
est donc quasi invariante sous les translations de r\.(/^ ) = J^p, où on
note r^ l'application : /eD^ -^/|r£Ûr-

Montrons maintenant que ^j^ est dense dans Qj^: si ^ e û^ , il existe
une suite gn de fonctions continues sur R^, avec ^ = u—\im^^g^ et

^(^o=Z^l^(")(5)^n)(o,
avec O^ e C ((0, ^), R), ^n) e C ((0, y\ R). Quitte à remplacer
O^ (resp. vj/^) par 0^-0^ (0) (resp. ^w - ̂ n) (0)), on peut supposer
(D^ (0) = vl/^ (0) = 0, et il reste ensuite à approcher (D^ (resp. \|/^) par
des fonctions de classe C1 nulles en 0.

J^r est dense dans Q^ : en effet, soit g^ e Q^ • Considérons gr prolon-
geant gr sur F u { j^ n ̂  } par 0 sur ^ n ̂ . Par définition de Dp,
gp est continue sur F u { ^ n R^ } et peut donc être prolongée, d'après
le théorème de Tietze-Urisohn, en une fonction g^ eû^. L'application r^
étant contractante, et ^\^ dense dans Q^^, on a le résultat.

Supp(Pr)=Or (propriété des mesures quasi invariantes).
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20 M. YOR

COROLLAIRE 2.3 :

1° soit F compact de R^., a e F. 5^ P ,̂ /û? fo; ^ (X^-X^.ue D ^r
^ = { v e ÛF; y (û) = 0 }. On a le même résultat que dans le théorème,
pour le triplet

W; ̂  == {u-u(a), ue^}; û^r);

2° soit y chemin, a ^ y. 5o^ P^ to toî ̂  (Â^—^, M e y) 5W Qy. On a le
même résultat que dans le théorème pour le triplet

(P^^={u\,-u(a),ue^},^).

Preuve. 1° La quasi-invariance de P^ sous ̂  découle de

p^ = s?, (Pr) avec 4 (u)=u-u (a), u e Qp •

De plus, J^ est dense dans Q^ : en effet, soit g e Q^ c Q^. pour tout s > 0,
il existe donc u e J^r te! q^ || ̂ -M ||r ^ £/2- ^ecl entraîne | u (a) \ ^ c/2
et donc \\g—(u—u(a)) |(r ^ s, d'où le résultat;

2° posons F = y u { a }; les espaces D^ et Uy sont en bijection à l'aide
de

^-^

ce qui entraîne le résultat d'après 1°.
On a évidemment des résultats analogues pour P", loi du processus

de Wiener complexe à deux paramètres sur û"= { / : R ^ . — > C ; / | ^ ^ 0 } .
En particulier, supp (P^) = D^ et supp (P^) = D^, avec les notations
du corollaire 11.2.3, modifiées de façon évidente.

3. Indice (Tun point par rapport à certains lacets browniens

Dans toute la suite, sauf précision contraire, y désigne le bord orienté
d'un rectangle F de R^., de côtés parallèles aux axes, et ne touchant pas
les axes. On parcourt y dans le sens direct à partir du sommet ZQ de coor-
données minimales. ZQ, z^, z^ , z ^ , 24. = ZQ désignent les sommets de y
rencontrés successivement. On pose

Yi=[^^+i](0<^3).

D'après les propriétés du mouvement brownien complexe, on a
V a e C, P [3 u e y, Z^ = a] == 0. L'indice 7y (a) =A Ï(Z^ (œ), a) du point a
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par rapport à Z^ (œ) est donc presque sûrement défini, ainsi que l'intégrale

stochastique l/(Zy—a)û?Zy. De plus, d'après la formule (11), on a
JY

(13) W=——f -^P.s.
2 î 7 T j y Zy—û

3.1. Vérifions maintenant que les indices I ^ ( a ) ne sont pas p. s. nuls,
(auquel cas la formule de Cauchy que l'on se propose d'écrire se réduirait
à 0 = 0!).

THÉORÈME 3.1. — Soit a e C, et y chemin fermé, y* <= R^. tel que [ a ]
soit polaire pour {Zy, ue y }. Alors, pour tout n e Z, z7 <?x^(? ^ 5-0^-
ensemble mesurable de Q, ^ probabilité positive, sur lequel l'indice de a
par rapport à Z^ (œ) est égal à n.

Preuve. — Reprenons les notations de 11.2, où l'on a démontré que
supp (P^) = û^. Soit (Cy, uey) un chemin fermé, à valeurs dans C, tel
que l'indice de a par rapport à C soit n (n e Z, fixé). Soit G = d(C, a) > 0.
On a

Z,(œ)-â = (Z,(œ)-C,)+C,-^,
et

V^ey, |Z,(œ)-Cj < |C,-a[

sur l'ensemble M = { œ; sup^ | Z« (œ)-C« | ̂  8/2 }. D'après une pro-
priété classique des indices ([2], page 64), on a donc /y (a) = I(C, à) = n
sur M, et d'après 11.2, P^ (M) > 0, d'où le résultat.

3.2. Voici une application du théorème précédent concernant les trajec-
toires de Z :

THÉORÈME 3.2. — Soit aeC, et y chemin fermé, y* c R^., ^/ que a
soit polaire pour { Zy, ue y* }. On suppose de plus que y* est le bord d'un
compact F de R^., et que y* ^ Y-homotope à 0.

^tor^, P [3 u e F, Z^ = a} > 0.
Preuve. - D'après le théorème 11.3.1 on a P [̂  (ûQ ^ 0] > 0. On aura

donc le résultat cherché si l'on montre

{ I,(a) ^ 0} c= { © ; 3uer, Z,(œ) = a},

ou de façon équivalente

A = {œ; VMeF, Z,(œ) ̂  a} c: { ï^a) = 0}.
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22 M. YOR

Or, par hypothèse, y* est F-homotope à { ZQ } (zo 6 F), et donc sur A,
Zy (œ) est C\{ û? }-homotope à { Z^ (œ) }, ce qui entraîne 7y (ût) = 0
sur A.

On en déduit le corollaire suivant :

COROLLAIRE 3 . 2 . — Soit F rectangle de côtés parallèles aux axes, et a e C.
Alors, P [3 ue F, Z^= a}> 0.

Il peut être intéressant de remarquer que, par exemple pour F = R^,
le résultat précédent peut aussi être démontré en étendant au cas complexe
le calcul stochastique développé en [l], et en particulier la formule de
Green : en effet, supposons que

(*) P[3Me^,Z,=a]=0 (a^O).

Notons H, == {(u, y)', u ^ x }, V, = { (x, iQ; v ^ y } et y, = H,- V,.
On a alors

f —1—^«=p.J — l—dZ,J H ^ (Z^—a) J v ^ (Z^—a)

- , f —1——dZ,- f —1——,fUzOO
'•"J^ (Z,-a) J^ (Z,-^)2

d'après la formule de Green convenablement étendue à la situation (pour
la définition de la martingale J^, voir [l], paragraphe 6; d'autre part,
d'après l'hypothèse (*), les intégrales stochastiques écrites sont bien définies
à l'aide de [15]).

On a donc

T ^ 1 f f ^u f dZ, } „\M)=^—\\ 7——- ——^=0p.s. ,
2 î 7 r [ J f f z (Zy-ûQ jpz Zy-aJ

ce qui est contraire au résultat du théorème 11.3.1, (*) n'est donc pas
vérifiée.

Remarque. — L'analogue du théorème 11.3.1 pour le mouvement
brownien plan (Z<, t ^ 0) a été obtenu par P. LÉVY en [8], page 237,
les lacets considérés étant constitués par la trajectoire (Zy (©),
s ^ u < t) (s < t), à laquelle on adjoint la corde [Z^ (œ), Zs (œ)]. Bien
entendu, dans ce cadre, il n'y a pas d'analogue du théorème 11.3.2.
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4. Théorème des résidus et formule de Cauchy

A l'aide du théorème 1.3.2, on peut formuler le théorème des résidus
le long de certains lacets browniens en termes d'intégrales stochastiques.

THÉORÈME 4.1 (théorème des résidus). — Soit /e^f (C\E), où E est
l'ensemble des points singuliers isolés de f. Alors,

1 ff(Z,)dZ, = E(.C£) 1,00 Kés(/, e) P-p.s.
2injj

Remarque. — Les deux membres de l'égalité sont bien définis : le membre
de gauche l'est car E est dénombrable, et polaire pour Z, le membre
de droite aussi, car Q = £/„ Q^, où 0,, = {œ ; | Zy (œ) | < n} ; or,
E^ = {eeE-, [ e [ ^ n} est fini, et, pour œeû, eeE\E^, I^(e) =0 P-p. s.

COROLLAIRE 4.1 (formule de Cauchy). — Si /e^f (C), et aeC, on a

VneN, f^\a)W=^\ f{zu) dZ^ P-p.s.
2injy (Zy—fl)

III. INDICE D'UN POINT
RELATIVEMENT A CERTAINS LACETS BROWNIENS :

SECONDE DÉFINITION

On s'est intéressé en II à l'indice du point a déterministe par rapport
aux lacets Z^ (œ) (on emploie les mêmes notations qu'en II). La formule
de Cauchy obtenue en 11.4 est

1 f /(Z,)JZ,
V/e^f(C), VÛGC, f(a)L(a)=

2injj (Zy-a)

Cependant, du point de vue probabiliste, il semble aussi intéressant
d'obtenir une formule de Cauchy, où le membre de gauche serait
/(Z^)/(Z^(œ), Z^(©)). C'est le but de ce troisième chapitre.

1. Définition d'un second indice

1.1. On utilise toujours les notations de 11.3, et l'on suppose maintenant
a ^ ̂ . Soit a e C\Y*. L'existence de l'indice du point aléatoire Z^ (©)
par rapport à la courbe Z (œ) est p. s. assurée par la proposition suivante :

PROPOSITION 1.1. — Soit 1 un segment de R^j. parallèle à Vun des axes,
et a 11. Alors, P [3 z e /, Z, = ZJ = 0.
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Preuve. - A l'évidence, on peut supposer /parallèle à l'axe des abscisses.
Notons /= [zo,zj avec ZQ = (x<,, y^), z, = (x,, y^) et x^ < x,;
a - (^a, Va)- On distingue ensuite dans l'étude les cas suivants :

(°0 x, < xo,

(P) X, > Xi, ^ ̂  y g,

^) ^» ̂  Xi, ^ < y,,.

(a) Le processus (Z^ = Z^-Z,., x^ x ^ x,) est une ^ , .-
martingale conforme, dont la variable initiale n'est pas nulle, et donc C'est
polaire pour ce processus.

W Paramétrons -/ par x, = x,+t(xo-x,), te (0, 1). Le processus
^zz» = z(^.ya)~za1 t e C0. 1)) est une ^-martingale conforme ne partant
pas de 0 (^+ = a { Z(A), A e SS (R2,), A c ^).

(Y.l) On fait tout d'abord la remarque : soit W la loi sur C(R+, C)
du mouvement brownien (U,, t eR+) partant de 0 en t = 0 ou plutôt,
pour l'application ci-dessous, de V, = ̂ y.Z,, avec ̂ mouvement brownien
complexe, et Zy = 0. On note (W2, zeC) une version régulière de la loi
conditionnelle de W quand U,, (to > 0 fixé). On pose

P. (u) = W" [3 0 < s ^ ty , U, = u~\.

Le résultat de polarité maintes fois employé entraîne

(**) V«eC, p,(u)=0dxdyp.s.

(y. 2) Revenons à notre problème. On note D = [ z e C ; x ^ O , y = y }.
On décompose Z, en Z, = Z,1 +Z,2, Z,1 étant la projection orthogonale

de Z, sur ̂  (espace gaussien engendré par les Z^, z e D). On a

yl _ Va -7
•"" ~~^(Xa,Yo)

Yo

^=AP[3seI,Z,-Z„=0]
d'où

=jpAz)dxdyP[3seî,Z,-(Zl,+z)=0]

= p2 (z) dx dy \p^ ( z ' ) dx' d y ' p,,( ya z ' + z\
•' J \yo )

où z = (x, y), z ' = (x\ y ' ) , p^ ( z ' ) (resp. ̂  (z)) est la densité de Z, ,
(respectivement Zj).
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En faisant le changement de variable (en z), u = (Ya/Vo) z ' + z , et à
l'aide du théorème de Fubini, on a

/» f / \
Pa = Pi(z)dx'dy' p^(z)dxdyp,\ ^z '+z)

J J \yo /

= f pi (z') dx' dy' \p2 (u - ya z'} dx, dy, p,, (u)
J J \ Vo )

(* (* / \

= dx, dy, dx' dy' pi (z') p^ ( u - ya z'} p,, (u) = 0 (d'après (**)).
J J \ Yo )

1.2. Ainsi, on a donc, si a e C\y*, P [Z^ Zj = 1. On peut donc
définir l'indice

j^a))^j_r ^
2( î r jzy(o) ) z-Z^(œ)

De même, qu'en 11.3, on a le théorème suivant :

THÉORÈME 1.2. - Soit a e C et y chemin fermé, y* c= R^., ^/ que
P [ Z ^ ^ Z } = 1. Alors, pour tout ne Z, il existe un sous-ensemble mesu-
rable de Q, de probabilité positive, sur lequel J^ (a, œ) = n p. s.

La démonstration est analogue à celle du théorème 11.3.1, compte tenu
du résultat de 11.2 : supp (P^) = Q^.

2. Définition d'intégrales stochastiques et seconde formule de l'indice

On veut maintenant, comme pour 1^ (a), pouvoir représenter J ^ ( a )

comme intégrale stochastique; pour cela, il s'agit de définir /(Zy—Z^) dZ^
J i

pour/e^f (C\{ 0 }) dans tous les cas (a), (P), (y) de III. 1.
Cas (a). - II n'y a aucune difficulté, le processus (Z^, XQ ^ x ^ x^)

étant une J^-martingale. De plus, cette martingale est conforme, et on a
donc, d'après le théorème 1.3.2,

r/(Z,,^-Z,)dZ,,^=,.,[ f(z)dz
Jxo JZj(œ)-Za((û)

= f /(z-Z,(co))Jz.
J Zi (œ)
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Cas (P). — On fait le même raisonnement en parcourant (—7) (voir (P)
en III. 1). On a de même

f /(Z,-Z,)dZ, = f /(z-Z,(co)) dz p. s.
J l JZj(œ)

Cû^ (y). — C'est le seul cas qui ne soit pas évident a priori, car/(Z^—Z^)
n'est pas adapté aux tribus ̂  (ou J^).

Avant de continuer, précisons les notations suivantes : si z e I, on note
^ = (^ ^), ̂ 7 = o{z(r); re<^, r c= (R^,^Y}y^',

^=a{z(r);re^r^(R^^^}y^.
On remarque alors que Z,-Z^ = °Z,+^, avec ̂  = Z^-Z^ et

^ = Z^—Zy (z e 7). (^Z^ze/) est une ^r^-martingale conforme et
(^,ze(—/)) une ^"^-martingale conforme.

Donc, si { 0 (u, 0) } (^ e /) (resp. (u e —/)) est un processus
^T (resp. ^r^) bien mesurable vérifiant

(***) \^(^,o))\2du < oo p. s.,

l'intégrale stochastique 0 (M, co) d ̂ y (co) (resp. 0 (î/, œ) ^aZy)
J^ J-^

est bien définie.
Comme a { Z ^ — Z ^ } <= ^î, on peut donc poser comme définition,

pour toute fonction/: C—>C, borélienne, telle que 0 (u, ©) ==/(Zy—Z^)
vérifie (***) :

f/(Z,-Z,)dZ, =A f/(Z,-Z,)J%- f /(Z,-Z,)^Z,.
J i J i J ( - i )

On a ainsi défini l'intégrale stochastique f(Z^—Z^dZ^ pour toute

fonction fe C { C\{ 0 }, C } dans tous les cas, et on peut énoncer la
proposition suivante :

PROPOSITION 2.1. — Soit a ^ y*. Alors, pour toute fonction
/e^f(C\{0}), on a :

ff(Z,~Z,)dZ,= f dz/(z-Z,(œ)) p.s.
J Y JZy(œ)
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En particulier,

î ( ^ 1 f àz-J (a, œ) == —— ———-— p. s.
7 l in ] , (Z,-Z,) '

Preuve. — Avec les notations de III. 1, il suffit de démontrer pour
/e^f(C\{0}),

f /(Z, - Z,) rfZ, = f dzf(z - Z, (©)) p. s.
J I J Z i (œ)

dans le cas (y), l'égalité pour les cas (a) et ((3) découlant du théorème 1.3.2.
Il suffit de montrer, que pour /e^f (C\{ 0 }),

Rf^-Z^Z^ [/(Z,-Z,)d%,
J i J i

où

Rf/(Z,-Z,)d%

=A '(P-lim),^^ [^{Z^-Z^^^-Z^d^Z^^Z,)},
J o

^P—lim) désignant la limite en probabilité, si elle existe , et la même

égalité en remplaçant / par (—7) et "Z par ^Z. Ces résultats découlent
du lemme suivant :

LEMME 2.2. - On se place dans le cas (y) de III. 1. Soitfç C1 (C\{ 0 }, C).
On a alors

Rf/(Z,-Z,)d%= [/(Z.-Z^Z.+^o-^f ^(Z^-Z^du.
J i J i J i cz

Preuve. — On procède comme en 1.2, c'est-à-dire que l'on étudie

R f(X^—X^daX^^ pour X processus de Wiener réel, à deux paramètres,

ret fe C^ (R, R), puis on déduit l'expression de R /(Z^-Z^) da Z^ par

complexification pour fe C\ (C, C), puis par limite en probabilité pour
/G'C^C^OJ.C).
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1° Soit (T,,) une suite de subdivisions standard de /. On a alors pour
/e C1, (R, R) :

^^f^-Xa+^X^-X„]d^aX^,-aX,)

=Z,„/?.-^)(a^„,-•)Z„)

+Z.J^^J^H/'W,-^+ÀH(Z^.-^,))

xW..,-^)(X...-'Ï,,)
-^f^-x^c'x^-'-x,)

+ JI '̂W.-^)W..,-^,)(X,..- ̂ )

+Z^ X^ d^f'(X^-X,+^(X^,-X^-f'(X,-X^

x^^-X^X^,-^).

La première somme converge dans L2 vers /(A^-Â')^''A'.

Pour la seconde, examinons de façon générale :

!,„ (p (X,, - X,} ( ,̂ - X,) ("X^ - "X.,) (pour (p e C» (R, R))

=E^(pW,-^)(X,..-X.)2

+Z^<P(^,-^)(A,,.-A,)(^^- "x,).
D'après le lemme 1.2.2, la première somme converge dans L2 vers

j^(^-X,)d^aX,aX\, où <^,^> désigne le processus croissant

continu associé à la martingale ("X^, u e I).
Pour la seconde somme, remarquons que les processus { " X ^ t e l }

et { a ^ t ' t e l } sont indépendants. On a alors :
E [ { !.„ <P (̂ , - X^X^, -,Â-,,) (fl^^. - a^) }2]

=Z.„£[(p2W.-^)(»^„-^,)2(-'z,„-a^,)^
^ ^ M^E^X^-^X.^E^X^,- "X,)2).

E(aX^,-,X,)2 = (f.+i-f,)^;

EÇC'X^^X,)2) = (y,-y^,-t,),

et donc la somme précédente converge vers 0 lorsque (n -> oo).
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On a donc
r rl f(X,-X,)d"X,= .

"If "
2.17

R f(X,-X^d "X, = f(X,-X,)d X
l i J i
+l-\f•(X,-X,)d^aX,aX\.

2 j i

2° Dans le cas complexe, pour /e C^ (C, C), la formule précédente
devient :

Rf/(Z,-Z,)d%

•J-1,/(Z,-Z,)d%

^(z.-z^^z, -z)^ ̂ (z,-z,)^<% ̂ xl.
^z 5z J

Mais, (^Z,, z e /) est une martingale conforme, et donc

^Z.^^O et ^Z^Z^^^Z, ^>,,^=2(^o-^).5.

On obtient finalement le résultat cherché par approximation de/, et conver-
gence en probabilité.

Remarque. — Les difficultés apparues dans ce paragraphe sont semblables
à celles qu'il y a à définir les intégrales stochastiques linéaires

0(^,œ) dX^, pour le processus de Wiener à 2 paramètres, réel, le long
JY
de y, courbe, qui n'est ni croissante, ni décroissante pour l'ordre partiel
sur R^. (voir [l], paragraphe 4).

3. Remarque sur la formule de Cauchy
De même qu'en III. 2, il faudrait maintenant définir les intégrales

stochastiques (/(Z«) dZ^)/(Z^—Z^, au moins pour/régulière. Malheu-

reusement, nous ne savons le faire que dans le cas (a), où l'intégrand
est ^-adapté. Dans les autres cas, les tribus engendrées par le couple
(Zy, Z^) (ou (Z^, Zy - ZJ !) sont trop « vastes » pour faire les calculs d'ortho-
gonalité permettant la construction d'intégrales stochastiques. Cependant,
nous noterons, dans tous les cas (et on vérifie dans le cas (a)) :

/(Z,)dZ,_ f f(z)dzr /(z,)rfz,_ r
Jz (Z,-Z,Y Jzz] i (Z,-Z,Y Jzz(o) (z-Z,^
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On a alors bien sûr, si /eJ'f (C), a ̂  y*, ^ e N,

^ (Z , (œ) )W- f /(ZM) ^Z.P.s.
2 î 7 T j Y (Zy-ZJ

4. Remarques finales et questions ouvertes

Nous nous sommes limité en général au cas où y est le bord d'un rectangle
de côtés parallèles aux axes; les résultats de II s'étendent évidemment
au cas où y est une courbe fermée, décomposée en un nombre fini
de courbes croissantes ou décroissantes au sens large pour la relation
(z < z ' ) = (x < x\ y < y ' ) . A ce sujet, la première question qui se pose
pour étendre les résultats de II à une classe plus vaste de courbes est la
suivante : pour quelles courbes y, et quels points ae C, { a } est-il polaire
pour Z,y ?

D'après le corollaire II. 3.2, on a, pour F rectangle de côtés parallèles
aux axes, et a e C, P [3 u e r, Zy = d\ > 0. Ce résultat a également
été obtenu en [10], par PRUITT et OREY, qui ont aussi montré la récurrence
du processus de Wiener complexe à deux paramètres, i. e. :

VaeC, P[^ueR2+,Z^=a]=l.

Sous les hypothèses du théorème 3.1, on a montré que la loi de

w=-l-f^-Y 2i7rjy Z^-a

charge tous les entiers de Z. Quelle est cette loi ?
Peut-on localiser le théorème des résidus, ou la formule de Cauchy

obtenus en II, c'est-à-dire les énoncer pour/e<^f (£/), U ouvert de C?
Ici encore, c'est la notion de temps (ou d'ensemble) d'arrêt pour les processus
à deux paramètres, qui fait défaut. L'article [15] semble pouvoir y remédier
en partie.

La remarque III. 3 sur la formule de Cauchy semble indiquer que, pour
une définition raisonnable de la notion de processus homomorphes,
l'ensemble de ces processus (supposés e^y-adaptés, et en tout état de cause,
satisfaisant « la formule de Cauchy ») ne saurait comprendre d'autre
processus que/o Z^/e^f (C). Nous espérons revenir sur cette question.
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