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SUR UNE TRANSFORMATION
DES FONCTIONNELLES ANALYTIQUES ET SES APPLICATIONS

AUX FONCTIONS ENTIÈRES DE PLUSIEURS VARIABLES

PAR

VAZGAIN AVANISSIAN et ROGER GAY
[Strasbourg]

A André Martineau

RÉSUMÉ. — A toute fonctionnelle analytique T portable par un convexe compact
K de C^, on associe une fonction analytique GK (T) (z) par recollement. On étudie le
problème d'inversion et son lien avec la transformée de Fourier-Borel t. Au produit de
composition 7\ * T^ est associé le produit de composition d'Hadamard des germes à
l'origine des GK (Ti), GK (T^). La méthode développée est appliquée ensuite à l'étude
des fonctions entières arithmétiques et à un problème de division dans l'algèbre 0 des
germes à l'origine des fonctions holomorphes pour la convolution d'Hadamard.

Introduction

Dans ce travail nous étudions, par une méthode unifiée, certains pro-
blèmes concernant les fonctions entières arithmétiques de type exponentiel
et le quotient des exponentielle-polynômes de plusieurs variables
complexes.

Dans le cas d'une variable, un théorème de G. POLYA [17] affirme
qu'une fonction entière f(z) de type exponentiel < log 2 et arithmé-
tique (i. e./(N) c Z) est un polynôme; A. SELBERG [21] a montré ensuite
que si / est de type exponentiel < log 2+1/1 500 et arithmétique alors
/est de la forme P^ (z)+P^ (z) exp (z log 2), P^ et P^ étant des polynômes.
Charles PISOT [16] étend ce résultat aux fonctions non nécessairement
entières, et obtient, en particulier le résultat suivant :

. Soient S^ le disque fermé de centre 0 et de rayon a du plan complexe,
et U^ son transformé par l'application /+ : Ç ̂  exp Ç; le diamètre transfini
T (Uy) de U^ croît avec a, et est égal à 1 pour a = (XQ = 0,843...
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342 V. AVANISSIAN ET R. GAY

Si f est une fonction entière arithmétique de type exponentiel a < ao,
alors f est une exponentielle-polynôme de la forme

/(^) = PI 0) exp (z log ai) + . . . + Pfc (z) exp (z log o^),

où les Pj sont des polynômes, et les Oy des entiers algébriques situés, ainsi
que tous leurs conjugués, dans Uy^.

Dans son article [8], C. R. BUCK a étudié systématiquement les fonctions
entières arithmétiques d'une variable. (Pour une référence détaillée, voir,
par exemple, R. BOAS [6], chap. 9. Dans le cas de plusieurs variables,
le premier travail concernant ce genre de problème est dû à P. LELONG [12].)

Le problème de la factorisation des exponentielle-polynômes remonte
à J. F. RITT [18]. Celui-ci a démontré que si le quotient//^ de deux
exponentielle-polynômes à coefficients constants de la forme

ai exp (ai z)+ . . . +a^ exp (o^ z) (ay, aj e C)

est une fonction entière, alors celle-ci est aussi une exponentielle-polynôme.
A. SHIELD [22] généralise ce résultat toujours dans le cas d'une variable,

au cas où / est à coefficients polynômes (i. e. est de la forme

PI (z) exp (ai z)+ . . . +PJ, (z) exp (o^ z),

où les Pj sont des polynômes, et a, e C). Remarquons que l'énoncé est
inexact lorsque f et g sont tous les deux à coefficients polynômes
(/(z) = sin z, g (z) = z) (voir aussi [9]).

Les auteurs ci-dessus font usage, dans une large mesure de la trans-
formation de Borel dans le plan.

Le présent travail (1) généralise les résultats ci-dessus au cas de plusieurs
variables en utilisant les propriétés des fonctionnelles analytiques.

Dans le chapitre I, à toute fonctionnelle analytique T, portable par
un convexe compact de C4, nous associons une fonction analytique G^ (T)
par recollement. On étudie le problème d'inversion et son lien avec la
transformée de Fourier-Borel. L'introduction de la fonction G^ (T) permet
d'étudier, d'une manière systématique, les problèmes envisagés.

Au chapitre II, on associe à la convolution 7i * T^ de deux fonction-
nelles analytiques (au sens de A. MARTINEAU [14]) le produit de compo-
sition d'Hadamard des germes à l'origine des G^ (Ti), G^ (T^).

(1) L'essentiel du présent travail a été résumé dans deux notes aux Comptes rendus
([2], [3]).
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FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 343

Le troisième chapitre est consacré à l'étude des fonctions entières arithmé-
tiques. Enfin, le quatrième chapitre étudie un problème de division dans
l'anneau des germes à l'origine de C0 pour le produit de composition
d'Hadamard et étend à plusieurs variables le théorème de J. F. RITT
et A. SHIELD sur le quotient des exponentielle-polynômes (voir aussi [5]
et [11]).

CHAPITRE 1

Problème d'inversion

1 . 1 . Quelques rappels sur les fonctionnelles analytiques

1.1.1. Soit J'f (C11) l'espace des fonctions entières sur C^ muni de la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact de Câ. Les fonc-
tionnelles analytiques que nous considérons sont les éléments de ^f' (C^)
dual topologique de e^f (C^).

Pour tout compact, non vide, K de C ,̂ on désigne par q^ la semi-norme
<IK (/) = ^Pzejc 1/00 | pour/e^f (C4). Une forme linéaire Tsur^f (C^)
est une fonctionnelle analytique si, et seulement si, il existe un compact
non vide. K de C^, une constante M^ > 0 tels que, pour tout/e^f (C^) :

(1) |<T,/>|^M^(/).

Une fonctionnelle analytique T est dite portable par l'ensemble compact
K de Cd si, pour tout voisinage relativement compact © de K, il existe
une constante M^ ^ 0 telle que

(2) | < T, /> | < M.sup,,, |/(z) | (/e^^)).

La condition (1) implique qu'une fonctionnelle analytique est portable
par au moins un compact de Câ. On remarquera que si T est portable
par le compact K, elle est portable par tout compact K^ => K et, en parti-
culier, par l'enveloppe convexe de K.

Dire que T est portable par le compact K signifie que, pour tout ouvert œ
contenant K, la fonctionnelle analytique T se prolonge en une forme
linéaire continue sur l'espace ^ (œ) des fonctions holomorphes dans œ
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de œ
(par Hahn-Banach). En particulier, si œ est un domaine de Runge (i. e. œ est
un domaine d'holomorphie, et le sous-espace ^f (C^) de Jf (œ) est dense
dans J'f(œ)), ce prolongement est unique.
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344 V. AVANISSIAN ET R. GAY

1.1.2. Le théorème de Hahn-Banach et le théorème de Riesz impliquent
en outre que si la fonctionnelle analytique T est portable par le compact K,
pour tout ouvert œ => K, il existe une mesure H, à support compact dans œ,

telle que < T,/> = /(Q 4i (Ç) pour tout/e^f ((?). Il n'y a pas unicité

de la mesure [i. Cependant, lorsque co est un domaine de Runge, toute
mesure représentant T représentera aussi l'unique prolongement de T
à ^ (œ).

1.1.3. Transformée de Fourier-Borel d'une fonctionnelle analytique. —
Si T est une fonctionnelle analytique, la fonction

T: z^ ->T(z)=<^ ,exp<^z»deC d dansC«Ç,z>=ÇlZl+ . . .+ÇdZ^

est appelée la transformée de Fourier-Borel de T. Comme

exp <Ç,z>= S^N^ (^v = ̂ ï1.. .̂  v! = v,\.. .v,!)
v!

la convergence étant uniforme sur tout compact de C0,

^OO-EveN^T^/V^.

Cette dernière série étant convergente pour tout z e C4, la fonction T./<
est une fonction entière. La connaissance de T implique la connaissance
des nombres complexes < T, ^v > (v e N^), donc de < T, P > pour tout
polynôme P et, finalement, de < T,/> pour toute /e^f (C^).

En outre, si T est portable par le compact K de C'1 et e > 0, il existe
une constante Mg > 0 telle que

(3) |f(z)[<M,exp(^(z)+e||z||),

où H^ (z) = supçg^ Re < Ç, z > est la fonction d'appui du compact K,
et [ I I I désigne une norme sur C^.

Si K est un compact convexe, on a

X={ÇeCd ;Re<z,Ç><^(z)(VzeCd)}.

Réciproquement, si AT est un compact convexe, et/une fonction entière
satisfaisant à l'inégalité (3) pour tout c > 0, il existe une fonctionnelle/\.
analytique T, portable par K, telle que T==/
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FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 345

Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonctionnelle ana-
lytique T soit portable par le polydisque

C(0, ri,...,r,) = { z e C , ; [ z, | < r,, 1 ̂ 7 ^ d }

est que, pour tou s > 0, il existe une constante Mg ^ 0 telle que

(4)| ^)|^M,exp((ri+E)|zJ+...+(r,+c)|z,|).

L'espace vectoriel des fonctionnelles analytiques portables par le
compact K sera noté A^.

Enfin, rappelons qu'une fonctionnelle analytique T est dite représen-
table par une distribution à support compact S si, et seulement si, pour
toute h ejT (C4), < T, h > = < S, h >.

Pour tout ce qui concerne les fonctionnelles analytiques, on renvoie à
à [10], [13], [14], [24].

1.2. Notations

w

— L'espace C est le compactifié de C par adjonction du point oo, et
Co=C\ ( ) -a ) ,0 )x{0}) .

- U= { z e C ; -7i < Imz < n }; 0 = £/<

- L'application Ç i-> exp Ç de £/ dans Co est notée /+ ; on a /+ ( U) = CQ.
L'application réciproque de Co dans U est la détermination de log z telle
que log 1 = 0. L'application Çi-^exp(-Ç) de U dans Co sera notée /-.

- pr, désigne l'application z = (z^,. . . , z^)^ z, de C^ dans C.

— Si K est un compact de 0, on pose

K,=pr,(K),

W)=Y\^,^(C\l,(K^

w)=niwc\'-w
On remarquera que Q (K) est un ouvert dense dans Q (AT).

— L'ensemble des fonctions continues dans Q (K), holomorphes dans
0 (K) et nulle dans Q (TO\Q (^), sera notée ^o (îî (X)).
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346 y. AVANISSIAN ET R. GAY

1.3. Transformation G^

Soit K un convexe compact de Cd; K étant polynômialement convexe,
il existe un système fondamental de voisinages de K, ouverts, relativement
compacts, qui sont des domaines de Runge.

1.3.1. THÉORÈME. — Soient K un convexe compact contenu dans Q,
et T une fonctionnelle analytique portable par K.

Il existe une fonction G^ (T) analytique dans Q (K), nulle à l'infini
(i.e. G^(T)e^o(p.(K))), telle que, pour tout système fondamental de
voisinages ouverts (œ;),^ de K formé de domaines de Runge d'adhérence
compacte contenue dans Q. et, pour tout i e /, G^ (T) restreinte à Q. (œ,)
soit égale à G^ (T,), où T, est Punique prolongement de T à ̂  (œ,) et

G^(T,)(z)=( T,,
(1-ZiexpÇi) . . . (1-z^exp^)

La fonction G^ (T) se développe au voisinage de l'origine selon

G^T)(z)=^^f(y)z\
et à l'infini selon

^(^(^(-lyTveN^l T(-V)Z-\

Démonstration.

1.3.2. LEMME. — Soit (œ;)^ comme dans l'énoncé du théorème 1.3.1.
Pour tout z fixé dans 0 (œ;) = ni^^(C\/- (pr, (œ,))) la fonction :

w^ ^rii^ 1
l-z,exp^.

est holomorphe dans œ;.
La fonction

G^(Ti): z^/T,,————————1————————\
\ (1-ZiexpÇi). . . (1-z^exp^)/

est un élément de e^fo (P- (œ»))-

Démonstration. - La première partie résulte de l'hypothèse

z, i /_ (pr, (œ,)).
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Soit H; une mesure à support compact dans œ^ représentant la fonction-
nelle T, (cf. 1.1.2). On a

C^(T,)(z) = f_———^——^^ (zeQ(œ,)).
J lh^d(l-^expÇ,)

.̂(0
nK/^-^pç/)

II est classique que la fonction 6^(7^) est holomorphe en zeQ(©;).
Montrons que cette fonction se prolonge à Q (œ,) en une fonction continue
et nulle dans Q (û)^)\Q (œ,). Il suffit de montrer que la limite de l'inté-
grale lorsque z e 0 (co;) tend vers z° e Q. (œ;)\0 (œ;) est nulle. Or il
existe a > 0, et, pour tout 1 s$ j ^ d, un voisinage Vj de z^ (dans
C\/_ (pîj (o)^))) tel que, si Zj e Vj et Ç e (Dp on ait [ 1 —Zj exp ^j | > a.
Les constantes étant i^-intégrables, on conclut par le théorème de conver-
gence bornée.

1.3.3. LEMME. - 0(70 = IJ^QCœ,).
Démonstration. — Elle est élémentaire.

1.3.4. LEMME — Toutes les fonctions G^ (T;) admettent comme dévelop-
pement de Taylor à Vorigine le développement

^(^(^Eve^n^,
/\.

où T est la transformée de Fourier-Borel de T. En outre ces fonctions
admettent à l'infini le développement.

GKW(Z) = (-1)^ ,eN.,v,^l n^Z-

Démonstration. — Pour tout ; e /, soit py (i) la distance de l'origine
à l'ensemble compact /_ (pry (co;)) c C\{ 0 }. Pour | Zj [ < py (;) et
Ç e œ,, on a j Zj exp (̂ .) [ < 1. D'où

(5) ni^d,———————^- = EveN^eXp^, V> .
1-z^exp^.

La série du second membre qui, pour Ç fixé dans œ^, est uniformément
convergente sur tout compact du polydisque ouvert C(0, pi (;),..., pj (0)
est aussi, pour z fixé dans ce polydisque, uniformément convergente en Ç
sur tout compact de œ^; en effet, soit L un compact de (Dp et aj la distance
de l'origine à /_ (pry (L)), aj > pj (f). On en déduit que, pour v e N^,

i,-.xp<ç,v>i^y\..p'-»y' ^,ç.L
\ "i / \ ad )
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^48 y. AVANISSIAN ET R. GAY

ce qui implique la convergence normale de la série (5). Il en résulte que

G^(T,)(z) = < ̂  Ev^'expa v» =^^z\ ̂  exp<Ç, v».

Comme la restriction de T, à ^ (C^) est égale à T et que

< T , e x p < Ç , v » = T(v),
on a

GKW(Z)=^^T(V)Z\

Le développement à l'infini s'obtient de manière analogue. D'où le lemme.

La démonstration du théorème 1.3.1 s'achève si on montre que :
1° Pour tout ij e I, les restrictions de G^ (T,) et G^ (T,) à Q (c^) n 0 (œ,)

sont égales.

2° La fonction G^ (F), obtenue pour recollement des (G^ (r;))fej, ne
dépend pas du système (co^),^ choisi.

3° G^ (T) est un élément de ^o (û (^)).

(a) Soit œ^ c œ; n co, (^ e /). On a Q (©^) =) Q (œ,) et 0 (c^) =) Q (œ,).
D'après le lemme 1.3.4, les fonctions G^ (zy, G^ (T,), G^ (T,) ont le
même développement de Taylor à l'origine. Les ouverts Q (œ,) et û(©.)
étant connexes les fonctions G^ (T,) et G^ (T,) sont, respectivement, les
restrictions de 0^(7^) à ces ouverts. En particulier G^ (T,) et (7^ (T.)
coïncident sur Q (co,) n Q (œ .̂).

(&) La propriété 2° résulte de ce que Q.(K) est connexe et que, quel
que soit le système (œ,),^ considéré, la fonction G^(T) obtenue a pour
développement de Taylor à l'origine le développement ^vei^77^)^-

(c) Soit z° e û (K)\Çï (K). Il suffit, pour conclure que G^ (T) se prolonge
à Q (K) en une fonction continue nulle sur Ô (X)\0 f^:), de remarquer
qu'il existe i e 1 avec z° e Q (œ,)\Q (œ,).

1.4. Injectivité de G^

Le théorème 1.3.1 permet d'associer à tout couple (K, T) une fonction
GK (T) élément de^o (Q (^)). On se propose d'exprimer le nombre < T, h >,
he^ÇC^ en fonction de G^ (F) et de A.
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FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 349

1.4.1. THÉORÈME. - On a, si Ae.?f(C"1),

(6) <r,^>=)—-l G^(r)(z)'f̂Jn
(-1)",
(2in)dj r ix . . .x rd

1 / 1 i \^z! ^dx/i(-logzi, . . . , -logz^)—1... —a,
zl ^

OM F, (1 ^ j ^ û?) ̂  une courbe simple fermée continûment différentiable
par morceaux entourant l_ (pr, (K)) contenue dans Co et orientée au sens
usuel.

Démonstration. — La démonstration se fait en deux étapes :
(a) Soit (û)f) un système fondamental de voisinages de K relativement

compacts contenus dans 0 et constitué de domaines de Runge. Dans
cette première étape, nous montrons que l'intégrale figurant dans (6)
reste inchangée si on remplace G^ (T) par une certaine G^ (7^). En effet,
soit Cj la composante connexe bornée de U\jp où y, = l~_1 (Ty); c- est
un voisinage ouvert de pTjÇK); l'intersection

^==^l^^(^- lxc,xc/d-J)
est un voisinage ouvert de ^contenue dans 0. Il existe ÎQ e /tel que œ .̂ Œ V.
Alors pr, (œ^) c Cj et /_ (pr, (œ^)) c /_ (c,). Par suite,

r,cC\/_(pr,(co^)),

et il en résulte que F^ x ... x T^ <= Q (œ^). D'après la définition de G^(T),
la restriction de cette fonction à I\ x . . . x F^ est égale à la restriction
à cet ensemble de G^ (T^).

(b) Soit H^ une mesure à support compact contenu dans œ^ représen-
tant 7^. On a

GKW(Z) = f ^=^———^ ( 0 ——(zeO(o)J ) ,^o(0

1 Tli^j^-ZjQXp^)^ lll^^dC1-^^?^-)

l'intégrale du second membre de (6) est alors égale à

(7) (-irT / f ^0(0 \
(2^)dJ^,x...x^AJ ni^^(l-^expÇ,)7

x/î(-logZl,. . . ,-logz,)d z l . . .â f z-d ,
zl ^
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350 V. AVANISSIAN ET R. GAY

Les conditions d'application du théorème de Fubini étant réunies, on
peut intervertir les deux intégrations. Il vient :

^^Q
/z(-logzi, . . . , -logzj) dz^ dz^

• x r ^ Yli^j^-ZjQxpQ zi '" z/J r i x . . . >

Un calcul de résidus donne

(-l/f M-logzi, . . . , -logz,)' f̂nx...(2l7T)dJ^lx...x^d Yli^j^dd-ZjQXp^)

dZ-\ aZj .. ,..x — - . . . — = HÇi, . . . ,^)
zl ^

Finalement, l'intégrale du second membre de (6) est égale à

l\(Çi, ..., Ç,)̂ iJO = < T^ h) = < T, h\

d'où le théorème.
/\.

1.4.2. COROLLAIRE. — La transformée de Fourier-Borel T(Ç) de la
fonctionnelle analytique T s'obtient à partir de la fonction G^ (T) par

(—}¥wno^y.
x f c,(n(^)cxp(-(Çlloe^l+...+ç^log^^))rf^l...''i'.

Jrix...xrd z^ z^

1.4.3. PROPOSITION. — Soit K un convexe compact de fî. U application
linéaire G^ : A^ —> J^o (Q (^)) ^^ injective.

En effet, l'égalité (8) implique que si G^ (T) = 0, alors T est nulle et,
par suite, que T = 0.

1.4.4. PROPOSITION. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
deux fonctionnelles analytiques 7\ et T^, portables respectivement par K^/\ /<
K^ compacts de 0, soient égales est que 7\ (v) = 7^ (v) pour tout v e N .̂

Démonstration. — 5'oit AT l'enveloppe convexe de K^ u A^. L'égalité
TI = T^ équivaut à l'égalité G^ (Ti) = G^ (T^) elle-même équivalente
à fi (v) = f^ (v) Pour tout v e N ^ (c/. 1.3.4).

TOME 103 — 1975 — ?3



FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 351

1.5. Inversion de G^

Dans ce paragraphe, on donne une condition suffisante pour que l'appli-
cation G^ soit bijective. Soit K = K^ x K^ x . . . x K^ un produit de convexes
compacts de U. Pour s > 0, soient P^g l's-voisinage de Kj et
Og = fjiï^d Vj'^. L'ouvert convexe Og est un domaine de Runge, et il
existe 80 > 0 tel que, pour 0 < s < £o? ^ Œ ^' La famille (^s)o<s<eo est

un système fondamental de voisinages de K contenus dans Q relativement
compacts et constitué de domaines de Runge. On a alors le théorème
d'inversion.

1.5.1. THÉORÈME D'INVERSION. — L'application G^ : A^ -> J^o (P (^0)
est bijective lorsque K = K^ X K^ X . . . X K^ est un produit de convexes
compacts de U.

Démonstration. — Elle sera faite en deux étapes :

(a) L'application G^ est injective d'après 1.4.3. Montrons qu'elle est
surjective. Soit (pe^fo(^W); Ïa forme linéaire T'.^(Cd)—>C :

(-1)^
(9) ^L-Z,

(2^

x [ (p(z)^(-logz,, . . . , -logz,)^ . . . dzd

J ri x. . .xrd Zi z^

est manifestement continue sur e^f (C4), et définit une fonctionnelle ana-
lytique portable par K. Les F? comme dans le théorème 1.4.1, sont des
courbes simples fermées, continûment différentiables par morceaux, entou-
rant les /_ (pTj (K)) = /_ (Kj) contenues dans CQ et orientées au sens
usuel. Soit œ un ouvert relativement compact contenant K; il suffit de
montrer qu'il existe une constante M^ > 0 telle que, pour tout h e ̂  (CQ :

[<T,^>|^M,sup^,|^(z)[.

Il existe s > 0 tel que œ^ c: œ n Q. Soient Cj une courbe fermée simple,
continûment différentiable par morceaux, entourant Kp contenue dans
Vj^ et Cj = /- (cj) orientée dans le sens usuel; Fj et Cj sont homotopes
dans C\/_ (Kj). En raisonnant sur chaque variable séparément, on
constate que l'on peut remplacer, dans (9), r\ x ... x 1̂  par Ci x . . . x C^
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ce qui donne, après le changement de variables z, = exp(-Ç ) :

1 < r , A > | = 1
(Inf

(p(exp(-Çi),...,exp(-Ç,))/i(Çi,...,Ç,)^...^ ,
J ci x ...xcd

on en déduit :

|<r^>|^sup^^j/î(Ç)|

"^ l (P(exP(-Çl)-•-exp(-^))|^jÇ,i...^(^,
(271) Jcix.. .xcd

d'où

[<T,/î>j^M,sup^,|^(z)|,

avec

M,, — — f |<P(exp(-0, , . . . ,exp(-Ç,)) |^Ç, j . . .^Ç,] ,
(Z7C) Jcix.. .xcd

ce qui montre que T est une fonctionnelle analytique portable par K.

(b) Montrons que G^ (T) = (p. Il suffit d'établir que, pour e < 80, la
restriction de G^ (T) à Q (o)g) est égale à la restriction de (p à cet ensemble.
Considérons ©g = ]~[i^j^d vj^ Soient c, une courbe comme plus haut
contenue dans F,,,, et C, = /_ (c,). Pour M e 0 (œ,), la fonction
Ç1-^ l/(ni^j^d(l-^expÇy)) est holomorphe dans o,. Cet ouvert étant
un domaine de Runge, il existe une suite (/?„ (Ç))^i de fonctions entières
qui converge uniformément sur tout compact de ©g vers l/dli^'^
(1-MyexpÇy). Soit 7g l'unique prolongement de Tàjf(û)g). On a, pour
chaque /?„ :

<7;,;0=<T,/0

_(-!/
(2^^

X f <P(^n(-logZi, . . ., -bgZ,)^ . . . ̂ ,
JCiX...xc^ ^^ ^
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d'après la première étape; d'où, par passage à la limite,

G^T,)(u)=/T^_
ni<7^(l-^expÇ,),

(-1)'

353

(2<7r)

x r ___cpoo___ rfzi ^
Jc,x. . .xc,TTi^7<d(l-M/exp(-logz,)) z. z.^ni^^1-^^-10^./)) z!

or

exp(-logzy) = — et
(1 - Uj exp ( - log Zj)) Zj Zj - Uj

donc
(-!/

GKW(U)=
(2170)'

x
(p(z) -Jzi . . . dz^

C i X . . . x C d ( Z i - M i ) . . . (z^-Ud)

(p appartenant à J^o (^ (^)) un raisonnement élémentaire montre que
l'intégrale du second membre est égale à (p (u), d'où le théorème.

1.6. Cas d'un polydisque

Nous allons appliquer les résultats des paragraphes précédents au cas
où le compact convexe K est un polydisque de centre 0 et contenu dans 0.
Auparavant, nous allons introduire quelques notations.

Soient :
— 5^ le disque fermé de centre 0 et de rayon a.

— Pour 0 ^ a < TC, £ / ,= /+ W = /_ (^).
— C (a) la couronne { z e C; exp ( — a ) ^ [ z | ^ exp (a) }.

Si z e C

6(z):

z si
^
- si
z

z

z

<1,

>1,
s(z)=

0 si
1 si

z
z

<1
> 1
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Pour tout rf-uple (£1,..., e^), où e, = 0 ou 1, et tout rf-uple (oci, . . . , o^),
où 0 ï$ a, < 7i, 1 <y < ûf, ;̂;:::;̂  désigne l'ensemble

{ z = (zi, ..., z,)eY[,^^(C\C(^)); s(z,) = s,, 1 ̂ j ̂  d}.

On a :

rilW^W) - Ul^^,e,e{0,l}^;;::::^

(Le second membre est une réunion de 2^ ouverts connexes.)

1.6.1. PROPOSITION. — Pour tout fonctionnelle analytique TeA'^, où
K = rïi^y^d ̂  (^ ^ oey < TT, 1 ̂  y ^ û^) la fonction G^ (T) admet, dans
rii^j^d (C\C(o,)), 7^ développement

(10) G^(T)(z) = (_iy^)+-+^)

><EveN.,v,^(z,) Ta-l)6^^, . . .,(-1)^)

x(e(z0)vl...(9(z,))vd,

/û? convergence est uniforme sur l9 ensemble

K^=K,nîi^,^(C\C^

où KQ est un compact quelconque de f j i^y^d (C\C(ay)).
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Démonstration. — II suffit d'établir le développement pour zeQ^'""^
et sa convergence uniforme sur KQ n û^""^. Il existe

0<p<infi^^(7i;-a,)

tel que K^ n Q8^ c O^p'^p. Soit z e 7?o n 0:;::::̂ . Si

£,=£(Z^)=0,

on a | Zy | < exp (-(ay+p)) et ] Zy exp (Çy) | < 1 pour Çy élément de l'inté-
rieur de *S^.+p, donc

,———1——— =E^oZ?exp(v,Ç,)
1 - Zj exp Çy

= (-1)6^ Ev,^(z,) (ô^))^ exp((-1)^^,^).
Si £y = £ (Zj) = 1, on a [ Zy [ > exp (oy+ p) et [ Zy exp Çy [ > 1 pour Çy élé-
ment de l'intérieur de 5^.+p, donc

,——v———= -Ev^i^-expC-v.Ç,)
1-z.expÇ,

= ( - ir^0 Ev,^(z,) (e (z^^-exp ((-1)^^ v, Ç,).

Les séries ci-dessus étant normalement convergentes pour Çy appartenant
à un compact de l'intérieur de S^.+ (z fixé), on a

________1________
(1 - z, exp Ci) . . . (1 - za exp Q
^ /_ <\e(zi)+...+s(zd)

xSveN^v^s(z,)eXp((-l)£ ( z l )VlÇl+. . .

+(-l)e(zd)v,Ç,)(9(Zl))vl ... (6(z,n.

Cette dernière série est normalement convergente pour Ç appartenant
à un compact du polydisque ouvert

cùp^zeC^; |z,| <o,+p, 1 ̂ J^d} ,

si Tp est l'unique prolongement de T à e^f (©p), on obtient :

G^(T)(z)=G^(Tp)(z)

=/r _____L____\
\ p 5(l-ZlexpÇl). . .(l-z,exp^)/

= (-i)^^-4-^) E^^,V,^(Z,) nc-^^s,...,
(-l)£<zd)v,)(e(Zl))vl...(e(z,)vd).
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La convergence uniforme sur Ko n %:::; ̂ . résulte des considérations
classiques sur les séries entières.

1.6.2. COROLLAIRE (analogue à la proposition 1.4.4). — Une condition
nécessaire et suffisante pour que deux fonctionnelles analytiques, portables
par le polydisque K = ["[i^j^d s^ soient égales est qu'il existe 81,..., s^
(Sy = 0 ou 1, 1 < j ^ d) tels que, pour tout v e N^,

^((-irvi,...,(- irv^f^-irvi, ...,(-i)^v,).
En effet, si cette condition est réalisée, G^ (Ti) et G^ (T^) admettent

le même développement dans û '̂/;;;̂  qui est un ouvert non vide de l'ouvert
connexe O(^). Par conséquent, G^ (7\) = G^(T^\ d'où 7\ = T^-

1.7. Fonctionnelles analytiques représentables par des distributions à
support compact discret contenu dans Q

Dans ce paragraphe, on caractérise par leur transformée G^(T) les
fonctionnelles analytiques représentables par des distributions à support L
compact discret contenu dans Q (tétant le produit des enveloppes convexes
depr,(L)).

1.7.1. THÉORÈME. — Soit T une fonctionnelle analytique portable par
un convexe compact KQ de 0.

(A) Si la fonctionnelle analytique T est représentable par la distribution
Ei^pElvi^^v0^ de support

L = (a^ . . . , (Xp) (ocfe = (0^1, . . . , a^) e Q,

v = (Vi, . . . , Va) e N^, 'kk,v e Q? ̂ ^ ̂  conditions suivantes sont vérifiées :
1° G^ (T) é^ ^^ fonction rationnelle A (z)l(B^ (z^).. .^ (z^) ^w^^

^ ^fo (û (^o)).
2° Po^r ^OM? 1 ̂  j ̂  d, Bj est un polynôme en la variable Zj de la forme

B j ( Z j ) = Yl^ei^-^^P^jf^'

avec Ij sous-ensemble non vide de { 1, .. .,p } et JLI^. y6N*.

Réciproquement, si G^(T) vérifie 1° et 2°, alors T= Sp S i v f ^ Z p ^p^0^
avec P e ]"[! <j^ { ̂ ,r k] e ï^ ^k,j e pr; (Xo) }.

TOME 103 — 1975 — ?3



FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 357

(B) En particulier T est représentable par une mesure à support compact
discret a Q. si, et seulement si, pour tout j, Bj (zj) a ses racines simples.

Démonstration.

Les conditions sont nécessaires :

(A) Si Test représentable par Si^pElvj^ ^.v 8^ P0111' 1^1 suffi-
samment grand, on a

GKo(.T)(z)= ( SI^^EM^^V^, ———.————— )
\ lh^d(l-^expÇ,)/

= 2^1^fc^p2j|vK^(~l) ^ , v l l l< j<d

r d v j ( i M. ^x —- —————— (o^ ,).
\_dç\l-z,expU] ' J

En remarquant que

d" 1 _ P^^-expQ
d^ l-z,expÇ (l-z.expO^^

où ?„ est un polynôme de degré ^ n, on obtient :

^Ko(n(^=El^^E|v|^.(-l)lvl^,v

„ P^ (zi exp Ofe, i) . . . P^ (z^ exp a^ g)
(1 - zi exp a,, O-1 +1 . . . (1 - z, exp a,, ̂ d+1 *

D'où le résultat en prenant pour Bj (zy) le p. p. c. m. des facteurs
((1 -Zj exp a^,)^1)^^,^^.

(B) Si T est représentable par ^= ^ ̂  ô^^, on obtient, par un calcul
analogue,

^o(T)(^)=S=i-———————-^—————————,,
(1-ziexpoc^i) . . . (1-z^expa^d)

et Bj (zj) sera encore le p. p. c. m. des facteurs ((1—^j exp ^k,j))i^k^p'

Les conditions sont suffisantes :
(A). Soit R (zi, . . . , z^) = A (zi, . . . , z^i (zi).. .^ (z^) une fraction

rationnelle satisfaisant aux conditions de l'énoncé. Pour chaque 7, considé-
rons l'enveloppe convexe Kj de l'ensemble pr, (L). L'ensemble Kj est un
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compact de U. Soit K= Yii^j^d^' J)aT hypothèse, R est holomorphe
dans Q (K). D'après le théorème 1.5.1, R définit une fonctionnelle ana-
lytique T = G^1 (R) portable par K. Afin de déterminer T, nous allons/<
exprimer sa transformée de Fourier-Borel Tau moyen de l'énoncé suivant :

1.7.2. LEMME. — Soit ^ugNdâL W^ le développement dans un voisinage
de F origine de C0 de la fraction rationnelle (holomorphe dans un voisinage
de 0) :

R(W)=——————————A(w!——————————
Yli w (1 - c,, , W/-1 . . . (1 - c,, ̂  W^ e ' 5

où c^k e C\{ 0 } et S^k e N.
77 existe des entiers M^...^M^ et des nombres ^,^, .. .,^4, /d

(kj ^ ej; Ij < 8j,k.; kp lj e N, 1 ̂  j ^ d) tels que, pour Uy ^ A/y, on ait

-V j ^Vi+;i-l\av — Ll^kj^ej, l^lj^Sj,kj, l^j^d^ki.li, ...,kd,ld\ ] 1 j X • • •
\ ^1-1 /

x f^+^- l^ v,
x^ ^_1 ^l,^--^^

5'f 7? e J^o (^ (^)) J^^Mr M/Î certain convexe compact K c Q, on peut prendre
Mj = 0 pour tout j.

Le lemme se démontre par récurrence sur d en utilisant la décomposition
standard en éléments simples des fractions rationnelles d'une variable.

Revenons au théorème 1.7.1. D'après le théorème 1.3.1, on a

GKoW^SveN.nv)^

dans un voisinage de l'origine. G^ (T) étant élément de ^fo (Q (A^o)) en
vertu du lemme 1.7.2, pour tout v e N^ :

__, N __ V A (vl+ll~^\
l{<v) — Lkjelj , l ^ l j ^ ^ ^ k ^ j , l ^ J • ^ d A k l , l l . . . , k d , l d y ; — 1 ; x • • •

xr^ d )exp(via^i)...exp(Vda^).
\ l d ~ L /

Posons

F(ZI, . . ., Z^) = ^kjelj, l^lj^tikj,j, l ^ J ^ d ^ k i , l i , . . . , k d , l d [ 1 _1 J X . . .

><(zd^l )exP(afel.lzl+•••+a^.^À
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y<

F est une exponentielle-polynôme qui coïncide avec T sur N4. Or, cette
exponentielle-polynôme est la transformée de Fourier-Borel d'une fonc-
tionnelle analytique représentable par une distribution S de la forme

/s. /s.

EpZ|v|^p ^p.v^p. Mais S (y) = T(y) pour veN^, donc T est représen-
table par S d'après la proposition 1.4.4.

(B) Enfin si R (z^, . . . , z,) = A (z^ . . . , z,)^^ B, (z,)), où

Bj (z./) = rk e i/1 - ̂  ex? %, y)-

Les coefficients du développement à l'origine de R sont donnés par

^v = 2jfcjeJj. l^j^fe^fei,...,fcd

xexp(o^iVi) ... exp(a^Vd),
/\

donc T est une exponentielle-polynôme à coefficients constants, et T est
représentable par une distribution de la forme ^p ^p 8p, d'où le théorème.

Remarque. — Sous les hypothèses (A) (resp. (B)), T est une exponentielle-
polynôme (resp. exponentielle-polynôme à coefficients constants).

CHAPITRE II

Convolution cPHadamard

Soit 0 l'anneau des germes de fonctions analytiques dans un voisinage
de l'origine de C^. Le produit de composition y^ * 72 de deux éléments y^,
72 de 0, de représentants respectifs /i (z) = ̂  ̂  ̂  z\ /^ (z) = Evel^ ^v zv»
est le germe défini par la fonction (/i -kfz)(z) = ̂ veN^v^v^» analy-
tique dans un voisinage de zéro. L'espace vectoriel 0, muni du produit *,
est une algèbre commutative unitaire non intègre. En particulier, pour
tout Yi, Y^ Va. e 0 :
- Yl*Ï2 = Ï2*Yl;

- Yl * (ï2 * ïs) = (Yl * 72) * Ï3;

- Yi * (72+73) = Yi *Y2+Yi *Ï3-

L'élément unité pour * est le germe de la fonction

-EveN^ (|Z,|<1,1^J^).
Yll^j^-Zj)
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On a

ai*/2)(z)=—[ /if21,...^)
(2 î 7r)"JM=r, V ^ ^7

x f r ^ n^1 ^^.^^l? • • • 5 ^——— • • • ———

h h

pour z dans un voisinage de l'origine et rj assez petit (cf. par exemple [23]).

2.1. Transformation ^

L'ensemble ̂  = [ J K ^ S I ^ K ^es fonctionnelles analytiques portables par
un convexe compact de Q est un espace vectoriel. Considérons l'applica-
tion ^ qui à Te A'ç^ portable par K associe le germe à l'origine de G^ (T).
On remarquera que ce germe est indépendant du compact K (cf. 1.3.1).

2.1.1. PROPOSITION. — L'application ^ : A'^—> 0 est linéaire injective.
En effet, si T, (i = 1, 2) est portable par K, et oc; e C, ai Ti+o^ T^ est

portable par l'enveloppe convexe conv (K^ u K^) de K^ u K^ qui est un
convexe compact de Q, et ^ (a^ Ti + o^ Ï2) est 1e germe de

^convCJCiU^X0^ ïl+a2 ^2) = a! ^conv (Xi U ^2) (^l) + ̂  ^conv (JCi U K^ (^2)-

Enfin, on remarque que le germe de Gconv(jciu^2) W) est ^ê^ a ce^ul ^e

G^^ (T,), d'où la linéarité.
D'autre part, si ^ (T) = 0, alors G'̂  (T) = 0, d'où T= 0 d'après 1.4.3.

2.1.2. PROPOSITION. — Soient T^(i= 1,2) portables par K^ convexes
compacts de Cl; si K^+K^ c: 0, alors :

^(Ti*T2) =^(Ti)*^(Ï2).

Démonstration. — Le produit de composition de 7\ et T^ défini dans [14],
est portable par K^+K^. D'après 1.3.4, ^ (T,) admet comme représen-
tant la série ^veN^M^ et ^(Tl*72) admet le représentant

EveN^ T! * ̂  (v) ^v- On remarque enfin que Ti * T^ 00 = ^i ^). ̂ 2 ^)-

2.1.3. LEMME. — Soient T, (i = 1,2) portables par K^ convexes compacts
de îî tels que K^+K^ <= Q er K^—K^+K^ <= t2. O^z 7?^^ trouver :

Un polygone convexe Cj entourant pij (K^) et contenu dans U (on notera dj
le domaine convexe bordé par Cj).
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Un polygone convexe jj entourant le compact convexe dj+pTjÇK^) et
contenu dans U de telle sorte que, pour tout j\ l'ensemble

Vj—Cj = { (T-T; crey^., T e Cy }

soit contenu dans U.

Démonstration. — II existe SQ > 0, 0 < e < SQ, tels que, pour tout j,
le 3 s-voisinage de pTjÇK^-K^+K^) et Fs-voisinage de pry (Â^) soient
contenus dans U. On peut choisir un polygone convexe Cj entourant pïj (K^)
et inclus dans Fc-voisinage de pîj (A^), puisque ce voisinage est convexe.
En choisissant e suffisamment petit, on peut enfin assurer que U contient
Fs-voisinage de dj+pîj (K^). On prendra alors jj contenu dans ce dernier
voisinage. La condition Jj—Cj c: U est alors réalisée; en effet, a e jj peut
s'écrire k^+k^+u+v, où k^ epTj (K^), k^ epTj (K^), [ u \ < s, [ v [ < e,
et T e Cj peut s'écrire k[ +w, où k[ e pr, (K^) et [ w | < c; alors,
CT—T = k^—k^+k^+u+v+w est un élément du 3 e-voisinage de

pr,(7^-^+^)Œ U.

Les polygones convexes Cj et jj étant comme dans le lemme 2.1.3,
on pose Cj == /_ (cy) et Fy = /_ (yy); Dy sera le domaine bordé par
C,GD,=/-(^,)).

Si t, e C, et z, ^ /_ (ûf,+pr, (^)) == 2),./_ (pr, (^)), alors

z,/^/_(pr,(^)),

et on peut considérer, pour z fixé dans A = ]~[i^y^ [ (^j'-l- (PTj (^2)))?
la fonction

Oi, ...,^)eClX...xC^G^(T,)fz l, ...,z-^
Vi ^7

qui est continue, donc intégrable, sur C i X . . . x C ^ . Il en résulte que
l'intégrale

^f G^(T,)(t,,...,t,)
(2 in) J Cix...xcd

x G fï^21 ^V^ ^x "Kz V •1 2^ | — » • • • > — ) —— • • • ——
Vi tjh ^

a un sens. En outre, cette intégrale définit un élément de

^o (i2 (FIi^-^ (^•+P'-/ (^2)))).
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2.1.4. THÉORÈME. - Soient T, (i = 1,2) deux fonctionnelles analytiques
portables par K, convexes compacts de Si. Si K^ + K^ <= Sî, K^-K^+K^c Sî,
on a :
(1) GK^(T^T^)(Z)

=^J......c.^(^l)^•••'^)

xG^r,/21,..,^...^
Vi tj ti t.,

pour z, e C (^../_ (pr, (̂ 2))), fey C,, D, étant définis plus haut.

Démonstration. - Le second membre de (1) provient d'une fonctionnelle
analytique portable par K = Y[^^, (dj+pr,(K^)) d'après le théo-
rème 1.5.1. Comme T^ * ̂  est portable par K^+K^c K, 7\ * T; est
aussi portable par K. Pour conclure, il suffit de montrer que T = T^-kT-,
ce qui peut se faire en assurant T = fi.f^. D'après le corollaire 1.4.2,
on a

no= (-i)'
(lin)'1

("^ f ^ (T\(t\r (r^\(z\dt>
XL r f—âL <^(îi)(OG^(7yJ r i x ...xra\(ZlK) J Ci x ... x Çar x r^oTn^L c^^(Tl)(OG^2(T2) - —rix...xrd\^2ï7l;) J Cix...xcd V f / ^ /

xexp(-(ÇilogZi+ . . . +Ç,logz,))JZ,
z

où

dz^^dz^ dz^ dt __dt^ d^
z z! ^ ' ^ ^1 " * ta '

^=(^1 , . . . , ^) et
z 1 ^i ^

_3- .̂

t \ t , 9 " ' 9 t ^

5 • • • 5 ———

tl t^

Posons
z, = exp ( - CT,) e r̂ . avec <j, e y,,
t j = exp ( - T,) e C, avec .̂ e c,,

alors,

logz,= -a,= -(a,-T,)-T,=log(exp(-(a,-T,)))+log(exp(-T,))

= log6^^"^ +log(exp(-ï,)) = log^ +logf,
exP ( ~ ' Ï J ' ) tj
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(on remarquera que les conditions Jj—Cj c U sont intervenues ici).
Il vient, après permutation des intégrales (ce qui est légitime),

(—lYno--—^
(2f7l/

x G^(TO(Oexp(-<Ç,logt»
J CiX...xCdJ Cix...>

Y^f G (T)(^^ ^ -z

^(27^Jnx...x^.GX2(T2\7
/ ( - ^ f n ^.h\ / /. , z \ \dz \d fx -——~d\ GK^T^[ - exp - ( Ç,log- ) — -,
\(2f7^)dJnx...x^. \ t ) \ \ t / j z j t

ou
<Ç, loga > = Ci logû4+ . . . +ÇJog^.

Pour ^ fixé dans Cj (1 ^ y ^ rf), calculons l'intégrale

(-1)'J(^, ..., ̂ ,0=
,^\<f(2f7ir
f r ( T ^ 2 1 zd\(JK^T2)[ —. • • • » — —Jnx.. .xr<, \^ ^/

^ / m x / 7 ! ^
^(72) —. • • • > — —X Jnx . . . x^< , \ ^ ^,

/ /^ 1 ^ , ^ i ^^^l ^dxexp - Çilog- + . . . +Çdlog- -— ... —.
\ \ h h ) ) ^i ^

Lorsque z, parcourt F^, Zy/^y parcourt une courbe semblable F. entière-
ment située dans Co n ([ /- (pr .̂ (K^)). Effectuons le changement de
variables Uj = Zy/^.. On obtient :

^,...,,,0=^
x [ , ,GK,W(U^ ...,u,)

Ji-ix...xrd

( /„ 1 , ^ , V\dMi d«<)xexpl -1 Ci logui+ ... +^logMd j 1— ... —.
\ \ // "i "d

D'après le corollaire 1.4.2, on a

j{t^,...,t,, 0=^(0.
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II en résulte que

(-n^^-^(U--
x f G^T,)(t,, ...,^)

J Cix ...xCd

( ( ^ i ^ i V\^l ^xexp - Ci log^+ . . . +^log^ -1... -^.
\ \ // ^i ^

Soit f(0 = Ti (O.Ï2 (Ç). D'où le théorème.

CHAPITRE III

Fonctions entières arithmétiques de type exponentiel

On étudie dans ce chapitre les fonctions entières / de type exponentiel
vérifiant/(N'1) c: Z en utilisant l'application G^ introduite dans le chapitre I.
La méthode utilisée permet d'établir, directement dans C^, les énoncés
connus dans le cas d = 1 (voir, par exemple [6]).

3.1. Espace A^

On note A^ l'espace vectoriel des fonctions entières de type exponentiel
transformées de Fourier-Borel d'une fonctionnelle analytique portable par
un convexe compact de îî.

3.1.1. THÉORÈME. — Soitfe^ (C4) telle que, pour tout s > 0, il existe
une constante Mg ^ 0 pour laquelle

(1) |/(0|^M,exp(H^(0+8[|Ç||) (ÇeC^),

où K est un convexe compact non vide de Q, H^ la fonction d9 appui de K, et
\\ \\ une norme sur C^. Si f (v) = 0, pour tout v = (v^, . . . , v^) e N^,

tels que Vj ^ mj (1 < j ^ J), où les mj sont des entiers ^ 0, alors f = 0.

Démonstration. — L'inégalité (1) exprime que / est la transformée de
Fourier-Borel d'une fonctionnelle analytique portable par K(cf. [10],
théorème 4.5.3). La sous-additivité de H^ et de |[ ]| impliquent que la
fonction h (Ç) ==/(Ç+w) vérifie une inégalité analogue à (1); A est alors la
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transformée de Fourier-Borel d'une fonctionnelle analytique T portable
par K. D'après 1.3.4, on a

GxW^EveN^Z-

= SveN^^Z" = ̂ ^f(y+m)zv = 0

dans un voisinage de zéro. Donc G^ (T) = 0 et, d'après l'injectivité de
G^ (1.4.3), T = 0; d'où h = 0 et, par conséquent/ = 0, d'où le théorème.

3.1.2. COROLLAIRE. — Le réseau N^ privé d'un nombre fini d'éléments
est un ensemble d'unicité pour la classe A^.

3.1.3. PROPOSITION. — Soit œ un domaine de Runge convexe contenu
dans 0. Pour tout multi-entier, m = (m^ . . ^ w ^ e N ^ , le système
(eXp < V, Ç »veNd,v^m, est total dans ̂  (œ)-

Démonstration. — II suffit de démontrer que si [i est une forme linéaire
continue sur ^ (œ) nulle pour tout élément du système considéré, alors
[i = 0. La forme \i définit une fonctionnelle analytique T portable par un
compact convexe K c= œ. En effet, d'après la continuité de H, il existe un
compact L cz œ et une constante M^ ^ 0 tels que, pour tout g e ̂  (œ) ;

|<^i, g > | ^M^sup^[g(z)|.

Alors, si Kest l'enveloppe convexe de L, K est un compact convexe contenu
dans œ et, a fortiori,

| <H, g> | < M^sup,^ |g(z) | (ge^f(co)).

Dans ces conditions, la restriction T de \i au sous-espace J'f (C^) de J^ (0)
vérifie

|<T,^> |^M^sup ,^[^(z ) | (Tie^C')).

Si o/ est un voisinage relativement compact de K, on a

|<T,^>[^M^sup^^mz)| (/ze^(C')),

où M^ = M^. Ainsi T est portable par K, et l'hypothèse implique que la/\ /^
fonction Te A^ vérifie T(v) = 0 pour tout v e N^ tels que Vj > mj. D'aprèsy\
le théorème 3.1.1, T = 0, donc T = 0. Comme n est l'unique prolongement
de Tà^f (œ), on a |̂  = 0, d'où la proposition.

La proposition 3.1.3 est à rapprocher d'un résultat de RONKIN [19].
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3.2. Espace ^ (7T)

3.2.1. DÉFINITION. - Une fonction entière de type exponentiel fest dite
arithmétique sif^) c: Z.

3.2.2. NOTATION. -- Si A: est un convexe compact de Q, on note € (K)
l'ensemble des fonctions entières arithmétiques transformées de Fourier-
Borel d'une fonctionnelle analytique portable par K.

Nous nous proposons d'étendre à plusieurs variables, et par une méthode
directe, certains résultats figurant dans un travail de C. BUCK [8].

3.2.3. THÉORÈME. — Soit K un convexe compact tel que, pour tout
J\ l ^ j ^ d , Lj = l+ (pr, (K)) soit un compact de diamètre transfini T (L.) < 1.
Alors tout élément de € (K) est de la forme

(2) /(zi, ...,z,)

=Zl^^,l<^dP^,...,^(Zi, . . ., Zd)C\\k, ' ' • C^ka,

où P^, . . . , kd est un polynôme, et c^ ^ un entier algébrique situé, ainsi que
tous ses conjugués, dans Lj.

Démonstration. - Soit T la fonctionnelle analytique élément de A^
telle que T = f. Considérons la forme linéaire f sur jf (C^, définie par

v v v v

< T, h > = < T, h >, où h (Ç) = h (-Ç); Test une fonctionnelle analytique
portable par^-A:; en effet, l'inégalité |T(Ç) | ^ M, exp (^) (Q+s || Ç ||,
implique | (T) ' (Ç) | ̂  M, exp (7^ (Q+s || Ç |[). On a (T) ' (Ç) = /(Ç).
La fonction G^ (T) (z) élément de jfo (^ (-Â:)) admet à l'infini le déve-
loppement

v ^

(-1)" G^(T)(z) = E^.v^/^ (-v)

=y Â-v)_^ /(v)
Z^veN^.Vj^l ——Ç— — Z^veN^Vj^l —Ç-•

^ Z-

Un résultat de MARTINEAU-SEINOV ([15], [20]) affirme que si une fonction
holomorphe dans ni^^Cc^- (où JF/ est un compact polynômialement
convexe de diamètre transfini T (F,) < 1) nulle à l'infini et admet, à l'infini
un développement à coefficients entiers, alors cette fonction est une fraction
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rationnelle de la forme
(3) A(z^, . . . , z^)

B,(z,)...B,(z,)9

où A et les Bj sont des polynômes à coefficients entiers, les Bj étant de plus
unitaires.

On peut remarquer aussi que les racines des polynômes £j sont des entiers
algébriques situés dans Vj.

Il en résulte, ainsi que des hypothèses faites sur/et sur K, que la fonction
v

<7_^ (T) est une fraction rationnelle de la forme (3), les racines c^ j, ^es Bj
(qui sont des entiers algébriques) se trouvant dans /-(pr, (— K)) = /+(pr/^))
(donc non nuls).

Soit
B, (z,) = z^ + a,, „-1 z^-1 + ... + a,,, z, + a,, o (a,,, e Z)

=(z,-c,,,)ô-l...(z,-c,,^)5-^
=B,(0)(l-Y,,,z,)0-1 ...(l-y,^z,^,

où
1

ï y . fc=—•
^•^

Ainsi,
G-KW(Z)

^ _____________A(z^ .... Zd)______________

(ni^^(o))(ni^^(i -Y., i ̂ )5J '1... (i-y.,^)5^) '\/
D'après le théorème 1.3.1, le développement à l'origine de G'_g (T) est

G-K(T)(Z)
= Ev s N. ( T)^ (V) ̂  = Ev e N./(V) Z" == Sv . N- /( - V) Z'.

Il résulte alors du théorème 1.7.1 que
v v ^ /y 1 1 _ 1 \

/(z) = (T) (z) = ̂ 1 ^.kisiiii, i^ii^tt, i^y^ii^ti.ii, ....td,;<jl i i ) x . . .
\ 'i-1 /

../ 'Zd+^-nz, z,
x^ ^_l ^i.*r--Y-,^'

d'où

f(z)-T A ^-21+;1-1^/^z^ — Z^ISskjSiq], I f s l j ^k j , l ^ jSs i l ^ k i , l i, . . . .k i , l t i \ i i I X . . .

/ \ v 1- /

/-Z,+?,-l\ .
x^ ^_1 y c l , t , • • • C d , ^ ,
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on en déduit la relation (2), en posant

^.....fe^l, ..., Zd)

-V j ^-^+^i-l\ /-^+^-i\- Z.i<z^fe, , i<j<d^i,^, . . . .^,^l , . j . . .
\ ^i-l / \ ^-1 /

d'où le théorème.

3.2.4. COROLLAIRE. - Si K est un convexe compact de 0 tel que pour
tout 7, il existe Wy ^ 2 pour lequel pr, (7T) 6^ contenu dans l'intérieur du
convexe E^ = { z e U; \ e^-m^ \ ̂  1 }, alors tout élément de <T (K) est
de la forme

f(z,, . .., z,) = P(zi, . . . , z,)mî1 ... m ,̂

où P est un polynôme.

La démonstration utilise le lemme suivant.

3.2.5. LEMME (cf. [8]). — Si P (z) est un polynôme unitaire à coefficients
dans Z et S = •[ z e C; [ P (z) [ < 1 }, les seuls entiers algébriques contenus,
ainsi que tous leurs conjugués, dans S sont les zéros de P. Les seuls entiers
algébriques contenus, ainsi que tous leurs conjugués, dans S sont les zéros
de P et les racines de P"" = 1 pour un certain m e N.

Le compact Lj = /+ (pry (K)) est contenu dans le disque ouvert centré
en mj et de rayon 1, donc le diamètre transfini de cet ensemble est < 1
(on rappelle que le diamètre transfini d'un disque fermé de rayon r est égal
à r). Les entiers algébriques pouvant être situés ainsi que leurs conjugués
dans Lj sont à choisir dans ceux se trouvant dans le disque ouvert centré
en mj et de rayon 1. Le lemme 2.2.5, appliqué au polynôme z—m? permet
de conclure que le seul entier algébrique possible est m? d'où le corollaire.

3.2.6. LEMME. - Soit F,(a) == { z e C ; \z-a\ ̂  l ^Rez > a-l+e},
où aeR et 0 < s < 1.

Le diamètre transfini de F^ (a) est < 1.

En effet, le diamètre transfini T de Fg (o) est égal à sa capacité logarith-
mique, celle-ci est égale à la capacité analytique y = y (/^ (a)) de Fg (a)

1 , 271; ,
y < — / < — = ! ,

271 271

où / est la longueur du bord de F, (a) (cf. [25], app. I, prop. 3.6 et 3.8).
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3.2.7. COROLLAIRE. — Si Kest un convexe compact de Q. tel que, pour tout
j\pTj(K) cz Eo= { z e U ; \ e z \ < 1} , alors les c,^ de (2) vérifient c^f = 1
avecpj ̂ eN.

En effet, il existe 0 < e < 1 tel que, pour touty, Lj == /+ (pr, (A:)) c 7^(0),
donc le diamètre transfini T (L,.) < 1 d'après 3.2.6, et toute /e<T (K) est
de la forme (2) d'après 3.2.3. Les seuls entiers algébriques situés ainsi que
tous leurs conjugués, dans Lj sont à choisir parmi ceux se trouvant dans le
disque de centre 0 et de rayon 1. Le lemme 3.2.5, appliqué au polynôme
P (z) == z, permet de conclure.

3.2.8. COROLLAIRE. — Si K est un convexe compact de Q tel que, pour
tout], pr, (K) c E^ = { z e U; [ e2-1 | ̂  1 } alors les c^ ^ de (2) sont de
la forme 1 +exp (2 i n r^ ^ avec r^ j, rationnel de ) - 1/2, 1/2(.

Même démonstration que ci-dessus en remplaçant F^ (0) par Fg (1) et
en prenant P (z) = z-1. Remarquons que les racines différentes de 0 de
P" (z) = 1 sont 1 +exp (2 ik n/n) (-n/2 < k < n/2).

3.2.9. COROLLAIRE. — Soit f une fonction entière arithmétique vérifiant

[/(zi, . . . , z^)[ ^ M e x p ( a i | z i [ + . . . + o ^ [ z ^ | ) ,
avec

0^a,<ao (\^]^d\ M = Cte > 0.

Alors f est de la forme (2).
Si a, < 0,8,c,^ est un élément de { 1,2, (3+f^/3)/2, (3-f^/3)/2}

/?6wr tout k.

Si a, < | log (3+î^/3)/2 |, c^ ^ est un élément de { 1,2 } pour tout k.
Si a, < log 2, Cj^ = 1 ̂ o^r ^OM^ À:.
En particulier, si a, < log 1 pour tout j,fest un polynôme.
Pour la première partie, remarquons que la fonction/est la transformée

de Fourier-Borel d'une fonctionnelle analytique T portable par le poly-
disque K = rii^d ^ où s^, == { z e C; [ z [ ^ oc, }. En effet, la
fonction d'appui de K est H^ (z) = ai [ z^ [ + . . . + oc^ [ z^ |, et l'hypo-
thèse faite sur/implique l'inégalité |/(z) [ ^ Mg (exp 7^ (z)+s ||zl(),
où Mg = M pour tout e; d'où l'affirmation ci-dessus (cf. Introduction).
Le diamètre transfini de Lj = /+ (pr, (K)) = l+ (5 .̂) = U^ est < 1 pour
a, < oco (cf. Introduction et [16]). Le théorème 3.2.3 s'applique. La seconde
partie résulte des calculs faits par CHARLES PISOT [16] dans le cas d'une va-
riable. Le résultat ci-dessus est à rapprocher d'un énoncé de A. BAKER [4].
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3.3. Espace e^g 2 ((?)

On note ^fiog 2 (C^) l'ensemble des fonctions entières vérifiant

l/Or ..., ̂ )| ̂ ^exp(ai|zi|+...+ajzj),
avec

0^a,<log2 ( l^ j^âT) , M=Cte>0 .

3.3.1. PROPOSITION. - Toute /e^g 2 (C^) ̂  développe selon

(3) /(^)=EveN^COP,(z),

développement uniformément convergeant sur tout compact de C0, où

P.^) = Pv^i)... Pv.(^),
Û^C

P^(M) .^C^-^'-^-^+l)
n!

Av(/)=Eo^,^,,l^^/p\-l)lvl-lpl/(P) (^peN^).

Pour tout max^j^ ^.<a<log2, il existe M^ > 0 ^//é? ^^
lAJ^I^MJ^-^l-l^eN^).

Démonstration. — On a

(4) exp<Ç, z> = EveN^expÇi-iy1 ... (exp^-l^P^z),

où la série converge, pour z fixé, uniformément sur tout compact de l'inté-
rieur du polydisque C (0, a^, . . . ,o^). Cela résulte du développement
analogue établi (par exemple dans [6]) pour le cas d'une variable et la pos-
sibilité de multiplier des séries absolument convergentes.

Soit T la fonctionnelle analytique portable par le convexe compacty\
C(0, ai, ..., ad) telle que T =/. Si max a, < a < log2 on a, pour un
M^O,

(5) \<T,h>\^M^p^^,^.^\h(z)\.

En particulier, si h (Ç) = exp < Ç, z >, l'égalité (4) implique la relation (3),
et l'inégalité (5) donne

l^œM^nlWexpÇy-ip)!
<M,sup^^^,^|ni^,(expÇ,-l)^|,
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d'où l^œi^M.^-ir.
Remarque. — Dans le cas particulier où/est arithmétique, élément de

^iog 2 (^)î on retrouve le dernier point du corollaire 3.2.9. En effet,
\ (/)est un entier, dont la valeur absolue est < 1 dès que M^ (e^ — 1) ' v ! < 1

3.4. Cas où / est périodique

3.4.1. THÉORÈME. — Toute fonction fe Açy périodique par rapport à
chaque variable Zj et de période mj e N"\{ 0 }, est de la forme :

/ y \ _ V A ( V4 :2ï7^^zp^
JW — L(-mj/2)<kJ<(mj/2),l^j^dAkl,....kdexP[ ~ Lp= 1———————— ) •

\ mp /

Démonstration. — Soit T la fonctionnelle analytique portable par un/\
convexe compact K de Q telle que T == f. Le développement à l'origine de
la fonction G^ (T) peut s'écrire :

GK(T)(2)=^^f(v)zv

== ^0^vj<mj, Kj^d^peN4

-̂  i(\î -I-R m v 4- R m ^ 7vl x Plml -VdXpdmd
x . /^v l l -Plm l5 • • • 5 vd+Pdm^zl • • • ̂

= ^0<Vj<mj, 1^7<d/(v)z ^peN^7!1) 1 • • • (^ d) d

= Z^O^Vj-<mj, l^j^df^)1

/(l-z^ l)...(l-z^).
Rappelons que la fonction G^ (T) est holomorphe dans

ûw=ni^^co(p^w))-
3.4.2. LEMME. - Dans rouvert V = (^{^j^(C\E,)) Ç}Çï(K) (où

Ej est l''ensemble des racines m^ièmes de l'unité), la fraction rationnelle

r _ 2^0^Vj<Wj, l^J^dJ(v)z

~Q~ (l-z^.-.O-z^)
e^? ̂ afe a Gx (7').

Démonstration. — L'ensemble V est connexe; en effet, il s'écrit aussi :

(FIi ̂  C £y) ̂  (rii ̂  C ?- (Pr, W)) = rii ̂  ̂  [(C £,) ̂  (C ?- (Pr; W))]=ni^C(£^-(pr,w))
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qui est un produit d'ensembles connexes. Les fonctions G^ (T) et P/Q sont
holomorphes dans V, et coïncident dans un voisinage de 0 contenu dans
V, d'où le résultat.

On en déduit deux lemmes.

3.4.3. LEMME. — La fraction rationnelle P/Q est holomorphe dans fî (K).

3.4.4. LEMME. - On peut écrire :

^___________Â(z,, ...,z,)___________

Q ^l<^d^(-m,/2)<fc,<(m,/2)(l-exp(-2fk,7c/m,)z,)) î

où A est un polynôme.
Si mj est impair,

l-z^'=^(-^2)<^<(m,/2)(l-eXp(-- l-^)z,).
\ \ mJ• / /

Si (0^, ..., oCp) sont les indices j tels que mj soit pair, on constate que

A(Zi, .. ., Z,) = ̂ v^l^^)^
(l+zj...(l+z^)

est un polynôme. En effet, dans un voisinage convenable V^ du, point
(—1, —1, . . . , —l)eÇl(K), la fonction A est holomorphe dans V^ privé
de l'ensemble analytique

F7={ze7 , ; ( l+zJ . . . ( l+z^)=0},

et admet comme prolongement holomorphe dans V^ la fonction

^(n(z)^l^^^(-m,72)<^<(^2)fl-eXp(-2^)z^
\ \ mj } /

on en déduit alors aisément que ^4 est un polynôme.
D'après le lemme 1.7.2, on peut écrire :

J ( y ) = Zj(-mj/2)<kj<(mj/2),l^j^d^ki, ...,fcd

(6) { .^/ ^ /2^^xexpf-E^Y'^^VveN").
\ \ ̂  ) )TO,
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Soit h (z) la fonction obtenue en remplaçant Vp par Zp (1 ^ p ^ d) dans
le second membre de (6); A coïncide avec/sur N^, et

|^(z)| ^Mexp(a i | z i |+ . . .+o^ | zd | ) (M = Cte > 0),

avec a, = maX(_^./2)<^.<(^./2) (2 | kj 17r)/Wy < TT. On conclut par le
théorème 3.1.1.

CHAPITRE IV

Quotient d^exponentielle-polynômes

4.1. Un problème de division pour la convolution d^Hadamard

Afin de résoudre le problème de division des fonctions exponentielle-
polynômes, nous allons étudier tout d'abord un problème de division dans
l'algèbre 0 des germes à l'origine des fonctions holomorphes pour la convo-
lution d'Hadamard.

4.1.1. THÉORÈME. - Soient donnés :
(a) 0 < a, < 71/4(1 ^7 ^ d)\
(b) Yjî le germe à F origine de la fraction rationnelle

R(z)=___________A(z)___________^0niwi-^i^)5"1... (i-c,^,z,)ô^/ 5

où c,, k e U^ = l. (S^) (S^.== {u e C; | u \ < a, }), et le degré du poly-
nôme A par rapport à Zy est inférieur à ô y ^ i + . . . + 8^ p , pour toutj;

(ç) js Ie germe à l'origine de la fraction rationnelle

S(z) = ̂ ^,—————————^————————— ^ 0,
(1 - zi exp P^ i ) . . . (1 - z^ exp P^ ̂

où \Jii ^ 0 et exp (P^ j,) e U^pour tout k;

(d) YJÎ le germe à l'origine d'une fonction He^fo (P (r[i<j^d ̂  ))»
H ^ 0, ^//^ que :

YJÎ=YS*YH-
^4/o^ ̂  est une fraction rationnelle de la forme

C(z)
(1)

ôi(^)...ô^)
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avec Q, (z,) = ni^m, (^-^, i^ où l'ensemble {Ç,, i, ..., Ç,,^ }
est F ensemble des (exp P^.)/^ , e £/^, 5, = max^.^. ô^ .̂ ^ ô°C
^ fa variable Zy ̂  strictement inférieure au degré de Qj == mj Sj.

Démonstration. — Nous commençons par étudier le cas d'une variable.

On notera :

(2) W= /(z)
(l-c.z)01...^-^

(3) 5(z) = E^^ —^— (^ r=>(3^ p ,̂
1 - z exp P^

et on écrirera a au lieu de ai.
Soit C = /_ (c'), où c' est un polygone convexe contenant S^ dans son

intérieur et contenu dans l'intérieur de 5y+g pour s > 0 tel que 2 oc+e < TC.
Pour tout z fixé, z [ < exp (- (2 a+e)), la fonction t \-> H ( z / t ) est holo-
morphe dans l'intérieur de L^+g et continue sur ^+g.

Les fonctions S,R,H étant holomorphes dans [ U^, et nulles à l'infini,
d'après le théorème d'inversion 1.5.1, il existe des fonctionnelles analy-
tiques Ts, T^ Tu, portables par K = S^ telles que G^ (Tç) = 5', G^ (T^=R,
GK C7^) = H dans C^a- or ^a-^a+^a = ^Sa ^ u ' D'après le théorème
2.1.4 :

(4) G^(T,* T^(z) = (-^ [ G^(T,)(0 G^C^)^)^,
2 i n J c \ t ) t

pour z^ U^+^ condition impliquant z ^ D . /_ (5^), où D est le domaine
bordé par C.

4.1.2. LEMME. — L'égalité y s * JH = VR i^pli^

Gs^T^Ts)(z)=G^W(z)

pour z e [ U^.

En effet, en considérant l'application ^ introduite dans le paragraphe
2.1, la première égalité peut s'écrire ^ (Tg) * ̂  (T^) = ^ (TR). D'après la
proposition 2.1.2, ^ (7^) * ̂  (7^) = ^ (7s * 7^), la condition ^ + ̂  c £7
sur les porteurs étant vérifiée. En vertu de l'injectivité de l'application ^
(proposition 2.1.1), on a Tg * Ty = T^, d'où le lemme.
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La relation (4) peut s'écrire :

(^(^(^^f G^TsWG^T^2-}^ (ziU^
2 in J e \t ) t

c'est-à-dire

(5) R(z)=(Zl)[ S(t)H
2 i n J c

La fonction sous le signe somme est, pour tout z < exp (—2a+s)
fixé, méromorphe en t dans U^^ et ses pôles sont les pôles de 5' qui se
trouvent tous dans U^ Compte tenu de (3), l'intégrale (5) se calcule par la
méthode des résidus, et l'on obtient :

(6) R(z)==^^^H(zexp^i), |z| < exp (-2a+s).

Remarquons que les deux membres de (6) sont holomorphes dans [^a-
L'égalité (6) qui a été démontrée dans le disque [ z \ < exp (—2a+e)

est encore vérifiée dans ( U^, car ce dernier ensemble est connexe et contient
le disque ci-dessus (nous verrons plus loin qu'elle est vérifiée partout).

4.1.3. LEMME FONDAMENTAL. — La fonction H se prolonge en une fraction
rationnelle dans C, ses pôles étant dans U^.

Démonstration. — Si l'ensemble des tj = exp (—Py), 1 <7 ^ q, est
réduit à un point, le lemme est évident d'après (6).

Soit ^ l'ensemble des P ^ 0 tels que, pour tout ?' > P, il existe une
fonction Mn, méromorphe dans Ç U^ telle que les restrictions de Mo, et
^coïncident dans (( Uy) n ([ £/?,); ̂  est évidemment non vide, et on vérifie
aisément que ^ = Ça, + oo (, où a est la borne inférieure de ̂ . Envisageons
les deux cas possibles a = 0 et a > 0.

(A) Cas a = 0. — Dans ce cas, H est méromorphe dans C\{1}; soient
tj == exp (— Pj) = pj exp i Qj (— a ^ 9y ^ a). Posons t^ = po exp i 9o avec
po = max p;et6o = max { 6^; p, = po }. Alors, pour 7 ^Jo,Uj = tjjtj^l,
et H est méromorphe en Uj. Le premier membre de (6) étant défini et holo-
morphe dans le complémentaire de {c^1, . . . , < Ç 1 } et le deuxième
membre dans le complémentaire de { ^, . . . , tq}, la relation (6) est
vérifiée dans le complémentaire de E == { C p 1 , ..., Cp"1, t^ . . . , tq }
pour tj^ z ^ E, on a

R(^z) = ̂ (z)+E,^, ̂ ^(^V
\ tï /
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d'où

H(Z) = ̂ (^z)-E^o,l^ -W^V
•̂o -̂o \ ^ /

relation valable dans un voisinage convenable du point { 1 }. Il en résulte que
H est méromorphe dans un voisinage de { 1 }. D'où le lemme, dans le cas
a = 0, en vertu du fait qu'une fonction, méromorphe dans C et nulle a
l'infini, est une fraction rationnelle.

(B) Cas a > 0. — Nous éliminons cette possibilité au moyen des deux
lemmes qui suivent (leur démonstration étant standard).

4.1.4. LEMME. — Si, pour tout ZQ appartenant à la frontière 8 Uy de
U^ = /± (5g), il existe un disque ouvert non vide C (zo) centré en ZQ tel que
H se prolonge en une fonction méromorphe H^ (z) dans (( U^) u C (ZQ),
alors H se prolonge en une fonction méromorphe dans ( U^ pour un P < a.

4.1.5. LEMME. — Pour tout ZQ e QUa, il existe un disque ouvert non vide
C (zo) centré en ZQ et un prolongement méromorphe H^ de H à V ouvert
(C^)uC(zo).

4.1.6. Fin de la démonstration du théorème 4.1.1 dans le cas d'une variable.
— La fraction rationnelle H(z) de l'énoncé du théorème 4.1.1 dans le cas
d'une variable se décompose en éléments simples selon

^
H(z) = ^l^v^r.Ll^P^Tv;———~~u9

(^-O^v)

avec o^ -^ oc^ si v^ ^ v^. et A^ ^ ^ 0. En outre, les conditions suivantes
sont vérifiées :

1° Pour tout 1 ̂  v < r, il existe / et t tels que a^ = exp (P^)/C(.
2° ^ ^ maxi^p8^ = s.
(Ces dernières conditions permettent d'écrire la fraction H{z) sous la

forme C (z)/Q (z) annoncée dans le théorème 4.1.1, où

eo^rïi^m^-o5

avec { C i , ..., Ç^ } l'ensemble des exp (P()/^ e U^)
(A) Démonstration de la condition 1°. — D'après l'étude faite antérieu-

rement, on a l'égalité
^)=Ei^^("xpp,)
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pour tout z distincts des pôles de R. Il vient donc :

R(.)= A^
(l-c,z)ôl...(l-c,z)ô-

_ y l^exp(-Hp^)A
~ Z^Kv^r, l^p^Tv, K^î;——————;——-————•'(z-expc-p^y1

Si la condition 1° n'est pas vérifiée, on peut trouver VQ tel que, pour tout
/, oc^ exp (-p^) ne soit pas l'un des 1/c^. Soit / = { Vo, v^, . . . , v^ } l'en-
semble des v qui vérifieraient cette dernière propriété. Alors :

R(^- V ^exp(-np,)A^J^\z} — Z.veI,l<p^Tv,l^^;——————,——-^——-.,
(z-exp(-p.)a^

,V ^exp(-^p^)A^^
•~Z-VîÉl , l<H^Tv, l^^g.—————————,———_-———-y

(z-exp(-p/)a,)^
==Si+2;,.

Le Si représente une fraction rationnelle sans pôle, et nulle à l'infini,
donc identiquement nulle.

Posons

^o^Ev^i^^—4'——; Jfo^o(û(5,)),
0-avV1

il existe une fonctionnelle analytique Tuo (d'après le théorème d'inver-
sion 1.5.1) portable par S^ telle que Ho = G^(T^). Par un argument
analogue à celui utilisé dans le lemme 4.1.2, on voit que

UT^Ts)(z)

-̂M ^(^(OG^T^f2)^ (|z|<exp(-2a+e))
2 i n j c \ t } t

=Ei^^^oOexpp^).

Cette dernière expression est égale à 2:2 = ^ (z)- Donc, en considérant les
germes à l'origine de R (z) et de G^ (7^ * Ts), on obtient :

W^* 7;) = ^(T^) = ^(T^* T^),

d'où, puisque ^ est injective (2.1.1) :

Tffo ^r -^S = -^ff * ^S*
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Par la transformation de Fourier-Borel, il vient :
^ .̂ /\. y\.

^Ho- ^S = Tff- TS.

L'anneau des fonctions entières étant intègre et 7^ ^ 0, on en déduit
TlIo = T^ donc 7^ = Ty et 77o = 77. D'où une contradiction avec le
fait que o^, ..., a^ sont des pôles effectifs de H.

(B) Démonstration de la condition 2°. - On vient donc d'établir que,
pour tout v, il existe un a tel que o^ = Ç^, par suite la fraction 77 peut s'écrire,'

H^=^^^B^——,
(z Ço)

où J est l'ensemble des indices a (1 ^ <j ^ m) tels que Ç^ soit un pôle de H,
et B^ ^ i. 0 pour a e J .

Si la condition (2) n'est pas vérifiée, le sous-ensemble K de J des a tels
que T^ > ^ est non vide. La relation fonctionnelle

^)=Zi^^(exp(P,)z)
devient :

^)-y ^exp(-|^)p
v / -Z^e . , , ! ^^ , ! ^^ ,————^— H

(z-exp(-p,)ÇJ^
— y—(reJ\Js:, 1 <P<T(,^S, l^l^q

, y / /
1 creJC, l^n^s, l^l^q
-i-y"I ^ C T e J C , s < ^ l ^ T C T , l ^ î ^ç -

^m est une fraction rationnelle nulle à l'infini et sans pôle. En effet,
un exp(-p^, a e K , s'il est pôle de R ne peut figurer dans le second
membre qu'à un ordre ^ s et, s'il n'est pas pôle de R, c'est un pôle fictif
de2/+ret27.

Comme précédemment, posons
ff (»\ _ V ^tr,n .y Ay,u
-"OW — ^eJ\K,l^^^^s-———-—— +2.o6X,l^p<s;—————•

(z-^)^ (^-Ço)^

Les mêmes calculs que ceux faits pour la démonstration de la condition 1°
conduisent à l'égalité H == Ho, d'où le théorème 4.1.1 dans le cas d'une
variable.

4.1.7. Démonstration du théorème 4.1.1 (cas général). - On raisonne
par induction; l'amorce de la récurrence venant d'être faite dans le cas
d'une variable.
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Soient :

S(Z) = EveN^v^ H(Z) = EveN^v^ W = ̂ ^C^\

les développements respectifs de S, R, H dans un voisinage de
0 ([ Zj [ < exp (—Oy), 1 ̂  j ^ à convient).

La relation y^ = y^ * y^ se traduit par

Z^v e N'1 ̂  z = ̂ jv e Nd ̂  ̂ v zv*

Fixons (z^, . . . , z^), et ordonnons en z^; en notant v' un élément de N^"1,
v' = (v2, . . . , v^) et z' = (z2, . . . , Zd) e C^"1, on obtient :

(8) Ev^oŒv'^.v')^)^1 = Sv^oŒv'^v.v^^.v^^r)^.

On en déduit :

(9) Zv^vi^OT' = Ev'^vi.v')^,^)^/

= (EV ^(v,, V) W) * (EV &(v,, V) 00'' )•

pour tout Vi e N.
D'autre part, soit

Pj^^Yli^p^-c,,^^^,
on a

^2(^2) • • • ^(^^C^» • • '^d) = Z_,l^ki^pi^l^îi^ôi,fei ———> ——-T »
(l-C^^Zi)11

où ^i fe^ ^ (z') est un polynôme en z ' dont le degré pour la variable Zy
( 2 < y ^ ûf) est inférieur au degré de Pj.

Dans un voisinage de zéro, on a donc

(10) R(z,, ...,z,)

S_ oo V ^-l,ki, li (z )
— vi=0 Z^l^fei^pi, l^li^SiM _ — — . — — — — ,

^2 ̂ 2) - ' • ^ d ̂ d)

Yvi+^-i\ \
l ^-1 ;cl•tl;zl•

De même, on peut écrire :

(11) S ( z , , . . . , z , )

_Voo /y ______^expViP,,i______\
- ̂ o^^_^^ ...(i-^expp,,);21 •
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En comparant (8), (9), (10), (11) et en remarquant que le coefficient de z\1,
dans le développement de S ordonné selon z^, est :

SveN^^v^Oy ( \Z j \ < ̂ PC-^ 2 <./ ^ ̂

il vient, pour tout Vi e N :

y ,, rzVvl+^l-l^.vlf12) Z^i^fei^pi. 1^1^81 . fci ^1^1,11^ )\ j _^ y0!,^
P,(z,)...P,(z,) v 1 /

^ / y ^exp(v^P,,,)_____\ /^ A
-[Ll^J^q-,————————o——.————T.————————i,——. ]-k[Lv/D(vl,vf)\.z ) ;.Y (l-z2expp,^)...(l-^expp,^)/ \ /

Les deux premiers ̂  figurant dans (12) représentent des fractions ration-
nelles R^^ et 5^ de la forme générale considérée dans l'énoncé du théorème
pour à— 1 variables z' = (z^, . . . , z^)- P0111' pouvoir appliquer l'hypothèse
de récurrence, il suffit de prouver que le dernier ̂  figurant dans (12) est le
développement au voisinage de l'origine d'une fonction

^(z3e^o(û(n2^^.)).

Or, d'après la formule de Cauchy, on a, si | Zy ] < exp (—oc,) (2 ^ j ̂  d),

V h ( 'V 1 f H(zlLzfl^Lv'^v^v-)^) =—— ——vTT-r^r
2î7lJ jzil=p<exp(-ai) Z^

L'intégrale figurant au second membre de (13) définie une fonction ̂  (z')
élément de ^fo (Q (Tl^./^ ^a,)) (arguments classiques). L'hypothèse
de récurrence est donc applicable, et H^^ est une fraction rationnelle, [élé-
ment de ̂ o (ft (TL^d 5fa,))' de la forme

(14) cv^ .Ô2(^)...e.(^)
On a

H(z,, ..., z,) = ̂ %o^(^ï1 ( i ^ - l < exp(-a,), 1 ̂ 7 ^ d)
__ _______\__________VGO ^ ( 7 \ ' 7 v l

"TT"/—\————Lv^o^vi^2 )zl *
Ô2^2)..- ôd(^)

La dernière série converge uniformément sur tout compact du polydisque
{ [ Zj [ < exp (-0^), 2 < j < d} pour z^ fixé j z^ | < exp (-ai). Les
coefficients C^,^ (z') étant des polynômes dont le degré en Zy (2 ^ j ^ rf)
est inférieur au degré de <gy la somme de cette série représente un polynôme
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^zi (z/) vérifiant cette dernière inégalité sur les degrés. Évidemment on a
la même conclusion par rapport à chaque variable.

On en déduit que H est, dans le polydisque [ z, | < exp (- a,) une fraction
rationnelle séparément par rapport à chaque variable. 11 en résulte que H
est, dans ce polydisque, une fraction rationnelle Zpar rapport à l'ensemble
des variables en vertu d'un énoncé bien connu (cf. [7], chap. IX, th. 5).
Cela implique que H est une fraction rationnelle partout. En effet, H et X
coïncident dans l'ouvert connexe 0 (["[î d ̂  et x prolonge H en
dehors de cet ouvert.

De plus, ôi (zi) 02 (z^) . . . g, (z,) H(z,, ..., z^ est un polynôme
par rapport à chaque variable et, par conséquent, est un polynôme c (z)
de l'ensemble des variables, donc

H^...^)=———c(z)

Qi (^)...6d(^)
d'où le théorème 4.1.1.

4.2. Quotient d'exponentielle-polynômes

4.2.1. THÉORÈME. — Soient

/(zi, ..., ^)=^i^^j^(zi, . . . . z^)exp<^, z>

(^=(^,1. •.•,^,d))
<^

g(^i, •..,^)=Ei^^exp<p,,z>(p,=(p^, ...,P^)),

^fe^ exponentielle-polynômes la seconde étant à coefficients constants (^ + 0,
1 < / ^ p). Si le quotient

h(z ..^/(^ —> ^f)^ ̂ Zi, ..., Zjj — ———————
g(zi, .... z^)

^^ une fonction entière, alors h est une exponentielle-polynôme.

Démonstration. — Soit 6 une fonction entière dans C1 et À > 0. On pose

e,(z)=6(Xz).
Si

600 = L &00exp<^ z> (^ = (^ „ ..., ^^eC')
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alors
e,(z)=^a(^)expa^,z>

est aussi une exponentielle-polynôme pour tout À > 0.
Par ailleurs, si 6 est une fonction entière de type exponentiel ^ T, Q^ est

de type exponentiel ^ À, T.
Sous les hypothèses du théorème, la fonction h = f/g est une fonction

entière de type exponentiel d'après un théorème de Lindelôf (cf. par exemple
[1]). Pour montrer que h est une exponentielle-polynôme, il suffit de démon-
trer que, pour un certain À, > 0, h^ en est une.

On choisit 'k assez petit pour pouvoir appliquer le théorème 4.1.1. Si

| / i(z)|^Mexp5([zJ+...4-]zJ)
et

M^max,,,,^!^,],!^,!],

on prend À,o > 0 de telle sorte que

max (À,o M', À,o B) = a < -.
4

On a alors :

|^(z)|^Mexpa(|zi|+...+|z,|)^Mexp(^(z)+£||z|[)

pour tout s > 0 avec K = S^ x . . . x S^ et H^ fonction d'appui de ce poly-
disque (H^ (z) = a (I z^ | + . . . +1 Zj |)). Par suite, il existe des fonction-

/\. /s.

nelles analytiques Ti, 7^ T^ portables par ^telles que 7\ = /^, 7^ = g^
et 73 = /^. En effet, ceci est clair pour h^ (cf. introduction); d'autre part,
il est bien connu que

et
Âo (z) = El ̂ q Pk (^0 Z) ex? < XQ Ofe , Z >

^(^Ei^pp^p^oP^)
sont des transformées de Fourier-Borel de distributions dont les supports
sont, respectivement, (Xo ^)i<fc^ et (À-o ^i)i^i^p contenus dans K.
L'égalité /^ = g^ h^ se traduit par 7\ = T^ * T^. D'après la proposition
2.1.2, on a

^(Ti) = ̂ (T^ * Ta) = ̂ (ïy^Ts),

les conditions sur les supports étant vérifiées.
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La fonction R = G^(T^) est, d'après le théorème 1.7.1, une fraction
rationnelle de la forme considérée dans le théorème 4.1.1 et son germe à
l'origine est y^ = ^ (Ti).

De même, la fonction S = G^ (T^) est une fraction rationnelle de la forme
considérée dans 4.1.1 et son germe Ys est ^ (T^).

Enfin, la fonction H = G^ (T^) a pour germe à l'origine ^ (T^) = y^.
Les conditions d'application du théorème 4.1.1 sont vérifiées avec

ai = 0^ = • • • = ^d = a < -.
4

Par suite, H est une fraction rationnelle de la forme

c(z)

où
01 (^l)... &(^)5

ô.^-ni^.^/^-^^,
avec

Çy, u e ̂ a (Ç,, î, = exp ( - a,, ̂ .), a,, ̂ . e 5,).

Il en résulte que H s'écrit :
2)(z)Jï(z)=

rii ̂ d (rïi ̂ i^m, (1 - exp (a,, i) z^))î

où Z) est un polynôme.
D'après le théorème 1.7.1,/z^ est une exponentielle-polynôme, d'où

le théorème.
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