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SUR LE THÉORÈME DE FROBENIUS (a l e)

JEAN-PAUL PENOT.

La première partie de ce texte contient l'essentiel de ce travail :
grosso modo, on y établit l'équivalence du théorème de Frobenius et du
théorème des fonctions implicites. Cette relation entre ces deux piliers
de la géométrie et de la topologie différentielles n'a rien pour surprendre :
tous deux se déduisent de la méthode des approximations successives.
Le théorème de Frobenius, qui peut être établi à partir de ce résultat
de manière directe (cf. l'appendice, inspiré de NIKLIBORC [14]) est cepen-
dant généralement présenté comme une conséquence de l'équation aux
variations d'une équation différentielle ordinaire dépendant d'un para-
mètre. Notre démarche provient aussi de cette voie : il suffit de remarquer
que le procédé exposé par J. FIOBBIN [20] peut être modifié pour obtenir
précisément l'équation aux variations.

La seconde partie expose les diverses versions globales du théorème.
Celle en termes de sous-fibre se trouve dans S. LANG [10], et celle en
termes d'équations différentielles est exposée dans M. LAZARD [11]. Outre
des compléments à ces présentations, on apporte, aux notions classiques
de formes différentielles et de systèmes différentiels, le langage contem-
porain des fibres.

La dernière partie est consacrée à quelques applications. Celles qui
ont été choisies ici sont fort classiques en dimension finie. Bien que les
résultats soient similaires dans le cadre banachique les méthodes habi-
tuelles ont dû souvent être réformées.

La terminologie et les notations sont conformes à celles de
N. BOURBAKI [2]. En particulier, immersions, submersions, etc. sont
directes. Les connaissances requises de théorie des connexions pourront
être trouvées dans [7], [9], [12], [18] et [19].

(*) Travail dont l'auteur a été subventionné par le Conseil national de Recherches
du Canada, n° A-7204.
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1. Relations entre les théorèmes de Frobenius et des fonctions
implicites.

(A) Théorème de Frobenius local.

A l'aide du théorème des fonctions implicites nous allons prouver
l'énoncé suivant :

THÉORÈME 1.1. — Soit 0 un ouvert du produit Ex F de deux espaces
deBanachEetF, etsoitf: 0->L(E, F) un C'^-morphisme (r <= N* u f oo 1 u {w j)
tel que, pour tous (x, y) e 0, a, b e E, on ait ta relation

(Frob) D,f(x, y ) , a. b +D,f(x, y).f(x, y).a.b
==D,f(x, y ) , b. a +D,f(x, y).f(x, y ) , b. a.

Il existe, pour tout point (.ïo, î/o)e0. un voisinage UxV de ce point,
contenu dans 0, et un C'-morphisrne a : Ux V -> F tel que

( Di a (x, y) = f(x, a (x, y)) pour tout (x, y) e U X V,
\ ^(xo, y)== y pour tout y ç.V.

Nous pouvons évidemment supposer que (Xo, yo) est le point (o, o)
et que 0 est le produit de boules centrées en o et de rayon 2 a. Posons

1 = (o, i ) , G = Q(J, F) =f y: I-^F, veC1 , y(o) = o},
H = C ° ( I , F ) ;

ce sont des espaces de Banach pour les normes

Hï l l=^p ( | | ï (011+HT(01 [ ) et M|=sup(|lïî(0[|),

respectivement. L'application de dérivation y -> y est un isomorphisme
linéaire de G sur H. Désignons par Ba(L) la boule ouverte de centre 0
et de rayon a d'un espace de Banach L. Définissons l'application

par
g : Ba(E)xBa(F)xBa(G)->H

g(x, y, ï)(0 =ï(0-f(to, y +^(t)).x.

Il est facile de voir que g est un C'-morphisme, f étant un C'-mor-
phisme, et que

(D,g(x, y, y).|3)(0 = ̂ (t)-D,f(tx, y+r(t)).^(t).x.

Comme A g (o, o, o). p = (3, le théorème des fonctions implicites assure
l'existence de boules ouvertes U, V, centrées en 0 dans Ba(E) et Ba(F)
respectivement, et d'un CP-morphisme ^:UxV->Ba(G) tel que
9(0, o) = o et g(x, y, ̂ (x, y)) == o pour tout (x, y) G UxV. Nous pou-
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vons supposer de plus que Lhg (x, g, cp(a*, y)) est inversible pour tout
(x, y)eUxV.

Si nous posons a(rr, y) = y + ^(^ y) (i)» nous obtenons un C'-mor-
phisme a de [7 X V dans F, vérifiant a (o, y) == y, car 9 (o, y) (o) == o
e^ TT/ ̂  (0? ̂  (^ == 0? ^P1'̂  ^es définitions. Il reste à voir que, pour
zç.E arbitraire,

A a (a-, y). z = f(x, a (x, y)). z.
Si nous posons

h(t) =(D^(x, y).z) (0, Z(0 = y(te, z/ + cp(rc, y) (Q).2 = tf(tx, y,).z,

avec yt==y +?(^ î/) (O» ïl uous sufïït d'établir que h(f) == l(t) pour
tout ici, ou encore que D.^gÇx, y, ̂ (x, y)), (h—l) == o.

Le théorème des fonctions implicites nous assure que

A g(x, y, cp (x, y)).D, 9 (x, y). z == A ̂ , y, cp (rr, z/)). z,
soit

(A ̂ (rr, z/, 9 (rr, z/)). A) (Q = /û, /-(te, yQ .z. x + f(tx, y,). z.

D'autre part,

(D,g(x, y, cp(rr, y)).l)(t) := l(t)-D,f(tx, y,).l(t).x
=f(tx, y,).z+tD,f(tx, yt).x,z +tD..f(tx, yt).f(tx, y,).x.z

— tD, f(tx, y t ) f(tx, yt). z . x,

en notant que

dtyt = dt(y + ? {x9 y) (t)) = î(tx9 yl) x9

d'après la définition implicite de cp. La relation (Frob) assure l'égalité

D, g(x, y , 9 (x, y)). (l — h) === o,

ce qui termine la démonstration.

REMARQUE 1. — La démonstration précédente vaut pour des espaces
de Banach réels ou complexes.

REMARQUE 2. — Si L est un espace de Banach, et si f était définie
sur un ouvert 0 du produit E x F x L , nous aurions prouvé, par une
simple modification des notations, qu'il existe, pour tout (xo, yo, ^o) e 0,
un voisinage U X V X W de ce point, contenu dans 0, et un 0 -mor-
phisme R : Ux Ux VxW -> F tel que

( D,R(x, x\ y, À) ==f(x, R(x, x ' , y, À), À)
{ï) ( pour tout (x, x ' , y, À)€ U^X Vx W,
(2) R(x', x ' , y, V) == y pour tout (x^ y, ^)e Ux VxW.

BTJLL. SOC. MATH. — T. 98, FASO. 1. 4
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REMARQUE 3. — L'unicité du morphisme a (resp. du morphisme R
de la remarque précédente) provient de l'assertion correspondante dans
le théorème des fonctions implicites : si (3 est une autre solution sur U x V
(les données étant celles de la démonstration), on obtient une appli-
cation ^ : Ux V-. G en posant ^(x, y) (t) == (3 (tx, y ) — y qui vérifie
l'équation implicite g(x, y , ^(x, y)) = o. D'où l'égalité ^ = cp, et (3 .= a.

(B) Théorème des fonctions inverses.

Le théorème de Frobenius local nous permet d'établir le théorème
des fonctions inverses sous la forme suivante (qui exclut le cas r == i).

THÉORÈME 1.2. — Soit f : A -> F un C7-morphisme (2 ̂  r ̂  ûû),
A étant un ouvert d'un espace de Banach E. Si, pour açA, Df(a) est un
isomorphisme de E sur D, il existe des voisinages U et V de a et b == f (a)
dans A et F respectivement tel que fu soit un 0-isomorphisme de U sur V.

Preuve. — Nous pouvons évidemment supposer a = o, b = o, et Df (x)
inversible pour tout rceA. Si nous posons u(x) == Df(x), v(x) == u(x)-\
l'équation

( D^(y,x)==v^(y,x)),
[ a(o, X) ==X

ayant un second membre de classe C7-' qui vérifie la condition (Frob), car

Dv(x).(v(x)^^=—v(x)Du(x).(v(x)l).(v(x)rï)
=—u(x)D2f(x)(v(x)^(v(x)-n)

est symétrique en \ et r], possède une solution a de classe C7-1, définie
sur un voisinage Vi x U, de (0,0) dans FxE. Posons g (y) = a (y, o)
pour yeVi. Comme nous pouvons prendre Vi connexe, et comme
^y0 9) (y) == I<^ pour tout yç. Vi, fo g(o) = o, nous avons fo g = Idr,.
De plus, g est de classe 0\ Dg étant de classe C7-'.

De la même façon, l'équation

{D^(x,y)=Dg(^(x,y))-',
( P(o ,y)=y

possède une solution de classe C7-1, définie sur un voisinage Î /2XV2
de (o, o) dans Ex F. Nous en déduisons un C7-morphisme h : Uî-> Vi
avec h(o) = o et g o h = Id^; nous prenons U^cUi. Pour xç. U.,,
f^) ==(f°g°h)(x) ==h(x), de sorte que gofu,==ïdu,. Alors

V==f(U,)==g-^U,)

est ouvert dans Vi, donc dans F, et /*est une bijection de U = U^ sur Y,
d'inverse g de classe C7.
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2. Globalisation.

(A) Formulations en termes de fibres.

Donnons tout d'abord les versions traditionnelles du théorème de
Frobenius, dans une formulation utilisant le langage des espaces fibres
vectoriels. Dans ce paragraphe, X désigne une C'-variété (2^7'^ ou).

DÉFINITION 2.1. — Un C'-sous-fibré a==(£ ,a ,X) (s ̂  r—i) de
TA==(rX, TA, X) pour un monomorphisme j : E -> TX est dit intégrable
si, pour tout Xo^X, il existe une carte feuilletante (cp, U, EoXFo) de X
en Xo, c'est-à-dire un C'-isomorphisme cp d'un ouvert U de X contenant rco
sur un ouvert d'un produit EoXFo d'espaces de Banach, avec c?(n;o) = (o, o),
tel que (Tcp oj, cp) soit un isomorphisme de (Eu, ar, U) sur le fibre trivial
^ ( U ) x E , x [ o } , p., cp([;)).

Pour y ç F o , P = co-^Eo X { y } ) est appelée une plaque du feuilletage
défini par £'[i. e. par (a,j)]. C'est une sous-variété de X, dont l'espace
tangent est Ep. Si E est intégrable, les plaques forment une base d'une
topologie sur X, dont les composantes connexes sont appelées les feuilles
du feuillage défini par E.

La feuille d'un point Xo^X est l'ensemble des points Xi de X qui
peuvent être joints à XQ par une courbe intégrale Xi de E [c'est-à-dire
XfGJÇE^t) pour tout t}. Les feuilles sont munies, par les restrictions
aux plaques des cartes feuilletantes, d'une structure de C'^-variété
immergée injectivement dans X.

Les deux propositions qui suivent s'avèrent d'une fréquente utilité.
On comparera la seconde à la proposition 1, § 9, chap. III de [3].

PROPOSITION 2.1. — Soit X une C'-variété feuilletée par un C'-sous-
fibré intégrable E(i^s^r—i), et soit Z une Cp-variété ( i f=p^s +i).
Sif:Z->X est un CP-morphisme tel que Tf(TZ) c j(E), et si Z est connexe,
il existe une feuille W telle que f(Z)cW et que f soit un C^-morphisme
de Z dans W.

preuve. — Soient aeZ, et W la feuille de f(a); par raison de connexité,
f(Z)cW, il nous suffit donc d'établir que f est, au voisinage de a, un
C^-morphisme à valeurs dans W. Choisissons une carte feuilletante
(cp, U, EoXFo) de X en f(a), et prenons un voisinage ouvert A de a,
connexe par arcs, et tel que f(A)cU. Pour tout zç.A et pour tout
chemin de classe C1, c : (o, i) —^ A, vérifiant c(o) = a, c(i) = z, nous

avons ,( / 'o c) (Oej(£/(c«))), doncd t '

^ ( c p o f o c ) ( 0 € £ o X i o i .
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En désignant par p, la projection de FoXFo sur Fo, nous obtenons
P 2 ° ^ ^ f ( z ) = = p , a ^ a f ( a ) ,

puisque ^(p, o <p o fo c) (t) = o. Ainsi /-(z) appartient à la plaque

Wn Î7 == cp-^EoXf o }) et l'expression de /^ dans la carte induite par 9
sur Wn U est de classe C/\

PROPOSITION 2.2. — 5oien/ X, £, Z comme rfans Za proposition précé-
dente, et soit f:Z->X un O'-morphisme tel que f(Z) soit contenu dans
une feuille W. Si X est régulière et de type dénombrable (i. e. ses compo-
santes connexes ont une base couverts dénombrable), f est un C^-morphisme
de Z dans W.

Preuve. — Sous les hypothèses de la proposition 2.2, X est para-
compacte et, par suite.. admet une structure de Finsler [16], donc est
métrisable. Il en est de même de W, pour la structure de Finsler induite.
Puisque X est de type dénombrable, donc localement de type dénom-
brable, W est localement de type dénombrable (pour tout wçW, la
plaque passant par w d'une carte feuilletante est de type dénombrable).
Comme W est connexe et métrisable, W est de type dénombrable, d'après
un résultat de SIERPINSKI [9].

Pour établir que f est un (>-morphisme de Z dans W, choisissons un
point aeZ, une carte feuilletante (cp, U, £'oXFo) de X en f(a), et un
voisinage connexe A de a dans Z tel que /*(A)c U. Soient f, et ^ les
composantes de cp o f^ sur Eo et Fo respectivement. Les plaques de la
carte cp qui sont dans W forment un ensemble au plus dénombrable,
car elles sont disjointes et ouvertes dans W. L'ensemble ̂  (A), qui est
connexe et dénombrable, est réduit à un point, comme l'assure le théo-
rème de Hahn-Banach. Ainsi f(A) est contenu dans la plaque de 9
passant par f (a), et f est un C^-morphisme au voisinage de a.

DÉFINITION 2.2. — Un C'-fibre quotient ^ =(F, Y}, X) de TX par un
épimorphisme w : TX-> F{s^r—i) est dit intégrable si, pour tout
point Xo e X, il existe une triuialisation 6 : Fu-^ UxFo de Y] au-dessus
d'un ouvert U de X contenant Xo, et un 0-morphisme g : U -> Fo tel que
la partie principale p^ o Q o w^ de w dans cette carte vectorielle soit la diffé-
rentielle extérieure de g :

p,o6oc^=^(=p,oT^).

Ceci s'exprime encore par w(u) = ô-1^, dg(u)) pour uç. TU, x = ̂ x(u).
Remarquons que g est nécessairement une submersion. Lorsque F est
trivial et que l'on considère w comme une forme différentielle à valeurs
vectorielles, on dit aussi que ou admet un facteur intégrant [si F == XxFo,
6 est donné par un (P-morphisme a: U-> GL(Fo), et la partie prin-
cipale Mo de w est de la forme adg].
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Nous avons commis l'abus de confondre un sous-fibre et le mono-
morphisme associé, un fibre quotient et l'épimorphisme associé, et nous
le commettrons encore s'il ne prête pas à confusion. Il est facile de vérifier
à l'aide du théorème des fonctions inverses que si ûû : TX—^ ^ est le
conoyau d'un monomorphisme j : a -> ïy, w est intégrable si et seule-
ment si j l'est.

DÉFINITION 2.3. — Un C^projecteur P : r.v-> TX (C^section de
L(rx, ^x), vérifiant P o P == P), avec s^r—i, est dit intégrable si,
pour tout XoçX, il existe une C^carte en Xo dans laquelle l'expression
de P soit constante.

Autrement dit, pour tout n;o€=X, il existe une carte cp =(U, cp, JE'oXFo)
telle que Tcp o P o T cp-1 == Id^xpi, pi désignant la projection cano-
nique de EoXFo sur £o.

THÉORÈME 2.1. — Chacune des conditions suivantes est nécessaire et
suffisante pour qu'un C'-sous-fibre j : a -> T\:(i^s^r—i) soit inté-
grable :

(a) le crochet de l'image par j de deux C'-sections locales de a est l'image
d'une section de a;

(b) pour toute i-forme différentielle locale de classe C1 sur X s'annulant
sur j(E), la 2-forme différentielle du s'annule sur j(E)XxJ (E);

(c) (dans le cas où X admet des C^-partitions de l'unité) il existe
une O-^connexion symétrique sur X induisant une connexion sur a.

Pour r, sç. {oo, ûû j, les conditions (a) et (b) peuvent s'exprimer agréa-
blement en termes de faisceaux. Ces assertions sont établies dans [10].
L'assertion (c) est due à WALKER [21]. Il est facile de voir qu'elle est
suffisante. Soit V la dérivation covariante associée à la connexion symé-
trique donnée sur TA; désignons par le même symbole la connexion
induite sur a. Si o - = = j o s , v ' = j o s' sont deux C'-sections locales
de j(E), nous avons

[a, ̂ ]= V^Œ'—V^Œ ==j(V^)—/(V^),

et la condition (a) est vérifiée. Montrons que l'assertion (c) est nécessaire.
Soit ^i==(Ui, 9;, EtXFi), pour ici, une famille de cartes feuilletantes
dont les domaines Ui recouvrent X; nous pouvons supposer que les cp;
sont de classe C^. La connexion triviale sur ^i(Ui) se transporte en une
connexion sur Ui qui induit sur a^ une connexion. En recollant ces
connexions au moyen d'une (?~1-partition de l'unité subordonnée au
recouvrement de X par les Ui, nous obtenons une C^1 -connexion symé-
trique sur X induisant sur a une connexion. Le critère (c) s'applique
notamment pour un C'-sous-fibre sur une variété banachique para-
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compacte de classe C2. La démonstration de WALKER aboutit au résultat
suivant, un peu moins général : Si X est une C^-variété admettant
des C'-partitions de l'unité (i^s^r—i^oo), un (P-sous-fibré a
de TA- est intégrable si, et seulement si, X peut être munie d'une
C^~1-connexion symétrique induisant sur a une connexion. La preuve
consiste à choisir un C'-projecteur P de TX sur j(£), une C'^-connexion
symétrique arbitraire sur TA- (dont la dérivation covariante associée est
notée V), et à prendre sur TA la (?~1 -connexion dont la dérivation cova-
riante V est donnée par

V^==V^—(J—P)(V,P^ +V^)+ ^(J—P)(Vp.PS +V^P^),

o- et \ étant des C1-champs de vecteurs locaux sur X, et 1 l'application
identique sur rX. Pour vérifier qu'on a bien là une C5"1 -connexion il
suffit de trivialiser; c'est évidemment une connexion symétrique, et
V^PI; ==PVoP^ pour tout champ de vecteurs local E, ce qui prouve
que V induit une connexion surj'(£'), donc sur E.

Donnons maintenant un énoncé dual. Rappelons tout d'abord que
l'espace tangent T^b}F à l'espace total F d'un fibre vectoriel (3 = (F, (3, B)
en un point Ç(6) de la section nulle se décompose canoniquement en
FbQ) TbB à l'aide de la section nulle Ç et de l'isomorphisme entre un
espace vectoriel et son espace tangent en un point. Notons ^ le pro-
jecteur de TF r ( ^ ) sur F qui apparaît ainsi.

LEMME 2.1 (PoRTEOus). — Soit f: (E, a, B)-^(F, ;3, B) un B-mor-
phisme de C-fibres vectoriels têt que Ef == Ker f soit un sous-fibre vectoriel
de E. Il existe un C^-mor phisme bilinéaire unique Sf: T B X û E ' — ^ F ,
appelé dérivée intrinsèque de f, têt que, pour vç.Ti,B, et s une 0-section
locale de E avec s(b) ==-- e ' ç E ^ on ait

ô/-(^)=.(T(/^)0;)).

Pour établir ce lemme, il suffit de trivialiser : Si <? et ^ sont deux
cartes vectorielles de E et F respectivement, au-dessus d'une carte
^==(U,^B,) de B, avec cp(£,) = %(l/)xEo, ^) = X<T7)xFo, et
si a : j^(U) -> L(Eo, Fo) est l'expression de f dans ces cartes, soit
^ofo^(x, e) ==(x, a(x) é) pour (x, e) ç-)c(U) xEo, l'expression de Qf
est donnée par

(x,y,ef)->(x,Da(x).yer) pour (x, y)€ T^(U\ (x, e ' ) e c? (E1).

Nous pouvions établir directement l'existence de ôfen montrant l'inva-
riance de cette expression par changement de cartes vectorielles. Nous
pouvons maintenant énoncer le résultat suivant :
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THÉORÈME 2.2. — Chacune des conditions suivantes est nécessaire et
suffisante pour qu'un C'-épimorphisme c<) : Ty—^ -n (i ̂  s ̂  r — i) soif
intégrable :

(a) le crochet de deux 0-champs de vecteurs locaux annulés par w est
annulé par w;

(b) la différentielle extérieure de la partie principale de w dans une
irivialisation arbitraire de Y] s'annule sur tout couple de champs de vecteurs
locaux annulés par w;

(c) la dérivée intrinsèque ôco de w induit une application bilinéaire
symétrique du noyau a de co dans Y] ;

(d) (dans le cas où X admet des C^-partitions de Punite) il existe
une C?-1 -connexion symétrique sur TX induisant par w une connexion sur ri.

Cette dernière condition peut encore s'exprimer par Va) = o, V dési-
gnant la dérivation covariante dans L(TA, ^) associée aux connexions
sur TA et Y? ([7], [19]), ou encore par l'égalité :

d^w(s, s ' ) == o pour s, s ' sections locales du noyau a de 00,

la C^-iorme différentielle vectorielle de degré 2, d^ e C'-1 (Ait2 (TA ; ^))»
étant définie par

d^w(u, v) = V«c»)oy—V^ûoo u—coo[u, v]

pour u, yC^-champs de vecteurs locaux sur X, V désignant cette fois
la dérivation covariante induite par la connexion sur YÎ.

On retrouve, avec la condition (6), une condition bien classique d'inté-
grabilité dans le cas où F est un fibre trivial XxFo. Ces assertions
peuvent être établies directement ou peuvent être déduites du théo-
rème 2.1 en considérant le noyau a de c<o. On peut aussi voir leur
équivalence a priori. Optons pour la dernière méthode. Pour tout point
aeX, nous pouvons trouver une carte cp ==([/, <y, EoXFo) de X en a,
et une trivialisation ^ : Fu->^(U)xFo au-dessus de 9 pour lesquelles ûj
s'exprime par

(x, y, u, v) -> (rr, y, v — f(x, y) u) avec (x, y) ç cp (U), (u, v) e £o X Fo.

Les conditions (a), (6), (c) ou (d) s'expriment dans ces cartes par la
symétrie de l'application

(u, u/)-^D,f(x, y).f(x, y)u..uf+D,f(x, y).u.u' de £'oX£'o dans Fo.

Le théorème de Frobenius local assure alors l'existence d'un C'-mor-
phisme a d'un voisinage de (o, o) dans ^(U) à valeurs dans Fo avec
D^(x, y) == f(x, a(rK, y)) et a(o, y) == y. L'inverse (x, z) -^ (x, g(x, z)) de
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Implication (x, y) ->(x, o^(x, y)) est définie sur un voisinage [/oXVo
de (o, o) dans Eo x Fo, et nous avons

Dg(x, y)(u, v) ==D,g(x, z) , [v—D^(x, g(x, z)).u]
-D,g(x,z).[v—f(x,z)M},

D2g(x,z) étant un isomorphisme de F, sur Fo pour (x,z)çUoXVo
nous avons établi les conditions suffisantes. Les conditions nécessaires
sont immédiates.

Avant de donner des conditions d'intégrabilité pour un projecteur
énonçons un lemme, dû à NIJENHUIS, dont la démonstration est immé-
diate par trivialisation.

LEMME 2.2. — Si A et B sont deux O-sections de L(^x^x)
(= C'-morphismes de fibres vectoriels de TA dans Ty), il existe une C^-sec-
tion unique de L2^,; ^), notée N^^i^s^r—i), telle que, pour
tous champs de vecteurs locaux E, o- de classe C', on ait

^N^s(^^=[A^Ba]+[B^Aa]+AB[^a]
+BAK, Œ]—A[E, Ba]—A[B^, ̂ —B[£, A^—B[A^ a].

En particulier, pour A = B, on a, en posant N^== N^,^,

N^, ̂ )=[AÇ, A^+A2^, Œ]—A[S, A(T]—A[AÇ, Œ].

THÉORÈME 2.3. — Chacune des conditions suivantes est nécessaire et
suffisante pour qu'un C^projecteur P : r^-^ ^( i^s^r—i) soit
intégrable

(a) pour tous O-champs de vecteurs locaux Ç, o-, on a

P[P^ P^} = [PH, P^] et Q[Q^ Qa] = [Q^, Qa],

avec Q == 1—P;
(b)N^o~;
(c) V image de P et le noyau de P sont des sous-fibres intégrables de ïy ;
(d) (lorsque X admet des C^-partitions de l'unité) il existe une (?-1-

connexion symétrique sur Ty pour laquelle P soit un morphisme de fibres
à connexion.

La dernière condition s'exprime encore en disant que P est parallèle
pour la connexion considérée, c'est-à-dire que VP == o, V désignant la
dérivation covariante dans le fibre L(TY, r.v) associée à la connexion
donnée ([7], [19]). Les conditions (a) et (c) sont a priori équivalentes,
d'après la condition (a) du théorème 2.1. Comme

Np(^, ^)=[PÇ, Pa] +P[Ç, ^]—P[Ç, pa]—P[P^ ̂



THÉORÈME DE FROBENIUS. 57

nous avons
PNpe,cr)=P[(J-P),,(J-P)Œ]:=P[^^L

QNp^^)==Q[P^P^

de sorte que (a) équivaut aussi à (&). Remarquons que P est intégrable
si, et seulement si, le projecteur supplémentaire Q = 1—P est inté-
grable. La condition (d) entraîne la condition (a) en vertu de la relation

[E ,^ ]=V^—V^

de sorte que o-=Po-, ^ = = P ^ assurent
[P^P^==P[P^P^]

e t P ( 7 = P ^ = = o assurent
P[^]=P(V^—V^)=V^PŒ—V^P£=O.

La condition (d) est nécessaire, comme on le voit en recollant au
moyen d'une partition de l'unité des connexions qui se transportent
par des cartes du type de celle de la définition 2.3 en des connexions
triviales. Il reste à voir que les conditions (a) ou (b) ou (c) sont
suffisantes.

Notons E l'image de P, et F le noyau de P. D'après le théorème 2.1,
la condition (à), (b) ou (c) assure que, pour tout a e X, il existe des cartes
feuilletantes cp==(A, cp, EoXFo), ^= (A, f^, EoXFo) en a pour £ et F
respectivement. Posons

? == (cpi, 90> ^ ̂  (̂  ̂ ) et ^ == (cpi, ̂ ).

Puisque, pour ^ e A, T^cp est un isomorphisme de Eb sur { 9 (6) j x Eo x { o }
et Tb^ un isomorphisme de F h sur ; ^(b) } x { o } x Fo, le morphisme %
est un isomorphisme local en a, et une carte feuilletante pour E et F
à la fois. L'expression de P dans cette carte est le projecteur constant
de £o X Fo sur Eo. c- Q- F- D-

Soit TT : E -> B une C'-submersion surjective, avec r = oo ou 00, pour
simplifier. Pour JceN, soit TT/ : JkE->B la submersion des /c-jets de
sections locales de TT, avec JoE == E, 7:o==7T. Pour k^m, notons
^k,m '" JmE-> JkE le morphisme fibre canonique au-dessus de B, et
identifions JmE à son image canonique dans J,n-kJkE.

Si Rk est un sous-ensemble de J k E , notons JiR le sous-ensemble
de J i J k E formé des i-jets de sections locales de TT^ dont l'image soit
contenue dans Rk' Le sous-ensemble Rk+i == JiB.kdJk+iE de Jk+iE est
appelé le premier prolongement de Rk.

Si YÎ : F -> E est une submersion, nous dirons qu'une sous-variété S
de F est strictement transverse à YÎ si, pour tout seS, T^F est somme
directe (topologique) de TsS et de (7^ Ti)-1 (o).
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DÉFINITIONS 2.4. — Un système différentiel (non linéaire) d'ordre k
sur TT est un sous-ensemble Rk de J k E . Un tel système est dit régulier si Rk
est une C^sous-variété de J k E ; il est dit explicitable s'il est régulier et
si Rk est strictement transverse à 7r/_i,/. Une solution du système Rk est
une 0-section locale de TT dont le k-jet, là où il est défini, appartient à Rk.
Le système Rk est dit intégrable si tout point de Rk est le k-jet d'une solution.
Le système Rk est dit i-formellement-intégrable si TT^+I induit une surjec-
tion de Rk+i sur Rk.

Exemple. — Soit ri : F -^ B une autre submersion, et soit D un opé-
rateur différentiel d'ordre k de ê dans ^ (faisceaux des CP-sections
locales de TT et Y) resp.) défini au moyen d'un morphisme fibre cp : JkE -> F
par l'égalité û (s) = = 9 0 7 / 1 s pour seê. Pour toute section globale a
de YÎ, Rk== 9~l(a(B)) est un système différentiel d'ordre k sur TT, en
général non régulier, même lorsque n et T) sont des fibres vectoriels, D un
opérateur différentiel linéaire et a la section nulle de •/?. Dans ce cas,
il est régulier, et même explicitable, si le symbole cr(D) de D, considéré
comme un morphisme de L^^B; 7r) dans T], est un isomorphisme.

Exemple. — Soit T T : : B X F — ^ B une fibration triviale; notons -n la
seconde projection -n :BxF->F. Comme on a un isomorphisme cano-
nique entre

(Ji (B x F), 7:0,1, B x F) et (L(^ TB, rf TF), L(n\s, ̂ ), B x F),

toute section de ce dernier fibre définit un système différentiel explici-
table sur TT. Ainsi une équation différentielle, telle qu'elle se trouve
définie dans le paragraphe suivant, apparaît comme un cas particulier
de système différentiel.

Remarque. La définition donnée est plus restrictive que les défi-
nitions habituelles qui définissent un système différentiel d'ordre k
sur n comme un sous-faisceau <^ de 3kE; mais la définition donnée
sera plus commode pour notre propos. Il est immédiat de constater
qu'un système différentiel intégrable est i-formellement-intégrable.
Une réciproque partielle peut ainsi être formulée.

THÉORÈME 2.4. — Tout système différentiel d'ordre k explicitable et
i-formellement-intégrable est intégrable.

preuve. — Le problème étant local, nous pouvons supposer que B
est un ouvert U d'un espace de Banach B, que E = Ux V, V étant un
ouvert d'un espace de Banach F, TT étant la première projection. Puisque
le système différentiel Rk est explicitable, nous pouvons supposer, quitte
à restreindre U et V, que Rk est le graphe dans

U X V X L(Bo; F) x . . . X LÎ(Bo; F)
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d'un P-morphisme f de U X V X L(B,\ F) x . . . X L^ (J3o; F) dans
L^(Bo', F). Cette observation termine la démonstration pour k == o,
cas que nous écarterons maintenant. Posons

F, = F X L(J3o; F) X ... X Z4-1 (B; F).

Étant donnés Xo^U, y^V et Zo==0/o, î/i, ..^^"^eF^, donc un
point (a'o, Zo, f(^o, ^o)) de J?/, nous sommes ramenés à trouver une solu-
tion du système différentiel :

Dy(x)==yl(x), y(x,)==yo,
Dyl(x)==y2(x), y ' W ^ y l ,

D -̂i (x) = f(x, y(x), y1 (x), ..., ̂ -1 (x)), y^ (n-o) = ̂ -1.

Considérons ce système comme une équation différentielle de la forme
Dz(x) == g(x, z(x)), z(Xo) = Zu, dont le second membre est défini sur
un ouvert de BoXF/c, et à valeurs dans L(JB(); FA). La condition d'inté-
grabilité formulée dans le théorème 1.1 s'exprime par la symétrie des
applications bilinéaires :

(a, ^-^y^x^.a.b, ..., (a, b^-^y^^.a.b, (a, b)->f(x,z).a.b,
(a, b)->D,f(x,z).a.b+D,f(x,z).y}(x).a.b+...

+ Dkf(x, z). ̂ -1 (x). a. b + D/,+i f(x, z) . f(x, z). a. b

prenant leurs valeurs dans F, ..., I/-3 (Bo ; F), Z/-2 (Bo ; F) et I/-1 (5o ; F)
respectivement. Les premières sont symétriques par construction.
La dernière l'est, car, pour tout (x, z)€. U x V X ... X L^-1 (fie; F), il
existe un point

(rr, z, f(x, z), w) e Rj^ cUx F, x L^ (Bo ; F) x L^1 (Bo ; F),

l'élément wçL^'ÇBo', F) étant de la forme

w=D,f(x,z)+D^f(x,z).yi+...+D^(x, z).^-1 +D^f(x, z).f(x, z).

L'existence d'une solution découle donc du théorème 1.1.

(B) Théorème de Frobenius et équations différentielles.

Soient X, Y et L des 0 -variétés (reN'u {co } u ( co ; ); désignons
par PA, p î , PL les projections canoniques de X x Yx L sur X, Y et L
respectivement, et par TT le fibre L(px^x, pî^), de base Xx Y x L et
de fibre L(T^X, TyY) en (x, y , ^)eXx Y x L.

DÉFINITION 2.5. — Une équation différentielle (du premier ordre) de X
dans Y, dépendant d'un paramètre ^ç.L et de classe C'Ço^s^r—i),
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est une C'-section f du fibre TT. Une solution pour un paramètre À ç L
est un O-morphisme u : U -> Y (U ouvert de X) tel que T^u = f(x, u(x), À)
pour tout xç.U.

Pour X == R, L(T^R, TyY) s'identifiant à TyY, nous retrouvons la
notion habituelle de champ de vecteurs sur Y, dépendant d'un para-
mètre ^çL et du temps. Dans ce cas, les résultats généraux d'existence
et d'unicité des solutions peuvent être condensés en l'énoncé suivant [11],

SCHOLIE 2.1. — Si f est une équation différentielle de classe C'
(i^s^r—i) de X == R dans Y, dépendant d'un paramètre dans L,
il existe une application unique, appelée résolvante, d'un ouvert D de
X x X x Y x L dans Y, de classe C% vérifiant les propriétés suivantes:

(a) pour tout (x, y,^)çXxY x L, l'ensemble

I(x, y, À) == j tçX, (t, x, y, ^)eD$

est un ouvert connexe (== intervalle) de X contenant x, et S(x, x, y , 7.) === y ;
(b) pour tout (x, y, 7)eXx YxL, et pour tout x ' ç . I { x , y , À), on a

I ( x r , y ' , À) == I(x, y , À) pour y' == SÇx', x, y. À), et, pour tout tç. I(x, y , À),
o n a S Ç t . x . y . ^ ^ S ^ x ^ y ' , ^ ;

(c) pour tout (x, y, }i)eXx YxL, l'application t->S(t, x, y , /) de
I(x, y, /) dans Y est élément maximum de l'ensemble des solutions de
l'équation f pour le paramètre A, prenant la valeur y en x.

Dans la dernière assertion, l'ordre sur l'ensemble des solutions définies
au voisinage de x est évidemment celui de la restriction, de sorte que
cette assertion est une propriété d'unicité.

Lorsque X est une variété arbitraire, un tel énoncé n'est pas possible.
Un premier obstacle à l'existence locale de solutions réside dans la condi-
tion d'intégrabilité déjà vue, que nous allons traduire dans ce contexte
nouveau.

DÉFINITION 2.6. — L'équation f de la définition 2.5 est dite intégrable si,
pour tout (Xo, yo, Ào)eX x Y x L, il existe des voisinages ouverts Uo, Vo, Wo
de Xo, yo, ^o dans X, Y et L respectivement, et un C^morphisme
R : Uo X Uo x Vo X Wo-> Y tel que, pour tout (x, x ' . y , /) e Uo x Uo X Vo x Wo,

( TiJ?(rr, x\ y, À) = f(x, R(x, x1, y, T.), À),
\ R(x,x,y, ̂ )==y.

Dans cette définition et dans ce qui suit, nous prenons 5^1. Si ^
est un champ de vecteurs de classe C^.sur un ouvert U de X, désignons
par \ le champ de vecteurs sur U x Y, dépendant d'un paramètre À e L,
défini par

l(x,y,^)=^(x),f(x,y,^)^(x)) pour (x, y, À)e Ux YxL.
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II est facile de voir qu'il existe une C^-section, notée Frob (f), du
fibre AWÇp^Tx; p^r), de base Xx YX L, de fibre en (x, y. À), l'ensemble
des applications bilinéaires alternées de TxX dans T y Y , telle que, pour
deux champs de vecteurs ^, Y], définis sur un ouvert U de X, on ait

¥rob(f)(x, y, À). E (rc). -n (x) = [|, 7/] (rc, z/, ^—[F^] (̂  ̂  ^).

Par trivialisation dans des cartes, nous déduisons immédiatement du
théorème de Frobenius local l'énoncé suivant.

THÉORÈME 2.5. — Pour que V équation f de la définition 2.5, de classe
C'Çi^s^r—i), soit intégrable, il faut et il suffît qu'une des conditions
suivantes soit vérifiée :

(a) Frob (f) est la section nulle de Alt2^^; pi^r);
(b) (dans le cas s == oo ou s == w), l'application Ç -> ̂  est un homo-

morphisme de pré faisceaux de Lie;
(c) pour tout ÀeL, le monomorphisme j\ == j \ X x Yx { ^ } est intégrable,

j : pî^x-^p^xQ) P^r étant défini par j(u) =(u, f(x, y, À) u) pour
(x, y, À ) € X X YxL, ueT^X;

(d) (dans le cas où X et Y sont paracompactes et modelées sur des espaces
de Banach séparables possédant des C'"1 -partitions de U unité) il existe une
C'-1 -connexion symétrique sur XxY telle que, V désignant la déri-
vation covariante associée dans le fibre L(px^x(B p î ^ i , p^xQ) pî^r)
et f la section de ce fibre définie par f(x, y , À) (u, v) ==(u, f (x, y, 7) u),
on ait V/" == o.

Remarquons que, dans les conditions d'application de l'assertion (d),
la variété X x Y possède des C'-1-partitions de l'unité, car elle est para-
compacte puisque métrisable et modelée sur des espaces de Banach
séparables C'"1-complètement réguliers. Rappelons qu'un espace de
Banach est dit C^-complètement régulier si, pour tout voisinage V de
l'origine, il existe une C^-fonction de E dans R4', à support dans V, non
nulle à l'origine.

Comme des exemples simples le montrent, les conditions précédentes
d'intégrabilité ne suffisent pas à établir l'existence d'une résolvante
globale, au sens de la scholie 2.1 [les intervalles I (x , y, À) étant remplacés
par des ouverts connexes]. Pour énoncer un résultat global en ce sens,
il faut avoir recours à une application « multivoque )).

SCHOLIE 2.2. — Si f est une équation différentielle de classe C5 (i ̂  s ̂ r— i)
intégrable de X dans Y, dépendant d'un paramètre dans L, il existe une
application S, unique, appelée résolvante multivoque, d'un ouvert D de
XxXxYxL dans ^(Y), de classe Cs au sens suivant :



62 J.-P. PENOT.

le graphe G = {(x, x\ y, 7, z), (x, x\ y , /)eD, zç S(x, x\ y , À) j de S
est une O-variété immergée dans X x X x Y x L x Y , se projetant sur
XxXxYxL par un difféomorphisme local

et vérifiant les propriétés:
(a) pour tout (x, y, ^)çXxYxL, l'ensemble

I(x, y, 7)= {tçX, (t, x, y, A)çD}

est un ouvert connexe de X contenant x, et y ç S ( x , x, y, ^i);
(b) pour tout (x, y , À ) e X x Y x L , et pour tous x ' ç I Ç x , y, À),

y ' ç S^, x, y , À), on a I{xf, y ' , À) = I ( x , y, ^) et, pour tout x" ç, I ( x , y, À),
on a S ^ . x ' , y, ̂ =S(x\x, y, /);

(c) pour tout (x, y, À ) e X x Y x L , et pour toute solution u: U-> Y
pour le paramètre À, définie sur un ouvert connexe U de X contenant x
avec u(x) = y , on a u(a/)eS(a/, x, y, /) pour tout x'ç.U.

Pour ( x ' , x, y, ^)çXxXxYxL, on prend pour S Ç x ' , x, y, À) l'en-
semble des points zç. Y tels que (x ' , z) appartiennent à la feuille passant
par (x, y) du feuilletage défini par j\ sur XxY. Les assertions précé-
dentes découlent facilement de la décomposition en feuilles de X x Y [3].

Si l'on écarte une telle résolvante multivoque, on ne dispose que de
résultats partiels :

THÉORÈME 2.6. — Étant donnée U équation différentielle f de classe
C^i^s^r—i) intégrable, il existe un voisinage ouvert V de
-X = ; (x, x, y, À), xçX, yç. Y, À ç L j dans XxXx YxL et un C^-mor-
phisme F : V-> Y tel que, pour tout (x, y , 7.)eXxYxL l'application
F(., x, y. À) : I , ( x , y, À) -^ Y [où I , ( x , y , /) = ; x ' çX, ( x ' , x, y , À)e V j ]
soit une solution, et que F (x, x, y , À) = y. De plus, deux tels morphismes F
et F ' ont même germe suivant A.

La dernière phrase peut être ainsi précisée : si F : V -> Y, F ' : V'—^ Y
sont deux tels morphismes, F et F ' coïncident sur un ouvert W conte-
nant A tel que, pour tout (x, y, /)eXx YxL, 1^ (x, y. À) soit la compo-
sante connexe de x dans I , (x , y, 7)nJ,/(rc, y , À). Cette assertion, ainsi
que la possibilité de choisir V de telle façon que les I r ( x , y , À) soient
connexes, découle du lemme suivant, dont la démonstration est laissée
au lecteur (il faut utiliser la connexité par arcs).

LEMME 2.3. — Soit V un voisinage ouvert de A dans XxXxYxL.
L'ensemble V\ réunion pour (x, y, ?i) e X x Y x L des composantes connexes
P(x, y, D X Î (x, y , /.) } de (x, x, y, ^) dans Ir(x, y , ^ ) x [ ( x , y , À) j, est
ouvert dans V.

Le théorème 2.6 est une conséquence de la proposition suivante, qui
est une simple adaptation d'un résultat classique de la théorie des fais-
ceaux ([8], théorème 3.3.1).
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PROPOSITION 2.3. — Soient A et B des espaces topologiques, A étant
paracompact, et soit C un fermé de A. Soit (fi)içr une famille de fondions
d'un faisceau ^ de fonctions de A dans B : fiç^(0i), telle que :

10 C^\J Or,
ici

2° pour tout (i,j)çlxl et pour tout c e C n O ^ n O y , fi et fj ont même
germe en c.

11 existe alors un ouvert 0 de A contenant C, et une application fç.^(0)
telle que, pour tout ici et pour tout rceO;nC, on ait f(x) = fi(x).

En prenant A = X x X x Y X L, B = Y, C = A et, si U est un ouvert
de A, pour ^(U) l'ensemble des (P-morphismes de U dans Y dont la
restriction à U r\X x { x , y , À j est solution de l'équation donnée pour
tout (x, y, ^) ç. X x Y x L, nous obtenons la conclusion du théorème 2.6
en choisissant pour fonctions fi une famille d'applications du type de
celle de la définition 2.6, dont les domaines de définition forment un
recouvrement de A.

Si X est munie d'une C'-gerbe, il est un autre moyen d'obtenir le
théorème 2.6. Il consiste à se fixer un C'-morphisme d'un voisinage de
la diagonale de XxX dans 0(1, X) avec 1 = (o, i ) [C^I.X) étant
une C^-variété [17], ceci a un sens], y : U -> C^I, X) avec Y,,^(o) = x,
y.^/(i) == x\ Ce morphisme permet de définir un C^-champ de vecteurs
sur Y dépendant du paramètre ^==(rc, x ' , T^çUxL et du temps
par (/, y , x, x ' , '>) -> f (y .z..z. (t), y , À) y.^/ (f). Si nous choisissons y de telle
façon que y.y.z/ soit le chemin constant en x pour tout xç.X (ce qui est
le cas pour une gerbe), nous avons un champ de vecteurs trivial pour
x === x ' . La résolvante S de ce champ de vecteurs est définie pour tous
les points (t, o, y, x, x ' , À), t parcourant (o, i) tels que (x, x\ y , À) soit
dans un voisinage V de A. Il suffit de poser F(a/, x, y , ̂ ) == S(i, o, y, x, x ' , À)
pour obtenir l'application désirée qui est de classe C' d'après les résultats
classiques de dépendance des conditions initiales et des paramètres de
l'intégrale d'un champ de vecteurs, ou encore d'après l'intégra bilité
de f et l'unicité locale des solutions.

THÉORÈME 2.7. — Avec les données du théorème 2.6, il est possible de
trouver un ouvert W de XxXxXxYxL contenant l'ensemble des points
(x, x, x, y, À) pour x e X, y ç Y, À e L tel que, pour tout ( x " , x ' , x, y , ^) e W,
V égalité

F ( x " , x, y, À) = F ( x " , x\ F(x\ x, y, F), À)

ait un sens et ait lieu.
Pour simplifier l'écriture, omettons le paramètre À dans la démons-

tration. Pour (x, y)çXxY fixé, le premier membre est défini pour
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x^çl^x.y). Si x ' ç l ^ x . y ) et si ^ == F ( x ' , x, y), le second membre
est défini pour x ^ ç I r Ç x ' , ^). Les deux membres sont donc définis, et
égaux à y ' , pour x " ̂  x ' ç l ^ x , y). Notons r ( x ' , x, y) la composante
connexe de x ' dans I^(x, y) n J^ (:z/, y ' ) , et W la réunion, pour ( x ' , x, y) ç V,
des coupes r ( x ' , x , y ) x { ( x ' , x, y) { . Un argument similaire à celui du
lemme 2.3 montre que W est ouvert [considérer les ouverts
W ' = [ ( x " , x ' , x, y ) : ( x r , x , y)çV, (x" , x ' , F(xf, x, y ) ) ç V } et
W" = {(x\ x ' , x, y) : (x/, x, y) e Y, (x\ x, y) ç V } ].

Soit Xi un C'-chemin joignant x' à x" dans ï\x\ x, y). Les chemins
t->F(Xi, x, y) et t-^ F(Xt, x ' , y ' ) sont deux courbes intégrales issues
de y ' du champ de vecteurs (/, y)->f(Xt, y) Xi sur Y, donc coïncident
ce qui donne le résultat voulu pour t = i.

Il est important d'avoir des critères d'existence de la résolvante au
sens de la scholie 2.1 pour une équation différentielle intégrable. Le plus
naturel est le suivant [11].

CRITÈRE 2.1. — Si X est connexe, et si, par tout point

(x, y, T^çXxYxL,

passe une solution de l'équation f définie sur X tout entière, alors cette
solution est unique, et, si nous la notons x1 —> S { x ' , x, y , À), nous obtenons
une C'-résolvante S.

Un critère plus élaboré peut être donné en suivant les méthodes de [4].

CRITÈRE 2.2. — Si X est connexe, et simplement connexe, si X et Y sont
munies de structures de Finsler [16], une condition suffisante d'existence de
la résolvante d'une adéquation différentielle intégrable f est la propriété
suivante :

(P) pour tout (x, g, 7)çXxYxL, il existe s = s (x, ^) > o,
Y] == YÎ (x, y , À) > o et C = C (x. À) > o tels que la boule fermée B'r, (y),
de centre y et de rayon rj dans Y, soit complète, et que |] f ( x ' , y ^ . À) [| < C-n
pour tout (x ' , y ' ) dans Bz(x)xB'^(y).

On sait [18] que tout point d'une variété munie d'une structure de
Finsler est centre d'une boule fermée complète de rayon positif, de
sorte que la condition donnée est assez naturelle. On déduit immédia-
tement de ce critère les énoncés suivants (en faisant YÎ = i).

CRITÈRE 2.3. — Si X et Y sont des variétés munies de structures de
Finsler, X étant connexe et simplement connexe, Y étant complète, une
condition suffisante d'existence de la résolvante de l'équation f est :

(P7) pour tout (x, À)eXxL, i7 existe s = e(x, À) > o et C = C(x, F) > o
tels que \\ fÇx', y, ^) |) < C pour tout (x\ y) e B, (x) x Y.
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CRITÈRE 2.4. — Si X est connexe et simplement connexe, et si Y est
une variété compacte, toute C'-équation différentielle intégrable de X dans Y
admet une résolvante.

En effet, la condition (P') est vérifiée pour toutes les structures de
Finsler sur X et Y, et Y est complète pour les distances associées. Plus
généralement, le corollaire aurait lieu pour toute équation f telle que
y->f(x, y ) soit à support compact pour tout rreX.

Esquissons la démonstration du critère 2.2. Elle consiste à montrer
que tout chemin Xi € C1 (J, X) peut être « relevé » en un chemin ^ de Y
tel que ijt= f(Xt, yi, V).Xi. Le point terminal î/i du chemin issu d'un
point z/o ne dépend que de t/o, Xo et x ^ , comme le montre l'équation aux
variations et le fait que deux chemins de X joignant Xo à Xi sont C^homo-
topes. Soit donc (o, t+[ l'intervalle de définition de la solution maximale
de yt == f(Xt, yt, À). Xf prenant en / = o la valeur yo, le chemin Xi étant
donné. Montrons que t~^ = i en trouvant une contradiction à l'hypo-
thèse t^< i. Posons

M == max [[ Xt [[, s = s(^+, }.), C == C(Xi+, ).).
«=(0,1)

Nous pouvons trouver A e ( o , ^ ( tel que (t^—h) CM < i et que
Xt e Bz (Xt+) pour t ç. (h, t^}. Soit T] == n (Xi+, y h, ^) donné par l'assertion (P).
Montrons que ^ et^ (y/,) pour tç(h,t+(. S'il n'en était pas ainsi, il
existerait Tce (h, t}~[ avec d ( y / z , y / c ) = Y} et y t ^ B r ^ y / t ) pour tç. [h, k).
Mais alors

r'd(yh, yk)^ / \\f{Xt, y t , ̂ ).x,\\dt^(k—h)C-nM<-n,
^ h

ce qui n'est pas possible. Puisque (Xt, yt) e B^ (x^) x B'^ (y h) pour tç. (h, t+[,
une majoration analogue montre que yt converge dans B^(y/i) car l'image
par yt du filtre des voisinages de /+ dans (h, t+( est une base de filtre
de Cauchy : d(y^ yt,) ̂  \ t-i—t, \ C-nM pour fi, t;,ç(h,t+(. II est
facile de voir que yc peut alors être prolongé en un chemin de classe C1

de (o, t^) dans Y. Le théorème d'existence locale nous assure que yc
peut alors être défini pour t > t^, en partant des données initiales (^+, ï^+),
ce qui contredit l'hypothèse t+<ï et termine la démonstration du
critère 2.2 grâce à ce que nous avons indiqué en commençant.

3. Applications.

(A) Deuxième théorème de Lie.

Nous nous réferrons pour ce paragraphe à [15], dont nous gardons la
terminologie (sauf en ce qui concerne les groupes locaux de transfor-
mations locales, que nous nommons tronçons de transformations) et les

BUUj. SOC. MATH. — T. 98, PASO. 1. 5
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notations (à l'exception de l'algèbre de Lie G des champs de vecteurs
invariants à droite d'un groupe difîérentiable G, identifiée à Te G en
tant qu'espace vectoriel banachisable).

THÉORÈME 3.1. — Soient, pour r == oo ou w, M une 0-variété, G un
C'-groupe, et X(M) V algèbre de Lie des 0-champs de vecteurs sur M.
Pour tout homomorphisme d'algèbres de Lie 6 de G dans X(M), continu
pour la topologie de la convergence simple sur X(M), il existe un tronçon
de transformations cp dont le générateur infinitésimal est 6.

LEMME 3.1. — Soient B, E et F des espaces de Banach, U un ouvert
de B, et f: U —> L (E, F ) une application telle que, pour tout eçE, l'appli-
cation x->f(x) e soit de classe C' (r == oo ou oo). Alors f est de classe 0\

Ce lemme utilise le théorème des accroissements finis et une récurrence
pour r == oo, le développement en série pour r = co ainsi que le théo-
rème de Banach-Steinhaus dans les deux cas. Une démonstration simi-
laire est donnée dans [18], proposition 6.16. Ce lemme permet de montrer
que 6 provient d'une C'-section de L (^, r,v), ^ étant le fibre trivial
^ : M x G -> M. Nous obtenons ainsi une équation différentielle de G
dans M; il est facile de voir qu'elle est intégrable.

Soit F : V-^M, V ouvert de GxGxM, un O-morphisme vérifiant
les propriétés énoncées dans le théorème 2.6. Soit Bo un voisinage de 0
dans G tel que « exp » réalise un difîéomorphisme de Bo sur son image.
Pour mçM, soit B,n une boule ouverte centrée en 0, contenue dans Bo,
telle qu'il existe un voisinage Um de m dans M avec

(exp But. exp Bjn) X { e j x Um C V.

Choisissons une boule ouverte A/n, centrée en 0 dans G, telle que
exp A, n. exp A ̂ C exp Bm et posons

D = \ ) exp A,n xUmCGxM.
mç,M

C'est un domaine de tronçon de transformations. Posons, pour (g, m)^D,
^(g,m) = F ( g , e, m).

Il nous suffit de montrer que, pour (g, m)^D, p == cp (g, m), hç. G
tels que (h, p)eû et (hg, m)çD, nous avons <^(h, p) == ̂ (hg, m). Par cons-
truction, il existe m', m", p ' dans M et u, v, w dans Am', Api et A,n"
respectivement, tels que g == exp u, h === exp v, hg == exp w et mç Um',
mç. U,n", pe U p ' . Puisque

exp v == h = (hg) g~1 == exp w. exp (— u) e exp A ,n". exp A ,n' C exp B,
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où B désigne la plus grande des deux boules B/n' et B/n", et puisque exp
est injective sur Bo, uçB. Par suite, pour tç[o, i ) ,

et
exptu.g = exp/y.expueexpB.expB

(exp tu. g, e, m) e (exp B. exp B) x { e j x ( Um' n U,n") c V.

Nous pouvons considérer les applications t -> F (exp tu. g, e, m) et
t -> F (exp tu, e, p), définies pour o ̂  ^ ̂  i. Ce sont deux courbes
intégrales du même champ de vecteurs 9 (u) sur M, qui ont même condi-
tion initiale p en t = o. Elles coïncident donc, et, pour t = i,

cp(/^, m) == F (exp u. g, e, m) == F (exp y, e, p) == cp(/î, p).

La condition de continuité, donnée dans l'énoncé 3.1, est évidem-
ment nécessaire.

(B) Connexions plates.

Rappelons ([9], [19]) qu'une connexion sur un C'-fibré principal
JJL == (P, TT, B, G), ^ désignant l'opération ^ : P x G -> P et TT la pro-
jection TT:P->B=P/G, est une C7"1-scission de la suite exacte de
G-fibrés vectoriels

„ ̂  T^. ^
0 -> \ —> Tp —> 7T ^B -> 0,

où, si G est l'algèbre de Lie de G, 'E, == (PxGr, li, P), G opérant sur
PxGr par (p, u ) ' g = = ( p g , adg-^u)) pour (p, u, < / ) e P x G x G . Ainsi
une connexion sur .̂ peut être donnée par un G-morphisme y de TT*^
dans T/i, vérifiant r7r' o y == Id7r*T^, ou par un G-morphisme c*j : r?—^^
vérifiant ûû o r; ̂  = Id^, ou encore par un G-sous-fibré Jî de r? dont
le supplémentaire est le fibre tangent vertical, ou encore par un G-pro-
jecteur de r? sur ce sous-fibre « horizontal ». Une connexion sur p. est
dite plate si tout point de B possède un voisinage U tel qu'il existe un
isomorphisme de p-u== (.^(U), ^u, U, G) sur le fibre trivial 9^==
(UxG, pi, U, G) qui soit un isomorphisme de la connexion induite
au-dessus de U sur la connexion triviale sur 6^.

THÉORÈME 3.2. — Une condition nécessaire et suffisante pour que la
connexion sur [J. = (P, TT, B, G) soit plate est que sa forme de courbure
soit identiquement nulle.

La condition est évidemment nécessaire, il suffit donc de montrer la
condition suffisante. Dans l'ignorance d'une extension éventuelle du théo-
rème d'Ambrose-Singer [1] aux fibres principaux banachiques, il nous
faut éviter l'emploi du théorème d'holonomie. L'ambivalence de la
notion de connexion rappelée ci-dessus nous laisse le choix, et les diverses
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formes du théorème de Frobenius, données au paragraphe précédent,
pourraient être comparées dans cette application.

Utilisons l'équation de structure sous la forme du corollaire 5.3.
chapitre II de [9] qui nous assure que le sous-fibre horizontal est intégrable,
En nous plaçant dans une trivialisation (Ux G, pi, U) de TT au voisi-
nage d'un point Xo^B, nous pouvons trouver des voisinages ouverts
connexes Uo et Vo de Xo et e dans U et G respectivement, et une co-carte
feuilletante cp de Uo X Vo dans Ux G, de la forme cp (x, g) == {x, a (x, g)),
avec a(rro, g) = g. Posons, pour gç. Vo fixé, et pour x variant dans Uo,

h(x) = a(x, g), k(x) = a(rr, é), g(x) = k(x)-^h{x\

L'invariance du fibre horizontal par l'action de G se traduit par la
relation

T.^h = Tk^Rgw ° T^k pour xç. Uo,

Rg^ (resp. Lg^}) désignant la translation à droite (resp. à gauche)
par g(x) sur G. Par ailleurs, la relation h(x) = k(x) g(x) donne, par
dérivation,

T^h = T/(.r) -Rg(.r) o T^k + r^.(.r) Lkw o T^ g pour x € Uo.

En comparant ces deux relations, nous obtenons T^g == o pour tout
xçUo, ce qui montre que g(x) == g pour tout xç. Uo. Nous pouvons
donc prolonger ^ en un isomorphisme de fibres principaux de
(UoX G, pi, Uo) sur (UoX G, pi, Uo) en posant

? ( ,̂ g) == (^ k(x) g) pour (x, g)eUoX G.

Cet isomorphisme est aussi un isomorphisme de fibres principaux à
connexion, ce qui montre que la connexion sur ^ est plate.

(C) Réductibilité des variétés riemanniennes.

Nous entendrons par variété riemannienne la donnée d'un couple (X, g)
formé d'une C'-variété (r = oo ou w, pour simplifier) paracompacte
modelée sur un espace de Hilbert séparable E et d'une métrique rieman-
nienne g sur TA. Nous omettrons d'écrire g, le plus souvent. Nous suppo-
serons X connexe dans ce qui suit. Soit a un point fixé de X, et soit H (a)
le groupe d'holonomie (linéaire) en a de l'unique connexion riemannienne
associée à g. Nous disons que X est réductible ou irréductible selon
que H (a) opère de façon réductible ou irréductible sur TaX, c'est-à-dire
selon qu'il existe ou qu'il n'existe pas de sous-espace fermé, propre
de TaX, stable par H (a).

Si X est réductible, et si T'a est un sous-espace fermé propre, stable
par H(d), le transport par parallélisme de T'a le long d'un chemin joi-
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gnant a à un point xçX fournit un sous-espace T^ de TxX qui est
indépendant du chemin. Il est facile de voir que l'ensemble T ' des T^.
pour x e X est un sous-fibre intégrable de TX. Le supplémentaire ortho-
gonal T " de T' dans TX jouit des mêmes propriétés. A l'aide du théo-
rème 2.3, de la nullité de la torsion de la connexion et de l'invariance
de g par parallélisme, on montre facilement :

PROPOSITION 3.1. — Pour tout point xçM, il existe une carte feuille-
tante pour les sous-fibres T ' et T " de TA-, 9 : U->0'x0" qui soit une iso-
métrie, U étant muni de la métrique induite par g, et 0' X 0" de la métrique
produit de métriques g ' et g " sur 0' et 0" respectivement (0'' x0" ouvert de
E = E ' x E " ) .

THÉORÈME 3.3. — Soit (X, g) une variété riemannienne simplement
connexe, et soit a eX.

(a) I I existe une famille, unique à l'indexation près, ÎT^, T'a, i c i } de
sous-espaces fermés de TaX, orthogonaux deux à deux, stables par le groupe
d'holonomie H (à), les T^ étant irréductibles, et T°a étant le sous-espace des
vecteurs invariants par H (a), dont la somme hilbertienne soit TaX.

(b) Pour tout ici, il existe une décomposition de H (a) en un produit
direct de sous-groupes distingués H (a) = Ho (a) x Hi (a) x Ki (à). Ho (à)
étant le sous-groupe formé des éléments opérant trivialement sur TaX,
Hi(a) opérant trivialement sur T^ pour j -^ i, et de manière irréductible
sur T^, Ki(a) opérant de manière triviale sur T1^ Cette décomposition est
unique.

La preuve de la partie (a) utilise le théorème de Zorn pour l'existence.
La partie (b) peut alors être établie à l'aide du lemme de factori-
sation [12]. L'unicité affirmée dans la partie (à) peut enfin être montrée
par une méthode analogue à celle utilisée pour la démonstration du
théorème 5.4, chapitre IV de [9].

THÉORÈME 3.4. — Soit (X, g) une variété riemannienne complète et
simplement connexe, et soit I o = I \ j { o } (réunion disjointe) l'ensemble
d'indices introduit dans le théorème précédent. Il existe un système pro-
jectif ((Xj) (pjp)) de variétés riemanniennes complètes et simplement
connexes relatif à l'ensemble des parties de Io et une famille de morphismes
pj : X->Xj pour Je^(Jo) tels que :

i° pour KcJdo, on ait RK = RKJ ° pj',
2° si Ji, . . . , Jn est une partition finie de Io, (p./,, . . . , pj^) soit une

isométrie de X sur Xj^ X ... X Xj^ ;
3° X { i } soit irréductible pour ici et X{Q} soit un espace de Hilbert.

Si I est fini, on retrouve la décomposition de DE RHAM.
La démonstration de ce résultat peut être facilement calquée sur une

des démonstrations en dimension finie. Les observations suivantes



70 J.-P. PENOT.

s'avèrent utiles. Dans une variété riemannienne complète (en tant
qu'espace métrique), on peut toujours développer une courbe donnée
dans un espace tangent en un point arbitraire. En particulier, la connexion
riemannienne est pleine en ce sens que les géodésiques peuvent être
définies sur tout R. Une isométrie (au sens des distances) de variétés
riemanniennes de classe 0 est de classe C/. Enfin, la dernière assertion
découle du lemme suivant.

LEMME 3.2. — Une variété riemannienne connexe Xo, dont le groupe
d'holonomie est trivial, est localement isométrique à un espace de Hilbert.

Pour établir ce lemme, on peut faire usage de l'expression de la
métrique « en coordonnées polaires ». Soient rCoêXo, 9 == (U, cp, E)
une carte normale en ;ro, S la sphère unité de E, n : R x S -> E l'appli-
cation ( t , p ) - ^ t p et 0 =7:-l(c?(î/)). Notons ( | ) le produit scalaire
de E, et soit (x, u) -> (g (x) u u) la métrique transportée par cp sur cp(î7),
g : ̂ (U)->L(E, E) étant un C'-morphisme (à valeurs dans le cône
des opérateurs symétriques définis positifs). Pour (t,p)ç0, nous pou-
vons écrire, comme il est bien connu,

(^(^ P)) T ( t , p ) ̂ (s, q) \ T(^) 7r(5, q)) = ^-+ (h(t, p) q h(t, p) q)

pour tout (s, q)çT^,p)T^XS, h:0-^L(E,E) étant un C'-morphisme
vérifiant h(o, p) = o pour tout pe-S. D'autre part, pour E'= Rp,
E"== E^, la proposition 3.1 assure qu'il existe des C'-morphismes
g f : O r ^ L ( E f , E ' \ g " : 0" -> L(E\ E"), 0' et 0" étant des voisinages
ouverts de 0 dans E' et E" respectivement, tels que

( g ^ ^ p + y " ) sp+yff)=(gf(tp)sp sp)+ ( g ' l ( x ^ ) y ' t \ y " )

pour x = x r + x ' r avec x ' ^ t p ç . 0 ' , x"ç.0\ s, feR, y " ç . E " . Prenons
x == 7:(t, p) = tp, sp+ y"== T^p} 7r(s, q) = sp+tq,

et comparons les deux expressions obtenues. Nous trouvons g ' ( t p ) == Id
pour tout t e R avec tp € 0 ' , et (h(t, p) q h(t, p) q) = (g"(o) tq \ tq) = t2 [ | q\\\
la métrique en cp(rco) == o étant le produit scalaire de E. Ainsi, sur 0' x 0\
la métrique transportée par 9 coïncide avec le produit scalaire de E :

(9(tp) (sp + tq) \ sp + tq) = s2 +12 \\ q [|2 = [| sp + tq f|2.

(D) Variétés presque complexes.

Une C'-structure presque-complexe sur une C'^-variété V (o^r^w,
o ^ s ^ r ) est une C^section J de L^r, ̂ ) telle que J o J ==— J,
1 désignant l'application identique de TV.

Si V est une variété analytique complexe (nous dirons de classe C'1
et conviendrons de w < h), la multiplication par i sur chaque espace
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tangent définit une structure presque-complexe sur Y. L'expression
de J dans une carte complexe est alors constante. Une structure presque-
complexe J sur une C^-variété V est dite intégrable s'il existe sur V
une structure de classe O1 compatible avec la structure C^4"1 de V telle
que J dérive de la structure complexe.

PROPOSITION 3.2. — Si f : V -> V est un O'-morphisme (o < r < h)
de O'-variétés et si fest un morphisme presque-complexe, i. e. J ' o T F == TfoJ,
pour les structures presque-complexes sous-jacentes, J et J ' sur V ' et V,
alors f est un C^-morphisme.

Cette assertion résulte simplement du fait que l'expression g de f
dans des cartes complexes arbitraires cp, 9' de Y et V respectivement
est un C^-morphisme au sens réel, et vérifie Dg(x) (iy) = iDg(x) y,
donc est un C^-morphisme.

Pour tout C^-fibré vectoriel banachique réel TT == (£, TT, Y), il existe
un C' -fibre T^ = (JE'S T^, V), dit complexifié de TT, à fibres des espaces
banachisables complexes, et un Y-morphisme y : TT -> ^c- de C'-fibrés
vectoriels réels, caractérisés à un isomorphisme près par la propriété
universelle suivante : pour tout V-morphisme f : TT -> y? dans un fibre
vectoriel YÎ = (F, T], V) de fibres des espaces banachisables complexes,
il existe un morphisme f" : n0 •-> Y], C-linéaire sur les fibres, et un seul,
tel que f == f^ o y.

Si V est réduit à un point, on retrouve la notion de complexifié d'un
espace vectoriel banachisable réel. On peut prendre 7^= TT (B^TT, la
multiplication par i dans E^Q) E.c étant définie par i(a, b) == (— b, a),
et le monomorphisme y^étant l'injection sur le premier facteur. L'espace
des O-sections de TT" est le complexifié de l'espace des C'-sections de TT.
C'est un module sur l'anneau C' (V) des C-fonctions de V dans G.
Dans le cas particulier du fibre tangent T> d'une C74'1-variété Y, le
module ^(V) des C' -sections de T^ fournit des dérivations de C'^ÇV)
dans 0 (V) : identifiant ^(V), ensemble des 0 -champs de vecteurs
(réels) de Y à son image par y dans ^'(V), nous pouvons écrire, pour
Ze^(V), Z==X+iY, avec X, YçX'ÇV) et pour fçC'(V),
Zf=Xf+ iYf. Le crochet ^(^X.a^V)-^^-1^) se prolonge en
un crochet de y(V)xy(V) -^ y~^(V) qui coïncide avec le crochet
des dérivations associées. On dit que ^'(V) est l'ensemble des 0 -champs
de vecteurs complexes sur V.

Une forme différentielle complexe de degré p sur V est une section
du fibre Altg^; C^), où Cr est le fibre trivial C^== (VxC,p,, V).
La propriété universelle de T^ permet de considérer une p-forme diffé-
rentielle sur V à valeurs dans G comme une p-forme différentielle complexe
sur Y, dite complexifiée de la forme donnée. Si F est un V-morphisme
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de T^ dans T^, et si c^ est une forme différentielle complexe, nous écri-
vons F^ au lieu de w o (Fx . . . xF). L'accouplement

Altg(^; C^)xAltg(^; C^Altg-^; G,)

induit naturellement un produit extérieur pour les formes différentielles
complexes. Enfin, si w est une p-forme différentielle complexe sur V,
de classe 0\ nous définissons une (p + i)-forme différentielle complexe
sur V de classe C'-1, et une seule, du telle que, pour tous C^-champs de
vecteurs complexes locaux Zo, Zi, . . . , Zp sur V, nous ayons

p
<MZo,..., z,) =^(-iyz,(co(Zo, ..., z, ..., z,)}

1=0

+2;(-I)^+7([^. z^ ^o, .. „ z,..., z,,.... z,).
i<l

Ainsi, pour fçe^V) et Ze^Y). nous avons df(Z) = Zf. On vérifie
aisément les propriétés usuelles de la différentiation extérieure, en par-
ticulier l'égalité d o d =-. o.

Nous nous placerons dorénavant dans le cas r = ûû.

PROPOSITION 3.3. — Les données suivantes sur V sont équivalentes :
(a) une structure presque complexe J ;
(b) un sous-fibre M de ^ tel que Mr\~M=(o), M +~M == TV;
(c) un projecteur P : TV^-^ TV tel que P == Î — P .

Nous avons indiqué dans cette proposition la conjugaison de façon
habituelle, en surlignant : pour Ze TV, Z = X + iY, Z = X— iY;
pourMcTV-, M=={Z,ZçM}; pour PeL(^, T^)P(Z)=P(Z).

La preuve de la proposition 3.3 est immédiate. Étant donnée la struc-
ture presque complexe J, il existe un unique morphisme J:T^-^T^
tel que y o j = = j ' o y . Si Fon note î l'application identique de TV,
on a JoJ==—J. Considérons maintenant l'application identique 1
de -sy dans ry comme un morphisme à valeurs dans un fibre vectoriel
complexe. Soit Ie le morphisme C-linéaire de T^ dans T^ tel que Ie o y = J.
Le noyau M de Ie est un sous-fibre complexe de TV vérifiant M n M== (o),
M +M = TV0, car

M= {(X, Y), X+JY== 0} ={Zç TV, JZ== iZ}.

La donnée d'un sous-fibre complexe M de TV, vérifiant M + M= T V ' ,
Mr\ M = (o), équivaut à la donnée de deux projecteurs P et Q de TV
sur M et M respectivement, avec Q = 1 — P, Q = P, comme on le
voit immédiatement.
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La donnée d'un projecteur P sur T Ve vérifiant P = î— P permet de
définir un endomorphisme J de TV", en posant J =i[{îP—fÏ). Puisque
P2 == P, nous avons J2 =— J, et puisque P == 1 — P, nous avons J = J,
de sorte que J est le complexifié d'un endomorphisme J de TV, qui
vérifie évidemment <72 = — J.

Un champ de vecteurs complexe Z sur (V, J) est dit de type (î, o)
s'il est inclus dans M, c'est-à-dire si PZ = Z ou encore JZ == l'Z ou
encore QZ == o. Un champ de vecteurs complexes est dit de type (o, î)
s'il est inclus dans M. Tout champ de vecteurs complexe Z se décompose
donc en la somme de champs de vecteurs PZ et QZ de type (î, o) et (o, î)
respectivement.

Une i-forme différentielle complexe w sur (V, J) est dite de type (î, o)
si J*ûû = lui), ce qui équivaut encore à Ç^(= w o Q) = o ou encore à
?*€»)(= ûooP) = ûû. En particulier, la complexifiée d'une î-forme
différentielle a sur V, à valeur dans G vérifiant a(JX)=ia(X) pour
tout XçTV est une î-forme différentielle complexe de type (î, o).
Plus généralement, une n-forme différentielle complexe w sur V est
dite de type (p, q), avec p + q = n, si w s'annule sur tout n-uplet de
champs de vecteurs complexes formés de p' champs de type (1,0) et
de q' champs de type (o, î) avec p'^p, q'^q- II en est ainsi si, et
seulement si, w o p p ' x Q ^ ' ^ o pour p ' ^ p, qr^ ̂  P ' + q'= n. ou
encore, si, et seulement si, co = Ait (co o (PP x Ç^)). Toute forme diffé-
rentielle complexe de degré n se décompose en la somme de formes
différentielles complexes de type (p, q\ avec p + g = n , o^p^n,
o ̂  q ̂  n. Les notions précédentes pourraient être définies pour des
formes différentielles complexes à valeurs dans un fibre vectoriel complexe
sur V.

Avant d'énoncer le résultat essentiel de ce paragraphe, introduisons,
pour un endomorphisme C-linéaire A de T^, la section N^ de -Lc(^; ̂ )
définie, pour tous champs de vecteurs complexes locaux Z, W sur V, par

N^(Z, W) = [AZ, AW}+A2[Z, W]—A[Z, AW]—A[AZ, W].

Si A est l'endomorphisme complexifié d'un endomorphisme B de T>, N^
est le morphisme bilinéaire complexifié du morphisme Na défini dans
la deuxième partie.

THÉORÈME 3.5. — Pour une variété presque complexe (V, J ) de classe 0'\
les assertions suivantes sont équivalentes :

(î) la structure presque complexe J est intégrable;
(2) N,=o;
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(3) pour toute fonction f du faisceau des fonctions analytiques locales
de V dans R, dJ'df^ J'd^df;

(4) N7=0;
(5) Np=o;
(6) le faisceau des champs de vecteurs complexes locaux de type (i, o)

est un faisceau en algèbres de Lie;
(7) pour toute forme différentielle complexe locale 03 de type (p, q), dw est

somme de formes de type (p + i, q) et de formes de type (p, q + i);
(8) pour toute forme différentielle complexe locale co de type (i, o), du est

somme d'une forme de type (2, o) et d'une forme de type (i, i).

Nous avons omis d'écrire les assertions conjuguées :
(5) Nç=o;
(ô) le faisceau des champs de vecteurs complexes locaux de type (o, i)

est un faisceau en algèbres de Lie;
(8) pour toute forme différentielle complexe co de type (o, i), du est

somme d'une forme de type (i, i) et d'une forme de type (o, 2).

Ces assertions sont encore équivalentes aux précédentes.

Preuve.
(1) => (2). Pour vérifier que N/= o, il suffit, si J dérive d'une struc-

ture complexe sur Y, de vérifier que Nj(X, Y) = o pour tous champs
de vecteurs locaux de classe C7'. Or, pour de tels champs, on a
[JX, Y] = J[X, Y] = [X, JY].

(2) ^=> (3). Il est facile de voir que, pour tous champs de vecteurs
locaux (de classe 0°) X et Y sur V, on a

(dj* df) (X, Y) — (^ d J ' df) (X, Y) = (JN,(X, Y)) f.

L'équivalence résulte alors du théorème de Hahn-Banach et de l'éga-
lité J^—J.

(2) => (4). En effet Nj est le complexifié de Nj.
(4)==>(5). En substituant à J sa valeur i (2?—Ï) dans la relation

de définition de Nj, nous trouvons, pour tous champs de vecteurs
complexes locaux Z et W,

Ny(Z, W)
=—4([PZ,PY]+P[Z, W]—P[Z,PW]—P[PZ, W})
=—4N^(Z,W).

(5) <==> (5). En effet Nç(Z, W) = N^(Z, W) == Ap(Z, W).
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(5) => (6). Pour tous champs de vecteurs complexes locaux Z et W,
nous avons Q [PZ, PW] = QNp(Z, W), car Q o P = o. Nous avons
aussi (5) => (ô) en vertu de l'égalité

P[QZ, QW]
=P[PZ, PW]+P[Z, W]—P[Z, PW]—P[PZ,W]
=PNp(Z,W),

obtenue en remplaçant Q par 7—P. Mais ceci résulte aussi de l'équi-
valence directe de (6) et de (6) par conjugaison.

(6) => (7). Il suffit d'observer que le second membre de la formule
n

<fc)(z»,..., z,,) ̂ ^(—ïYZiwÇz»,..., z,,..., z,,)
i = l

+^ (—— l)14-^ ([Z,, Zy], Zo, . . ., Z,, . . ., Zy, . . ., Z,)

î</'

est nul dès que (Zo, . . . , Zn) est un (n 4- i)-up]et formé de p ' (resp, q ' )
champs de vecteurs complexes locaux de type (1,0) [resp. (o, i)] avec
p'^ p ou p ' y ^ - p + i. Ceci utilise le fait que [Z,, Zy] est du type commun
à Zi et Zj lorsque Z, et Z/ sont du même type, c'est-à-dire les asser-
tions (6) et (ô) à la fois.

(7) => (8) et (7) => (8) étant des implications évidentes, il nous suffit
de montrer les implications (8) --=> (ô) et (6)=^(i) pour achever la
démonstration.

(8)=^>(6). Soient Z et W des champs de vecteurs complexes locaux
de type (o, i) : Z = QZ, W = QW. Pour montrer que P [QZ, QW] == o,
il suffit, d'après le théorème de Hahn-Banach, de prouver que, pour
toute forme différentielle complexe locale ûj, on a w(P[QZ, QW]) = o.
Il suffit même de le faire pour une forme de type (i, o). En vertu de
l'assertion (8), pour une telle forme, on a dw(QZ, QW) = o, donc

co(P[8Z, QW])==^([QZ, QW])==(QZ)^(QW))-(QW)^(QZ))=o

puisque co est de type (i, o). La preuve de (8)=^>(6) est similaire.
(6)=^(i). En vertu de la proposition 3.2, il nous suffit de montrer

que, pour tout ^o e V, il existe une carte (9, U, £'o) en Xo, Eo étant un
espace de Banach complexe, qui soit un morphisme presque-complexe.
Nous pouvons donc nous ramener au cas où V est un ouvert d'un espace
de Banach réel E, et Xo = o, J étant donné par un C^-morphisme
J : V->L(E, £). Nous pouvons prolonger le complexifié 3e : V-> L^ÇE', E ' )
de J en un C^-morphisme défini sur un voisinage ouvert connexe Vi X ¥2
de (o, o) dans E ' ^ E x E , morphisme que nous noterons F. Le prin-
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cipe du prolongement analytique nous assure que F(x, y) o F (x, y) ==— î
application identique de Ec pour tout (x, y)ç ViX V^, et que le projet

teur^(J-LF) prolongeant P est intégrable sur V, x V,, les relations
P (QZ, QW) == o, Q[PZ, PW] == o étant vérifiées pour tous les champs
de vecteurs complexes locaux Z et W sur Y. En effet, il est facile de
vérifier que si A, É sont deux champs de vecteurs de classe O1 sur Vi x ¥2,
et si les champs de vecteurs complexes A et B, définis par leur restric^
tion à Vi x { o ;, sont tels que [A, B] = a, alors [A, B] = o. Plus géné-
ralement, si G est un CP-morphisme de Vi x Va dans L^R, E^, et
si G [A, B] = o, sur V, x { o j , alors G [À, B\ == o. C'est ce fait dont
nous usons ici. Le théorème 2.3, dans le cas C1 au sens complexe, assure
qu'il existe un voisinage U, x U._ de (o, o) et un C'-isomorphisme (au sens

complexe) (f, g), de U, x U, dans ExE, appliquant ^(î—iF) sur le

projecteur constant ^(î—iF(o, o)) et dont la différentielle en (o, o)
soit î. En particulier, pour tout xç C/i, nous avons

fD,f(x,o) D,f(x,o)\/I J(x)\
\D,g(x, o) D,g(x, o)} \—J(x) 1 )

_ ( ï J(o)\/D,f(x,o) D,f(x,o)\
\—J(o) 1 ) \D,g(x, o) D,g(x, o)}

et Fégalité D,g ==—D,f entraîne que D,f(x, o) o J(x) = J(o)oD,f(x, o).
Puisque A/'(o, o) == I , l'application x -> f(x, o) est un difféomorphisme
d'un voisinage U de o dans U, sur son image dans E, appliquant J
sur J (o).

C. Q. F. D.

On trouvera dans [5], [12] et [23] d'autres résultats liant structures
presque-complexes et connexions. En attendant un analogue du théo-
rème de Newlander-Nirenberg [13] dans le cas banachique, on pourra,
en suivant LICHNEROWICZ, appeler variétés quasi-complexes les variétés
munies d'une structure presque-complexe intégrable dans le cas 0\
o < r < ûû.

APPENDICE.

Cet appendice est consacré à une preuve directe d'un théorème de
Frobenius, par la méthode des approximations successives d'une part,
et par la méthode des séries majorantes d'autre part, dans le cas analy^
tique. De façon précise, nous montrerons, sous les hypothèses du théo-
rème 1.1, l'existence et la continuité de la solution a et de sa dérivée
partielle A a, ainsi que l'appartenance à la classe C' des applications
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partielles x-^a(x,y). Les données initiales et les paramètres jouant
un rôle équivalent (les uns pouvant être transformés dans les autres
par un changement d'équation), il revient au même d'établir l'énoncé
suivant.

Soient E, F, G des espaces de Banach, 0 un ouvert de FxG,
f: 0->L (E, F) un C'^morphisme (r^i) tel que, pour tous (y, z)ç0,
(a, b)çExE, on ait

(Frob) A f(y, z). f(y, z). a. b == A f(y, z). f(y, z). b. a.

Pour tous Xo e E, (yo, Zo) e 0, il existe des voisinages U et W de Xo et Zo
respectivement, et une application continue a : U x W —> F, telle que, pour
tout zçW, l'application a^ définie par az(x) == a(:r, z) soit de classe 0
et que

( £)o^(rc) = f(^z(x), z) pour tout (x, z)eUxW,
( ^z(xo) = yo pour tout zçW.

En fait, nous établirons que si f est de classe (7'°, a est de classe C^0.
Si r < (*), ceci signifie que D^f existe et est continu sur 0 pour peN,
p ^ r ; si r = w ceci signifie que, pour tout (yo, Zo)eo, il existe des
nombres a > o, M > o et des applications continues

/.:B(zo,û)-^Lï(F,L(£,F))
avec

^[[/.(2)|)^M pour zçB(z,,à),
nSïl

f(y, z) = ̂  fn (z) (y)" pour (g, z)eB (i/o, d)xB (z«, a).
îl^l

Traitons d'abord le cas analytique (nous prenons Xo == o, yo = o,

Zo= o dans ce qui suit). S'il existe une solution a (x, z) = ̂ . g / z (z) (xy
n^i

de classe C^'0 sur un voisinage de (o, o) dans Ex G, cette solution est
unique, car le développement (gn(z)), n ̂  i, est caractérisé par les rela-
tions gn(z) == pn(o, z), où ?^(î/, z^ç^ÇE, F) est déterminé par

pn+i(y, z).(a.Q, ûi, . . . , an) --=Dipn(y, z)(f(y, z).ûo).(ai, ..., an)
pour ûo, ai, .... a,,€£ et p ^ ( y , z) = f(y, z),

II importe de montrer que gn(z) ainsi définie est une application
n-linéaire symétrique, ce qui se fait par récurrence sur n, compte tenu
de la relation (Frob), par passage de n à n + 2. D'autre part, p/,(o, z) est
une fonction polynomiale (combinaison linéaire à coefficients entiers
positifs de produits de composition) de (fo(z), . . . , fn-i(z)). Par suite,
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I l ^ ( z) I I == I I P^ (o, z) I I est majoré par la valeur en ( [| /•o (z) [ [ , , . . , [ ) f,^ (z) ) j )
du polynôme en n variables réelles correspondant. Cette valeur est elle-

même majorée par la valeur prise en (M,^? . . . , 7 1 !^ puisque
M a

I I A O O I I ^ - ^ - pour \\z\\^a. Cette dernière valeur est le coefficient
du terme de degré n dans le développement en série de la solution

Y=a{î—^i—^(MXIa))

de l'équation différentielle ordinaire DY (X) = M/(i —(Y (X)/a)) dont
le second membre est une majorante de celui de l'équation donnée.
Ainsi, pour b < ajiM, nous avons y|j^(^)|)^<oo, ce qui permet de

/z^l

définir la solution a(y, z) ==^ gn(z) (y)\ Cette méthode peut être
/i^i

aisément modifiée pour appréhender le cas C^ au lieu du cas C^'0.
Pour établir le résultat désiré dans le cas C'\ r < w, il suffit de le faire

pour r == i, une récurrence complétant la démonstration, de façon clas-
sique, pour r > i. Nous utiliserons le lemme de contraction suivant, qui
se réduit au lemme de contraction usuel lorsque Mi == M, et que M'
est constitué d'un seul point.

LEMME. — Soient (M, d), (M\ d ' ) des espaces métriques complets,
T : M -> M, S : M -> M' des applications lipschitziennes de rapport K
et L respectivement, avec o^K< i. Soit D\M^->M' une application
définie sur une partie non vide Mi de M telle que T (Afi) C Mi. Si :

(a) le graphe de D est fermé dans MX M'',
(b) d'(DTy, Sy)^Kdf (Dy, Sy) pour tout yçM,,

il existe un point y^çMi tel que Ty^ == y^ et Dy^ = Sy^.
Preuve. — Prenons z/oCMi, et posons ï/,,+i == Tijn pour n ̂  o. Pour

N == d (Tyo, yo) nous obtenons, par récurrence, d (yn+i, yn) ̂  NK'\
Ainsi (yn)n^o converge vers un point y^ e M, et (Syn)n^o vers Sy^. Puisque
T (Mi)cMi, yn est dans Mi pour tout n ̂  o. De la relation

d\Dyn^, Syn)^Kd\Dyn, Sy^^Kd^Dyn, Syn-,)+KLd(y,^, yn),

nous déduisons par récurrence sur n que
d^Dyn+i, Syn) ̂  K^' + n^LN, n ̂  o

avec N ' = d ' { D y ^ , Syo). Ainsi (y^, Sy^) est la limite de (yn, Dyn), donc
appartient au graphe de D. Puisque Ty^==y^, nous avons la conclusion
cherchée.

Avant d'appliquer ce lemme, nous fixons des nombres aç]o, i( ,
L^i, b=alL, tels que |) f(y, z) f [ ̂ L et [) D, f(y, z) [| ̂  L pour
I! V I I ̂  a, [| z f | ̂  b, c'est-à-dire (y, z)çB, (F) xB&(G). Prenons pour M
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l'espace des applications continues de Bb(E)xBa(G) dans B'^(F) qui
s'annulent en o, muni de la métrique uniforme. Prenons pour M' l'espace
des applications continues et bornées de Bi,{E)xBa{G) dans L(E, F),
muni de la métrique uniforme. Soit Mi le sous-ensemble de M formé
des applications y ayant une dérivée partielle première continue et
bornée dans Bb(E)xBa(G), et soit D l'application y — ^ A y de M"i
dans AT. Un corollaire du théorème de la moyenne assure que le graphe
de D est fermé. Posons, pour (x, z)çBb(E)xBa(G), yeM,

Ty(rr,z)= f /-(y (tx, z), z). x dt,
^ 0

S-((x,z)==f^(x,z),z).

Nous vérifions immédiatement que TyeM pour yeM, que TyeMi
pour y € Mi, et que T et S sont lipschitziennes de rapports K == bL==a < i
et L respectivement. Pour vérifier la condition (b) du lemme, prenons
yeMi, (x, z)çBb(E)xBa(G), hçE, et posons u;==(y(^, z), z) pour
^e (o, i). Nous avons

-.1 ^
ÛTy(rc, z).h = f f(u,).hdt+ f D,f(u,).D^(tx, z).th.xdt

v Q ^0

Sy(a;,z).A=/-(u,)./i= f ld(f(tl,).h)dl+ ( f(Ut).hdt,
JQ UL i/O

de sorte que
DT-((x,z).h—S^(x,z).h

= f [D,f(Ut)D^(tx,z).h.x—D,f(^)Dr{(tx,z).x.h]^
^0

= f [D, f(Ut). (D, y (tx, z). h — f(u,). h). x

—D,f(Ut).{D^(ix,z).x—f(u!).x).h}tdt

en utilisant la relation (Frob). Par suite,
(f(ÛTy, Sy) ̂  L& d'(Dy, Sy) = X d^Dy, Sy).

La conclusion du lemme assure l'existence de aeMi avec
Aa(.r, z) ==/'(a(rc,2), ^),

ce qu'il fallait établir.
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