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ANNEAUX SEMI-ARTINIENS
PAR

Constantin NASTASESCU ®r Nicorae POPESCU.

1. Définitions et notations.

Soit A un anneau unitaire quelconque, et soient M un A-module a
gauche et N un sous-module non nul de M. On dit que M est une
extension essentielle de N si, pour tout sous-module non nul P de M,
on a PnN # o. Le A-module M est dit co-irréductible s’il est extension
essentielle de ses sous-modules non nuls. Un sous-module N de M est
dit irréductible si M|N est co-irréductible.

Dans ce qui suit, on notera par R (4) (ou par N) le radical de Jacobson
d’un anneau A. Dans [1], on dit que le radical de Jacobson est T-nilpotent
a gauche (resp. a droite) si, pour toute suite d’éléments x,, ..., x,, ...
de R (A), il existe un entier n tel que z,x,. . .2, = o (resp. o Tpn—...T, = o).

Nous dirons qu’un anneau A remplit la condition (H) & gauche (resp.
a droite) si tout A-module a gauche (resp. & droite) non nul contient un
sous-module propre maximal. Une caractérisation des anneaux rem-
plissant une telle condition est donnée par Guy RENAULT dans [9].

Si A est un anneau commutatif et M un A-module un idéal premier
pc A est dit associé a M (au sens de [4], Chap. 4) s’il existe xe M tel
que p = Annz. On note par Ass(M) I’ensemble des idéaux premiers
associés a M.

2. Quelques considérations sur les 1. c.-anneaux.

Soit A un anneau unitaire quelconque. Dans [8], on dit que la catégorie
Mod A des A-modules a4 gauche est une [ c.-catégorie (i. e. une catégorie
localement co-irréductible) si tout A-module non nul M contient un
sous-module co-irréductible non nul. On dit que A est un l. c.-anneau
a gauche si ModA est une 1. c.-catégorie. Dans [8], on donne une carac-
térisation partielle de ces anneaux.
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Jacques ForT dit qu'un A-module M est riche en co-irréductibles si
tout sous-module N non nul contient un sous-module co-irréductible
non nul (voir [5] et [6]). En tenant compte de ses résultats (loc. cit.) et
de [8], on a le théoréme suivant :

TuEorEME 2.1. — Soit A un anneau unitaire quelconque. Les affirma-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) A est un 1. c.-anneau a gauche;

(2) Tout idéal a gauche a de A est une inlersection réduite d’idéaur d
gauche irréductibles;

(3) Pour tout idéal & gauche a, il existe x€ A fel que (a:x) soil
irréductible;

(4) Pour tout A-module a gauche M, tout sous-module est une inlersection
réduite de sous-modules irréductibles;

(5) Pour tout A-module a gauche M et tout sous-module N c M, il existe
xeM tel que lidéal {N:x} ={2e€A|rxeN| soit irréductible.

Démonstration. — Le théoréme 3 de [6] affirme que M est riche en
co-irréductibles si, et seulement si, o posséde une décomposition irré-
ductible réduite dans tout sous-module non nul de M; il est alors évident
que (1)= (4) = (2).

Prouvons que (2)=>(1). Soit ac A un idéal, et soit a = n a, une

ael
intersection réduite d’irréductibles, donc, dans le A—modsle Ala,

0= n @, (intersection réduite de sous-modules irréductibles). Soit
ael
o€l et 0y = n a, alors @y,:2 o et a3 Na,, =o, donc ay CAfa,,
ael—{a}
donc est co-irréductible, et par suite, le A-module A /a contient un sous-
module co-irréductible non nul.

(1)=(5). Soit NcM, M|/N contient un co-irréductible non nul,
donc il existe £ M /N tel que AZ soit co-irréductible non nul. Il est
clair que { N:x} est le noyau de l'application ¢: A - A% ¢o(}) =i,
et est un idéal irréductible.

(5) = (3) étant évident, il reste & prouver que (3)=> (1). Soit acA

o N\
un idéal, et soit ¢ : A/(a:x) > A/aapplication ¢(2) =%z qui est un
monomorphisme, alors A /a contient un co-irréductible non nul.

3. Anneaux semi-artiniens.

Tous les anneaux considérés dans ce paragraphe sont supposés commu-
tatifs et unitaires, sauf mention explicite du contraire.
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DEFINITION. — Soit A un anneau quelconque (commutatif ou non).
On dit que A est semi-artinien a gauche si tout A-module a gauche non
nul contient un sous-module simple non nul.

PropositioN 3.1. — Les affirmations suivantes sont vraies :

(1) Si A est intégre et semi-artinien a gauche, c’est un corps;

(2) Si A est semi-artinien et ac A un idéal bilatére, alors A |a est semi-
artinien;

(3) Tout produit fini d’anneaux semi-artiniens (a gauche) est semi-
artinien;

(4) Si A est semi-artinien a gauche, tout anneau de fractions A[S—']
(voir [7], chap. V, p. 415) est semi-artinien.

Démonstration. — (1) Si A est intégre et semi-artinien, soit ac A un
idéal & gauche minimal. On a a? = g, il existe donc un idempotent ec A
tel que a = Ae. Vu que e est diviseur de zéro, on a donc e =1, donc A
est un corps.

Les affirmations (2), (3) et (4) sont immédiates.

Remarque. — Un produit infini d’anneau semi-artiniens n’est pas
forcément semi-artinien; exemple : un produit infini de corps.

ProposiTiON 3.2. — Soit A un anneau unitaire quelconque. Les affir-
mations suivantes sont équivalentes :

(1) A est semi-artinien a gauche;
(2) Tout A-module M non nul & gauche est une extension essentielle de
son socle s, M (le socle étant la somme des sous-modules simples de M);
) (a) R(A) est T-nilpotent a droite;
() AJR(A) est semi-artinien & gauche.

Démonstration. — 11 est clair que (1) <> (2). Prouvons que (1)=>(3).
Pour démontrer (a), nous allons procéder par récurrence transfinie
d’aprés un procédé de H. Bass [1]. Soient R,=o0 et Ru, tel que
Ror1 [Ka soit le socle de R/R. et tel que, si « est un ordinal limite,

Re = U Rs. A étant semi-artinien, il existe o, tel que R =R,,.SiaeR,
B<a

définissons h(a) comme étant le plus petit ordinal « tel que aeR..

On observe que h(a) n’est pas un ordinal limite, car si ae U Rs,

<
alors a€ Rg pour 3 <a. pes

Donc, pour tout a= o, on peut écrire h(a) = + 1. 11 en résulte

que R.NRg. Ry et donc, pour tout be R, on a h(ba) < h(a). Soit alors
la suite a,, @, ...,a, ... d’éléments de R telle que a,a, ... a,= o
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pour tout n, alors la suite d’ordinaux {h(a,a@,—....a)} est infinie et
strictement décroissante, ce qui est impossible. De plus, il est clair que (b)
est une conséquence de la proposition 3.1.

Prouvons que (3) = (1). Soit M un A-module non nul tel que RN o
pour tout Nc M, N £ o. Vu que R M £ o, il existe a, € R tel que a, M +# o.
Soit M, = A a; M sous-module non nul de M, étant donné que R M, # o,
il existe a, € R tel que a, Aa, M = o, d’ot un a,€ R tel que a.a, M # o.
En continuant le procédé, on trouve donc une suite a;, @y ..., @, ...
tel que a,a.—, ... a,M 2o pour tout n, ce qui est absurde, car R
est T-nilpotent a droite. Donc, pour tout A-module M, il existe Nc M,
N s#£ o tel que RN = o, donc N est un A /R-module a gauche, et, par suite,
contient un sous-module simple, il en est donc de méme pour M.

TuEorEME 3.1. — Soit A un anneau. Les affirmations suivantes sont
équivalentes :

(1) A est semi-artinien;
(2) (@) R(A) est T-nilpotent,

() A/[R(A) est semi-artinien el régulier au sens de von Neumann;
(3) A est un 1. c.-anneau et remplit la condition (H);

(4) Tout idéal premier est maximal et, pour tout A-module M non nul,
Ass (M) # 0.

Démonstration. — En vue de la démonstration, on va rappeler les
lemmes suivants :

LemMmE 1. — Si A est semi-artinien commutatif, tout idéal premier est
mazimal.

Soit pc A un idéal premier; comme A/p est semi-artinien intégre,
c’est un corps, et par suite p est maximal.

LemME 2 (BourBaxi [3], chap. 2, p. 173, exercice 16). — Si A est
commutatif et réduit et tel que tout idéal premier soit maximal, alors A
est réqulier au sens de von Neumann.

En tenant compte de ces lemmes et de la proposition 3.2, il est clair
que (1)< (2).

(1) = (3). 1l est clair que A est un 1 c.-anneau et la condition (H)
résulte du théoreme 1.2 de [9].

(3)=> (2). En vue du théoréme précédemment cité, R est T-nilpotent,
A/ est régulier au sens de von Neumann et est un L c.-anneau.
Au paragraphe 4, théoréme 4.1, nous prouverons que un l. c.-anneau
régulier est semi-artinien.
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A (1) <= (4). Soit M # o, il existe ScM, S+ o, et simple, soit alors
p = Annz, ou x€ S, alors Ass(M) £ @.
La réciproque est évidente.

Remarque 1. — Si A est semi-artinien et commutatif, alors il vérifie
la condition (H). Le probléme qui se pose est de savoir si un anneau
semi-artinien & gauche vérifie la condition (H). Nous résoudrons par-
tiellement ce probleme au paragraphe 5.

Remarque 2. — L’affirmation (2) du théoréme précédent nous a été
communiquée par Guy RENAULT.

CoroLLAIRE 3.1. — Soit A un anneau. Les affirmations suivantes sont
équivalentes :
(1) A est semi-artinien el noethérien;
(2) A est noethérien et vérifie la condition (H);
(3) A est artinien.

L’équivalence (1) < (2) résulte du théoréme précédent du fait qu'un
anneau noethérien est un l. c.-anneau.

L’équivalence (1) <> (3) est évidente.

CoRrOLLAIRE 3.2, — Soit A un anneau semi-artinien. Les affirmations
suivantes sont équivalentes :

(1) M est un A-module noethérien;
(2) M est un A-module artinien;
(3) M est de longueur finie.

Démonstration.

(1) = (3). Soit M, = s, M le socle de M,
M,/My=s,(M|My), ..., M,|M,_, =s,(M|M,_,), ...
M étant noethérien, il existe n tel que M, =M et chaque M,, ..., M,
est de longueur finie.

(2) = (3). Soient M,c M un sous-module propre maximal (qui existe
en vertu du théoréme 3.1), M,c M, un sous-module propre maximal
de M,, ..., M,cM,_ , un sous-module propre maximal de M, ..
Vu que M est artinien, il existe n tel que M,=o.

CoroLLAIRE 3.3. — Soif A semi-artinien. Soient M un A-module
el ae€ A. L’homothétie de rapport a dans M est un monomorphisme si,
ef seulement si, a n’appartient  aucun idéal de Ass(M).

Démonstration. — Si a appartient & un idéal premier pe Ass(M),
on a p=Annxr avec €M, x#o0; d’oll ar =o, et 'homothétie de
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rapport a n’est pas injective. Réciproquement, si ar = o pour un x€ M
tel que o, on a Ax#{o}, dou Ass(Azx) ¥ (en vertu du
théoréme 3.1).

Soit peAss(Ax); on a évidlemment peAss(M) si p = Ann(bz),
be A, d’ott aep puisque abr = o. De ce corollaire, résulte le corollaire
suivant :

CoroLLAIRE 3.4. — L’ensemble des diviseurs de zéro dans un anneau
semi-artinien est réunion des p € Ass(4A).

Dans [10], H. STorrer dit qu'un anneau commutatif A est saturé
si toute extension épimorphe de A est égale a A. Il dit que A est fortement
saturé si toute image homomorphe de A est saturée, c’est-a-dire si tout
épimorphisme de source A est surjectif.

En tenant compte des résultats de [10], on obtient le corollaire suivant :

CoroLLAIRE 3.5. — Si A est un anneau, les affirmations suivantes sont
équivalentes :

(1) A est semi-artinien;
(2) (a) R(A) est T-nilpotent,
() A est un 1. c.-anneau fortement saturé.

Démonstration.

(1) => (2) est une conséquence immédiate de la proposition 2.3 de [10]
et du théoréme 3.1.

(2) = (1). Soit N T’idéal des éléments nilpotents de A, alors A /Nest
un L. c.-anneau fortement saturé et, en vertu de la proposition 2.6 de [10],
AN est régulier au sens de von Neumann. Donc N =R, et il résulte
du théoréme 3.1 que A est semi-artinien.

En particulier, si A est semi-artinien, A est saturé, donc, en vertu

du corollaire 2.5 de [10], tout ae A non diviseur de zéro est inversible
et tenant compte du corollaire 3.4, on a le corollaire suivant :

CoroLLAIRE 3.6. — Soit A un anneau semi-artinien, alors, pour fout
idéal premier pCc A, on a

En particulier, si A est semi-artinien et tel que Spec(A) soit fini, alors
tout idéal premier est associé.

CoroLLAIRE 3.7. — Soit A semi-artinien ftel que Spec(A) soit fini.
Alors, fout A-module simple est isomorphe a un idéal minimal de A.
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Démonstration. — Soit S un A-module simple, donc S =A/m ou m
est maximal dans A. Spec(A) étant fini, alors m est associé, si m = Annx
ol z€ A, alors Ax est minimal et isomorphe a S.

Ezxemple. — Dans [1], H. Bass dit qu’un anneau A est parfait 4 gauche
si tout A-module a gauche admet un recouvrement projectif. En tenant
compte du théoréme P de [1], il résulte que A est parfait & gauche si,
et seulement si, A est semi-artinien a droite et s’il n’existe qu'un nombre
fini d’idempotents orthogonaux de A. Si A est parfait et commutatif,
nous sommes dans les conditions du corollaire 3.7.

CoroLLAIRE 3.8. — Soit A un anneau (commutatif). Les affirmations
suivantes sont équivalentes :

(1) A est parfait;
(2) A est semi-artinien et SpecA est fini.
Démonstration.
(1) = (2) est évident, car A/R est semi-simple ([1], théoréme P).

(2)=(1). Si Spec(A) est fini, Spec(A/R) l'est aussi. D’aprés le
corollaire 3.7, tout module simple est isomorphe & un idéal minimal;
A|R est régulier au sens de von Neumann (théoréeme 3.1), donc tout
idéal minimal de A /R est projectif, c’est-a-dire tout A /R-module simple
est projectif, donc A /R est semi-simple.

4. Anneaux semi-artiniens et réguliers au sens de von Neumann.

Dans ce paragraphe, tous les anneaux sont unitaires et commutatifs.
Rappelons que I'anneau A est dit régulier au sens de von Neumann si,
quelque soit x€ A, il existe ae A tel que r =zar = xa.

TuEorREME 4.1. — Soif A un anneau. Les affirmations suivantes sont
équivalentes :
(1) A est un 1. c.-anneau réqulier;
(2) A est semi-artinien et réqulier;
(3) A est semi-artinien et réduit;
(4) Tout idéal de A est une infersection réduite d’idéaur marimaux;
(5) Tout sous-module d’'un A-module est une intersection réduite de sous-
modules maximauz.
On se sert du lemme suivant :

LemMme 4.1. — Si A est régqulier (commutatif), alors :

(1) Tout idéal irréductible de A est maximal;
(2) Tout sous-module irréductible d’un A-module est maximal.
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Démonstration.

1° Soit B =A/a ou a est un idéal irréductible, B est régulier, donc,
pour tout x € B, Bx est sommande directe de B, mais B étant un B-module
co-irréductible, on a B = Bx quel que soit x€ B, donc B est un corps
et par suite a est maximal.

20 Supposons d’abord que M soit co-irréductible et soit xe M, alors
Axr=A/a ou a est irréductible, donc Az est simple pour tout xe M.
M étant co-irréductible, alors M = Ax et par suite M est simple.

Soient maintenant M quelconque et Nc M un sous-module irréduc-
tible de M; il est clair que M /N est simple, donc N est maximal.

Les implications (1)==(5):= (4) du théoréme sont donc maintenant
claires.

Prouvons que (4)=>(3). Il est clair que A est réduite; soit ac A un

idéal; d’apres (4), on a a = n m, intersection réduite d’idéaux maxi-
ael
maux et, dans le A-module A/a, ona o= n M, (intersection réduite)

ae

et M, maximal dans A/a. Soit o,€ [ et My, = n M, ol My Zo et
% ET—{%}

My, N1, = 0. Donc i, Cc A/m,, donc A/a contient un A-module

simple.

COROLLAIRE 4.1. — Soienf A un anneau semi-artinien ef aC A un
idéal tel que a soit égal a sa racine; alors a est une intersection réduite
d’idéaux maximaux.

Il suffit en effet d’observer que A/a est semi-artinien et réduit.

COROLLAIRE 4.2. — Soit A semi-artinien réqulier; alors tout A-module
M est un extension essentielle d’une somme directe P @@ Q ott P est A-module
simple et projectif et Q une somme directe des modules simples et injectifs.

Démonstration. — D’aprés la proposition 3.2, M est extension essentielle
de son socle s,M. D’aprés un résultat classique de Kaplansky, tout
. module simple sur un anneau régulier commutatif est injectif. Soient
alors P la somme des modules projectifs et simples de s, M, et Q la somme
des modules simples injectifs et non projectif. On observe qu'un module
simple est projectif si, et seulement si, il est isomorphe a un idéal
minimal de A.

CorOLLAIRE 4.3. — Soit A semi-artinien et régulier alors tout A-module
P projectif est extension essentielle d’'une somme directe d’idéaux minimauz.
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En effet, si S est un module simple de s, P, étant injectif, c’est une
sommande directe, donc S est projectif et, par suite, est isomorphe a
un idéal minimal.

CoroLLAIRE 4.4. — Si A est semi-artinien et réqulier, alors lout
A-module noethérien est semi-simple et injectif.

Ezxemples d’anneaux semi-artiniens réguliers au sens de von Neumann
qui ne sont pas noethériens. — Soit B un anneau réduit (commutatif
ou pas) ayant des idéaux minimaux a gauche et soit b I'un d’entre-eux.
On a b? =D (B étant réduit). 1l existe un idempotent e€b tel que b = Be.
Soit a I'idéal de B, somme directe d’idéaux 4 gauche minimaux (a est
bilatere), et soit A le plus petit sous-anneau de B contenant a et 1'élément
unité de B.

Si b est minimal dans B, il est minimal dans A. En effet
(cf. BourBakl [2], §5, exercices), b = Be est minimal si, et seulement
si, eBe est un corps et, de méme, b = Ae est minimal dans A, car
eAe =eBe est un corps.

Tout élément de A est de la forme n.1 4 x, ol x€a et n un entier.
Si B est de caractéristique p non nulle, alors Aja~F,, et A est semi-
artinien.

Cas particulier. — Soient F, =Z|pZ le corps des entiers modulo p
(p nombre premier) et B =I[ F, (card I =infini). Soit a l’idéalE F,,
iel iel

et considérons dans B I'anneau A contenant a et 1’élément unité de B,
alors A est semi-artinien régulier au sens de von Neumann, mais n’est
pas noethérien.

5. Elévation d’'un module.

Soient A un anneau unitaire quelconque et M un A-module a gauche.
Soit M,=s,M le socle de M. Si « est un ordinal, M,,, est défini
tel que M, /M, soit le socle de M |M,. Si « est un ordinal limite, alors

M, = U M.

pa

DEFINITION, — Soit M un A-module a gauche, on dira que I’élévation
de M est définie s’il existe un ordinal « tel que M = M,. Le plus petit
ordinal ‘possédant cette propriété sera appelé [l’élévation de M et sera
noté e(M).

Remarque. — Si M est un A-module de type fini, son élévation n’est
pas un ordinal limite. De la définition précédente, il résulte clairement
la proposition suivante :
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ProposiTiON 5.1. — Soit une suite exacte de A-modules
o>M—>M-—>M"—o.

(1) L’élévation de M est définie si, el seulement si, les élévations de M’
et M" sont définies.
() (@ e@I) =eM),
(b) e < e(M),
© eM) =Ze)+ eM).

DEFINITION. — Si A est un anneau semi-artinien a4 gauche, on définit
I’élévation de l'anneau A comme étant 1’élévation du A-module A,
par suite 1’élévation de A n’est pas un ordinal limite.

ProrosiTiION 5.2. — Soit A un anneau semi-artinien a gauche.
Les affirmations suivantes sont équivalentes

(1) e(A)=2;
(2) Pour tout A-module & gauche M, e(M) = a.

Il est trivial que (2)= (1) et (1)=(2) car e(4) =e(A") ou !J lest
un ensemble d’indices.

ProrposiTION 5.3. — Soit A semi-artinien a gauche tel que
e(A) =n (n, nombre naturel).

Alors tout A-module a gauche M contient un sous-module propre maximal
[i. e. vérifie la condition (H)].

Démonstration. — On a la suite ocM,cM,c...cM,..cM,=M.
Cependant M /M,_,=S:®...H:S,H..., ou S; sont des modules
simples, il existe donc M’ tel que, par exemple, I'on ait M;/M'~ §,,
donc M’ est maximal dans M.

Remarque. — Si A est semi-artinien a gauche, la condition (H) n’est
pas forcément remplies. Par exemple, soit A parfait a droite et non
parfait a gauche (voir [1], p. 476, exemple), il est semi-artinien a gauche.
Si A vérifiait la condition (H), alors, d’aprés le théoréme 1.5 [9], R(A)
serait T-nilpotent a gauche, mais A!/R est, semi-simple (étant parfait
a droite), donc A serait parfait & gauche.

ProrosiTioN 5.4. — Soient A un anneau quelconque, Q un A-module
injectif tel que e(Q)=-N,. Soienf B =Hom,(Q, Q) et R e radical 'de
Jacobson de B. Alors :

(1) R est ensemble de morphismes f: Q- Q tels que Kerf>s,Q;

»

) [(R=o;
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(3) BN est un produit d’anneaux d’endomorphismes d’espaces vectoriels
sur certains corps.

Démonstration. — 1° Elle résulte d’'un cas classique plus général qui
affirme que si @ est un A-module injectif, le radical de Jacobson de B
est ’ensemble des morphismes tels que Kerf soit essentiel.

20 Soit QcQic...cQ.cC ... tel que Q =U Q. et Qni1/Q, semi-
n=1
simple.

Soit R T’ensemble des morphismes f: Q- Q tels que Kerf>Q, .
Si fe R, il est clair que f(Q,.+n) soit contenu dans Q,, cela entraine
que R R est contenu dans Ri»+n),

En particulier, R" est contenu dans R™. D’autre part, les morphismes
canoniques Q"c Q et Q— Q/(Q, engendrent les suites exactes :

o—Hom(Q/Qx, Q) % Hom (Q, Q) 2 Hom (Q., Q) — o.

On observe que R+ n’est autre que Im(i,). Les applications p,
définissent donc un isomorphisme B/R(+>~Hom(Q, Q). Mais la
formule :

B=Hom(Q, Q) = Hom(_liﬁng}Q,,, Q):EE Hom (Q., Q) =EEA/‘R(“+"

montre que B est un anneau séparé et complet pour la filtration définie
par les idéaux R et par la suite

{ \ R = o, d’out { \ Ru=o.

n=1 n=1

30 On voit facilement que B/R =Hom ,(Qo, Qo), olt Q, est le socle
de Q, semi-simple et, par suite,

Hom ((Qv, Qo) = | | Homy, (Vi Vi,
ier
V., espaces vectoriels,

CorOLLAIRE 5.1. — Soient A un anneau quelconque et Q un injectif
tel que e(Q) =n et soit B = Hom ,(Q, Q). Si R est le radical de Jacobson
de B, alors R" = o.

COROLLAIRE 5.2. — Soil A un anneau semi-artinien d’élévation finie.
Si Q est un injectif, somme finie d’injectifs indécomposables (i. e. de lonqueur
au sens de Goldie), alors I’anneau B =Hom,(Q, Q) est semi-primaire.

(Un anneau est dit semi-primaire si son radical de Jacobson R est
tel que R” = o pour un certain n et si A/R est semi-simple.)
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Démonstration. — Si e(A) =n, alors e(Q)=<n et donc R*=o.
D’autre part, B/ R est semi-simple, car le socle Q, de Q contient un nombre
fini de modules simples.

Ce corollaire généralise un résultat donné dans [9], théoréme 3.1.

Exemples d’anneaux semi-artiniens d’élévation finie :
1° Tout anneau artinien est d’élévation finie.

20 Soit 'anneau B =HZ /p*Z ou CardI est infini. Notons o 1’idéal
iel
de B égal éEZ | p"2Z et soit A le plus petit sous-anneau de B contenant a
iel
et ’élément unité de B. Il est clair que A est semi-artinien d’élévation n.
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