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UNE CARACTERISATION _
DES ALGEBRES DE VON NEUMANN DISCRETES ;

PAR

Avan GUICHARDET.
( Paris).

Le but de ce travail est de démontrer le théoréme 1 du paragraphe 7, qui
a déja fait 'objet d’'une Note [&]; pour y parvenir, il nous faudra préciser
certaines notions relatives aux espaces topologiques mesurés (§§ 1, 2, 3),
aux intégrales hilbertiennes (§§ &, 5) et aux algeébres de von Neumann (§ 6).
La proposition 1 du paragraphe 1 est évidemment & rapprocher d’un théoréme
de J. vox NeumasN [7], et sa démonstration suit de trés prés celle de
[2. app. IV]. On trouvera des résultats voisins de ceux des paragraphes 5
ct 6 respectivement dans [5] et |3].

Les notations utilisées sont celles de [2]; rappelons que si Z est un espace
topologique localement compact, L (Z) désigne I'ensemble des fonctions
numériques sur Z continues et tendant vers zéro a l'infini.

1. Homomorphismes d’espaces L“(Z, v).

Lemve 1. — Soient Z (resp. Z,) un espace topologique compact,
v (resp. vi) une mesure positive sur Z (resp. Zy) de support Z (resp. Z,),
® un homomorphisme injectif d’algébres normées de L”(Z, v) dans
L>(Zy, vy) tel que :

a. pour toute famille bornée (f,).e d’éléments de L™ (Z, v)
D (supf,) =sup®(f,) ().

O(L_(Z)cL_(Z,).

1l existe une application continue ¢ de Z, sur Z telle que ¢ (v,) soit équi-

valente a v et que ((I)(f)) (C1) :f(CP(CO) pour :1EZ1 - X, fELm(Z, V)v
A étant v-négligeable.

(') Rappelons que L*(Z, v) est complétement réticulé [1], chap. 5, § 5, p. 56.
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On sait qu'il existe une application continue ¢ de Z, sur Z telle que
(@) (&) =f(9(&)) pour LLeZ, et felL (Z). Soit gel=(Z, v),
& positive, bornée et semi-continue inférieurement; on a g=—supf,
[ parcourant 'ensemble des fonctions continues sur Z majorées par g, la
borne supérieure pouvant étre prise au sens ponctuel ou au sens de L* (Z, v)
(¢f. [1], chap. 5, § 5, lemme 1) et par suite,

D(g)=sup®(f) ausensde L*(Z,, v)
et '
gog=supfoq au sens ponctuel,
d’ou
D(g) =809
Soit enfin he L”(Z,v).h > 0; on a h —=infg, g parcourant I’ensemble des

fonctions semi-continues inférieurement bornées et majorant %, la borne
inférieure pouvant encore étre prise aux deux sens indiqués ci-dessus et par

suite,
D (h)=infd(g) au sens de L”(Z,, vy)
et
hog—=infgog au sens ponctuel,
d’ou
®(h)="ho o, et la deuxiéme assertion du lemme.
Posons
¥ =¢(v),
on a
V() =v(feg)=v(®(f)) pour felL(Z, v)

donc

J(f)=oe=v(f)=o0
et @ (v,) est équivalente a v.

LemMe 2. — Soient Z (resp. Z,) un espace topologique compact a base
dénombrable, v (resp. v,) une mesure positive sur Z (resp. Z,), ® un
homomorphisme injectif de L= (Z, v) dans L” (Z,, v,). Il existe des espaces
compacts Z' et 7, des mesures positives v' et vy sur Z' et Z', de supports Z'
et 7', des ensemblesN'c Z' et N,CZ,, v'- et v\-négligeables, des appli-
cations bijectives continues O et 0, de Z' — N' sur Z et de Z, — N, sur Z,
transformant v' en v et v, en v, et telles que, en appelant © et 0, les
isomorphismes correspondant de L= (Z', v') sur L*(Z, v) et de L” (Z], v})
sur L*(Zy, v,), '’homomorphisme injectif ® =07 o®o® envoie L_(Z')
dans L_(Z)).

DiMONSTRATION. — Voir [2], app. IV.

ProrosiTioN 1. — Soient Z (resp. Z,) un espace topologique localement
compact a base dénombrable, v (resp. vi) une mesure positive bornée
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sur Z (resp. Z,), ® un homomorphisme injectif de L= (Z,v) dans L= (Z,, v,}
tel que pour toute famille bornée (f,),ec; d'éléments de L*(Z, v), on
ait ®(supf,) =sup O (f,). Il existe des ensembles NC Z et N, C Z, respecti-
vement v- et v,-négligeables et une application ¢, v,-mesurable, de Z, — IV,
sur £ — N telle que ¢ (v,) soit équivalente a v et que pour toute f€ L= (Z, v}
on ait (®(f)) (%) =f(9(%)) pour presque tout { € Z, — N,.

Tout d’abord, on peut supposer Z et Z, compacts et égaux aux supports
de v et v, (¢f. [2], app. IV). Alors le lemme 2 fournit les diagrammes suivants :

x ! o, ® ¢ o ®1 ® ! !
LA(L Y ) S L7(Z, v) > L™ (Zy, v) Z L7 (25, YY),
L(Z)=A>A=L (Z),

ou A=0(L_(Z')), A,=0,(L_(Z})).

Si ® =07'0®00, il existe d’aprés le lemme 1 une application continue §
de Z| sur Z' telle que §(v,) soit équivalente a v' et que ®(f') = [0
pour f'eL”(Z', v'). Alors M'—=Z'—¢(Z,— N;) est v-négligeable et
M; =N, ug— (M UN') est v,-négligeable.

Définissons NC Z et N, C Z, respectivement v- et v,-négligeables par le
diagramme suivant :

07t (]
Zi— Ny =Z — M 32 —MUN =Z—N

N, Ny et ¢=000007"! vérifient la deuxiéme condition de I’énoncé; enfin
si V=g (v}) et ¥ =0(¥'), ¥ est équivalente & v et ¥ = @ (v,).

2. Relation d’équivalence entre permutations d’un espace mesuré.

DeFiNiTION. — Soient Z un espace localement compact, v une mesure
positive sur Z; deux permutations s et ¢ de Z seront dites v-équivalentes, et
nous écrirons s~ ¢ (ou simplement s ~ ¢) s'il existe un ensemble 4 C Z de
complémentaire localement négligeable tel que s(4) —¢(A)—=Adets|A=t|A
(s]A désigne la restriction de s & A4).

On vérifie immédiatement que la relation ainsi définie est une relation
d’équivalence et que la relation d’équivalence induite sur le groupe I' des
permutations laissant v quasi-invariante est compatible avec la loi de groupe.

Appelons I'le quotient de I' par cette relation d’équivalence et G le groupe
des antomorphismes (pour la structure d’algébre normée) de L*(Z, v).
Tout élément s €T' définit un élément S € G de la facon suivante :

(SN E&)=[f(s7C) pour Le€Z,fel™(Z,v)

S ne dépend que de la classe 3 de s dans [" et 'application §— S ainsi définie
est un homomorphisme a de [' dans G.
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ProrosiTion 1. — 87 Z est a base dénombrable, o est un isomorphisme
de X sur G.

Montrons que a est surjectif; soit S € G; d'aprés [2], app. 1V, il existe
deux parties 4 et B de Z de complémentaires négligeables et une bijection s,
de A sur B laissant v quasi invariante et telle que pour f€L”(Z, v)

(S(f) (@) =/f(s5"¢)  pour presque tout f€Bb.

L’ensemble C—=ns} (A) (— oo << n <<+ o) est de complémentaire négligeable;
soit s la permutation de Z obtenue en prolongeant s, | C (qui est une permu-
tation de C) par l'identité sur Z— C; on a s€l' et S=0a(3). Montrons
ensuite que o est injectif, c’est-d-dire que si s€l' et a(5)=17, on a s~ I.

Soit (Z;) une suite de compacts dans Z tels que Z — U Z; soit négligeable

i
N

et que la restriction de s & chaque Z; soit continue. Soit &; le plus grand
ouvert relativement & Z; négligeable; la suite Z;—=Z;,— Q; posséde les
propriétés de la suite Z; et aucun ouvert relativement a Z; n’est négligeable.

Soit alors £e€ Z/ et s§#¢; ¢ posséde un voisinage V ouvert relativement
a Z; tel que Vns(V)=0; V et par suite s( V) est mesurable et non
négligeable, ce qui est absurde puisque o (3) =17; s induit donc I'identité

sur \ ’ Zets~ 1.
i

3. Relations d’équivalence sur un espace mesuré. — Soient Z un
ensemble, R et R’ deux relations d’équivalence sur Z; rappelons que R’ est
dite plus fine que R si R (%, {)=R(E, ¢') pour L€ Z, {'€Z; on écrira
alors ® Z ®'. La relation ainsi définie est une relation d’ordre;-toute
famille (R,).es de relations d’équivalence posséde une borne supérieure
R = ?g}; R, définie par

REG )= ARG L) pour tout ¢ € /.

REMARQUE. — On démontre facilement que si Z est un espace localement
compact muni d’'une mesure positive v, la borne supérieure d’une famille
dénombrable de relations d’équivalence v-mesurables est v-mesurable.

Dans la suite Z désignera un espace localement compact et v une mesure
positive sur Z.

DerNiTION. — Soient ® et R deux relations d’équivalence sur Z; on dira

que R et R’ sont v-équivalentes et]’on écrira R = R’ (ou simplement R = R’)
v

s'il existe une partie A de Z de complémentaire localement négligeable telle

que R,= R (R4 désigne la relation d’équivalence induite par ® sur A4).

On voit de suite que la relation = est une relation d’équivalence; on
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notera ® la classe de ® selon cette relation. Si ® = R’ les graphes de R
et R ne différent que par un ensemble v (¥) v-négligeable.

ProrositioN 1. — Si R est mesurable et si R = R', R' est mesurable.

Soit K une famille v-dense de compacts telle que Ry soit séparée
pour Ke€d (cf. [1] chap. 5, § 1, déf. 2); soit 4 une partie de Z de
complémentaire localement-négligeable telle que ®R,— R}, il suffit de
montrer que I'ensemble K' des KX tels que Kc A est v-dense; les
propriétés PL, et PL, (loc. cit., prop. 1) sont trivialement vérifiées;
démontrons la propriété b, : soit K, un compact dans Z el soit ¢ > o; il
existe Ke X tel que KC K, et v(K,— K)<¢/2 et un compact K'c AnK,
tel que v(ANK,— K')Zc¢/2; alors KNnK'eX' etv (K,— KnK') L.

On vérifie immédiatement la

ProrosiTioN 2. — Si R, =R, (n=1,2,...),0na
sup R,= sup R,
qui permet de définir sup &,L-classe de sup®R,, avec (R,,e&n pour tout 7.

DeriNITION. — R et R’ étant deux relations d’équivalence sur Z, on
écrira R <4 R’ s'll existe une partie 4 de Z de complémentaire localement
négligeable telle que R, R;. La relation —{ est une relation de préordre

. . . , N
et définit par passage au quotient une relation d'ordre sur les classes R,
relation que nous noterons encore -<%.

DerINITION. — Soient R une relation d’équivalence sur Z et s une applica-
tion de Z dans Z; on dira que R et s sont v-compatibles si l'on a R (g, s¢)

)

pour tout { appartenant & un ensemble de complémentaire localement
négligeable.

Considérons maintenant des applications s qui sont des permutations de Z
laissant v quasi invariante; on démontre alors facilement que si s et s’ sont
v-compatibles avec R, ss'~! I'est aussi; et d’autre part que si s est v-compa-
tible avec R et si s~ s et R = R’, s’ est v-compatible avec ®R’; on pourra
donc dire que 3 est v- compatible avec R. Enfin si 3 est v-compatible avec (?1,,

) ~
pour n =1, 2, ..., § est v-compatible avec sup R,.

ProrosiTiON 3. — Soient Y C % deux algébres devon Neumann abéliennes
dans un espace hilbertien a base dénombrable, Z un espace topologique
localement compact a base dénombrable muni d’une mesure positive
bornée v tel que % soit isomorphe a L* (5, v). Définissons de méme Y et .
tels que Y soit isomorphe a L” (Y, 1.); Uinjection canonique de %Y dans %
définit un homomorphisme injectif de L (¥, 1) dans L* (3, v) qui a son
tour définit une application ¢ d’une partie Z, de = de complémentaire
v-négligeable dans Y (cf. § 1, prop. 1); soit ® la classe de relations

BULL. SOC. MATH., — T. 89, FAsc. 1. 6
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d’équivalence mesurables sur Z définie par ¢. Alors & est indépendante
du choiz de V', p et ¢.

Supposons en effet que Vi, (i, ¢, et ¥, 11z, ¢, répondent i la question;
soient @, et @, les homomorphismes injectifs de L™ (¥, j1,) etde L= (¥, o)
dans L”(Z, v); il existe un isomorphisme W de L* (¥, 1) sur L= (¥, 1)
tel que @, o W' = @, donc (cf. (2], app. IV) une bijection ¢ d’une partie ¥,
de ¥, de complémentaire négligeable sur une partie ¥, de ¥, de complé-
mentaire négligeable telle que pour f €L~ (¥, i1,) on ait

S(@u (@) =/ (9(F)))  pour {e€Z,CZ,

Zy étant de complémentaire négligeable; appelons (O,) une base d’ouverts

de ¥, et f, la fonction caractéristique de O,; pour Ce{ \an on

a 91(8) =41 (92(%)) et il existe une partie Z’' de Z de complémentaire
négligeable telle que pour te Z', 'e 7' :

91 () = 91(¢') = 92 () = 92(&')-

Définition. — Nous dirons que @R est la classe de relations d’équivalence
mesurables sur Z associée a la sous-algébre 9 de %.

ProrositioN b. — Y, 5, Z, v, R étant définis comme précédemment,
solent ® un automorphisme de % (pour la structure d’algébre normée)
et § la classe de permutations de Z associée a ® (cf. § 1, prop. 1), alors ®

induit U'identité sur %Y si et seulement si § est v-compatible avec R.
La condition est évidemment suffisante ; pour montrer qu’elle est nécessaire,
définissons ¥, p et ¢ comme pour la proposition 3, ¢ étant prolongée

arbitrairement dans Z — Z,; soit RE€ R la relation d’équivalence sur Z
définie par ¢; appelons (O,) une base d’ouverts de I et ®, la relation
d’équivalence sur Z correspondant & la partition Z = 9=1(0,) U (Z — ¢~ (Oy,);
$ est v-compatible avec R, pour tout n donc avec sup R, qui n’est autre
que R.

k. Représentation matricielle continue de certains opérateurs unitaires.
Prorosition 1. — Soient Z un espace localement compact, v une mesure
52]
positive bornée sur Z, JC:/ #(8), dv(¢) une intégrale hilbertienne,
Jz

% Dalgébre des opérateurs diagonalisables; soient s une permutation de Z
laissant v quast invariante et r une fonction mesurable telle que

dv(st)=r(g).dv(%).
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Supposons qu'il existe un unitaire U dans 3¢ tel que pour toute fe L= (Z, v)
on ait Tp=U.T;. U~ (T, désigne l'opérateur diagonalisable défini
par f et fs la fonction {— f;({) = f(s1¢)). Alors il existe des isomor-
phismes Yy de 3 (8) sur 3 (s¢) définis pour presque tout ¢ et tels que pour
tout x = (x(h))€3C on ait presque partout

(Uz) (£) = (r(s70)) *.domrg(@(s71E))-

Soit x;= (x;(¢))€3 un champ mesurable de | bases orthonormales,
soit y;=—= U, soit ¥;({) une décomposition de y; soient enfin z;=— (2;(%))
avec z;({) = (r({))%.}'i(C) et 4€, (%) le sous-espace fermé de 4€(¢) engendré
par les z;(%).
~ On a pour presque tout §

(5:(8), 57(s0)) = (2:(Z), #;(£)) ~ pour tout I et tout j;
en effet pour toute feL”(Z, v)
UT;.xi=Ty.y,
(1 Tf.x/) == (U. T/.(L‘i, U. Tf.x/) s ( Tﬁ.‘)’i, Tf‘.y/‘),
J 7@ Bo@(©), 2,0 d (@)
= [ P @), 2(0)- A9 ()
= [ r(sO).[fQ@Q)[*- (yi(s8), y;(s8)). d v (F),

d’ott I'égalité annoncée pour presque tout ¢, soit pour {€ Z' de complé-
mentaire négligeable. Appelons Y (¢ € Z’) I'isomorphisme de 5¢(¢) sur 5¢, (s¢)
défini par

Ye (2 (L)) = =i(sL).

Montrons que 3¢, (%) == ¥€({) pour presque tout {; supposons le contraire :
il existe alors un élément = (« (%)) €8¢, u = o tel que u({) soit orthogonal
a 5;(¢) pour tout { et tout ¢; soity = (¢ ({)) = U~'u; pour toute f€ L” (Z, v),

(Ty.z;, Tyow)=(U.Ty.2;, U Ty.0)=(Ty,.y1, Ty, ut),
flf(?;) - (2:(2), V(C))-dV(C):flfs(C) - (i (), w(€))- dv(g) =o,

donc (:(%), v({)) —o presque partout, et y—=wu=—o0. On a donc bien
3, (¢) == 8€(%) pour { € Z’ de complémentaire négligeable.

Posons Z"=2Z7Z'ns"'(Z") et Z=ns"(Z") (— o' <n<-+o); nous
remplacerons dans la suite Z par Z qui est de complémentaire négligeable;
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Y est alors, pour tout ¢, un isomorphisme de 4€(Z) sur 2€(s%) et 3,= (5;())
est un champ mesurable de bases orthonormales.

Considérons un élément x — (2({)) € 4¢ et posons

Y(0) = (r(s712)) F o du s (a5 1)),

Le champ {— y (%) est mesurable car

1
v

(7(2), 5:(0)) = (2(s710), @(s8)).((s712) " pour tout
est une fonction mesurable. Puis
[1r@rav@=[la@F.ds@
et le champ £ —y(¢) définit un élément y de 2€ tel que ||y || =|| || et qui

ne dépend pas de la décomposition 2z = (2(Z)). Posons y = U,.z; U, est
un opérateur linéaire, donc unitaire et I'on vérifie de suite que

U, T, U'=Ty, pour toute feL”(Z,v).
De plus, U;.a;= U.z;== y; pour tout i, et pour f€L”(Z, v),
U,T,2;=T;,.U,.2;=Ty, U, =U.T).x,

et comme les éléments de la forme 7';.2; sont partout denses dans ¢, on
alU="U.

5. Intégrales superposées d’espaces hilbertiens.

Lemme 1. — Soient Z et X deux espaces compacts a bases dénombrables,
v et p. deux mesures positives sur Z et X, ¢ une application v-mesurable

de Z sur X telle que ¢(v) existe et que ¢(v) =, V:f"nd!‘(”) une

désintégration de v relative a ¢ (cf. [1, chap. 6,§3]). Il existe un ensemble
dénombrable §cL”(Z, v) partout dense dans L*(Z, v,) pour presque
tout ne X.

Il existe une partie v-négligeable /¥ de Z et une partition de Z — /V en
compacts Z,(n—r1, 2, ...) sur chacun desquels ¢ est continue. Soit
A, 'ensemble, de complémentaire p-négligeable, des ne X tels que /V soit
v,-négligeable. Soit &, un ensemble dénombrable partout dense dans €(Z,)
pour la topologie de la convergence uniforme; soit & l'ensemble des
fonctions f définies sur Z telles que :

1° f— o sauf sur une réunion finie de compacts Z,, soit n€ A4,

2° pour tout n € A4 il existe j, € F, telle que

()= f(2) pour [€Z,.
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7 est dénombrable et ¥ C L (s, v); il reste donc a démontrer que pour n€ X,
toute fonction g, définie sur ¢—!(x), nulle en dehors d’une réunion finie
d’ensembles ¢—'(n)NZ,, soit n€ B, et continue sur chacun d’eux, est
limite uniforme de restrictions de fonctions de &. Pour tout ne€ B,
91 (n)NZ, est fermé dans Z, et il existe g,€C(Z,) coincidant avec g,
sur 9~ (n) N Z,. Puis pour tout n € B, il existe f, € F, telle que

[ fo(C) — 8n(8) | L pour (€LZ,.
Alors si f est définie par les f,, f€7F,
[f(&) —8(L)[Le  pour Le€g™(n).

Prorosition 1. — Soient Z et X deux espaces localement compacts
a bases dénombrables, v et p. deux mesures positives bornées sur Z
et X, 9 une application v-mesurable de Z sur X telle que ¢ (v) existe et

que ¢ (v) =, V:f"n-dﬂ(ﬂ) une désintégration de v relative a ¢,

§— 8€(¢) un champ v-mesurable d’espaces hilbertiens, { — x;({) € 8¢(¢) une
suite fondamentale de champs de vecteurs telle que pour tout i, x;(%) soit

@
borné en norme. Soient 3¢ l’intégralef #(%).dv(t) et & l'algébre des

opérateurs diagonalisables.

1l existe une partie X, de X de complémentaire p-négligeable telle
que pour tout neX, la suite de champs {— z;({) définisse (au sens
de [2], p. 144, prop. k) sur le champ {— 3¢ (L) une structure de champ

[
v-mesurable. Pour ne€X, soient K(xn) l’intégralef 5(Z).dvy(C)

et L (n) l'algébre des opérateurs diagonalisables.

1l existe une suite de champs v-mesurables de vecteurs %;—= (%;({)) €

2]
telle que la suite de champs n— y:(n) :f Z:(8).d v, (L) définisse sur le

champ n—XK(n) (ne€X,) une structure de champ p-mesurable. Alors
le champ d’algébres de von Neumann n—>Z(n) est p-mesurable.

@ <]
Solent JC:f K(n).dp(n) et .fB:f &(n).dp(n). Il existe un

isomorphisme Q de € sur K transformant Z; en y;=— (y:(n)) pour touti
et 3 en L.

Tout d’abord on peut se ramener au cas ou Z et .4 sont compacts et
égaux aux supports de v et .

L’ensemble I, de 'énoncé peut étre pris égal a I'ensemble des n € .1 pour
lesquels les fonctions £ — (x:(¢), «;({)) sont v,-mesurables.

Soient X', une partie de Iy de complémentaire p-négligeable et ¥ = { f;}
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une partie dénombrable de L”(Z, v) partout dense dans L*(Z, v,) pour
tout n€.X,. La suite Z; de I’énoncé peut étre prise égale & la suite double

Zi ;= (2,;(£))  ow &4;(C) = fi(§).2;(Q);

posons
®
Yij(n) :f 24,5 (%) - d vy (8)-

Soit pour ne€ &y, T;(n l'opérateur de £ (XK (n)) défini par f;; pour tout ¢
le champ n — 77;(n) est p-mesurable car les fonctions

n—>(Ti(n).y;x(M)y Y1,m(0))

sont p-mesurables; et pour tout n € .1 les 7;(n) engendrent & () ; par suite
le champ n — & (n) est p-mesurable.

Considérons maintenant un élément 2 — (2 (7)) de 2¢; les fonctions
¢ (2:(%), #(¢)) sont vy,-mesurables pour presque tout v, soit pour n€ X
de complémentaire p-négligeable, et le champ ¢ — 2 (Z) est v,-mesurable
pour n€ &',; posons

@
ﬂm:f 2(2).dwn (2).

Le champ n— y(n)) est p-mesurable car les fonctions v — (y (1), y:,(n))
sont p-mesurables et 'on a

jﬁﬂdemm:jMﬂomdwm

par suite le champ 7 — y(n) définit un élément y € K tel que ||y || =] = ||
Posons y = Qa; Q est une application linéaire, donc un isomorphisme de ¢
sur un sous-espace fermé de I, et l'on a y; ;—= Q.2; ;Q (&) contient les
champs n— A (n). y;,;(n) pour € L™ (X, 1) et par suite est égal a . 11
reste & montrer que & transforme & en &; soit T'=7,€% fel”(Z, v) et
soit x = (z(g))€XK; ona

52]
Q=) o ylul=[" o(@).du()
et
5]
Q.T.x=(y(n)), ou y’(n):f S 2(8).d v (%)

donc
QT.Q'e.

@
Inversement soit S:f S(n).dp(n)e&, S(n) étant défini pour tout
NE€&, par une fonction f, (%), {€9 '(n); posons T—=Q-1§.Q; quel que
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soit le champ x = (x({)) €4¢, le champ 7 — f(Z).2({) est v-mesurable et
définit 7'z, donc f(Z) est v-mesurable, feL”(Z.X)et T=1T,.

Prorosition 2. — Soient 3¢ un espace hilbertien a base dénombrable,
YC Y deux algébre de von Neumann abéliennes dans 3¢

@ &3]
se=[Caet)dptn) e se= [ a(@).dy)
Y VA

521
deux décompositions de 3¢ assocides a Y et a %, % _—_f %(n).dp.(n) une
décomposition de % sur Y.

1° Il existe des ensembles MC ¥V et NC Z respectivement p- et v-négli-
geables et une application ¢ v-mesurable de Z-N sur Y-M telle que ¢(v)
soit équivalente a . et que en appelant ® I'homomorphisme injectif
de L” (Y .\) dans L”(Z.v) correspondant a l'injection canonique de %Y
dans %, on ait pour toute fe L” (¥, 1)

(@) Q) =f(2(2)) pour presque tout € Z — V.

2° 1l existe une désintégration ”:f”n-d}*(”) telle que pour tout v,
vy, Soit concentrée sur ¢—'(n).
3° Le champ { — 9¢(¢) est v,-mesurable pour presque tout 7.

4° Pour presque tout m il existe un isomorphisme de #(n) sur
@
f 3 (L).dvy (L) qui transforme %(n) en Ulalgébre des opérateurs

diagonalisables.
<) <5)
5© SiTey et si T:/ T(n).dp(n) et T:/ T(¢).dv (%) sont des

. [
décompositions de T sur Y et Z, T'(n) s'identifie df T(2).dv(¢) pour
presque tout .

Le 1° résulte du paragraphe 1, proposition 1.
Le 2° résulte de [1] (loc. cit.), et a déja été utilisé.
Le 3° résulte de la proposition 1.

Démontrons le 4°. Définissons K (n), K, &£(n), L et & comme a lo
proposition 1 et soit & I'algébre des opérateurs diagonalisables dans & sur ¥’
soient g€ L”(Y, 1) et f=g o ¢; d’aprés la fin de la démonstration dela
proposition 1, Q transforme 'opérateur 7,€<Y en I'opérateur S, €S défini
par g; d'aprés ([2], p. 221, th. 3) il existe, aprés modification éventuelle
de 3€(n) et J(n) sur des ensembles p-négligeables, un champ p-mesurable
n— V(n) d’isomorphismes de 4€(xn) sur JC(n) tel que si &= (2(n)) €
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on ait Q= (y(n)) ou y(n)= V(n).x(n) presque partout. On peut alors
identifier les champs v —3¢(n) etn—JC(n) ainsi que ¥ et K, et Uon a
alors %(n) = & (n) presque partout (¢f. [2] p. 180, prop. 1).

Enfin pour démontrer le 5°, considérons une suite fondamentale de champ
de vecteurs de carrés intégrables z;=— (2;({)) et posons y;= (y:(n))

@
ouy;(n) :f 2;(L).dv,(g); on a, pour presque tout 7,
@
T(n)ori(m:f T(2).2(2).dvq(¢)  pour tout i
donc pour presque tout 7 le champ {— 7'(Z) est v,-mesurable et

®
T<~n):f 7). dva(2).

6. Algebres de von Neumann relativement discrétes et relativement
continues.

1° Définitions et propriétés globales. — DEFINITION. — Dans ce qui suit,
@ désigne une algébre de von Neumann dans un espace hilbertien 4C et &
une algébre de von Neumann contenue dans le centre de . Le support
dans % d’un projecteur P €@ est le plus petit projecteur de % majorant P;

on le notera souvent P.P est dit relativement minimal par rapport & %
si P =% o et si, pour tout projecteur Q de &,

Q=P et @:}_’:Q:P
(Nous emploierons la notation ) << P pour Q =P et Q = P).

Lemme 1. — Si (). est une famille de projecteurs de @ deux a deux
permutables,

sup P, = sup P,
Car si R est un projecteur de %,

R>supP, < R>supP, = R P pour tout ¢,

& R>. P, pour tout L@Résupﬁl.

LemME 2. — Soient Pe &, Q€ tels que Q =P, alors PO = Q. D’abord,
PQ = Q. Supposons qu’il existe R€ % tel que PQ =R < Q. On a

RP = RQP = (QP,

dou(P—Q+R).P=PetP—=P— Q+R<P.Impossible.
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Lemve 3. — Si P est relativement minimal, tout projecteur A de A,
non nul et majoré par P, ’est aussi.

Car supposons Q'€@, Q< Q, O=0Q. En posant P,=P — (Q on
a P— sup(ﬁi, Z?_) et sup (P, Q) = P, mais sup(P,, Q') < P. Impossible.

LemMe k. — Si P est relativement minimal et st Qed, Q P, on

a Q:P@

Car E: @, et d’autre part Q ZP. (_) et P est relativement minimal;
donc, Q = PQ.

LemMe 5. — Soit P un projecteur de C tel que tout projecteur Q de &
majoré par P soit de la forme Q—=P.R, Re%. Alors P est nul ou
relativement minimal.

En effet supposons Q — P et ) = P; en posant R,—=R.P, R,—= R(I — P),
ona R=R +R,, Q=P.R, et Q—=R,, par suite P=R, <R, PR
et Q=2P.

Nous avons ainsi la

Prorosition 1. — Pour qu'un projecteur P non nul de € soit relative-
ment minimal, il faut et il suffit que tout projecteur Q de & majoré par P
soit de la forme Q—=P.R, Re5.

Prorosition 2. — Pour qu'un projecteur P non nul de & soit relative-
ment minimal, Ul faut et il suffit que Sp— Ap.

Condition nécessaire : il suffit de montrer que tout projecteur Q' € p est
de la forme Q'=R;, Re€3. Or @ est de la forme Qp, Qe@, QL P;
posant Q — P.R, R€ %, on obtient Q'—= Qp— Rp.

Condition suffisante : soit Q€ @, Q = P; Qp est de la forme Rp, R€% et
lona Qp—=(P.R)p, dou Q=P.R.

DEFINITION. — (@ sera dite relativement discréte (resp. relativement continue)
par rapport a4 % si tout projecteur non nul de @ majore un projecteur
relativement minimal (resp. si @ ne contient aucun projecteur relativement
minimal). Un projecteur P non nul de @ sera dit relativement discret (resp.
relativement continu) par rapport 4 % si tout projecteur non nul de A&
majoré par P majore un projecteur relativement minimal (resp. si P ne

majore aucun projecteur relativement minimal).

Lemme 6. — Si P et Q sont des projecteurs de & tels que Q = P, on
a (Qp) =(Q)» (R étant un projecteur de @p, R désigne son support
dans ‘51;).



90 A. GUICHARDET.

On a d’abord (Qp) =< (Q)p. Supposons que pour un projecteur S, € 5p on
ait Qp=Sy=(Q)p. Soit S€% tel que Sy=Sp; ona Q-P.S=P.Q et
posant S'=P.S, Sp==S, et QZP.S' < P.Q, d'ou, d’aprés le lemme 2
Q=S =0 et §=0, Si=(Q)r.

b

Lemme 7. — Avec les notations précédentes, Q est relativement minimal
par rapport a % si et seulement si Qp l’est par rapport a %p.

Supposons Q relativement minimal et soit R,€@p, Ry<<Qp; R,=— Rp
avec Re@, R P;on a R<<(Q, donc R< (:) et (lemme 2) P.}—?<P.§;
puis By=(R)p<(Q)r=1(0s)-

Supposons maintenant ) non relativement minimal : soit Re @ R<< Q
tel que R=10 : on a Rp<< Qp, mais (Rp) = (Qp) et Op n'est pas relative-
ment minimal.

On a ainsi la

Prorosition 3. — Un projecteur P non nul de & est relativement discret
(resp. continu) par rapport a % si et seulement si Ap est relativement
discréte (resp. continue) par rapport a %p.

On vérifie immédiatement la

Prorosition k. — Soient %, et Q, (1€l) deux familles d’algébres de
von Neumann telles que pour tout . S,CA,NA;; pour tout projec-
teur (P)eN@, on a (P,)=(P,) et (P) est relativement minimal si et
seulement si chaque P, Uest. LA, est relativement discréte (resp. continue)
st et seulement si chaque &, l'est.

Prorosition 5. — Les notations étant celles du début, il existe dans
un plus grand projecteur relativement discret (resp. continu) dans & par
rapport a %; st I/ et I’ sont ces projecteurs, on a K. E' —o.

Soit & (resp. &') l'ensemble, inductif pour l'inclusion, des familles de
projecteurs de & relativement discrets (resp. continus) et orthogonaux deux
a deux; soit £, (resp. L) une famille maximale et soit £'—=2 F| (resp. L'=2E7)
LI (resp. £') estrelativement discret (resp. continu) d’apres les propositions 3
et I et I'on a évidemment /. E'—o. Enfin on voit de suite que si P €% est
relativement discret (resp. continu), P = FE (resp. P L L").

Lemme 8. — Soit (P,). e, une famille de projecteurs de A& relativement

minimaux et tels que les P, soient orthogonaux deux a deux. Alors P —= 2 P,
est relativement minimal.

Ceci résulte de la proposition k.
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Prorosition 6. — FE' étant le projecteur défini a la proposition 5,
1 — E' est le support d’un projecteur relativement minimal de Q.

Soit A I'ensemble des supports des projecteurs relativement minimaux et

soit Py—= sup P. Montrons que Py€A; soit (P,), g une famille maximale
rel

d’éléments de A orthogonaux deux a deux, 2P, €A (lemmes 1 et 8) et
2 P,= P, car tout élément de A est majoré par £P,; donc Py€ A. On vérifie
aisément que P;.F'=o et que P, ne peut étre strictement inférieur 3 / — E’;
par suite Py—=1 — E'.

REMARQUE. — Si % est le centre de @, on retrouve la notion de support
central d’un projecteur; d’apres la proposition 1 les projecteurs relativement
minimaux sont les projecteurs abéliens (cf. [2], p. 123); les algébres
relativement discrétes sont les algébres discrétes; enfin les algébres relative-
ment continues sont les algebres continues d’aprés la proposition 3.

2° Cas ou @ est abélienne.

ProrositioN 7. — 1l existe dans & un plus grand projecteur relativement
discret (resp. continu), F (resp. F'); on a F.F' =0, F + F'=1. F et F'
sont fixes par tout automorphisme de & induisant U'identité sur .

On démontre l'existence de F et F' et I’égalité F'.F'— o par la méthode
employée pour la proposition 5. On a F + F'—1 parce que / — F ne peut
majorer aucun projecteur relativement minimal. Enfin soit ® un auto-
morphisme de @ induisant I'identité sur %; on a ®(P) = P pour tout Pe @
et ®(P) est relativement minimal si et seulement si P lest; dou la
proposition.

ProrositioN 8. — Pour que & soit relativement discréte par rapport a %,
il faut et il suffit qu'elle contienne une famille de projecteurs relativement
minimaux, orthogonaux deux a deux et de somme 1.

Condition suffisante : si P; est une telle famille et si Qed@, Q3% o;
on a Q.P, 7 o pour au moins un indice o et Q. P, estrelativement minimal.

Condition nécessaire : il suffit de prendre une famille maximale de
projecteurs de @ relativement minimaux, orthogonaux deux a deux.

3° Réduction des algébres de von Neumann relativement discreétes et
relativement continues. — Dans ce numéro, on considére une intégrale

52
hilbertienne é’(’,:f #(Z).dv(¢) sur un espace Z localement compact
z
a base dénombrable et deux algebres de von Neumann décomposables
@ @
a=["aq.a@, 3=/ 30.40)

telles que pour tout ¢, % (%) soit contenue dans le centre de A (7).
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52
Lemme 9. — Soit P :f P(¢).dv(t) un projecteur de & tel que, pour

tout ¢, P() soit un projecteur de A({). Pour que P soit relativement
minimal par rapport a % il faut et il suffit que P (%) soit presque partout
nul ou relativement minimal par rapport a %({) et ne soit pas nul
presque partout.

Supposons en effet P <0, donc P({) non nul presque partout;
on a [2], p. 188],

@
o= [ a(ng- d(2),
@
o= [ B d3(0)
et le lemme résulte de la proposition 2.

ProrosiTION 9. — Si @ est abélienne et relativement discrete par rapport
a 3, A(L) est relativement discréte par rapport a %({) pour presque
tout ¢.

Soit P; (i =1, 2, ...) une suite de projecteurs de & relativement minimaux,
orthogonaux deux a deux et de somme / (¢f. prop. 8) et soient

(&3]
P,:f Pi(t). dv (%)

des décompositions telles que pour tout { et tout i P;(Z) soit un projecteur
de @(Z); pour presque tout { les P;({) sont relativement minimaux et

orthogonaux deux & deux; de plus le champ C—)EPi(C) est mesurable
et ZPi(C):I pour presque tout {; la proposition résulte alors de la

13

proposition 8.

ProrosiTion 10. — ST @ est relativement continue par rapport a %,
A(g) est relativement continue par rapport a %({) pour presque:
tout ¢.

On peut se ramener au cas ou J¢({) est le champ constant correspondant
a un espace %, et ou il existe des applications fortement continues de Z
dans la boule unité £, de £(8¢,), {— T:(¢), {— T;(8), {— T () telles
que pour tout ¢ les opérateurs 77(¢) (resp. 77 (¢), T} ()) engendrent A ()
(resp. &' (%), 3'(¢)). On peut supposer de plus que les ensembles { 7;(¢) }
et { T, (Z) | sont, pour tout &, stables par adjonction et multiplication.
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Appelons Ry 'ensemble des propriétés suivantes relatives & un élément 7

de £, :

T est un projecteur;

T.T/(¢) =T/ (¢). T pour tout ;

Ty(Q)r- T () r= T (%)r- Ti(%)r pour tout i et tout ;;
T +# o.

Les opérateurs 7;({)r (resp. 7 ({)r, T%(%)r) engendrent &(Z)r
(resp. @' (Q)r, 3'(0)2) [2, p. 18]; par suite R;(7') signifie : T est un
projecteur de @ (%), relativement minimal par rapport & (%) (cf. prop. 2).
Soit ¥ I'ensemble des { pour lesquels il existe un 7"€ £, vérifiant R:. Soit
Ol Vensemble des couples (¢, T)€ Z < £, tels qu'on ait R; (7). (a) et (b)
définissent dans Z x £, des ensembles fermés; montrons qu’il en est de
méme de (c).

& o &8

Supposons que ($u, 7o) = (§, T') et que
Ti(Ca)r,- T (Ca)r,= T (Sa) 1, - Ti(8a) 7,
Il faut montrer que pour tout z€ 7 (#,) on a
(1) T.7T,).T.T,2).a=T.T, (). T.Ti((). .

Or
(3)  To.Tu%e).To. T (%) Tooo = Ty T3 (%) . Tot. Ti(%a) . Ty

et Ty.x — 2; le premier et le deuxiéeme membre de (2) convengent respecti-
vement vers le premier et le deuxiéme membre de (1); d’ou (1). Comme (d)
définit dans Z < £, un ensemble ouvert, O est borélien. D’apreés [2], app. V),
il existe un ensemble X mesurable et contenant ¥ et une application
mesurable £ — S({) de z dans £, telle que (g, S(Z)) €M pour {€.X.

Pour g X posons S(¢)—=o. Le champ {— S({) est mesurable et

[
(lemme 9) f S(¢).dv () est relativement minimal ou nul, donc nul; par
suite ¥ est négligeable.

REMARQUE. — Les propositions 9 et 10 admettent des réciproques.

7. Caractérisation des algébres de von Neumann discrétes.

Lemme 1. — Sotent 3¢ un espace hilbertien a base dénombrable, % une
algébre de von Neumann abélienne maximale dans 8¢, Y une sous-algébre
de von Neumann de % telle que ¢ soit homogéne (cf. [2] p. 251) et que
soit relativement discréte (resp. continue) par rapport a . Il existe aeux
espaces hilbertiens 3¢, et 30y, une algebre de von Neumann %, abélienne
mazximale dans 8, une algebre de von Neumann %, abélienne maximale
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dans %, et relativement discrete (resp. continue) par rapport a Cy,, et
un isomorphisme de 3 sur #,Q 8, transformant %Y en Y@ Cy, €t 3

en Y Q Y.

o
Soit ¢ :f 3¢ (n).dpr(n) une décomposition associée a %Y, F étant
Y

(5]
a base dénombrable et 3¢ () de dimension constante; soit % :f % (n).dp(n)

une décomposition de %; pour presque tout 1, soit pour n € ¥, de complé-
mentaire négligeable, %(n) est abélienne maximale et relativement discréte
(resp. continue) par rapport & Cy ) (cf. § 6, prop. 9 et 10); les algébres % (n)
(n€X,) sont deux a deux isomorphes (ce fait est trivial dans le cas discret;
dans le cas continue il résulte de [6]), donc spatialement isomorphes; par
suite, si no€ ¥y, il existe pour tout n€ ¥, un isomorphisme de é’é(m)
sur J€(n) transformant %(7,) en %(n). Posons

s, =LY, ), Io=9(ny);
%Y, = algébre des opérateurs diagonalisables dans L2( ¥, p);
Y= 3 (1)

D’aprés ([2], p. 187, prop. &) il existe un isomorphisme de #€ sur 9¢; Q) 9C,
transformant % en Y;® %Y,; cet isomorphisme transforme évidemment ¢y

en Y, Q Ys.

LemMe 2. — Soit Y, un espace localement compact muni d’une mesure
positive py telle que || 14 || =1; solent ¥, le segment [0, 1] (resp. un espace
fini ou dénombrable) et p, la mesure de Lebesgue (resp. la masse +1 en
chaque point), sotent Z =Y, X V5, v =y @ 2, R, la relation d’équivalence
sur Z définie par la premiére projection, U le groupe des classe de bijections
de Z sur Z laissant v quasi invariante et conservant les ensembles pri* (n1),

m € ¥y. Ry est la plus fine des classes de relations d’équivalence a graphes
mesurables v-compatible avec I'.

11 suffit de montrer que toute relation d’équivalence R a graphe mesurable
plus fine que R, et v-compatible avec I' est v-équivalente & R,.

Notons ¥y x Vyx Y < ¥, lespace Z < Z et (ny, ms ), N,) lun
quelconque de ses éléments; soit X la diagonale de ¥, < ¥'|. Le graphe G,
de R, est X x ¥, ¥, ; nous noterons (%, ms, ny) I'un quelconque de ses
éléments; si G est le graphe de R, g C g,.

Une bijection s de Z sur Z conservant les ensembles pry* () est de la
forme (1, n2) = (N}, Ny), ou

0y =1, 0y =1y (N1, 02)

et son graphe g; est dans G,. Si s laisse v quasi invariante, la projection A
de g ngssur X' < ¥, est de complémentaire négligeable pour la mesure dx. dn,
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(dr désigne la mesure sur A" qui se projette sur ¥, suivant y,) car on a
R (N1, M2), $(M1, N2)) pour presque tout (1, 1) € Z.
Supposons d’abord ¥,=[o0, 1] et considérons les bijections s, *

), = 1y, ny=mn% (a> o).
On peut définir 'élément de volume dv dans G, par

dv —=—n%.logm,.dn,.da. dx.

v(g):—f da.ﬂﬂg‘.logm.dng.dx
0 hs
@ 1 .
:—f doz.fdx.f n%.logn. . dn.=1
0 D' 0

donc G est de complémentaire négligeable dans G,.

Dans le cas ou ¥, est fini & n éléments (resp. infini dénombrable) on
aboutit au méme résultat en identifiant ¥, & Z/(n) (resp. & Z) (Z désigne
I’ensemble des entiers) et en considérant les bijections

Alors

), =", Ny =M+ & [(mod n) (resp. n,—+ a)],
ou x€Z.

Par suite pour presque tout (1,), € ¥, 'ensemble des (v, n,) tels qu’on
ait R ((n1, Ma), (01, (M2)s)) est de complémentaire v-négligeable; choisis-
sons (1), pour qu’il en soit ainsi et soit -4 1'ensemble des (7, n.) corres-
pondant. On a R 4= (Ro)4, car si (v, m) €A et (ny, ny,)EA ona

R (01 M)y (M1, (M)o)) et R((n1, 0y), (M1, (M2)o))

et par suite
R((01, N2)y (N1, My))-

Lemme 3. — Soient & une algebre de von Neumann, & son centre, % une
sous-algébre abélienne maximale de Q. Tout projecteur P de % relative-
ment minimal par rapport a 9 est relativement minimal dans @ par
rapport a %Y (1. e. abélien).

Soient Q un projecteur de @ majoré par P et P’ un projecteur de 3.
Ona P=P .P+ P (I—P)et PP=PR avec Re%Y (cf. § 6, prop. 1),
d’ou

P =P.R+ P .(I—P),
P'.Q=PRQ=PQOR=0QR,
QP'= QPR = QR,

Q permute a % et par suite Q€% et son support dans ¢Y est strictement
inférieur a celui de P.



96 A. GUICHARDET.
5]
Lemse b, — Soient 3¢ :f J(2). dv(g) une intégrale hilbertienne sur
z

i ®
un espace Z localement compact a base dénombrable, ’I’Z::f T:(¢).dv (%)

une suite d’opérateurs décomposables. Considérons sur Z la relation
d'équivalence R définie par R (g, {') si et seulement si il existe un iso-
morphisme de 3¢(8) sur 3 (¢') transformant T;(%) en T;(¢') pour tout 1.
Le graphe G de R est v Q) v-mesurable.

Soit d’abord Z]

m (m=1,2, ..., ) le sous-ensemble mesurable de Z sur
lequel dim3€(¢) =m. On a

gc\J (2. x 2,

et il suffit de démontrer que §N(Z,, < Z,,) est mesurable pour tout m. On
est donc ramené au cas d’un champ constant 3€(¢) = 4¢'.

On considére £(4¢') comme muni de la topologie forte et I'on note £, sa
boule unité et £, l'ensemble des unitaires. Il existe un ensemble négli-
geable V¥ C Z et une partition de Z — /V en parties compactes Z,(n =1, 2, ...)
telles que les restrictions des 77;(%) a chaque Z, soient continues.

Considérons pour tout couple (n, n') V'espace Z,x< Z, < £,; nous
noterons (¢, ¢, U) I'un quelconque de ses éléments. Soit 4 le sous-ensemble
formé des éléments qui vérifient

T7:(). U=U.Ti(¢) pour tout 7.

A est fermé, car les deux membres de (1) sont des fonctions continues
de (2, ¢, U).

D’autre part £, est 'intersection d’une famille dénombrable d’ensembles ;
ouverts dans £4([2], p. 170); par suite Z,< Z, X< £, est I'intersection des
ensembles Z,x< Z,, < §; ouverts dans Z,x Z,y < £; qui est complet
et séparable. Donc A4 est borélien dans Z,>< Z, < £, et sa projection
sur Z,x< Z, est analytique dans Z,x Z,, donc aussi dans Z x Z,
donc v @ v-mesurable; or, elle n'est autre que gN(Z,x< Z,). Comme

U Z, < Z, est de complémentaire négligeable, g est mesurable.

n,n’

Notations. — Dans la suite 8¢ désigne un espace hilbertien & base dénom-
brable; @ une algébre de von Neumann dans 4¢; ¢ son centre; % une sous-
algébre de von Neumann abélienne maximale de & ; Z un espace localement
compact 4 base dénombrable et v une mesure positive bornée sur Z tels

que % soit isomorphe a L= (Z, v), ®R, la classe de relations d’équivalence
mesurables sur Z associée a Y (cf. § 3, prop. 3); F (resp. F') le plus grand
projecteur de % relativement discret (resp. continu) par rapport a Y; M et
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M' des sous-ensembles mesurables de Z définis par F et F' et tels
que MnNM'=@, MUM'=Z; R, la relation d’équivalence sur Z corres-
pondant a la partition Z=MuUM'; G le groupe des automorphismes
® de % pour lesquels il existe un unitaire U de & tel que

O(TH=U.T.U pour tout 7T'e%-:

I' le groupe des classes de bijections de Z sur Z laissant v quasi invariante
correspondant aux éléments de G. Le groupe I' est v compatible avec ®,
(cf. § 3, prop. &) et avec R, (c¢f. § 6, prop. T), donc avec sup(&o, 3{1).

TutoriMe 1. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) @ est discréte.

(it) Il existe une sous-algébre abélienne maximale % telle que tout
automorphisme de % induisant Uidentité sur & appartienne a G.

(11)" Pour toute sous-algébre abélienne maximale %, tout automor-
phisme de 5 induisant I'identité sur Y appartient a G (?).

(iii) [l existe une sous-algébre abélienne maximale % telle que sup(aAio, GA{J
soit la plus fine des classes de relations d’équivalence a graphes v Q) v-mesu-
rables v-compatibles avec T'.

(iil) Pour toute sous-algébre abélienne mazimale %, sup(R,, R,) est
la plus fine des classe de relations d’équivalence a graphes v Q) v-mesu-
rables v-compatibles avec I'.

Les implications (ii)'=> (i1) et (iii)’=> (iii) sont évidentes.

(1) => (i1)’ (démonstration valable sans hypothéses de dénombrabilité sur 4¢) ;
il existe un isomorphisme £ de @ sur une algébre de von Neumann @3 telle
que B C B; (%) est abélienne maximale et tout automorphisme ¥ de (%)
est défini par un opérateur unitaire V ([2], p. 253, prop. 3)]; si ¥ induit
I'identité sur &', V € ®.

(i1) => (ii1) et (ii)'=> (1i1)’, tout revient & démontrer ce qui suit : Yet &
étant définies comme précédemment, I' étant le groupe de toutes les classes
de bijections de Z sur Z laissant v quasi invariante et v-compatibles avec Ro,
sup((f{o, ®,) est la plus fine des classes de relations d’équivalence a graphes
mesurables v-compatibles avec I'; c’est-a-dire encore : toute classe de
relations d’équivalence a graphes mesurables v-compatibles avec I' et plus
fine que sup(Ro, R, ) est égale & sup(&o, 5{1); on est ainsi ramené a étudier
séparément les cas de & relativement discréte (resp. continue) par rapport

(2) L’idée de I’équivalence (i) < (ii) revient & J. DIXMIER.

BULL. SOC. MATH., — T. 89 FAsc. 1. 7
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a Y et on a sup(Rq, ®i)=R,. De plus, on peut supposer % abélienne
maximale dans £ (4¢€).

Soit (F};) une suite de projecteurs de Y orthogonaux deux a deux, de
somme [/ et tels que Yz, soit homogéne pour tout Z et soit Z; le sous espace
de Z correspondant a F;; il suffit de démontrer la proposition pour
chaque Z;, c’est-a-dire dans le cas ou 9 est homogéne.

On peut alors écrire (lemme 1) ¢ = 8¢, ® 8¢, Y = Y, Q Ciery 5= R Vs,
Y, et Y, étant abéliennes maximales et 9, relativement discréte (resp.
continue) par rapport & Cp,. Soit 4¢,— L2( ¥, p,) une décomposition
de ¢, associée a I, I, étant localement compact et || || ==1; il existe
une décomposition #¢,= L2}, p.,) associée & Y, ou ¥, estle segment o, 1]
(resp. un espace dénombrable) et u, la mesure de Lebesgue (resp. la
masse + 1 en chaque point). On peut identifier (Z, v)a (¥, < ¥, 1y @ M),
(fto a la classe de relations d’équivalence définie par pr; et I' au groupe des
classes de bijections de Z sur Z laissant v quasi invariante et conservant chaque
ensemble pr7* (n:) 0, € ¥y ; la proposition résulte alors du lemme 2.

(ili) = (i). Soit £ le plus grand projecteur de ¢Y relativement continu
dans & par rapport a Y (§6, prop. 8);ona Y =Yg <X Y5, 3 = Sr X< Jr_g,
A=QApX>< Ar_p. - contient un projecteur P relativement minimal par
rapport & Yr_g et de support I — F (§ 6, prop. 6); P est aussi relativement
minimal dans &;_p par rapport & &;_r (lemme 3) donc @;_g est discréte

p PP ¢
([2], p. 123, théoréme 1). On est donc ramené au cas ou % est relativement

continue par rapport & %; alors Ro= sup(&o, &,)

52
Soient 3€:f #(¢).dv({) une décomposition de € associé a %,
z

®
3 :f #(n).dpr(n) une décomposition de € associée a Y (¥ étant
Y
4 base dénombrable) telle que linjection canonique de ¢Y dans %
définisse une application ¢ de Z sur ¥ et que n=9(v); soit v:fv,‘.dp(n)

une désintégration de v relative a ¢.

D’aprés le paragraphe 5, proposition 2, on peut supposer de plus

@
que ze(n):f 3e(%).dvy () pour tout v et il existe une décompo-

5]
sition 3:f %(n), dp.(n) telle que pour tout n % (n) soit I'algébre des

opérateurs diagonalisables pour la décomposition de 3¢ (7). Soit
@
o= a(n).dp(n)

une décomposition de @' telle que @'(7) soit un facteur pour tout 7.
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@ @
Considérons une suite Ti_—_—f Ti(n).d p(n) :f Ti(7).dv(Z) d’élément

de &' telle que pour tout 7 la suite (77(n)) engendre @'(xn) et que
&2
T = [ Ti(©)-du () ($5, prop. ).

Définissons sur Z la relation d’équivalence : R (Z, {') si et seulement si il
existe un isomorphisme de 4€(¢) sur 4€(¢’) transformant 77(Z) en 7;(Z') pour
tout Z. Montrons que R est v-compatible avec T

Soit s telle que 3 corresponde & un élément @ de G, et soit U un unitaire
de & tel que ®(7)=U.T.U" pour tout 7€ %; d’aprés le paragraphe ,

proposition 1 il existe un ensemble Zc Z de complémentaire négligeable,
stable par s et s—! et un isomorphisme ; de #€(Z) sur #€(sZ) quel que

soit e Z de facon que pour tout x = (z({)) € #€ on ait
(Uz) () =r(s7'0) " dssg(@(s71Y))
pour presque tout { € Z, r est une fonction telle que

dv(st)=r(t).dv(C).

Pour un ¢ donné, 7; permute & U, donc pour tout = on a, pour presque
tout te Z,
Ti(s8) -z (2 () = Yo (T (L) - 2 (7))

Soit ;= («;(¢)) un champ mesurable de bases orthonormales; pour un ¢

donné on a pour presque tout CEZ
Ti(s0) e (2 () = b (Tu(0). 2 (0)) V.

Comme il s'agit d’opérateurs continus dans #€(s{), pour un ¢ donné on a

pour presque tout { € Z
Ti(s8) o= - 7u(8)

Enfin on a pour presque tout teZ
Ti(sg) be=10r. T:(8) pour tout .
c'est-a-dire R (g, s{). Et R est v-compatible avec I'. ® ayant un graphe

mesurable (lemme &), on a ® < R,; il existe donc un ensemble 4 C Z de
complémentaire négligeable tel que R, (Ry)4. Pour presque tout ne ¥,
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soit pour n€ Y’ de complémentaire pu-négligeable, A, —= A Nno—'(n) est de
complémentaire v,-négligeable dans o= (7).

D’autre part, pour presque tout {€ Z la suite 7(Z) engendre £(%€(2)),
donc pour presque tout n€ ¥, soit pour ne€l” de complémentaire
p-négligeable, il existe un ensemble A7 Co~'(n) de complémentaire
vy-négligeable tel que si {e€ A7 la suite 77(Z) engendre £(3€(Z)). Prenons

noe Y/ n Y//
et
e A= Ay Alo.

Réduisons ¢~ (") a A7, et posons
.’JCO—__—QC(C’), Si: Ti(co).

Soit U({) ({ € A%:) un isomorphisme (nous savons qu'il en existe) de (%)
sur #€({°) transformant 7;(%) en .S; pour tout i. D’aprés ([2], p. 173, th. 2)
il existe un isomorphisme de 4€(n°) sur L2(Z, v,0) @ K, transformant 77 (n°)
en 1@ S; pour tout i. Cet isomorphisme transforme & (n°) en I @ £(5,)
et A'(n°) est discret; ceci étant vrai pour presque tout n°€ ¥, @' et A sont
discrétes.

C. Q. F. D.

En supposant que @ est un facteur et en se bornant au cas ou % est sans
projecteurs minimaux, on obtient le

COROLLAIRE.

a. Le facteur @ est discret si et seulement s'il existe une sous-algébre
abélienne maximale % de A telle que tout automorphisme de % soit défini
par un opérateur unitaire de Q; dans ce cas toute sous-algébre abélienne
maximale posséde cette propriété.

b. Le facteur @ est discret si et seulement s'il existe une sous-algébre
abélienne maximale % de Q telle que toute relation d’équivalence sur Z
a graphe v @ v-mesurable et v-compatible avec I soit v-équivalente a la
relation d’équivalence R définie par « R (g, ') quels que soient { et {' »;
dans ce cas toute sous-algébre abélienne maximale sans projecteurs
minimauz posséde cette propriété.
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