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REMARQUES SUR LES PROBLEMES
COMPORTANT DES INEQUATIONS DIFFERENTIELLES GLOBALES;

PAR

Rene THOM
(Strasbourg).

1. Introduction. — L’étude des équations différentielles et aux dérivées
partielles constitue 'un des objets essentiels de I'analyse dite classique. On
sail les difficultés présentées par cette étude, méme si I'on se restreint a des
problémes purement locaux d’existence et d’unicité. Assez paradoxalement,
les inéquations différentielles et aux dérivées partielles ne semblent pas
avoir attiré de facon systématique I'attention des analystes. C’est qu’ici le
probléme ne souléve plus de difficultés locales, mais bien au contraire des
difficultés globales. A ce titre, ces problémes semblent d’un gros intérét
pour le topologue, qui sera tenté d’y appliquer ses méthodes. D’ailleurs,
comme le montreront de nombreux exemples, la plupart des problémes
rencontrés en géométrie différentielle globale sont de ce type. J'ajouterai de
plus que les problémes les plus simples qu'on puisse imaginer dans cette
direction n’ont pas de solution évidente; les considérations qui suivent,
sans viser 4 une solution générale d’ailleurs peut-étre chimérique, n’ont
pas d’autre ambition que de déblayer quelque peu un terrain encore mal
connu.

2. Un probléme typique. — Soient X', ¥ deux variétés différentiables,
X variété-source, ¥ variété-but, dans la terminologie de C. EHRESMANN.
Soit J" (X, ¥) le fibré des jets d’ordre » de X" dans ¥, (a, b) la projection
canonique de J” (X, ¥) sur X < ¥. On se donne un ouvert O de J"(.X, ¥)
dont la projection sur X' < ¥ par (a, b) recouvre tout le produit A < F.
Soient L une sous-variété de X, f une application de X" dans ¥ donnée
sur L, telle que le prolongement f & 'ordre r de f, restreint & (L), soit dans
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Pouvert (0). Est-il possible d’étendre 'application fde L a tout &, de telle
facon que, en tout point x€ X, f1)(x) soit dans (0)?
Citons deux cas particuliers :

a. Probléme « type Dirichlet » : X est une boule B**' de bord S*— L.
b. Probléme type « Cauchy » : X — un demi-espace R**', L son bord R".

Dans la pratique, Pouvert (O) sera défini par une (ou plusieurs) inéqua-
tions de la forme G(xy y;, 0"y;/0x; 2. .. ;) <<o0, (mZr) ou G est
une fonction différentiable par rapport aux coordonnées z; de .Y, y; de ¥,
et leurs dérivées partielles.

On remarquera que les deux situations typiques apparues dans la théorie
des équations aux dérvivées partielles : Probléme de Dirichlet, Probléme de
Cauchy, correspondent 4 deux situations non moins typiques en topologie :
Pextension d’une application du bord d’une boule a la boule toute entiére
conduit directement & la définition des groupes d’homotopie; la figure du
probléme de Cauchy est — & peu prés — celle qui joue un réle fondamental
dans le « relevement des homotopies » ainsi que dans I'axiome de Kan des
complexes semi-simpliciaux. Peut-étre y faut-il voir plus qu’une coincidence.

3. Exemples de problémes.

1° Soient A", ¥ deux variétés différentiables compactes de dimension n,
connexes, et simplement connexes, on se propose de trouver une application
f de X sur ¥, dont le jacobien ne s’annule nulle part; dans ce probléme, la
sous-variété L de X est vide, I'ouvert (O) est le complémentaire dans
J' (X, ¥) des jetsde rang = n — 1. Il est clair que, si 'on savait résoudre
ce probléme, on saurait décider si les variétés X', ¥ sont ou non difféo-
morphes : ceci suffira & donner une idée de la difficulté du probléme général.

2° Soit f une fonction numérique donnée au voisinage du bord S* de la
boule B+! telle que la différentielle df n’est pas nulle dans un voisinage
de S™. Peut-on étendre cette fonction & B"+! sans que la différentielle df
s’annule?

3° Un probléme analogue, signalé par H. Hopr : caraclériser tous les
lacets du plan R? qui sont bords d'un disque D étalé dans 2. Méme pro-
bléme sur S" immergée dans R"*'.

4° Existence sur une variété ¥ d’'une forme de Pfaff de rang maximum.

Tous ces problémes ont un trait commun : ils sont « intrinséques », ce
qui veut dire que leur énoncé ne nécessite pas le choix de coordonnées
particuliéres, ou encore, qu'ils sont invariants par difféomorphismes de la
source et du but. En ce cas, I'ouvert (O) des jels permis est invariant sous
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I'action des groupes L”(n) des jets inversibles d’ordre r de la source et du
but. Dans chaque fibre, 'ensemble des jets exclus forme une orbite sous
Vaction du groupe L"(n) > L"(p), ce qui, on I'a va, exclut des singularités
d’un certain type.

De ce point de vue, méme si un probléme d’inéquations différentielles
n’est pas intrinséque, il n’est pas inutile, en général, de définir le plus petit
systéme intrinséque le contenant. De ce fait, on exclut parfois des singula-
rités d’un certain type. Mais, par ailleurs, la topologie nous enseigne que
toute solution doit présenter des singularités; par exemple, les inégalités
de M. Morst impliquent I'existence de points critiques d’un certain index
pour « presque toute solution »; si une contradiction apparait, on pourra en
conclure & P'inexistence d’une solution globale générique du probléme. Cette
remarque est, pour beaucoup, dans la fécondité du principe du maximum,
et explique les propriétés si curieuses & maint égard des opérateurs du
second ordre sur les fonctions.

. Obstruction homologique. — Revenons par exemple au « probléme
type Dirichlet ». 1l est clair qu'on pourra définir une obstruction topolo-
gique au probléme. La donnée sur le bord permet de définir une applica-
tion f1:87— U, ou Uc(O) estl'image réciproque de S < I dans la pro-
jection (a, b). Pour que le probléme soit possible, il faut que cette
application f() de S* dans U soit homotope & zéro dans (O). Bien entendu,
cette conditions nécessaire n’est pas suffisante. Ce n’est pas parce qu’on aura
prolongé Iapplication sur le bord par une application g:B"+'— (O), qu’on
sera sir d’obtenir une solution; en effet, il faut d’abord s’assurer que g peut
étre déformée en une application g, telle que aog,= identité. Cette seule
condition, purement homotopique, ne sera déja pas facile a exprimer, sauf
dans le cas ou (O) est un espace fibré sur B+ < Y. Ensuite, il faudra
s’assurer que celle « section » g’ est de la forme %), ou /& est une application
de B"+' dans ¥. Cette derniére condition, qui exprime que I'application g
est « holonome » est tout-a-fait hors de portée de la topologie algébrique
actuelle.

Une premiére approximation consiste a se poser le probléme, non en
termes d’homotopie, mais en termes d’homologie. On considérera que la
donnée sur le bord définit un « cycle singulier » de dimension n de
Iespace (U). Pour qu’il y ait une solution, il faut que ce cycle soit homo-
logue & zéro dans l'ouvert (O). Ainsi se trouve définie une « obstruction
homologique » dont la nullité est une condition nécessaire a l'existence
d’une solution. Bien entendu, cette condition est, en général non suffisante :
il est aisé de fabriquer des exemples, ou cette obstruction est nulle, alors
qu'évidemment aucune solution n’existe. Par exemple, I'obstruction homolo-
gique, dans le probléme 2, revient & annuler le degré d’un champ de vecteurs
sur (), alors qu’'on veut prolonger ce champ par un champ de gradients.
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Dans le but d’obtenir un résultat un peu général, on va affaiblir la notion de
solution. Introduisons d’abord le

5. Systéeme de Pfaff associé 4 un espace de jets. — A tout espace de
jets J"(fn, Rr) se trouve canoniquement associé un systéme de Pfaff, qui
définit les coordonnées des fibres comme dérivées partielles, des coordon-
nées y; du but RP par rapport aux variables (z;) de la source R". Par
exemple, pour I'espace J2(R, R), nous avons quatre coordonnées (z, ¥, p, q),
et le systéme de Pfaff associé est dy — pdr=o0; dp — qdz —o.

Dans le cas de » —1, on obtient ce qu’on appelle une structure de contact
dans I'espace J'.

Etant donné un systétme de Pfaff (Q) dans une variété différentiable M,
on peut former le sous-complexe Ggq des simplexes singuliers différen-
tiables Q-intégrables (c’est-a-dire, tels que toute forme de 'idéal des formes
de & s’annule sur ce simplexe). On pourra tout d’abord, en premiére
approximation, se demander si le cycle portant la donnée sur le bord est
bord d’une chaine formée de simplexes Q2-intégrables.

De maniére un peu plus poussée, on peut se demander s'il existe une
solution généralisée du type suivant :'une variété a bord M, de bord S et
une application différentiable F': M — (O), telle que :

(1) la restriction de F au bord de M soit 'application donnée [,
(ii) Tapplication F soit Q-intégrable.

On va montrer que la nullité de I'obstruction homologique est une condi-
tion suffisante pour qu’il existe une chaine de Gg ayant pour bord le cycle
donné. On aura une solution généralisée, si de plus, une condition (relati-
vement faible) de nature purement topologique est satisfaite : parmi tous les
cycles ayant pour bord la donnée, il en est qui sont images de variétés
différentiables. En fait, on va montrer le

TuntoreMe 1. — Pour tout ouvert (O) d’un espace de jets, Uinjection du
complexe Gq des simplexes intégrables pour Q dans le complexe total des
simplezxes singuliers différentiables induit un isomorphisme des groupes
d’homologie, et cect pour toute dimension i strictement inférieure a la
dimension n de la variété-source.

De plus, 'homomorphisme d’injection est surjectif pour la dimension n.

En particulier, 'homologie locale du complexe G des simplexes inté-
grables est triviale pour les dimensions <{»n; en verlu des arguments
classiques de théorie des faisceaux, on pourra par suite affirmer : Si un
systtme de Pfaff Q' est localement équivalent en tout point au systeme £
des espaces de jets, on peut affirmer que I'’homologie du complexe des
simplexes Q'-intégrables s’identifie & ’homologie de la variété pour toute
dimension < n, n étant la dimension de la variéié de base «locale». Par
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exemple : Si, sur une variété (M*++1), il existe une forme de Pfaff de rang
maximum partout (i. e. localement de la forme ds — p, dx, —. .. — prdzy),
Phomologie singuliére des simplexes intégraux pour cette forme donne
I’homologie de M pour toute dimension { < n — 1.

6. Démonstration du théoréme. — Elle repose essentiellement sur la
construction d’une déformation (un « opérateur d’homotopie ») du com-
plexe S(J) de tous les simplexes singuliers différentiables dans les simplexes
Q-intégrables. Une telle déformation doit étre « héréditaire », c’est-a-dire
compatible avec la restriction aux faces. Il suffira, par ailleurs de construire
cette déformation — puisque le probléme est essentiellement local — pour
un ouvert de J” (R", RP).

On se bornera a donner ici le principe de la construction, renvoyant &
plus tard les détails techniques. On va définir une classe trés spéciale
d’applications, appelées V-applications, ou applications a fort gradient.

Soient 5" un simplexe de dimension 7, 5" un simplexe de dimension n > r,
b'" une subdivision de b7, et soit s une application simpliciale de cette sub-
division " de b” dans b”. Plus la subdivision &' est fine, plus I'application s
est « a fort gradient », en ce sens que le quotient [s(z) — s(y)]/(x — y),
pour tout couple de points z, y €b” assez voisins, est d’autant plus grand
que la subdivision &' est plus fine.

Par ailleurs, toute application simpliciale peut étre différentiablement
uniformisée, au sens suivant : il existe une application différentiable F' de b”
dans le produit 5" < b”, telle que :

1° L’image géométrique F'(b") est le graphe de I'application simpliciale s.

20 Si p désigne la projection canonique du produit b” x b” sur le premier
facteur, p o F est arbitrairement voisin de I'identité. Bien entendu, I'applica-
tion F doit présenter sur le (7 — 1)-squelette de la subdivision &’ des singu-
larités d’ordre infini, du type de celles définie par la fonction exp(— 1/z?)
a lorigine.

Enfin, on définira un automorphisme du produit 4" < 6" qui laisse fixe le
produit 06" < b7, et qui affecte seulement un voisinage tubulaire de 5">< db",
et dont 'effet sur ce bord (le long de géodésiques normales par exemple),
est de dilater ces géodésiques suivant une loi de la forme d —> d'"™, m>. 3.
Aprés un tel automorphisme, le graphe de s n’admettra sur le bord &7 < db»
que des points & plan tangent vertical (parallele a 1< b"). Finalement,
Papplication obtenue satisfait aux propriétés suivantes :

1° En tout point régulier de l'application V':b"— b*, l'application est &
fort gradient.

2° Si y est un point singulier de l'application ¥/, on peut y définir un jet
d’ordre r de ¥V comme limite des jets d’ordre » de V" aux points réguliers z
voisins de y.
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Soit maintenant un simplexe s" € .5(J) défini par les formules

dm/y
Yi=J1i(p); 2 =g1(p); uk:a?——.:hk(l’)'
(73
Désignons par Q. (¢, ¢, ..., t,) le polynome de degré r en les n variables
auxiliaires ¢y, ¢, ..., £, dont les dérivées partielles & I'origine définissent
le point a(u;— a;) de l'espace des w;. On va définir une application H du
produit &” > b dans R" < R par les formules suivantes :

H(p, ti, t, ..., t,) estle point de coordonnées :
xi:gi(P)—i'ti; y/:fj(P)"‘"Qﬂ(th[?, "'*,t/l)7

ou a est le point uz=—=hi(p).

Cela étant, on remplacera le simplexe s initial par le simplexe s
de R"> Rr défini par la formule H(p, V(p)), ou V est une application
«a fort gradient de b dans " », paramétrée par les coordonnées £y, ¢,, ..., ,;
en tout point régulier de I'application V, le jet de b dans RP est défini
(parce que défini & I'aide des polynomes (J,), donc aussi le jet de &” dans R?,
et par suite aussi le jet de y par rapport aux x. Les dérivées partielles uy
seront définies en ces points et prendront des valeurs qu'on pourra déter-
miner & parlir des équations du simplexe s. (éventuellement avec une cer-
taine indétermination). Ces valeurs se prolongeront par continuité aux
points singuliers comme fonction différentiables de (p); comme I'amplitude
de la fonction V peut étre prise aussi petite qu’'on veut, le simplexe s sera,
dans R” > Rr, arbitrairement voisin du simplexe initial; par ailleurs, V" est
a fort gradient, et localement linéaire (ou presque); par suite, les dérivées
partielles de y par rapport & « sont trés voisins de celles des polynomes
par rapport & ¢, approximation étant d’autant meilleure que le gradient
de V est le plus fort, et son amplitude plus petite.

Le caractére héréditaire de la déformation s — s' sera obtenu grice au

Lemme. — Toute V-application du bord d4"+! dans 6" se prolonge en
une V-application de "+ dans 6.

Il n’y a Ia guére que le prolongement d’une application simpliciale.

On voit que le principe de la construction est de remplacer tout simplexe
non holonome par un simplexe voisin holonome qui présente des singularités
en « dents de scie ». Dans la construction générale esquissée plus haut, ces
singularités sont d’ordre infini. En fait, on pourrait rechercher si 'on ne
pourrait pas obtenir des singularités plus douces. Dans le cas de problémes
du premier ordre, il est possible d’avoir un apercu des singularités minimum
présentées par une « pseudo-solution ». Soit s” un simplexe non holonome;
c’est la donnée, en tout point p du simplexe projection ¢” dans R"x RP,
d’une direction de n-plan issue de p; le probléme consiste 4 modifier d’arbi-
trairement peu ce champ de n-plans, de telle facon qu’il admette une variété
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enveloppe de dimension r, W, arbitrairement voisine du simplexe initiale ¢”.
On peut s’attendre & ce que la construction faite plus haut aprés une éven-
tuelle déformation destinée a faire disparaitre les singularités d’ordre trop
élevé, ne conduisent qu’aux singularités présentées génériquement par les enve-
loppes de n-plans, a n paramétres, dans I'espace R**7. Or ces singularités
sont relativement bien connues (singularités du type S, S,... S, dans ma

notation) [3].

ConcLusioN. — Si un probléme d’inéquations différentielles du type de
Dirichlet & une obstruction homologique nulle, le probléme admet une
« solution généralisée » : cette solution est multiforme (en général) et pré-
sente des singularités (du type de celles présentées par les enveloppes dans
le cas du premier ordre). Il serait d’un trés grand intérét de pouvoir déter-
miner le nombre minimum de déterminations d’une solution généralisée; on
définirait ainsi un entier naturel (impair, pour raison de degré) qui mesu-
rerait le « complexité » de la donnée : les données admettant une solution
usuelle étant celles de complexité 1.

Cette construction est d’ailleurs trés analogue a I'interprétation de I’homo-
logie comme homotopie du produit symétrique; soit X" une variété, de
dimension n, orientée compacte séparée, ([7) un faisceau d’ensembles
sur A, ¥ Dlespace étalé associé; & tout ouvert U de X est associé
Iensemble I'(U) des sections de (F') sur Uj; désignons par AG(F, U) le
groupe abélien libre engendré par les éléments de I'(«); on définit ainsi un
nouveau faisceau sur A, noté AG(F'). La construction précédente suggére
que le groupe d’homologie singuliére /7, (Y, Z) est isomorphe au groupe
abélien des sections I'(AG(F)); on obtiendrait ainsi une généralisation du
théoréme relatif & 'homotopie du produit symétrique [1].
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