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/^ -îî-t-^
5ur l'intégrale f zne ï dz\ par M. LAGUERRE.

•/o
(Séance du 23 novembre 1878.)

1. Je suppose, dans tout ce qui suit, que n soit un nombre
entier positif. On a évidemment

/•s -^sx -sl+^.c r z -^+&r
( ï ) f ^ne î ^===—e î Ôa-^-U»! <? t <fo •+-¥„,

©„ désignant un polynôme entier en x et en z. Un et V/i deux po-
lynômes entiers en a?. Si, pour mettre les variables en évidence,
on écrit pour un instant Qn{zf x) au lieu de ©„, on a d'ailleurs

V^==Q^(0, x}.

En dérivant Inéquation précédente, on a

^=~^+ô^~.r)+l^

et de cette relation, pour n = o, n === î et n == 2, on déduit facile-
ment les systèmes de valeurs suivants :

Uo==i, eo==°î Ui==.r, QI=I; Ui^.r1-»-1, ô,==^-+-.r.

En général, de l'identité

z^i ̂  ̂ . nz^1 + z» (2 — x) -+- ̂ j? + w s"-1,
on déduit

( 2 ) Un+i===^U,,^»U,^,
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et

(3 ) Qn+i = ̂  -+- ̂  4- ̂ e î.

2. La relation (2), jointe aux valeurs données de Uo et de U<,
montre immédialement que les polynômes Vn sont précisément
ceux qui ont été considérés par M. Hermite, au sujet du dévelop-

ÎL^-Î^-A)»
pement de e * ' en série (1 ), dans le cas particulier où l'on
a a === — i et h == — z.

Ces polynômes peuvent donc être définis par Inéquation

(4) ^+"=--Uo-+-U/3-^ut-^-+-...-+-——vn z-+....
i .î i .'2..Ï. • .n

3. De l'égalité

j ^ne ï+a'r^==~-^~7+^-+-U„^e""T+a'r^+v„,

on déduit, en égalant les dérivées des deux membres par rapport
à x,

-'-^ /•5 -a-^
—<• 2 ©»+i-4-U^i 1 e » rf5+V^i

^o
-Ï4-^.. -^+^</©^ r/U,, /*s -^+^==—^ 2 e^—e 2 —"4-——" ï ^ » ^

clx eU J^^•-•r""*"-
———-ï^-.-ï"^ ̂ ^) jf-.-Ï-.,

+ï-°••-ï<°+''-
d'où les relations suivantes :

(4) ««.M^^+^+U,.,

(5) U,,̂ ,=;rU„-^-û ,̂

(6) V^=Ç+U».

(*) Sur un nouveau développement en série des factions {Comptes rendus de F aca-
démie des Sciences, 8 février 1864, t. LV1II ).
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4. On en déduit facilement ces équations

""—^
^ '^•—s--""—
qui ont été données par M. Hermite.

Posons, pour abréger,
•r9

^=^~""H,,;

on aura les relations suivantes :

_î!
H,,-n == <° l ̂ ^ + -cH^ + TîH^-i

et

n^^iL+^+u,."74^<'/.<*
d'où

.H^^^+.-^'-dj,-.")

^ '-^-^-«"—"'-('"-''-'S)-
II est remarquable que, le polynôme U/, étant une solution de

^équation linéaire du second ordre

} " -\- ^ ' Y ' — ny === o,
la fonction

H .̂-ï̂ 'e,,
sîitîsfassc à Inéquation

y " + .ry — ri r —. e~ 2 ^zx fz11^ - zVn.— 'X (l^} ,

qui ne diffère de la précédente que par la présence du second
membre.

8. Les fonctions © peuvent s^exprimer facilement au moyen des
fonctions Î1 .



On a, en effet,

(9) 0,»-n=2A,,,,,,U^, ( w = = o , i , 2 , . . . , / z ) ,

où, en posant, pour abréger, n — m == u,

A,,^3^^(^,)^4-^«^

( w - 4 - l ) ( w ^ ^ ) ( ^ - 4 - 3 )
————T^Ts————(^—3)(^-4)(^—5)^-6 . . . .

Le terme constant de cette expression est nul si p. est impair, et,
si y. est pair, égal à

(w+ i ) (w -h^ ) . . . (w+ ̂

1 . 9 . . 3 . . . ^ '
2

Par suite, en faisant, dans la relation (9),

Z —— 0,
il vient

(ro) V,̂  =U^+ (/î - i)TJ,,-,+ [n -i)[n- 3)U,^+. . . .

6. En faisant z == oo dans l'équation (i), il vient

y -^^-^ /»« -l'-^
( z " e « rfo-U,, / e î ch -<- V,,,

•A» »/o
ou encore

/IBO -!i5-r,i /»• -l(s-r)< -^
( ^e s d^\]^ l e i ' 4-V,^ 2 .

^o c/o

Posons ^ — x == <, il viendra

y»^ _ / 2 .<*.r _ / j _^
(il) i (.r-/)^ ^dt^^l e ^V,^ î ,

^-oo «/-oo

formule où figure dans le premier membre l'intégrale multiple
.r»

d'ordre n de la fonction e î.
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Ces intégrales multiples donnent donc naissance aux mêmes
polynômes U,; qui, dans la théorie développée par M. Hermite,

.r»

proviennent des dérivées successives de la fonction e 2 .


