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LA MESURE HARMONIQUE-SPECTRALE
ET LA THEORIE SPECTRALE DES OPERATEURS GENERAUX
D'UN ESPACE DE HILBERT ;

PAR

Ciprian Foug

(Bucarest ).

Soient /7 un espace de Hilbert, 7" un opérateur dans cet espace (c’est-a-dire
une transformation linéaire, bornée, de H dans H) et S un ensemble spectral,
au sens de J. voN NEuMaNN [1], de T, borné, et ayant comme frontiére une
courbe jordanienne fermée. Dans ce travail, on étend le calcul fonctionnel de
Dunrorp [ 2] relativement a 7', pour des fonctions analytiques dans S, bornées
sur §, avec un nombre fini de points de discontinuité situés sur FrS, en
lesquels les fonctions peuvent ne pas étre définies, et qui ne sont pas des
valeurs propres de 7'. Pour cela on introduit la mesure harmonique-spectrale
de 7, quon peut considérer comme l'extension par 7 de la mesure
harmonique (}; a, IntS), « ¢ FrS et qui coincide dans le cas de 7 unitaire
ou symétrique avec la mesure spectrale proprement dite de 7". La propriété
essentielle de cette mesure (qui permet I'extension du calcul fonctionnel) est
que ses points de discontinuité sont les valeurs propres de 7, situées sur Fr§
(th. 3.3).

Je remercie MM. M. Breror, G. CHOQUET, J. DixmieR et F. BRUHAT qui ont
eu la bienveillance de lire le manuscrit et de me faire d'utiles remarques.

1. Préliminaires. — Nous désignerons par o(7) le spectre de 7,
par p(7) 'ensemble résolvant de 7', par p.(7") I'ensemble des nombres
complexes 1, pour lesquels il existe un &> o, tel que

(A —T)z||>al=l,
quel que soit x € H, et par ¢,(T) 'ensemble des valeurs propres de 7.

Pour une fonction f(A) analytique (holomorphe) dans un ouvert G,
G>o(T), nous désignerons d’aprés Dunrorp [2], par f(T) I'extension
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de f(#) par T. Nous supposons connus les résultats principaux concernant cette
extension ([2], p. 193-196), aussi bien que le travail de J. vox Neumasn ([1],
p- 258-281), sur les ensembles spectraux (voir aussi [3], p. 411-340).

Nous considérons seulement des ensembles spectraux S, bornés, dont la
frontiére est une courbe simple, fermée (on appellera un tel ensemble
jordanien). Nous désignerons

(1) par A[S] (resp. O[S])
I'ensemble des fonctions u«(A) harmoniques [resp. f(A) holomorphes] dans
un domaine D, (resp. D) tel que D,>S(D;>S),

(2) par @|S] (resp. O[S])
I’ensemble des fonctions harmoniques (resp. holomorphes) dans S, continues
sur §; lorsque aucune ambiguité n’est possible, nous écrirons

a(Sj=a (de méme O[S]=0, ...).
2. Le calcul fonctionnel pour les fonctions de @ et ©. — Pour établir

un calcul fonctionnel pour les fonctions de & et @, remarquons que o (7")C S,
-donc pour toute f€0, on peut définir f(7') comme-1'extension, au sens de
Dunrorp, de f(A) par T. En ce qui concerne u(A) €, la connexion simple
de § entraine l'existence de fonctions f(1) €0, telles que Ref(A) =u(2),

pour A€ Dy, ou Dy est un domaine convenablement choisi, ScD,cD,;
si f1(2) et f2(}) sont de telles fonctions, alors

SiR)=fr(A)+ir, reS  (rréel)
On a
JU(T)Y=fo(T)+ ril, donc Refi(T)=Refo(T) (').

Nous poserons :
Derivimion 2.1, — St u(A) €@, alors u(T)=Ref(T), oi
fMeo et w(A)=Ref(h)  pour hLeS.
Evidemment :

(1) «(T) est un opérateur symétrique;
(2) siu,ve@,alors (u+¢)(T)=u(T)+v(T);
(3) sirestréel, alors (ru) (T)=r.u(T).

(') Pour un opérateur 7', on pose
Re? = ;-(T+ T*), ImT= ii(T"—— T);

ou I'* est 'opérateur adjoint de 7.
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Un théoreme de Heiz ([ 4], voir aussi [3], p. 433) donne, de plus :
(4) u(A)> o entraine u(7T)> o, et
(5) [|u(T) || L max | u()].
LES

Pour étendre le calcul 2 @ et O, il suffit de remarquer que, d’aprés un

résultat de M. BreLot ([5], voir aussi [6], p. 73), @(©O) est la fermeture
par rapport 4 la norme ,

luly=max|ud)]  (Ifl;=max|£(})])

de @(0O). En effet, soient {u,} et {v,} deux suites de &, convergeant
uniformément sur § vers u(1) € @. Alors, d’aprés (5), on a

Nun(T) —un(T)||>0, ||0a(T)—9n(T)]||—>o,
10a(T) — ua(T) || —o,

pour n — . Comme ceci est vrai aussi pour f€©, on peut poser la

DeFINITION 2.2. — Siu€ @ et fEO et si {u,|C@, {fr)CO et

||un—u”s—>o, ||f,.—st—>o pour n—>oo,

alors, par définition,

w(T)=limu,(T) et f(T)=limf,(T).
Nous venons de voir que ces limites existent en norme et dépendent
seulement de u et f.

De la définition et des propriétés correspondantes dans le cas de A et ©
résulte la

PropritTE 2.1. — (1) ST u€ @ et f€ O, I'extension par la définition 2.2
coincide avec la définition initiale;
(2) Siue@, u(T) est symétrique;
(3) Siu, ve@ et r est réel, alors
(w+o)(T)=u(T)+o(T), (ru)(T)=ru(T);
(4) Sif, g€0 et u est complexe, alors

S+ (T)=f(T)+&(T), (BN(T)=[(T)s(T),
(PN(T)=pf(T), (Ref)(T)=Ref(T);
(5) Sife@etuea, ona

IAD<fllp  Nu(T) <l
et

(2.1) }ilelf;u(')\)én.ir[l[f:Su(T)x’ $>é|lzllllr.):l<u(T>x’ m)é:tégu(l)
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Une inégalité « duale » de (2.1) est donnée par la
ProprittE 2.2. — Soit ue @, alors :
(1) a tout A& p.(T) correspond une suite { z,} CH, || z,|| =1, telle que
u(T)xp, 2> —>u();
(2) sir€o,(T) et Torv=12Axy, || || =1, alors
Cu(T)ay, ond>=u(d);

(3) ona
2.2) mf (u(T).z' x>4 1nf u(l)é sup u(7)4 sup <u(T)x,x>
1z pe(T) &pe(7)
DemonsTRATION. — Remarquons d’abord que (2.2) résulte directement

de (1) et qu'il suffit de démontrer (1) et (2) pour u€A. Pour cela soit C
une courbe simple, fermée et rectifiable contenant S dans son « intérieur »,
contenue dans D,, et soit f€O, telle que Ref(2) =u(A) pour A dans
I’ « intérieur » de C et sur C. Si Agp.(T), il existe une suite { z,}CH,
[|za]|=1, telle que yp—=(AL— T') xr,—o0;si A€ 0,(T), on peut prendre z,=x.
D’aprés la formule de Dunrorp (voir [2], p. 193), on a donc

[ u(T)Y2ny @) — (X)) | Z | f(T)Zny 2> — f(R)]
=| s [7O @I = Dyt 20> — (g =1 s

=| 52 [ 7O €= D<@ = Tty 2> dt| < M(0) il o
(1) est donc démontré : si A€0p(7), on a x,=ax), donc d’apres (1),
{u(T)xy, 2 — u (), ce qui est possible seulement si {u (T )z, 2y, >=u(}).
C. Q. F. D.

Nous allons chercher maintenant 4 donner les analogues des « spectral
mapping theorems » de DUNFORD; les relations n'étant pas vraies dans le cas
général quand f€O est arbitraire, nous nous bornons 4 un cas particulier,
le seul que nous utiliserons dans la suite.

TatoreMe 2.1. — Si X¥=f(}) est une transformation conforme (*)
de S sur S', ou §' est jordanien, alors :

(1) S'=f(S) est un ensemble spectral de f(T);

(2) si F())eo[S')(Ueal[S')), alors

Fof(0)=F[f(M)]€oO[S] (Usf(R)ea[S])

(2) Dans tout ce qui suit, nous entendrons par transformation conforme d’un ensemble
jordanien S sur un autre ensemble jordanien S', une transformation conforme de IntS

sur IntS’, prolongée en une transformation topologique (en vertu du théoréme de
CARATHEODORY) de S sur ',
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et
(2.3) F[f(T)]=Fof(T), (U[f(T)]=Uof(T)).

Comme (1) et la partie de (2) concernant la fonction F€0[S'] sont un
cas particulier d’un théoréme de J. voN NEUMANN (voir [1], p. 266) et comme,

d’autre part, la partie concernant U€@[S'] se démontre de la méme
maniére, nous ne donnerons pas la démonstration de ce théoréme.

TutoriMe 2.2. — Avec les hypothéses du théoréme précédent, on a :
(1) o[ f(D)]=[f[e(T)];
(2) o[ f(T)]=flop(T)]

et

(3) si A€o, (T) et E5[T) est la projection (orthogonale) de H sur
U’espace des éléments propres en ) de T, alors

(2.4) E\T)=Esu[f(T)]
(ot la signification de E s, [ f(7)] est évidente).

DEMONSTRATION. — Soit { f,(A)} €O, une suite de définition pour f(7).
Alors, d’aprés le « spectral mapping theorem » de Dunrorp, on a

Sulo(T))= o[ fa(T)).

Passant i la limite et utilisant le fait que le spectre d’un opérateur est un
ensemble « continu » de 'opérateur ([7], p. 118), on obtient

Sle(T)]ca[f(T)].

Or, la fonction f-!(X), Xe€S, appartient & O[S'] et, d’aprés (2.3),
ona f~(f(T)]=T, donc

el A (D] co ([ AT} =0 (T).

Cette inclusion, ajoutée 4 I'autre inclusion, donne la relation (1).
Posons

(M) =[fa(ho) = fuM)] (o—2)™* (K €ES);
alors g,€O[ S] et
So) I — fo(T) =gn(T) (W1 —T).
Si A €0,(T) et Tay,= Ao, alors
[fa(R) T — fu( T)]22,=0;
passant a limite, on obtient que

flon(D]eo[f(T)] et Epyf(D)E[T]=E\[T]
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Py

Appliquons ces résultats 4 la fonction f—'(1’) et a l'opérateur f(T);
(2) s’obtient comme (1), (3) résulte des relations

E)-o[T] :E7\o[ T] Ef(}‘o)[f( T)] ]
= Epipoa (ST Epag[AT)] = Eroa f(T)]-
C. Q. F. D.

3. La mesure harmonique-spectrale. — Soit C[ F] I'espace des fonctions
continues a valeurs complexes, définies sur F=Fr S et Cx[ F]cC[F] le
sous-ensemble des fonctions & valeurs réelles. A chaque p(%)€Cr[F|
correspond une seule fonction u (1) € @[ S], telle que u () = p(¢) pour{ € F.
L’application p(%) —u,(2) est additive, homogéne, positive et isométrique

(car ||ulls=]| pllr); comme u{,e(—il, Popérateur u,(7") existe et l'on a,
d’aprés la propriété 2.1,
(1) urg(T)=ruy(T),
Upr oo (T) = o (T) + ug (T),  |lup(T) || L]l pllrs
(2) up(T)o0 si  po,

ou r est réel et p;, p,, p€ Cr[ F].
Si ¢ € C[F'], posons par définition

Up(T) = tpeo(T') + lttimg(T).

On voit sans peine que si ; et 2, sont des nombres complexes et si ¢;, 9,
¢ € C[F], alors

Lt).,@,.'.)\,q;,( T) = )q ll@‘( T) —+ )\g u%( T) ua( T) foet [u?( T)]k
et ug(7T) || <2( ¢ [lr (*). Ces propriétés montrent que
P,y (@) =L ue(T) 2y ¥ >

est une famille semi-spectrale (*) ([8], p. 163) positive (pr x>0 pour
tout z€ H). On en déduit qu’a toute fonction ¢ borélienne, bornée, définie
sur F correspond un opérateur uy (7) tel que

<-u¢<T>cc,y>=fi¢<c>dpx,,<<:> (z, yeH).

Pour I'application ¢ —uy(7'), toutes les propriétés du cas ¢ € C[ F] sont
valables aussi pour { borélienne, bornée. Posons la

(3) Remarquons que ,(T) =T, us ( T)= T

(%) Cest-a-dire une famille qui vérifie les propriétés (a), (&), (¢), (d) des familles
spectrales de GODEMENT ([ 9], p. 70).
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Dervition 3.1. — On appelle mesure harmonique-spectrale de T, la
Jamille d’opérateurs w (T; 3, S) définis pour tout ensemble borélien 3 c F,
par o(T; B, 8§)=uy,(T), ou 93 est la fonction caractéristique de B.

Evidemment, & (7'; 3, S) est uniquement définie aussi par
<1¢;(T)x,y>:fcp(§)<m(T; dag, Sz, y>
F
(¢€C[F], z,yeH).

(3.1)

Propritte 3.1. — (1) w(T; B, S) est additif par rapport a3 F;

(2) o(T; B, S) est un opérateur symétrique, positif Z1;

(3) si 0 <pa(3)€C[F] tend en croissant, vers ¢({), a étant un arc
ouvert de F, alors u, (T)x —o(T; 2, S)z, z€H.

DEMONSTRATION. — (1) et (2) découlent du fait que () est une famille
semi-spectrale positive et que Y. . (9r) =|| 2 |[*>. Du théoréme de Bepro LEvI,
il résulte que {u,, (T)z, x> 4 ug, (T)z, x> et (3) découle du théoréme
de convergence au sens fort de suites monotones d’opérateurs positifs ([3],
p- 261). C. Q. F. D.

On peut maintenant justifier la dénomination de mesure harmonique-
spectrale donnée a w(7'; 3, S); en effet, u, (3)+w(2; 2, .S) dans S, ou
w(A; a, S) est la mesure harmonique de « par rapport a IntS ([10], chap. II,
§3).

La propriété suivante découle directement de la propriété 2.2 et 3.1 (3) :

PropRIETE 3.2, — (1) Si 2 est un arc ouvert de F, alors

(3.2) sup w(}; @, §)= sup {o(T;a Sz, ),
&g (T |

[z]l=1
ou, sur F, w(%; 2, 8§) = ¢a();
(2) Sideo,(T) et To=1x, |zr||=1,0na
(T a, Sz, ;m>=wn(d; 2, S) (®).

On sait que la transformation conforme de S sur un autre ensemble jorda-
nien §', conserve les mesures harmoniques ([10], chap. III, § 1). Pour les
mesures harmoniques-spectrales on a une propriété analogue :

Propriete 3.3. — Si ) = f(1) est une transformation conforme de S sur
S, ou §' est jordanien, alors pour tout 3 CF, 3 borélien, on a

3.3) w[f(T); B, S]=w(T;B,S), ou B'=f(B)cF =FrS.

(3) Cette propriété est aussi vraie si a (considéré comme ensemble linéairc) est un
ouvert de F.



250 CIPRIAN FOIAS.

DEMONSTRATION. — 3''sera borélien, puisque f est une transformation topo-
logique de F sur F'; vu le théoréme 2.1 (1), S’ est un ensemble spectral de
J(T), donc on peut considérer la mesure harmonique-spectrale w [ f(7); 8/, §'].
Il suffira de montrer (3.3) pour des arcs ouverts « C F, car ils forment une
base de la famille des ensembles boréliens de F. Or, dans ce cas particulier,
la relation (3.3) résulte aisément du théoréme 2.1, (2) et de la propriété 3.1,
(3). C. Q. F. D.

La notion de mesure harmonique-spectrale contient celle de mesure spec-
trale des opérateurs symétriques ou unitaires. En effet, on a le

TheoreME 3.1. — L'opérateur T est normal et o(T)CF, si et seulement
siw(T; B, S) sont des projections. Dans ce cas, si E(B) (BCF, p borélien)
est la mesure spectrale de Uopérateur T, on a

(3.4) o(T; B, S)=E(B)-

DeMONSTRATION. — Sig(7T)C F, T normal et E((3) est la mesure spectrale
de 7, alors du calcul fonctionnel pour les opérateurs normaux ([11], p. 315)
il résulte que

o(T; By §) = ugy(T)=E(B).

Inversement, si w(7; 3, S)=P(f3) sont des projections, alors des pro-
priétés de la mesure harmonique-spectrale, on déduit que (3, C 3, entraine
P (By) < P(B.). Mais dans ce cas P (3) est une mesure spectrale, donc (pz,y),
ou

Py (B) =<0 (T; B, S)x’y?:<P(@)x’ Y
est une famille spectrale ([8], p. 185); donc
ug(T) uy(T) = upy(T) = uy(T) ue(T) (9, $€C[F]).

Si 'on prend ¢ (%) =¥, $(¢)=¢ on a TT*=T*T et pour ¢(§)=2r—{¢,
$(§)=(A—¢)*, ou A& F, la méme égalité entraine que o(7T)C F.
C. Q. F. D.

TutoreMg 3.2. — Si pour un arc acF, w(T; a, S)=o0, alors T est
normal et a(T)CF — a.

DEMONSTRATION. — Soit A'= f(1) la transformation conforme de § sur
S'={¥N:|¥| L1}, alors si 7"=f(T), §' est un ensemble spectral de 7"
(donc || T"|| L) et (T"; o', §')=w(T; a, §) =0, ou a'=f(a). Nous
allons montrer que dans ces conditions 7" est unitaire et ¢(7")CF' — o',

Cette derniére assertion est immédiate. En effet, de (3.2) il s’ensuit -

Gpe(T’)c{X’:m(l’; o« §)y=o0}=F—ad
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et comme aucun point de p.(7") ne peut étre point frontiére de o(7")
(conséquence de la premiére équation résolvante [7], p. 100), il résulte que

0e(T)=p(T"),  domc o'(T’):Gpe(T’)cF’—a’.

Pour démontrer que 7" est normal, soit ¢(A') une fonction appartenant &
A[8'], satisfaisant aux conditions :

L., dv o, :
(1) la dérivée 95 (ou s’ est la longueur d’arc, sur F/="Fr§’) est continue;
(2) (M) w(X; a), S'), ou &) est un arc contenu dans l'intérieur de o',
et
(3) F'— o' est contenu dans l'intérieur de Z=14":¢(}') = o}, considéré
comme ensemble linéaire sur F”. Il existe (cas particulier du probléme clas-

sique de Riemann-HiLerT [12]) une fonction u€ @[ S'], telle que
SNy =u¥)+iv(¥)eo[S'].

Le principe de prolongement de Schwarz, nous assure l'existence des dérivées

g%, %, g% sur Z. On a % = ‘_)dn_v’ > d—:—,; or si I'on utilise I'interprétation
géométrique dew (A'; &, ') ((10], chap. I, §1) on obtient que 9o > o,

dn’ le P —a
ce qul entraine

u(cl) # u(cll) p0ur cl# gll’ cl, clleFl__ a/.

Soit p(¢) la restriction de «(}') a F'— a' et soit U 'algébre engendrée par
p(%). Le théoréme de StoNe-WEIERSTRASS [13], montre que toute fonction
réelle continue sur F'— «' est limite uniforme de fonctions de L. D’autre
part, si 7({)€U, on a r({) =P[p(Z)], ou P(.) est un polynome a coef-
ficients réels et 7(Z) = P[f(§)] pour € F'— o, ou f(X)=u(X)+ w(X).
Comme, pour (X)€@ [S'], on a

<u(T’)x,y>=fu(§)<m(T’;daz';, S, y>
Fl
—.:f w()<w(T;day, 8",y >
Fr—a

et comme, d’autre part, une fonction r € Cg[ F'— a'] peut étre prolongée en
une fonction continue sur F’, ayant la méme borne que r(%), la relation
antérieure nous donne pour chaque 7€ Cz[ F' — o'] un opérateur u,(7"), tel
que

@ (T L7 o
et

(2) u(T)=u(T)
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siw(f)=r(¢) pour{€F' —a'. Pour r€U, on a

<1¢,‘(T’)x,y>:f PLAOI<o(T'; dat, ), >
Fr—a
:<P0f(T’).1‘,y>:<P[f(T’)]x,y>,

donc u,(T') = P[ f(T")]. Soit maintenant ry, r» €W, ry=P,(f), rs=P:(f)
pour { € F'— a'; alors ryry () = P, P,[ f(Z)], donc

Uy (T =P P, f(T)| =P, [ f(TH P, f(T")| = 0, (T") 10, ,( T").

L’algébre U étant dense dans Cg[ F' — o' ], I'isomorphisme algébrique de r a
u (T') peut étre prolongé par continuité sur toute Cpx[F'— a']. Mais
Rel'Im¢' =Im¢ ReZ', entraine Re7"Im 7"=1Im 7" Re 7"; il en résulte que
T'=Re 7"+ ilm 7" est normal.

Donc 7" est un opérateur unitaire a spectre o(7")CF' — a'; d’aprés le
théoréme 2.2, (1), T=f~'(T") aura son spectre situé dans F — a. D’autre
part, le théoréme 3.1 montre que w(7"; o', S')=E(2'), ou E(a') est la
mesure spectrale de 'opérateur unitaire 7”. Comme

o(T; 3, S)=w(T5 §, SHY=EP) [F=f(B)]

il en résulte que 7" est normal. C. Q. F. D.
Pour pouvoir énoncer le théoréme suivant, nous poserons la

DerNiTioN 3.2. — Un point {€F est point de discontinuité pour la
mesure harmonique-spectrale st o (T; {{ ], S) Z o.

Passons maintenant au théoréme principal sur les mesures harmoniques-
spectrales :

TutoriME 3.3. — Un point § € F est point de discontinuité pour la mesure
harmonique-spectrale si et seulement si {€0o,(T); dans ce cas

o(T;{¢}, §)=E;[T]
(ol E;[ T] a été défini dans le théoréme 2.2, (3)).

DEMONSTRATION. — Soit YCF un ouvert (considéré comme ensemble
linéaire) et soit {€vyne,(T); alors si Tw;={x: et || x:|l =1, d’aprés la
propriété 3.2, (2), on a

(T, Sxs, z:>=w(l; v, S)=1;
mais
lo(T; v S)il<r et [lz][=1

et, d'aprés 'inégalité de Schwarz, I'égalité antérieure est possible seulement
siw(T; vy, S)x; = x;, donc

(3.5) w(T; ) S)E:.—'_E:, E::E':[T-I.
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En considérant une suite {a,} d’arcs 2, D2,D ... convergeant vers ¢, on
déduit de (3.5) que {€7,(T) entraine
o(T; 1L}, S)Ey=E %o,
donc ¢ est un point de discontinuité de o (7; 3, S) et
(3.6) E;=0(T; (¢}, S) B:=E:o(T; {¢}, S).

Supposons maintenant que £ soit un point de discontinuité de o (7’; 3, S).
Nous allons montrer que, dans ce cas,

CI—=T)w(T; g}, S)=o.

Pour cela, on doit démontrer qu'il existe une suite f,(1.) de fonctions,
telle que :

(1) {fa(})}cO[S];

(2) fa(R) converge uniformément vers zéro sur tout compactde S — { ¢ };

(3) st fa(2) = un(2) + ivn(R), alors {u,(})| est une suite décroissante
convergeant vers 9, . et v, (}) converge vers zéro, uniformément sur S.
Désignons par X, I'ensemble des points

==+ i, 0Ls L1, —l—l—\/s(z—s)étéx——\/s(z—s)
et soit p = (1(2) la transformation conforme de S sur 2, telle que p(g) =1.

Désignons par (u; 0) <6€[ ]> la mesure harmonique de l'arc (e—2, ¢i%)

par rapport & { || <1} et par &(+; 0) sa conjuguée harmonique. Pour
00, w(p; 0) est une suite décroissante, convergeant vers zéro sur tout

compact de { p:|m| <1, p#l} etw(r;6)=1.0n a

i0 8
L gy L[ =),
B (i 8) =< [ By =— Llog e‘-"a—y.(
En considérant les cercles d’Apollonius
| (e — ) (e® — p)=" | = const.,
qui passent par les points (o, 1), resp. (0, — 1), on obtient par des calculs

. ™

simples que pour tout p€ X et 0 <0< 3

el — p. 1+ sino
e—i6 _ yl|™— [—sino.

T

Donc pour tout peX et 0 <0 < Srona
1+ sin'0
1—sino.

——sm6
1+ 51no

B (3 )| < 1o

UQ
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Cette derniére fonction étant une fonction croissante de 0 pour 0 << 8 < E,
2

il résulte que w(p; 9)—> o, uniformément sur X, pour ¢ 0. Si 'on pose
maintenant
I

Ju() =w[#(l); -] + ia[p.(l); l],

n n

on obtient précisément la suite de fonctions satisfaisant aux conditions
(0-3)-

Les propriétés du calcul fonctionnel établi'entrainent
(L —T)fu(T)|]| >0, car ({—2)fu(d)—>o0,

uniformément sur S, et || ¢,(T) || —> o,
donc
1L —T)u,(T)||—>o0 pour n—>co.

Mais sur F, u,~ Prgy» ce qui entraine [voir la démonstration de la propriété
3.1, (3)] que
un(Tyx - (T; (L}, S)=,
donc
&1 — T)&)(T;{C}, S).’L‘:O, (zeH).
Cette relation donne
tea,(T) et E:o(T;{¢}, Sy=w(T; {t}, S).
Compte tenu de (3.6), on obtient

E=w(T;{t}, S).
¢. Q. F. D.
Donnons une application directe de ces résultats.

Prorosimion 3.1. — (1) Si 8528, &, (€ Fne,(T), alors
E [T E,[T])=0;
(2) SiteF, t&ap(T), ({1 — T) est a domaine dense dans H.
DEMONSTRATION. — Soient a, et «, des arcs ouverts tels que
aNa,—g et Li€ay, §Ea.
Alors, d’aprés (3.5), on a
w(T; aVas, S)Ey=w(T; ay, S) By, = EY,

d’'ou I'additivité de la mesure harmonique-spectrale entraine

o(T; a;, S)Ery,=o,
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donc
Ey Er,=[Eyw(T; a1, S)]| Ey,=Ey[w(T; ay, S) Ex ] =o.
Pour démontrer (2), remarquons que S = {:1€ S} est un ensemble spectral
de 7™, et que
(7% B, 8)=w(T;B, S) pour BcCF.
Si (¢ — T)~! n’est pas & domaine dense, il résulte que

{€o,(T*), donc wo(T*;{L}, S)Zo;
I'égalité o
o(T; (¢}, )=w(T* {7}, S)

et le théoréme 3.3 donnent que {€0,( 7). C. Q. F. D.

4. L’extension du calcul fonctionnel (¢). — Soit @.[S; T'](G.[S; T])
I'ensemble des fonctions harmoniques (resp. holomorphes) dans S, bornées
sur S, avec un nombre fini de points de discontinuité (o la fonction n’est
pas obligatoirement définie) situés sur F et qui ne sont pas des valeurs
propres de 7'. Notre but est de prolonger le calcul fonctionnel établi pour
des fonctions de @ et O A des fonctions de @, et O,.

Soit L*[F; T] I'ensemble des fonctions bornées, mesurables et définies
presque partout par rapport 4 chaque mesure p. 5, z, y € H,

pey(B)=<o(T; B, )z, >  (BcF, f borélien),

L3 [ F; T)lesous-ensemble des fonctions réelles de L*[F; T] et C.[F; T
I'ensemble des fonctions bornées, définies et continues sur F & I'exception
d’un nombre fini (dépendant de la fonction) de points, qui ne sont pas des
valeurs propres de 7'. D’aprés le théoréme 3.3, on a C.[F; T|cL”[F; T].
Pour tout g€ L*[F; T, larelation

<ucp<T)x,y>=fF<p(c>dm,y<C)

définit un opérateur ug(7T)de H. Ona:
(1) Si ¢, $€L", et pu est complexe, alors
Uy (T) = ug(T) + uy(T),  wuup(T)=pug(T)-

et
uz(T)= [up(T)]".

(¢) La mesure harmonique-spectrale, de méme que ce calcul fonctionnel, sont en
étroite liaison avec les prolongements au sens de Sz. NAGY [14] des opérateurs. On peut
obtenir des résultats nouveaux dans cette direction a I’aide de la mesure harmonique-
spectrale, mais on peut aussi, comme nous ’a obliggamment indiqué M. Sz. Naey, déduire
ces résultats d’un théoréme sur le prolongement d’une contraction ([14], p. 13, th. III).
Toute cette étude sera faite ailleurs.
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Comme la mesure semi-spectrale u , est positive et || £ |2= py,«(¢r), on a
aussi : '

(2) ¢ o0 entraine uy(7) > 0;
(3) Si e LR, alors
T) || £ vrai 7
g (T) || < vrai max [¢(E)| (")

et

(4) l| ue(T') || < 2 vrai max | (%) |,
Ler

ou ¢ € L”; cette derniére assertion résulte de (1), (3) et du fait que [Reg|,
mo| < o],

Nous aurons besoin d’une inégalité simple : Soit A un opérateur positif
et B symétrique, tel que — A = B~ A, alors

(b.1) | Bz || L3 V[ A{Az, = (zeH).

Comme cette inégalité découle immédiatement de I'inégalité de Schwarz
pour les opérateurs positifs, nous passons au

THEOREME k.1, — Si 9,({) € L*[ F; T satisfont aux conditions :

(1) La suite { 9,() | est également bornée (®):

(2) En dehors d’un nombre fini de points 1y, ks, ..., Ay (c'est-a-dire
sur tout compact qui ne contient pas ces points), les fonctions 9,(%) conver-
gent uniformément (*);

(3) Ao, (T) (r=1,2, ..., N);
alors ug (T)x — uge(T)x, pour tout x€H, ou

¢(¢) =limg,(¢)eL”[F; T].

DeMonsTRATION. — 11 suffit de démontrer le théoréme pour des fonctions
9, € Li. Soit 0,(8) = 9a () — ¢ (§) et soient B3y, Bs, ..., By des arcs tels que

A-€pBr etE(w(T; Br, S)x, 2> LE", ¢" > o0 donné; comme 6 — o unifor-

mément (®) sur F— ‘ ’ Br, il existe un N'= Ny o . tel que pour n >N’

on ait |0,(¢)| <& (¢>o0 donné) pour tout () ceF-Uﬁr. Mais

(") Le « vrai maximum » étant considéré par rapport a la famille spectrale (), c’est-
a-dire par rapport a chaque p, , z, y€H.
(®) On sous-entend toujours : presque partout par rapport (Hayy )
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P,z (B) =< o (T; B, S)z, x>, donc pour tout n > N’

— e’w(T; F— U,@,‘, S>—M2w(T; Bry 8) ZLup, (T)

ée,m<T; F—\J3. s) + MY o(T; s S),

ou M>10,(8)], {€F (®) [l'existence de M est assurée par (1)]. D’aprés
I'inégalité (4.1), on obtient

luo (T2 P < 9(e'+ M) (¢ || 2|2+ Me")  (n>N),
ce qui entraine || ug,(T)x || > o pour n — . Mais

ug, (T)=uy, (T) — uy(T), donc u, (T)x—>uy(T) .
C.Q.F.D.

CorOLLAIRE k.1, — Pour 9 € C.[F; T, uy(T) existe comme intégrale de

Stieltjes-Riemann au sens fort [c’est—h—dire que les sommes de Stieltjes-

Riemananp((k)m(T; o, S)z, ou Ly € ax et ol {ax ) pour k=1,2, ..., n
est une partition en arcs de F, convergent vers ug(7T)x, pour la norme de la

partition tendant vers zéro, et cela pour tout er]; st g€ C[F), alors

Uintégrale existe en norme.

DeMONSTRATION. — On n’a qu'a poser 3 (8) = ¢ (L) pour L€ ax, ou (9)
est la partition F = U ax de F, et remarquer que

¥ 0 (t) o(T; a, §) =g, (T);

en effet, si g€ C.[F; T], 95— ¢ au sens du théoréme 4.1, pour la norme
de (0) tendant vers zéro, et si ¢ € C[ F], alors la convergence étant uniforme
sur F, ug, (T) — uy(T) en norme [voir § &, (4)].

Passons maintenant i la construction du calcul fonctionnel pour @, et O,.
En ce qui concerne @, les choses sont simples. A chaque fonction
p€C.[F; T)] réelle, correspond une seule fonction u,(})€ @, telle que
uy (%) =p(%), pour {€ F. Inversement, la restriction & F de u(A) €@, appar-
tientd C.[ F]n L. Cette application biunivoque de @, 3 C.N L} est linéaire,
positive et isométrique si I'on munit @, et C.nLj; de normes égales au

maximum du module de ces fonctions sur S (resp. sur F). De cette maniére,
on peut poser la
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DeriviTioN b.1. — (1) Soit u(}) € @, et soit p(§) la restriction a F de u(}),
alors par définition u(T) = uy(T);

(2) Soit f(A)€O, et 9(L) la restriction de f a F, alors par définition
S(T)=uy(T). '

Evidemment, on a la
ProPRIETE k.1, — (1) u(T) est symétrique;
(2) Sirestréeletu,u, ue€d,, alors
(ts+ ) (T)=u (T) + uy(T) et (ru)(T)=ru(T);
(3) Si uo, alors u(T)> o;

&) le(T) | <l welss _
(5) St p est complexe et f, fi, fr €O, alors

(it LX) =fi(T) + fo(T),  (pNT)=pf(T)
et
(Ref)(T)=Ref(T).

De considérations de théorie des fonctions (°) résulte que pour tout
f€0.(ue@,), il existe une suite

Afmlco({um}ica),
telle que

Bw=Ffwgm  fllsZIflls et fa@)=>f@ (@n(€)—>u@)

au sens du théoréme 4.1. On a la

ProPRIETE 4.2. — (1) Pour f€0O. ona || f(T)| <|flls et
(2) si f, §€0., alors fg(T)=f(T)g(T).

DEMONSTRATION. — (1) résulte du || fin(T)z || <L || flls]| 2] et du théo-
réme &.1. Comme (fg) ) fin) & €O, on a

(B)w(T) =fm(T)gm(T),

(?) D’aprés un théoréme de Rapé [15] sur les représentations conformes et du théo-
réme classique d’Antoine, il résulte qu’il existe une suite { S, } d’ensembles jordaniens
(ScIntS,) et une suite { p,(A)} de transformations conformes de S, sur {p:|p| <1},
convergeant uniformément sur S vers w(2), () étant une transformation conforme de
Seur {p:|p|Zi)

Si A(w) est'la fonction inverse de p.(2), en posant

S =F{Mpa (M)} ety (M) =u{ M (M)

on trouve les suites satisfaisant aux propriétés exigées.
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et, d’apres le théoreme 4.1, (f8)n(T), fiy(T), &u(T) convergent au sens

fort vers fg(T'), f(T'), g(T); mais alors le produit f,)(7") g (7T) converge
faiblement vers f(7") g(T'), d’ou I’égalité.

PrOPRIETE b.3. — Si )= f().) est une transformation conforme de S sur
§', ou §' est jordanien, alors si

F(X)€O[S8'; f(T)], (Ue@,[S;f(T)]),
on a

Fof(M)€0.[S; T), (Uof(l)e@,sS;T))
el

FIf(T)=Fof(T), (ULf(T)]=Usf(T)).

DiMONSTRATION. — La premiére assertion découle du théoréme 2.2, (2),
donc Fof(T) et Uo f(T) existent. Si I'on conserve le sens de F, en
remplacant seulement § par S’ d’apres le théoréme 2.1, (2), on a

Fop[f(T)] = Fiuyo f( T‘).

Mais F,(§') et Fip o f() convergent au sens du théoréme 4.1 vers F({'),
resp. Fof(¢) ({eFrS, ;eFrS), donc, d’aprés le méme théoréme

Fulf(T))z—FE[f(T))z,  Fuof(T)z—>Fof(T)z
pour tout z € H, d’ou 'égalité cherchée ; de méme pour

UAT)]=Ue f(T).

C.Q.F.D.

5. Le théoréme de Yosida et Hille. — Une application de ces résultats
sera le théoréme de Yosipa [ 16 ] et HILLE sur les semi-groupes de contractions.
On sait que si T, (£>x0) est un semi-groupe fortement continu et 7;— 1
pour ¢—>o, alors son générateur 4 ([3], p. 394) est une transformation
linéaire, fermée, & domaine D, dense dans /. On peut aisément déduire de
la définition du générateur 4, que si || 7;|| <1, alors (7 —eAd)=* existe;
comme opérateur, pour e >0 et [[(/—ed)|| L1 ([3], p. 400). De la
premiére formule exponentielle de HiLLE 1 ‘

. ) l
Tix = lim et4nz, ot Ag=—(Ty,—1I),
n>0 n

résulte que deux semi-groupes ayant le méme générateur coincident. Ces
remarques faites, nous pouvons passer 4 I'énoncé de’la partie constructive du
théoréme de Yosipa et HiLLE :

(1) Le fait qu’on ne doit pas supposer D4 dense dans H, s’explique, par exemple, par
la proposition 3.1, (2).
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TutoriMe 8.1. — Si A est une transformation linéaire (1°), telle que
(I —eA)~! existe comme opérateur pour tout e >o et || (I —ed)=| <L,
alors A est le générateur d’un semi-groupe fortement continu de contrac-
tions T,, tel que T,—~ I fortement pour t— o. Pour un tel semi-groupe
on a, pour tout x € H,

, :
T cli—ed)mi-d) ) t \—*
(5.1) T,z =Ilime® : x et Tlx:hm(I——A) z,
£>0 k> o k
la convergence étant uniforme en t pour t€o, t], 7 << .
DiMONSTRATION. — Remarquons d’abord que des conditions imposées a 4,

il résulte que (A—+1)(A—Iy*=T est une contraction, donc que
S=1{2A:|A| L1} est un ensemble spectral de 7. Considérons la fonction

f(t; h) = et pour ¢>o.

On a
f(t; l)e@[S; T]:@e,

car son seul point de discontinuité est A=1¢0,(7), [Tx=a entraine
(A—1I)*z=o0,doncxz=o0]et] f(¢.)]|s<Lr.
Soit T I'extension par T de la fonction f(¢; 1), c’est-a-dire

Tx=f(t; Tx= eHG="(T'; day, S)x (xe H).
F(=FrsS)

D’aprés la propriété 4.2, (1), on a [T, L1 et, d'aprés 4.2, (2),
Ty, ,—=T,T, car

S+ b5 2) = f(85 ) f(25 R).

La continuité de f(¢; A) en ¢ (¢s o) uniforme par rapport a A, a 'exception
du point A =1, donne, compte tenu du théoréme &.1, que 7' est un semi-
groupe fortement continu pour ¢ > o et que 7, — 7 au sens fort pour ¢t —>o.
Montrons maintenant que pour tout zxz€Dy ona

Az =~ (Te— D)z > Aa.

Mais
D4=Dr.1yr—r1=(T—1)(H),

donc il nous reste a démontrer que pour tout z = (7' — 1)y,
Acx—>Ax=(T+1)y.
La fonction A est D'extension par T de la fonction % [f(e; d)—1] et

Aix=A(T —I)y est, en raison de la propriété 4.2, (2), 'extension de
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g[f(s; A) —1] (A—1) par T, appliquée a y. Cette fonction, égale &
(A+ I)%f S(s; ANy ds= (A + 1)%/"@0‘“)0\—1)—: ds
0 0

tend uniformément, en dehors de tout voisinage de 1, vers A + 1 pour ¢ — 0.
Donc, d’aprés le théoréme 4.1, Acx — (T + I)y. Si A’ est le générateur du
semi-groupe T, alors 4’2 A4; comme A’ satisfait aux mémes conditions que
A, (A'— I~ existe, donc

(A'—It'=(A—1I)", dou A=A

D’aprés une remarque faite au commencement de ce paragraphe, si 7', est un
semi-groupe satisfaisant aux conditions du théoréme et 4 son générateur, alors
Vextension par 7= (A + I) (A —I)~* de f(¢; }) coincide avec 7.

Les opérateurs
-4y
et — 5
(=54)
sont les extensions par 7 des fonctions

ACETD W Y (o),

H—say—1—n

eS

Les formules (5.1) découlent maintenant du fait que ces fonctions satisfont
pour ¢ — o, (resp. k— )-aux conditions du théoréme 4.1, la convergence
vers f(¢; A) étant uniforme (hors de tout voisinage de A=1) aussi par
rapport 4 t€fo, 7], T < 0. C.Q.F.D.
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