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Sur la résultante de deux forces appliquées à un seul point,
par M. P. TCHEBICHEF.

(Séance du i4 juillet 1878.)

1. D'après un théorème sur les angles compris entre les plans
qui passent par un point, on parvient aisément à une relation très-
remarquable entre les angles que font les trois forces Ri, R,, Ks,
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appliquées à un seul point et les résultantes de ces forces, prises
deux à deux, savoir :

, . sin(Ri,[R.,R,]) sin(R,, [R,, Ra]) sin(R3, [Rs, R.]) __
v / sin(R,,[R,,R,]J sin(R3, [R,, R,]) sin(R,, [Ra, R,])~" î 9

ou, par
[R|, RaJ, [Ra, Ra], [Ra, R(],

nous désignons les résultantes des forces Ri et Rg, Ra et Rs, Ra et
RI, et par

(R,,[R,,R,]), (R,,[R,,R,]), (R,,[R,,R3]), ...

les angles entre les résultantes et les forces qui les composent.
C'est cette équation qui servait de base à deux nouvelles démon-

strations du parallélogramme des forces, données en décembre iSj5
par M. Darboux dans le Bulletin des Sciences mathématiques, et
par moi dans une Communication faite à la Société mathématique
de Moscou (1).

Nous allons montrer maintenant comment on peut trouver,
d'après cette équation; la valeur du rapport

s î n ( R . , [ R . , B . ] )
sin(R,,[R.,R,])'

sans rien admettre sur la direction de la résultante et la conti-
nuité.

2. Après avoir remarqué, d'après l'équation (i), que le rapport

sm(R3,[R.,R3])
s in(R, , [R»,R3])

ne dépend pas de l'angle fait par les forces R,, Rs ( 2) , nous suppo-
sons que cet angle est réduit à 120 degrés, et nous désignons par CE)
l'angle entre la force Ri et la résultante [Ri, Ra] des deux forces

(/) Recueil mathématique de la Société, 1876. (Extrait du protocole de la séance du
i4 décembre 1875.)

(l) Voir la démonstration du parallélogramme des forces de M. Darboux, citée plus
haut.
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RI, RS. Nous obtenons ainsi

s in(Rs,[R. ,R3]) ̂  sin^o0^) ̂  V^^ ^ 1.
sm(Ri,[Ri,Rs'l) siny a ' s *

Mais on reconnaît aisément que la résultante d'un tel système de
deux forces ne sera pas altérée si l'on diminue de 60 degrés l'angle
compris entre elles, et que l'on diminue en même temps la force Ri
de Rs ; car un tel changement de notre système peut évidemment
être effectué si l'on y ajoute trois forces égales à Rs et disposées
symétriquement autour du point d'application, savoir : deux forces
dans les directions opposées aux deux forces en question, et la
troisième faisant avec ces forces un angle de 60 degrés. Or, pour
le système de deux forces Ri, R3 ainsi modifié, on aura, d'après
notre notation,

sin(Rs, [Ri- Rs, Ra]) _ sin(6o°- y) _ ^3 _ i_
sin(R,, [Ri - Rs, Ra]') ~" siny ~~ 2 T i'

ce qui, étant retranché de la formule précédente, nous donne

sin(R3.[R.,R3]) _ s in(R3, [R.-Rs, Ra]) _
sin(R., [R,, R3]) s in(R.- Rs, [R,- R,, Ra]) ~

3. En remplaçant, dans cette équation, Ri par

Ro, R o — R 3 , Ro-sRs, • , R o - ( w — i ) R 3 ,

que nous supposons toutes ne pas être inférieures à Rs, nous trou-
vons une série d'équations qui donnent

s in(R3, [Ro,Ra]) _ __sin(R3, [Rp-wRa, Ra])
s in(Ro,[Ro,R3]) s in (Ro—wR3, [Ro—wRs, RaD m,

ce qu'on peut mettre sous la forme

sin(Ra,[Ro,R3])
sin(R,,[R,,R3])

Ro^ R p — m R s ____R3sin(R3,[Ro—wR3, R,])___ _ }\
Rs^ Ro (R,-wR3)sin(Ro-mR3,[R,-R37mR7]) "'(J'3 \ "0 (l1

en remplaçant le nombre m par la différence

Ro Ro—mR.,
R3 P3

égale à ce nombre.
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C'est à l'aide de cette formule que nous parvenons à tirer de

l'équation (i) la valeur du rapport

s in (R . , [R . ,R , j )
sin(R,,[R, ,R3]) '

4. A cet effet, nous supposons que, pour une force quelconque /',
on ait trouvé une quantité L telle que la valeur numérique de

rsin(r,[r, r.]) __ ^
risin(r, , [r, r,])

ne surpasse pas L pour toutes les valeurs de 7*1 depuis ri== r jusqu'à
j'i === ar, l'angle (r, 7\) étant égal à 90 degrés. Dans cette supposi-
tion, en désignant par 0, O^ des quantités comprises entre zéro
et i , nous aurons, pour toutes les valeurs de r^ == r -4- 0r, .cette
formule

rsm(r,[r,r-h0r]) _ ^^
(r-+-0r)sin(r,[r4-0r]) '"

Comme il est certain que la résultante ne change pas de direction
quand on remplace les forces par leurs sous-multiples, on aura de
même
/ o ^ _ _ _ R 3 s i n ( R 3 , [ R 3 , R s + 0 R 3 ] ) ,—4-fl^T[ j (Rs-i-^sin^+ÔRa, [Ra^+ÔRs]) I — — v ^

pour toutes les valeurs de

(4) B3=^,

n étant un nombre entier.

5. Mais, en prenant dans l'équation (2) pour m la partie entière
du quotient B^— R3 ; Ra, on aura

RO — îtî^s ==: RS + ÔRa,

et, pour cette valeur de w, l'équation (2) devient

s in(Ra, [Ro,R3])
sin(R,;[R„R3]-)

_ R o ^ R a + g R a j R 3 s i n ( R 3 , [ R 3 , R 3 + 0 R 3 ] ) \
"Rai, Ro ((R3-+-0R3)sin(R34-0R3,LR3,R3+ÔR3]) I J'
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qui, d'après (3), dans le cas de

Ra == — »
71

nous donne

sm(R3, [Ro,R3]) _ Bo f . ^+0^ ̂  - -]
sin(R,, [R., R,]) - R; L B, ° ^J-

En posant, dans cette formule,

Ro===R<, R o = = R î »
et en désignant par

Q\ï ôif
e^, e^

les valeurs correspondantes de 0 et ô^, nous obtenons

sin(R3,[R. ,R3]) _ R. r^Ra^^Ra.^,,-]
s i n ( R . , [ R , , R 3 ] ) ~ - R 3 L — — ^ — — ' J'
sin(R3,[R, ,R3]) R.r . ^+ô^ ^r~\
sin(R, , [R, ,R3])~R;L 1 ' -——R,——Q i ^J-

6. En portant ces valeurs dans l'équation (i), nous trouvons
quelle donnera

[r_^)R,
s in(R, , [R, ,R,] ) R, î— R, -^ L

s in(R, , [R. ,R,] )~R. ^_ (, + e.)R, ̂ ^ ^
R» "l ^

d'où, par la substitution de la valeur (4) de R,, nous tirons cette
formule :

. .(î+^)r
sin(R. . [R. ,R,1) ̂  R, I- TIR, • 0 2 L

s in (R, , [R , ,R , ] ) -R , ..(i+ôjT^'
I± nR. 0l L

Comme, dans cette formule, le nombre n peut être pris aussi
grand qu'on le voudra, et que les quantités

0., 0., ô^, Q^\

les seules qui dépendent du nombre n et des forces Bi, R^, restent
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comprises entre zéro et i, on trouve, (T après cette formule, en
faisant croître n à l'infini,

s in(R. , [R. ,R,]) R,
s in(R, , [R, ,R,])"^R/


