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Bull. Soc. Math. France.,
83, 1955, p. 161 à ig»3.

SUR LES DEMI-GROUPES RÉTICULÉS
SATISFAISANT A UNE CONDITION DE CHAINE

PAR M. L. LESIEUR.

Introduction.

En cherchant à obtenir une théorie unifiée des idéaux d'un anneau A ou d'un
demi-groupe D satisfaisant à une condition de chaîne, j'ai été amené à étudier
l'ensemble de ces idéaux au moyen de la théorie des treillis. Cet ensemble cons-
titue en effet un demi-groupe réticulé ( A ) T quand on prend comme relation
d'ordre la relation d'inclusion des ensembles. L'opération d'union est, pour un
anneau, la réunion complétée, et, pour un demi-groupe, la réunion des idéaux.
L'opération d'intersection est l'intersection au sens de la théorie des ensembles.
L'opération de multiplication est celle des idéaux; elle est associative et distribu-
tive par rapport à l'union. T admet un élément universel u qui est l'idéal A ou D,
tel que, l'on ait pour tout idéal x la relation x ^ u. T est quasi-entier^ c'est-
à-dire que le produit ab de deux idéaux quelconques a et b vérifie les
relations ab ̂ ^, ab ̂  a. T est résidué, le résiduel à droite a . ' b étant l'idéal
maximum x qui vérifie la relation bx ̂  a et le résiduel à gauche a ' . b étant
l'idéal maximum x tel que xb ̂  a. Je suppose en outre que T satisfait à une
condition de chaîne qui est soit la condition de chaîne ascendante, soit la
condition de chaîne descendante pour les éléments d'un ensemble minoré que
j'appellerai condition de chaîne descendante affaiblie. Je désignerai l'ensemble
de ces différentes hypothèses sous le nom de :

Condition (H). — T est un demi-groupe réticulé résidué quasi-entier avec
élément universel, satisfaisant à la condition de chaîne ascendante ou à la
condition de chaîne descendante affaiblie.

Cette condition (H) est remplie lorsque que le mot résidué est remplacé par le
mot complet^) ([9], p. i3o) (3). Elle s'applique en particulier, comme nous
l'avons vu, au treillis T^ des idéaux d'un anneau A, ou au treillis T\) des idéaux
d'un demi-groupe D, lorsque A ou D satisfont à une condition de chaîne pour
les idéaux.

( 1 ) La terminologie est celle de M. L. Dubreil-Jacotin, L. Lesieur et R. Croisot.
( 2 ) On démontre que la condition ainsi obtenue est équivalente à la condition (H).
( 3 ) Les numéros entre crochets renvoient à la bibliographie indiquée à la fin.
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On pourra se faire une idée des questions étudiées par le sommaire suivant :

1. Résiduels premiers d'un élément.
2. Radical.
3. Décomposition en éléments primaux.
4. Décomposition réduite. Théorème d'unicité.
5. Décomposition en éléments n-irréductibles.
6. Éléments primaires.
7. Premier cas de décomposition en éléments primaires.
8. Deuxième cas de décomposition en éléments primaires.
9. Troisième cas de décomposition en éléments primaires.

10. Théorèmes d'unicité.
14. Conditions suffisantes pour que la condition de chaîne descendante affaiblie

entraîne la condition de chaîne ascendante.

Les quatre premiers paragraphes sont les plus généraux car ils ne font inter-
venir aucune autre hypothèse que la condition (H). Sauf en ce qui concerne T^,
dont la théorie est bien connue, les résultats obtenus sont pour la plupart ori-
ginaux. Les références connues sont d'ailleurs indiquées.

Le paragraphe 3 établit l'existence d'une décomposition d'un élément xçT en
intersection d'un nombre fini d'éléments n-irréductibles. Cette décomposition
est immédiate lorsque T satisfait à la condition de chaîne ascendante ([9],
p. 117). Lorsque T satisfait à la condition de chaîne descendante affaiblie, je
l'établis moyennant une hypothèse supplémentaire : la relation

^^^^ya^= ̂ (^nya)
\aeci / aea

est supposée vérifiée pour les éléments y y, d'une chaîne minorée. Cette hypothèse
est remplie quand T est n-continu; elle est donc valable pour 1\ et pour Tp.

Le paragraphe 6 est une étude des éléments primaires du point de vue de leurs
résiduels premiers.

Les paragraphes 7 et 8 établissent deux cas de décomposition en un nombre
fini d'éléments primaires au moyen de la décomposition en éléments n-irréduc-
tibles et de deux conditions supplémentaires dont l'une est présentée au para-
graphe 7 et l'autre au paragraphe 8. Lorsque la condition de chaîne descendante
affaiblie est vérifiée, les théorèmes obtenus sont nouveaux. Lorsque la condition
de chaîne ascendante est vérifiée, les théorèmes obtenus sont une amélioration
des résultats de M. Ward et R. Dilworth [30], et J. Certaine [5], en ce sens que
la modularité de T, supposée par ces auteurs, est ici remplacée par la semi-
modularité. Ces théorèmes sont valables pour T^ et pourTy dans des cas généraux
comprenant le cas abélien.

Le troisième cas de décomposition en éléments primaires, traité au para-
graphe 9, ne fait plus appel ni aux éléments n-irréductibles, ni à ^ semi-modu-
larité, mais il est restreint à la condition de chaîne descendante affaiblie, et repose
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sur une condition supplémentaire vérifiée par T^ lorsque A est abélien, mais non
parTo. _

On sait que si T^ vérifie la condition de chaîne descendante, il satisfait à la
condition de chaîne ascendante. Par contre il n'en est pas de même pour Tp.
Ce fait est expliqué au paragraphe 11 où il est montré que certaines des
conditions rencontrées aux paragraphes précédents sont suffisantes [pour que la
condition de chaîne descendante affaiblie entraîne la condition de chaîne
ascendante.

I. — Résiduels premiers d'un élément.

T est un demi-groupe réticulé satisfaisant à la condition (H) précisée dans
l'introduction.

PROPRIÉTÉ l.i. — Toute chaîne de résiduels de a est finie (3).

Supposons, par exemple, la condition de chaîne descendante pour les
éléments ̂  a, et montrons qu'une chaîne ascendante de résiduels à gauche :

a ' 'n\ << a • . 712 <... < a •. rik <...

est finie. Formons les résiduels à droite :
a.' (a '. /ii)^ a .' (a '. n») ̂ . ..̂  a .• {a '. n^)^....

En vertu de la condition de chaîne descendante affaiblie, il existe k tel que
a .• (a •. nk) = a .' (a •. /^') (/:'> Â-).

D'où, en formant les résiduels à gauche de a par ces éléments :
a ' . {a . ' (a •. /i<-)) = a ' . (a •. (a .• /^-Q) {k'> k\

c'est-à-dire,, d'après un résultat établi dans [9] (exercice 1, p. 174),
a ' . îtk= a ' . nk' {k'^> k).

Définition 1. i. — On appelle résiduel à gauche propre de a^u, un résiduel
à gauche de la forme a ' . n avec n^Ça.

Si T est entier ^ c'est-à-dire si u est élément unité, un résiduel à gauche propre
est un résiduel à gauche différent de u. Si D est quasi-entier sans être entier, un
résiduel à gauche propre peut être égal à u. Par exemple, si u2^a, on a a •. u== u,
qui est donc un résiduel à gauche propre de a. Dans tous les cas, un résiduel à
gauche non propre ne peut être que M, car n ̂  a entraîne a *. n = u.

LEMME l.i. — Pour que x soit un résiduel à gauche^ propre, de a, il faut
et il suffit que

x •==• a '. (a .' a?), avec a •• x ^> a.

( 3 ) Les propriétés l . i , 1.2, 1.3 et 1.4 sont une généralisation de propriétés établies d^p& le
cas commutatif entier noetlierien par R. Apéry [1] en théorie des idéaux d'un anneau.
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L'égalité est nécessaire et suffisante pour que x soit un résiduel à gauche
de a ([9], exercice 1, p. 174) î ^il est propre on a en plus x === a ' . n, avec n^Ç g^
d'où xn ̂  <%, et / î^a. 'a?. La condition /i ̂  a entraîne donc a . • x ̂  a, c'est-à-
dire <2. ' *y0 a.

On définit de façon analogue un résiduel x à droite, propre, de a. Il est carac-
térisé par la propriété

x = a .• (a '. x\ avec a ' . x ^ > a .

PROPRIÉTÉ 1. 2. — Tout élément a^-u admet au moins un résiduel à
gauche premier propre.

En effet, l'ensemble des résiduels à gauche propres de a n'est pas vide
puisqu'il contient a ' . u . D'après la propriété 1. i , cet ensemble admet un
élément maximal p == a ' . n. Sip n'était pas premier ( 4 ) , il existerait b et c tels
que bc ̂ p, b-^p, c^p. On aurait ainsi : b < ^ p ' . c , donc p < i p ' . c .
Or, p ' . c =(a ' . n) ' . c == a '. (en) est un résiduel à gauche de a. Ce résiduel est
propre, car en ̂ a entraînerait c ̂ a '. n -=== p . Donc p ne serait pas maximal, et,
par suite, p est premier.

PROPRIÉTÉ 1. 3. — Si p est un résiduel à gauche premier propre pour a ̂  u,
et si b ̂ ip-i p est un résiduel à gauche premier propre pour a .' b.

Formons
m = = Ç a . ' b ) ' . [ { a . ' b ) . ' p ] .

On a ([9], exercice 1 , p. 174) '- P^=m, puis

(a.- 6) . - w=(a . - b) .'[(a.' 6) - . ( (a . - 6). • p)] == (.a .• b) .• p = a .• bp^ a .• p.

D'où
a .' bm^ a . ' p et 6/n ̂  a • • (a .' bm) ̂  a ' . (<2 .• p) ==/?.

Or, j? est-premier et l'on a 6 ̂ jo ; on en déduit m ̂ =/?, d'où p == w.
De plus, p est propre pour a . ' b\ en effet, si p n'était pas propre, on aurait

d'après le lemme l . i , a . ' b p ^ a . ' b , ce qui entraînerait a . ' p ^ a . ' b ,
d'où a ' . (a . ' p ) ̂  a ' . (a .• b) ̂  6, c'est-à-dire/?^ 6, ce qui serait contraire à
l'hypothèse.

PROPRIÉTÉ 1,4 .—— T^ï^ élément a-^éu n^ admet qu'1 un nombre fini de
résiduels à gauche {ou à droite) premiers, propres.

Parmi les résiduels a gauche de a, premiers et propres, choisissons en un
maximal 61, et formons ai=== a . ' bi.

( 4 ) Rappelons que p est premier si les relations bc^p, b ̂  p, c^.p sont incompatibles ([9j,
p. 142). Même dans le cas des idéaux d'un anneau A non commutatif, cette définition est la mieux
adaptée, et non pas celle où interviennent les éléments de l'anneau {Cf. N. Mac Coy, [23]).
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On a, d'après le lemme 1.
a< ai.

Soit/? un résiduel à gauche premier propre de a, distinct de b^.
On a donc bt^p, et p est un résiduel à gauche propre pour ai, d'après la

propriété 1.3. Tous les résiduels à gauche premiers propres de a, sauf
peut-être 61, sont donc des résiduels à gauche premiers propres de a^. On choisit
parmi eux un résiduel à gauche maximal premier propre, soit 63, et l'on forme

02 = ai .* 62 == a.' bi bî

qui est tel que ai< 03 et qui admet nécessairement parmi ses résiduels à gauche
premiers et propres ceux de <2i, donc ceux de a.

En poursuivant ce raisonnement, on voit que l'existence d'une infinité de
résiduels à gauche premiers et propres pour a entraînerait l'existence d'une
chaîne infinie de résiduels à droite de a, ce qui est impossible d'après la
propriété 1. i. La propriété 1.4 est donc démontrée ainsi que les deux suivantes :

PROPRIÉTÉ 1.5. — II existe un nombre fini d'éléments premiers pi^a tels
i=k

que ̂ \p,^a,
(=1

II suffit de prendre pour/?, les éléments premiers intervenant dans la formation
de la chaîne précédente a<ai<0a<.. . . On aboutit nécessairement à un
élément sans résiduel à gauche premier propre, donc égal à u, c'est-à-dire

/Â-l \
ak-î ' • pk-i = u = Pk ou a :• ̂  JJ^Pf j = Pk,

\ 1=1 /

d'où
k

Jjjo^a.
<==i

Parmi ces éléments pi figurent tous les résiduels à gauche premiers propres
de a et, éventuellement, d'autres éléments premiers qui sont tous des résiduels
mixtes de la forme

(a . -6) - .c (s).

PROPRIÉTÉ 1.6. — II n'existe qu'un nombre fini d'éléments premiers
minimaux p^, a. Ce sont, dans le cas non commutatif, des résiduels ou des
résiduels mixtes de a et, dans le cas commutatif, des résiduels de a.

Considérons les éléments premiers JD,^ a vérifiant la propriété 1.5.
Soit p ̂  a un. élément premier minimal.

(5) On peut se demander si les résiduels premiers mixtes de a sont en nombre fini. La réponse est
affirmative dans le cas commutatif d'après la propriété 1.4. La question reste posée dans le cas non
commutatif.
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On a donc

fl^^

et il existe un indice /tel que p i ^ - p .
On en déduit p==p,, et les éléments premiers- minimaux p^a sont les

éléments pi minimaux qui figurent dans la propriété 1.5 (6) .
Nous utiliserons en outre, la propriété suivante :

PROPRIÉTÉ 1 . 7 . — Pour que a .* n ==== a, il faut et il suffit que

n^Pi

où les éléments pi{i^= i, 2, . . ., k1) sont les résiduels à gauche premiers
maximaux propres de a.

Supposons n ̂ j?, où p est un résiduel à gauche de a, premier et propre.
On a donc d'après le lemme 1. i, a . ' p > a.

Formons
a .' n ̂  a .'p ^> a, d'où a .' n ̂ > a.

Inversement, supposons a .f n^> a\ si a\ == a ' . (a .* n) == u^ u est résiduel à
gauche premier propre de a et la propriété est démontrée. Sinon, a^yé. u admet
un résiduel à gauche premier propre p et l'on a n^a^^p\ de plus, p est
résiduel à gauche de a, car

p === ai • • /ii === {a '. (a .• n)) • • /ii== a ' . {n^Ça .' /i)).

C'est aussi un résiduel propre de a car n^(a . ' n) ̂  a entraîne a . ' n ̂  a . ' /ii,
d'où a •. (a .* n) ̂  a '. (a .' ni) ̂  ̂ i, soit ai^ /îi, ce qui est impossible.

La Propriété 1.7 est démontrée en faisant intervenir tous les résiduels à
gauche premiers propres de a; la restriction aux résiduels à gauche premiers
propres maximaux ne change rien.

L'élément n étant fixé, l'application a->(na).'n est une application de
fermeture considéré par P. Dubreil [31]. Pour que a soit fermé par rapport à /i,
c'est-à-dire ponr que a == na . ' n, il suffît que a === a . ' n. La propriété 4 .7 donne
une condition suffisante pour qu'il en soit ainsi.

II. — Radical.

T est toujours un demi-groupe réticulé satisfaisant à la condition (H).

THÉORÈME 2 . i . — Les éléments x pour lesquels il existe un nombre

(6) On en déduit l'unicité des p^ minimaux intervenant dans la propriété 1.5. Cette propriété 1.5
s'applique en particulier aux treillis 1\ et Tp des idéaux d'un anneau A ou d'un demi-groupe D non
commutatif satisfaisant à une condition de chaîne. Elle a été établie pour un anneau riœtherien
ùon commutatif, par D. C. Murdoch [34J.
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naturel m (x) tel que
x1"-.^, a

admettent un élément maximum r, et F on peut prendre m^k^ où k est un
nombre naturel fixe qui dépend de a.

Définition 2. i. — Cet élément r s'appelle le radical de a.

Supposons
£Cm ̂  Cl.

Considérons les éléments premiers/?/ intervenant dans la propriété 1.5, qui
vérifient

k

pi^ci et II 7?^ a.
ï=i

On a donc
x"^pi (1=1, 2, . . . , k).

On en déduit, [es pi étant premiers,

x ^ p t Çi= i, 2, ..., Â-)

lît par suite

x^r=Ç^pi.
t=i

D'ailleurs, la relation

ï ' ^ p i ( i = i? 2, . . . , k ' } entraîne ^'^j j^t^^?
;=i

ce qui achève la démonstration du théorème.
Cette démonstration donne aussi l'interprétation suivante du radical.

THÉORÈME 2.2. — Le radical r de a est I1 in ter section des éléments premiers
minimaux pi^ a. Si le produit est commutait f. r est un résiduel de a.

On a vu. en eflet (propriétés 1 .5 et 1.6), que chaque/?/ est un résiduel de ci.
de la forme

{ a . ' b ) - . c ,

c'est-à-dire, dans le cas commulatif,
k / k \

pi= a : ni, d'où r = ̂ \(a : rif) == a : ̂  ̂ ^ ni y
1=1 \ r=i /

Dans le cas particulier où le demi-groupe réticulé T possède un zéro (ox=xo==o,
x ̂  o), le théorème 2. i donne le cas particulier suivant obtenu en prenant a == o.

THÉORÈME 2.3. — L) union des éléments niipotents de T est un élément
niipotent r. L1 union b d^une infinité d } éléments niipotents by, est un élément
niipotent.
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On a, en effet, b ̂  r, d'où è71^ r71:^ o et b'''=== o.
Les hypothèses faites sur T peuvent être généralisées de la façon suivante :
Soit G un gerbier ( 7 ) avec élément maximum u. Considérons le sous-gerbier T

des éléments quasi-entiers de G. Soit açT, et xçG un élément quasi-entier
à gauche, tel que x^^a. On a la propriété suivante, bien connue pour le
cas a == o dans la théorie des idéaux à gauche d'un anneau (8).

PROPRIÉTÉ 2.i. — a étant un élément quasi-entier^ Vêlement x quasi-entier
à gauche, tel que xm^a, est inférieur ou égal à Vêlement x^x\jxu,
quasi-entier^ qui vérifie x'^^ a.

Montrons que x ' est quasi-entier :

ux''= ux\juxu ^x\)xu = x'y
x' u •==. xu\j x uu ̂  x u ̂  x'.

De plus :
x^ = ̂ x\}xu)m^xm\}xmu ̂  au au = a.

On en déduit le théorème suivant :

THÉORÈME 2.4. — Si le sous-gerbier T des éléments quasi-entiers d'un ger-
bier G avec élément universel u constitue un demi- grouper réticulé résidué,
satisfaisant à la condition de chaîne descendante affaiblie^ il existe un élé-
ment maximum parmi les éléments x de G quasi-entiers à gauche {ou à
droite) qui vérifient

x'"- ̂  a,

CL étant un élément quasi-entier de G.

Cet élément maximum est, en effet, d'après le théorème 2. i et la propriété 2. i ,
le radical r de a dans T.

En particulier, si T possède un zéro, on a le théorème suivant, où les hypo-
thèses du théorème 2.4 sont conservées :

THÉORÈME 2.5. —L'union des éléments niipotents de G quasi-entiers
à gauche {ou à droite)^ est un^élément niipotent quasi-entier (9).

• '

Exemples, i. En appliquant le théorème 2.5 aux idéaux à gauche d'un anneau,
on retrouve le théorème suivant de Hopkins-Brauer (10) :

( 1 ) Un gerbier est un demi-groupe demi-réticulé (voir [9], p. 128).
( 8 ) Cf. par exemple, N. Jacobson [14], p. 63.
^ 9 ) J'ai énoncé ce théorème dans les Notes [17] et [18] sous le nom de théorème de Hopkins, avec

une démonstration différente.
( l o ) Ce théorème a été établi par Ch. Hopkins [12] dans le cas non commutatif en supposant la

condition de chaîne descendante pour les idéaux à gauche. R. Brauer [4] a remarqué que la condi-
tion de chaîne descendante pour les idéaux bilatères suffisait. Leurs démonstrations ne s'appliquent
pas ici, car elles font intervenir les éléments de l'anneau; il .en est de même des autres démons-
trations données par J. Levitzki [21 j, N. Jacobson [14j, p. 63; P. Samuel [25] (chap. I, th. 1).
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A étant un anneau quelconque dont les idéaux bilatères satisfont à la con-
dition de chaîne descendante^ la réunion complétée des idéaux à gauche (ou à
droite) niipotents est un idéalbilatère niipotent quon appelle le radical de A.

2. Le théorème 2.5 supplique aussi aux idéaux à gauche (ou à droite^ d'un
demi-groupe avec zéro. On obtient alors le théorème de Hopkins pour les idétiux
à gauche d'un demi groupe avec zéro, dont les idéaux satisfont à la condition de
chaîne descendante. Il a été signalé aussi par M. Teissier [27], postérieurement
à ma Note [17], et, plus récemment, par K. Iseki [13].

Le théorème 2.4 s'applique aux idéaux à gauche (ou à droite) d'un demi-groupe
quelconque, avec ou sans zéro, dont les idéaux bilatères satisfont à la condition
de chaîne descendante affaiblie. Il en est [ainsi, en particulier pour les demi-
groupes D ayant un noyau de Suschkewitch N et ne possédant pas d'autres idéaux
bilatères que N et D, ou demi-groupes simples au sens de S. Schwarz [26].

On énoncera de même les théorèmes obtenus en remplaçant les idéaux d'un
anneau ou d'un demi-groupe par les ensembles suivants :

3. L'ensemble des idéaux particuliers d'un demi-groupe considérés par
A. Clifford [6] et M. Ward et R. Dilworth [29], sous le nom ova.

4. L'ensemble des idéaux à gauche (ou à droite) d'un annoïde (11).

5. Le sous-treillis des éléments x ̂  e appartenant à un demi-groupe réticulé
résidué avec élément unité e.

6. Considérons un treillis distributif pseudo-relativement complémenté
(G. Birkhoff, [2], p. i47) ^ec élément universel, satisfaisant à la condition de
chaîne descendante affaiblie. En prenant pour multiplication l'opération d'inter-
section, on obtient un demi-groupe réticulé satisfaisant à la condition (H). Le
radical de a est a; un élément premier est un élément n-irréductible et récipro-
quement. Le théorème 2.2 donne alors le théorème suivant :

THÉORÈME 2.6. — T étant un treillis distributif pseudo-relativement
complémenté avec élément universel^ satisfaisant à la condition de chaîne
descendante affaiblie^ tout élément a est l'intersection d^un nombre fini
d } éléments pi (^-irréductibles. Ceux-ci sont les éléments r\-irréductibles
minimaux ̂  a; ce sont aussi des pseudo-compléments relatifs de la forme
pi=a'.n,i.

Le treillis T satisfait à la loi de r\ - distributivité générale et la décomposition
obtenue devient un cas particulier du théorème 5. i qui sera établi plus loin.

( 1 1 ) Un annoïde est un demi-groupe muni d'une ou de plusieurs autres opérations distribuées par
la multiplication («ringoïd » de G. Birkhoff [2] p. 2o3). Ses idéaux à gauche sont des complexes
fermés pour ces opérations et permis à gauche pour la multiplication. Ils ont été étudiés dans le
cas commutatif par V. S. Krishnan [15].
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III- — Décomposition en éléments primaux.

Étant donné un treillis T, les problèmes de décomposition consistent à cher-
cher une représentation de tout élément x € T par l'intersection d'un nombre
fini d'éléments d'un sous-ensemble S de T. On dit alors que x est r\-expressible
par rapport à S, et que S est n -générateur de T (i 2 ).

Nous allons résoudre ce problème d^existence, sans autres hypothèses sur T que
la condition (H), lorsque S est l'ensemble des éléments primaux de T.

Définition 3.i. — On dit qu'un élément est primai (13) a droite si les
relations

a.' n\ ^> a, a . /i-2^> a
entraînent

( a : ni ) n ( a .' n-î ) > a.

On définit de même un élément primai à gauche et un élément primai, ;c'est-à-
dire un élément primai à droite et à gauche.

On sait ([9], p. 117) qu'un ensemble S n - générateur de T doit contenir
l'ensemble des éléments n-irréductibles.

Il en est bien ainsi pour l'ensemble des éléments primaux à droite, d'après la
propriété suivante :

PROPRIÉTÉ 3. i . — Tout élément (^-irréductible est primai.

Si a n'était pas primai à droite, il existerait deux éléments n^ et n^ vérifiant les
relations

a : /ii > a, CT.' / i2>CT, (a.- /ii)n(a .' ^2) = a,

ce qui est impossible lorsque a est supposé n-irréductible.
Il est facile de caractériser un élément primai à droite au moyen de ses rési-

duels premiers à gauche et propres.

PROPRIÉTÉ 3.2. — Pour que a soit primai à droite^ il faut et il suffit qu^il
n'admette qu^un résiduel premier à gauche maximal propre.

En effet, si a n'admet qu'un résiduel premier à gauche maximal propre p , la
condition a . • n > a équivaut à n :=/?, d'après la propriété 1.7. On a donc

( a : /ii ) n ( a : n.2 ) = a .' ( n^ u ̂ 2 ) > a.

La condition est donc suffisante.
Elle est aussi nécessaire, car si a admettait deux résiduels premiers maximaux

distincts propres p^ et ̂ 2, on aurait d'après la propriété 1.7:
a.'pi^>a, a.'p^a, {a : p^ )n(a : p^) = a . QO| upî) = a.

(1 2) Voir [9], p. 1 1 6 .
(1 3) La notion d'idéal primai a été introduite dans la théorie des idéaux d'un anneau commutatif

par L. Fuchs [11].
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Définition 3.2. —Le résiduel premier à gauche propre maximal de a, supposé
primai à droite, sera désigné par résiduel premier pu associé à a.

THÉORÈME 3.i. — Tout élément a non primai à droite est intersection d'un
nombre fini d^ éléments primaux à droite^ qui sont des résiduels à droite de a.

L'élément a n'étant pas primai à droite, on a

a==(a.'/ii)n(a.'/i2), c i . ' ni > a, ci : n.î^> a.

Raisonnons par l'absurde en supposant le théorème faux pour a ; il en
résulte que a. ' /ii ou a. • n^ sont non primaux à droite et que le théorème ne
s'applique pas à l'un au moins d'entre eux, soit <Zi === a .' ni.

En répétant ce raisonnement, on trouverait une chaîne inunie a << ai << a^ << . . .
d'éléments dont chacun est résiduel à droite du précédent, donc d'éléments rési-
duels à droite de a, ce qui est contraire à la propriété 1. i.

THÉORÈME 3.2. — Tout élément a non primai est intersection d'un nombre
fini d^ éléments primaux (à droite et à gauche) qui sont des résiduels ou des
résiduels mixtes de a.

La démonstration du théorème 3.2 utilise la propriété suivante :

PROPRIÉTÉ 3.3. — Toute chaîne ascendante a<ai<<rt2< ... d'éléments
dont chacun est résiduel d^un côté ou résiduel mixte du précédent est finie.

La propriété est immédiate avec la condition de chaîne ascendante. Supposons
donc vérifiée la condition de chaîne descendante affaiblie. On a, en prenant des
résiduels mixtes :

CTI == (a .' b} ' . c, a.i= (ai .* b\ ) '. Ci, a.-',== (^2 •• b.^} '. c'^, . . . .

OU

«•== (a .'66i)'.cic, a.-,= (.a . '661 6.2)'. CsCiC,

La chaîne descendante
a \j b ̂  a u bbi ̂  a u bbi b^ ̂ ...

d'éléments ̂  a a ses termes tous égaux à partir d'un certain rang. Il en est donc
de même pour les termes de la chaîne ascendante constituée par les éléments

a.-(au6)= a .' b, a .' {a\jbb\) == a .' bb^ a .' (au bbi 6.2) = a :bb^b^ ....

La chaîne donnée se présente donc à partir d'un certain rang comme une
chaîne de résiduels à gauche d'un même élément, et cette chaîne est [finie d'après
la-propriété 1. i.

Revenons à la démonstration du théorème. L'élément a n'étant pas primai
n'est pas primai à droite, par exemple, et l'on a

a •=. a . n.i r\ a .'fiy,, a .' ni> a, a. ' / i :>>a.

En supposant le théorème faux pour a, les éléments ai==a . ' /< i et a\-==a.'n^
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auraient la propriété suivante : l'un au moins d'entre eux n'est [pas primai et le
théorème ne lui est pas applicable. Soit ai cet élément. En répétant ce raison-
nement, on trouverait une chaîne infinie a <^a\. <<.. . << ak<^. • - d'éléments dont
chacun serait résiduel à droite ou à gauche du précédent, ce qui serait contraire
à la propriété 3.3.

IV. — Décomposition réduite. Théorème d'unicité.

Sous la forme précédente, il n'y a pas unicité des composantes, ni même de
leur nombre, comme le montre un exemple emprunté à la théorie des idéaux d'un
anneau, donné par L. Fuchs [14]. Pour obtenir une décomposition plus précise,
nous allons comparer les résiduels à gauche premiers propres de a à ceux des
éléments a, qui interviennent dans la décomposition.

PROPRIÉTÉ 4. i. — Dans une décomposition quelconque a = ai n 03 n ... n ctrni
tout résiduel à gauche premier propre de a est un résiduel à gauche premier
propre de l'un des ai(i === 1 , 2 , . . . , m).

On peut évidemment se ramener au cas de deux composantes. Soit a = ai n 02.
Formons

a.-p =(«1 .'p)f\{aî.'/?),
puis

7?=a-.(a.-7))=[ai-.((ai.-^)n(ai.-jD))]n[a.2-.((ai.-jD)n(a2.-/?))],
d'où

P ̂  («l •• («l -*jo))n(«2 *. («2 .-JO)) ̂ Pf

et par conséquent :
p = («i '. (ai .-7?))n(a2 \(a, .•/?)).

Or un élément premier/? est n -irréductible ( l l). On en déduit :

p = ai '.(ai.'p') ou p = a. '.(aï .-jo)

et/? est un résiduel premier à gauche de <2i ou a^ soit par exemple ai. Si p
n'était pas propre pour ai, on aurait ai .'/?== ai ; on en déduirait

M==/?=<22'.(a2.'7?);

D serait donc un résiduel à gauche premier de 03. Si/? était impropre pour 02 on
aurait 02 • ' /? ^=L a^ et

a.-/? ==(ai : p}(\{a;.'p}=a,

ce qui serait contraire à l'hypothèse.
La réciproque de la propriété 4. i n'est pas vraie, mais les décompositions

suivantes, appelées réduites, vont jouer un rôle important dans les théorèmes
d'unicité.

(1 4) En effet, si l'on avait p = br\c, avec 6>jo, C>JD, on en déduirait b c ̂ , 6hc=jo, d'où
puisque p est premier, b ̂ p ou c ̂ p.
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Définition 4. i. — On appelle décomposition réduite à droite

a == ai n 02 r»... n a,n

une décomposition en éléments ai-^ u dans laquelle a i . ' n^> ai entraîne a . * n"> a.
On définit de même une décomposition réduite à gauche, ainsi qu'une décom-

position réduite (à droite et à gauche).
On a immédiatement la propriété suivante :

PROPRIÉTÉ 4.2. — Pour qu^une décomposition soit réduite à droite, il
faut et il suffit que tout résiduel à gauche premier maximal propre
de ai(i== 1 ,2 , . .., m) soit contenu ( lu) dans Vun au moins des résiduels à
gauche premiers maximaux propres de a.

Une décomposition réduite quelconque permet d'obtenir une décompôs'tioji
réduite plus particulière satisfaisant à la propriété suivante :

PROPRIÉTÉ 4.3. — S^il existe une décomposition réduite à droite de a -^ u en
éléments pr (maux à droite^ on peut trouver une décomposition de a réduite à
droite en éléments primaux à droite tels que leurs résiduels premiers associés
soient incomparables (lti).

Soit^o/le résiduel premier associé à a/. Parmi les pi(i'= i , 2, . . ., m.); c> ii^
dérons les maximaux pu, p i ^ y . . ., pis- L'indice ij étant fixé, soit A,y l'Hiter clion
des ai pour lesquels on a p i ^ p ^ . On peut donc écrire :

' = ̂ "̂  A,^, avec A,y^ u.a=f ^A^, avec
/=J, 2,...,A-

Nous allons montrer que cette décomposition satisfait à la propriété 4.3.
Vérifions d'abord que A/i est primai à droite avec p i y comme résiduel premier
associé. D'après la propriété 4. i , toutrésiduel à gauche premier propre maximal
de A/i est contenu dans7?,i. D'autre part, on a

a = A,, n A<2 n ... n A,.,.

Si p,\ n'était pas contenu dans un résiduel à gauche premier propre maximal
de A,i, on aurait A/i .* pi\== A,^, et en vertu de A,^ .•/?„== A,y (y > i ), a . ' p^== a.
Comme on a a/i .• pu >> a/i, la décomposition donnée ne serait pas réduite à droite.
Il en résulte que pu est bien le seul résiduel à gauche premier propre maximal
de A,i. On démontre de même que tous les A,y sont primaux à droite, avec pij
comme résiduel premier associé. Déplus la décomposition a=A/i nA/2 n .. . n A/,.
est réduite à droite d'après la propriété 4.2.

THÉORÈME 4.i. (Unicité). — Deux décompositions de a réduites à droite, en
éléments primaux à droite dont les résiduels premiers associés sont incom-

(15) b est contenu dans c signifie 6^c.
( l e) b et c sont incomparables lorsque b ^=c-s c 4= b.



parables^ admettent le même nombre de composantes avec les mêmes éléments
premiers associés.

Soit
a == ai r\ ciî n ... 0 a'm

une décomposition en éléments ai primaux à droite dont les résiduels premiers
associés satisfont aux hypothèses du théorème. Nous allons montrer que ces élé-
ments JD, sont les résiduels à gauche premiers propres maximaux de a. En effet,
la décomposition étant réduite à droite, pi est contenu dans un résiduel à
gauche pi premier propre maximal de a (propriété 4.2). D'après la propriété 4. i ,
p\ est un résiduel à gauche premier propre de l'un des éléments ai, 03,.. . , a/,/.
On a donc

pi^p'i^p}'

Comme pi et pj sont incomparables, on a

P i ^ P j - ^ P ' i -

Inversement, tout résiduel à gauche p\ premier propre maximal de a est,
d'après la propriété 4. i, un résiduel à gauche propre de l'un des éléments ai et
il est par suite contenu dans l'un des pi qui à son tour est contenu dans un
résiduel à gauche premier propre maximal de a, soit/?J. On a donc

P'i^Piî=P"i,

d'où résulter ==pi.

THÉORÈME 4.2. (Existence). — Tout élément a non primai à droite admet une
décomposition réduite à droite en éléments a/ primaux à droite et résiduels à
droite de a, dont les résiduels premiers associés sont incomparables.

D'après la propriété 4.3, il suffit d'établir l'existence d'une décomposition
réduite à droite en résiduels primaux à droite pour tout élément a non primai à
droite. On utilise à cet effet le lemme suivant :

LEMME 4.i. — Tout élément a non primai à droite admet une décomposition
réduite à droite en deux résiduels à droite > a.

L'élément a n'étant pas primai à droite, on peut écrire :

a = (a .' /ii)n(a .' T^), avec a.'/ii>a, a.' 713 > a.

Si un résiduel à gauche premier propre maximal pi de a . ' n^ vérifie a . ' p i == a,
on a

a = ( a .• /îj pi ) n ( a .' n^pi ) = *( a .' n^p\ ) n ( a : u^, ),

avec
a < a.' n^ << a .' n\p^.

En répétant ce raisonnement, on aboutit d'après la propriété 1. i à une décom-
position

a = (a.' /?2i)n(a.' ^2)
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dans laquelle les résiduels à gauche propres/? de a .• Wi vérifient tous a . ' p >a.
De même on peut trouver une décomposition

a = ( a.' m^ ) n ( a : m-j, )

pour laquelle les résiduels relatifs à a .• m^ ont la même propriété. Cette décom-
position est bien une décomposition réduite à droite.

Appliquons le lemme 4. i à la démonstration du théorème. Si le théorème n'était
pas vrai pour a, l'un au moins des éléments a . 'Wi ou a.' Wa aurait la pro-
priété suivante : cet élément, par exemple ai= a .• T?ZI, n'est pas primai à droite
et il n'admet pas de décomposition réduite à droite en résiduels primaux à droite.
En poursuivant ce raisonnement, on aurait une chaîne infinie de résiduels adroite
de a, contrairement à la propriété 1. i.

On établira de même en s'appuyant sur la propriété 3.3 le théorème suivant :

THÉORÈME 4.3. — Tout élément a non primai admet une décomposition
réduite en éléments primaux qui sont des résiduels ou des résiduels mixtes
de a.

V. — Décomposition en éléments [n-irréductibles.

Il nous faut distinguer ici la condition de chaîne ascendante et la condition de
chaîne descendante affaiblie. La décomposition dans le premier cas est bien
connue ( [9], p. i i ^ ) . 1 Dans le deuxième cas on ne peut l'obtenir sans une
hypothèse supplémentaire.

Définition o. i. — On dit que T est faiblement c\-continu si la relation

x n ( ^J ya^ == ̂ J ̂  nra )

\aea / a ça

est vérifiée pour les éléments y a d'une chaîne minorée. Cette condition est
vérifiée si T est n-continu ( [9], p. 42), et, en particulier, si T satisfait à la
condition de chaîne ascendante.

THÉORÈME 0 . 1 . — Si T est un treillis avec élément universel^ faiblement
f\-continu, satisfaisant à la condition de chaîne descendante affaiblie, tout
élément a e T est l^ intersection d'un nombre finid'éléments r\ -irréductibles (17).

En vertu des hypothèses, T est complet pour l'union et complet pour l'inter-
section des éléments x^a, a étant un élément quelconque. L'ensemble des élé-
ments n -irréductibles a?^ a n'est pas vide puisqu'il contient u. L'intersection i de
ces éléments existe, elle vérifie i^a. Nous allons montrer l'égalité i=^a. D'après
la condition de chaîne descendante affaiblie, l'hypothèse i^>a entraînerait

(") J'ai énoncé ce résultat dans la Note [ 20 j.
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l'existence d'un élément^? tel que i^p^ a (i8). L'ensemble F des éléments x e T
qui vérifient/? n x == a est inductif; en effet, si l'on ajo c\Xy. == a pour les éléments
d'une chaîne { Xg^ \^^ cette chaîne est minorée par a et l'on peut écrire, Tétant
faiblement n -continu :

p n Ç \^Jxy, y== ̂ J\p na-a) = «.
\a€a / aea

D'après le théorème de Zorn, cet ensemble F admet donc un élément maximal y.
Supposons y ==yi rïya(yi>>y, ya>y) On aurait donc :yi r\p^> a^y^ n/?>a,
et, puisque /?^- a, yi n/? ===:ya nj? ===/?, c'est-à-dire yr\p=ip^ ce qui serait
contraire à l'hypothèse y n/? = a. Donc y serait n -irréductible. Il en résulterait,
d'après la définition de î',y^:<, d'où y ̂ /?, etyn/?==/?, ce qui est impossible.
On a bien/== a et le théorème est démontré, puisque l'intersection i d'un nombre
quelconque d'éléments n-irréductibles >>aest égale à l'intersection d'un nombre
fini d'entre eux.

Tout élément n -irréductible étant primai (propriété 3. i), le théorème 5. i nous
redonne l'existence d'une décomposition de a en un nombre fini d'éléments
primaux (cf. théorème 3.2) lorsque T satisfait à la condition (H), du moins dans
le cas où T est faiblement n-continu.

On peut donner une autre démonstration du théorème 5.i en utilisant un
résultat de G. Birkhoff et 0. Frink, ou intervient la notion d'élément
U-inaccessible.

Définition 5.2. — On dit qu'un élément x est \j-inaccessible (mod a) si la
relation

^=^J^a

aea

est impossible pour une chaîne d'éléments Xy, > a tels que l'on ait Xy, << x pour
tout a e €L.

Le théorème de G. Birkhoff et 0. Frink ( [3], théorème 7, p. 3o4), légèrement
généralisé, s'énonce alors :

Si T est un treillis complet pour l f union, faiblement r\-continu, dans lequel
tout élément ^> a est union d^ éléments \J-inaccessibles (mod a), a est inter-
section d^ éléments r\-irréductibles.

Pour démontrer le théorème 5. i , il suffit donc d'établir le lemme suivant :

LEMME 5.i. — Si T est un treillis avec élément universel, satisfaisant à la
condition de chaîne descendante affaiblie, tout élément >> a est union
d'éléments \J- inaccessibles (mod a).

(18) La notation p ^ a signifie p couvre a, c'est-à-dire qu'il n'existe aucun élément x
vérifiant p > x > a ( [ 9 ], p. 5).
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Pour le démontrer, nous passons par rintermédiaire dés élémçnte^mptô^wear

^-irréductibles (mod a), ̂ est-à-dire des élétaents^tels^

î=l_laîaî avec a<a?a<-y
ae<a, • " • ' '• .;• ' , • ,' " • • •< .•' '. • -

est impossible pour les éléments a-a d^nn ensemble formant ou nonunechaîiie.
Un élément complètement U -irréductible (mod a) est donc U -inaccessible (mod a)
et le lemme sera démontré si Ton remplace « U - inaccessible » par « complè-
tement u - irréductible ».

Raisonnons par l'absurde. En supposant le lemme non vrai, il existerait, d après
la condition de chaîne descendante affaiblie, un élément minimal b>a pour
lequel le lemme est faux. En particulier, b ne serait pas complètement u-irréduc-
tible (mod a) ; on aurait donc :

6==H.ra, a<Xy.<x.

<x€<9L

Mais ̂  serait, d'après l'hypothèse b minimal, l'union d'éléments complètement
U-irréductibles (mod a); il en serait donc de même de 6, ce qui est contraire a

l'hypothèse.

VI. — Éléments primaires.

T désigne à nouveau un demi-groupe réticulé satisfaisant à_la condition (H).
Rappelons la définition d'un élément q primaire à droite ([91, p. i4^) '- les

relations
xy^=q, y^î

entraînent l'existence d'un nombre naturel/: tel que x^q.
En appelant r le radical de q. défini et étudié au paragraphe 2, cette définition

peut être mise sous l'une des formes équivalentes suivantes :

^y^<7, y^ï entraînent x^r;
xy^q, x^r entraînent y ^q ;

x^r . entraînent q . ' x = q .
{ d )

Nous allons caractériser un élément primaire à droite du point de vue de ses

résiduels à gauche premiers propres.
Lorsque q= r, ? est premier. Son seul résiduel à gauche (ou à droite) propre

est égal à q. Supposons donc q < r.

PROPRIÉTÉ 6. i. — r est un résiduel à gauche propre de q.

D'après le théorème 2.., il existe un nombre naturel k tel quer^q. On
a k > i et l'on peut supposer r*-\^ q. On a donc rr^ ̂  q, c est-à-dire

r ̂  q '. rk•^t= x.
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De plus, xr^^q^ avec r^1 ̂ y, entraînent, puisque y est primaire à droite, x^r.
On en déduit :

rssy.r*-1, avec r^—1^^.

PROPRIÉTÉ 6.2. — Tout élément primaire à droite est primai à droite^ le
résiduel à gauche premier associé étant égal à r.

Diaprés la forme (3) de la définition et la propriété 1.7, il suffit de démontrer
la relation q . -V > y. Or, on a r71-1 ̂  q . • r et r71-* ̂  y, d'où résulte ^. • r > ç.

PROPRIÉTÉ 6.3. — r ̂  M/Î élément premier minimum ̂  y.

Soit// un élément premier tel quey/^ç. Les relations

^^q^p'

entraînent, pf étant premier : r ^.p'.

PROPRIÉTÉ 6.4. — r est Punique résiduel à gauche premier propre de q.

En eflet, tout résiduel/? à gauche premier propre de q vérifie la relation p ̂ r
d'après la propriété 6.2 et la relation p^r d'après la propriété 6.3. On a
donc p == r.

Les propriétés précédentes sont caractéristiques d'un élément primaire à droite,
d'après le théorème suivant : ' . , ' - > . .

THÉORÈME 6.1. — Pour que q soit primaire à droite, il faut et il suffit qu'il'
n'admette qu'un résiduel à gauche premier propre /?, cet élément? étant un
élément premier-minimum '^q.

Ces conditions sont nécessaires d'après les propriétés 6.3 et «6.4. Montrons
qu'elles sont suffisantes. Elles entraînent/? ==: r d'après la propriété 1.6. L'élément q
est donc primai avec r pour résiduel premier associé. La propriété 1.7 donne alors :

x ̂  r entraîne y.".r=y,

ce qui est la définition d'un élément primaire à droite sous làTorme (3).
L'énoncé se simplifie qua'nd la multiplication est cômmutative puisque, dans

ce cas, tout élément premier minimal ^q est un résiduel de q d'après la
propriété 1.6. Il devient :

THÉORÈME 6.2. — Quand la multiplication est cômmutative^ q est primaire
si et seulement s'il n'admet qu'un résiduel premier propre.

Comme application, signalons le théorème suivant, ou théorème de structure
établi par W. Krull ( [16], p. 9) dans le cas de T^.

THÉORÈME 6.3. —V élément? étant premier minimal ̂  a, il existe un résiduel
primaire q de a admettant p pour résiduel premier associé. L'élément q est de
la forme a : l, avec l ̂ /?, et c'est V élément primaire minimum du segment [a,p\
ayant p pour associé.
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La propriété 1.3 et là recherche des résiduels premiers de a exposée au para-
graphe 1 montrent dans le cas commutatif l'existence d'un résiduel q = a : /,
avec 7^^?, n'admettant que p pour résiduel premier. L'élément q est donc
primaire avec p pour résiduel premier associé. Soit x un élément primaire
vérifiant a ̂  x ̂ p et admettant/? pour résiduel premier associé. On a

Iq ̂  a ̂  x et l^pi d'où q ̂  x.

Remarquons en outre que q est l'élément maximum parmi les éléments y qui
vérifient

a-.y^p.

VII. — Premier cas de décomposition en éléments primaires.

La décomposition en éléments primaires que nous allons obtenir repose sur la
décomposition en éléments n-irréductibles. Nous supposerons donc T faible-
ment n-continu (§ 5), et satisfaisant à la condition (H). Mais ces hypothèses ne
suffisent pas pour que la décomposition en éléments primaires soit valable,
comme le montrent certains demi-groupes réticulés résidués de longueur finie
donnés comme exemple par R. P. Ward et M. Dilworth [30]. Pour obtenir des
théorèmes de décomposition, ces auteurs ajoutent deux hypothèses dont l'une est
la modularité de T. Nous allons remplacer ici la modularité par la semi-modula-
rité, et donner d'abord une propriété utile d'un treillis semi-modulaire
quelconque.

PROPRIÉTÉ 7.i. — a étant un élément (^-irréductible d^un treillis T semi-
modulaire^ les relations a f\ b == a' n 6, a'^> a, entraînent b ̂  a (i9).

Considérons l'élément c==a 'n (au6) . SiT est modulaire,

c== au(<2 'n6) = au (an6) = a.

On a donc a ==. a' r\ (a u b) et, puisque a est n-irréductible, la relation a'^>a
entraîne a u b == a, c'est-à-dire b ̂  a.

Supposons maintenant T semi-modulaire, sans être modulaire.
Considérons à nouveau l'élément

c==a /n(au6)

et montrons qu'on a encore c = a. On peut écrire :

a' n b ̂  a < a' ̂  a' u b.

Les signes d'égalité peuvent d'ailleurs être supprimés lorsque c > a. En effet,

(19) On en déduit en particulier une conséquence intéressante : toute décomposition d'un
élément a? d'un treillis semi-modulaire comme intersection d'un nombre'fini d'éléments n-irréduc.
tibles, aucun d'eux n'étant superflu, est telle, qu'une composante Quelconque a ne peut être rem-
placée par un élément a"> a.



de a'== a' u b on déduirait b ̂  a ' , d'où ar\b == a ' n b == b et 6 ̂  a, c'est-à-dire
aub=a et c=a. D'autre part, la relation ar\b=a entraînerait ar\b=a
d'où a^6 et aub==b, donc c=alnb=ar\b; par suite c^a, et,
comme c ̂  a, c == a.

On aurait donc, en supposant c > a,

a' n 6 < a < û^ < a' u 6.

Mais, le treillis étant semi-modulaire ( 2 0 ) , la condition (Sa) ([9], p. 85) entraîne
l'existence d'un élément t vérifiant

a'r\b<^t^b et a = (au<)n<2''.

On a nécessairement a u ^ > a , car, si l'on avait a\jt=a d'où t^a, on en
déduirait t ^ a ' et, puisque t^b, t ^ a ' r\b. Ce résultat serait en contradiction
avec la relation a'r\b<^t. En définitive, on obtiendrait a == (au <) na' avec
a\jt^>a, a'^>a, et l'élément a ne serait pas n- irréductible.

Il en résulte a == a' r\ (au &), ce qui entraîne, comme dans le cas modulaire,
&<a .

Nous allons appliquer ces résultats à un premier cas de décomposition en
éléments primaires.

THÉORÈME 7.i. — Si T, supposé semi-modulaire et faiblement n -continu^
satisfait à la condition (H) et à la condition suivante :

Condition (I). — a et d étant donnés, il existe un nombre naturel s tel
que as n d ̂  ad et un nombre naturel k tel que, a n d1'^ ad,

tout élément x est intersection d^un nombre fini d'éléments primaires.

D'après le théorème 5 . i , il suffit de montrer que tout élément q n-irréduc-
tible est primaire. Supposons ab ̂  q, b^q. On a donc

o ( r = = 6 u < 7 > < 7 et ad = ab u aq ^_ q.

La condition (I) entraîne l'existence d'un ne ibre naturel s tel que

«•s'n d ̂  ad.
On a donc

a5 n d ^_ q
et par suite

a5 î\d ̂  a5 r\q.

D'autre part, q <; d entraîne as n q ̂  as n d. D'où

as n d == Œ^ n q, d^> q, {q n -irréductible).

( 2 0 ) La définition de la semi-modularité est celle qui est donnée dans [9], p. 85. La semi-modula-
rité est caractérisée par la condition (S^) : les relations yr\z<x<z<y\jz impliquent l'existence
de t tel que yr\z<t^y et x = (x\jt)r\z. Cette condition, utilisée par R. Croisot [8-], a été
devinée par S. Mac-Lane [24j.
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Le treillis étant semi-modulaire, la propriété 7. t supplique et donne

a'^q.

^ est bien primaire à droite.
On démontre de même que q est primaire à gauche, et par suite, primaire.

VIII. — Deuxième cas de décomposition en éléments primaires.

Pour présenter le deuxième cas, nous allons considérer dans T des éléments qui
jouent le rôle des idéaux principaux dans la théorie des idéaux d'un anneau ou
d'un demi-groupe commiitatif.

Envisageons, dans un gerbier quelconque, l'application opératoire x —>- x1 == ax,
définie par l'élément a. Elle fait correspondre aux éléments x ̂ b des
éléments x'^ab. Elle applique par conséquent la section principale commen-
çante (21) (6) dans la section principale commençante {ab). Si, pour tout
élément 6, (b) est appliquée sur {ab), l'élément a est dit principal à droite. Cela
revient donc à la définition suivante '.

Définition 8.1. — Dans un gerbier quelconque, un élément a est principal à
droite si, pour tout élément b, la relation x'^ab entraîne l'existence d'un
élément x ̂  b tel que x' == ax.

On définit de même un élément principal à gauche, et un élément principal
(à droite et à gauche).

Ces éléments principaux satisfont aux propriétés suivantes :

PROPRIÉTÉ 8 . 1 . — Dans un gerbier quelconque^ le produit d^un nombre fini
d1 éléments principaux à droite est principal à droite'

En effet supposons «i et^a principaux à droite, et x ' ^ a^a^b. Il existe, «i étant
principal, un élément c^a^b, tel que x'=.a^c. Mais, a-s étant principal, il
existe x ̂  b tel que c == a^x. On a donc x'= a^a^x et aïOa est principal à droite.

PROPRIÉTÉ 8.2. —a étant un élément principal à droite d^un gerbier résidué
à droite^ la relation x ̂  db entraîne x == a{x .' a).

En effet, x ̂  ab entraîne x = ax\ avec x1^ b. On a donc

x ' ^ x . ' a et x == ax'^ a{x . ' a).

Comme a(x . ' a) ̂  a?, on a bien
a? == a{x .' a).

PROPRIÉTÉ 8.3. —L^ élément a étant principal à droite,, dans un gerbier
quelconque, la relation b ̂ - c entraîne ab ̂ -.ac ou ab == ac.

(2 1) Ensemble des éléments sc^b.
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Supposons ah ̂ é. ac et soit ab ̂  .y'̂ : ac. L'élément a étant principal à droite y
il existe x ̂  b tel que x'= ax. On a donc

x ' == ax\} ac = a{x\jc) avec 6^a*uc^c.

Il en résulte, puisque b >- c,

x\jc = 6 ou a- u c == c,

c'est-à-dire a/== a6 ou ^=== ac, donc ab ^- ac.

THÉORÈME 8 . 1 . — 5Ï T, supposé semi-modulaire et faiblement r\-continu,
satisfait à la condition (H) et à la condition suivante :

Condition (II). — Tout élément est l'union d'éléments principaux,

tout élément x quelconque est intersection d^un nombre fini d^ éléments
primaires.

Montrons encore que tout élément q r\ -irréductible est primaire à droite.
Soit ab ̂  (7, b ̂  q. Il faut montrer qu'il existe un nombre naturel s tel que a'1 ̂ q.
S'il n'en est pas ainsi, considérons les éléments principaux à droite a^ tels

que a ==Y j aa, il existe nécessairement un indice a tel que a^^r, /• étant le
a^Cl

radical de q\ sinon on aurait a = \^ j a^^l r, ce qui est contraire à l'hypothèse.
aeci

On peut donc supposer :

ab ̂  q, b ̂  y, a^r {a principal à droite).

Considérons d =. b u q >> b. On a

ad = ah u aq ̂  q.

Soit k le plus petit entier tel que

q . • a^ == q . " a^"4"1,

son existence étant assurée par la'propriété 1. i .
L'élément ak est, d'après la propriété 8.1, un élément principal à droite,

comme l'élément a. Nous allons en déduire :

dç\ ak u ̂  q.

a71 étant principal, la relation d r\ a71u ̂  a71u entraîne d'après la propriété 8. a :

d^\aku -= ak{{d^\aku) .' a^) = ak(d.' a^').
Formons

, a^Çd.- ak) = a.ak(d.' ak)^ad^q.
On en déduit

d.' a/t^q .' a^1 = q . ' ak,
c'est-à-dire

ak(d.'ak)^q ou d^\aku^q.
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Par suite
dn^u^qn^u.

D'autre part, la relation q << d entraîne q n a ' ' u ̂  d n a7'u. Il en résulte :

û?na*M == yna^M, d^>q {q n -irréductible).

Le treillis étant semi-modulaire, la propriété 7. i s'applique et donne

a^ u ̂  q,

d'où
a^"4-1 ̂  ̂  et a ̂  r,

ce qui est contraire à l'hypothèse. Le théorème est démontré.

Applications. — La condition (II) est vérifiée dans le cas des idéaux d'un
anneau (ou d'un demi-groupe) quelconque commutatif; les éléments principaux
étant les idéaux principaux de la forme aA (ou aD), si A désigne l'anneau (ou le
demi-groupe) et si a est un élément quelconque de A(ouD). La semi-modularité
est vérifiée aussi puisque le treillis des idéaux d'un anneau (ou d'un demi-groupe)
est modulaire (ou distributif). Enfin ces deux treillis sont également n-continus.

On obtient donc, en particulier, le théorème suivant :

THÉORÈME 8.2. — Si les idéaux d^un demi-groupe abélien (22) vérifient la
condition de chaîne descendante affaiblie^ tout idéal est intersection d^un
nombre fini d} idéaux primaires.

La condition (II) est également vérifiée dans un demi-groupe réticulé entier
satisfaisant à la condition (<^) ( 2 Ï ) . En effet, si la condition ( ^ ' ) à droite est
vérifiée dans un demi-groupe réticulé entier T, tout élément a est principal à
droite car x < ab entraîne l'existence de c tel que x= abc, en posant V= bc
on a bien x = ab1 avec b' ̂ b. Il en résulte que T est distributif ([5], théorème 10.6),
donc modulaire, et, en particulier, semi-modulaire.

Supposons en outre que T soit résidué. La méthode utilisée par J. Certaine
pour établir la distributivité ([5], théorème 10.6) permet d'établir aussi la loi
de n-distributivité générale :

an/r^6a)=^(^n6a),
\a€<a. / ae<a.
U6»)-^

,a€<a. / ae<a.

d'où résulte que T est n-continu. On en déduit le théorème suivant :

THÉORÈME 8.3 — Si un demi-groupe réticulé entier résidué satisfait à la
condition (^) et à la condition de chaîne descendante affaiblie^ tout élément

(") Le théorème 8.2 s'applique aussi aux idéaux d'un anneau ou d'un demi-groupe non commu-
tatif A lorsque la condition a A = A a est vérifiée pour tout aeA.

(») Condition utilisée par R. P. Dilworth et M. Ward [30], J. Certaine [5], M. L. Dubreil-
Jacotin [10]. Rappelons la définition ([9], p. 219) : T satisfait à la condition <<ï>') à droite si la
relation a ̂  b implique l'existence de c tel que a = bc.
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est intersection d}un nombre fini d} éléments primaires. De plus, tout élément
primaire est une puissance d^un élément premier.

La première partie du théorème résulte de ce qui précède. Démontrons de plus
que tout élément primaire q est une puissance de son élément premier associé/?.
On a en effet, si q n'est pas premier

pk^q<p.

On en déduit, d'après la condition (<!>') :

q = ap.

q étant primaire, p ̂  q entraîne a ̂ p. On a donc a == a^p^ d'où

q = a^p2.

Si/?2 ̂  q, on a ai ̂ />, d'où ai == a^p et

q == aï?3.

Finalement on arrive à q == a/^ip^'; ce qui entraîne ^ ̂ /^/1 et par suite y -==-?''.
Donnons un autre exemple, représenté par le diagramme suivant {fig. i) :

avec une multiplication commutative donnée par la table :

0

0

<%
b
c
d

m

~ ï
e

0

0

0

o
0

0

0

0

a

0

a

0

a
0

a
a
a

b

0

0

b

0

b

b
b

b

c

0

a

0

a
0

a
a

c

d

0

0

b
0

b

b

b
d

m

0

a
b
a
b

ï
(!
m

q

0

a

b
a
b

q

ï

î

e

0

a

b

c
d

m

q
e



Le treillis T vérifiera conditicin (H); il est semi-modulaire sans être moduaire.
Les éléments principaux sont o, a, b, c, d, e\ donc T^érifie la condition (II).
Les éléments (\ -irréductibles sont c, d, q, m, e. Or ç, d, m et e sont premiers, et
q est primaire (son seul résiduel premier propre/est m == q : m). Tout élément
H-irréductible est bien primaire.

Montrons sur un autre exemple que la^ semi-modularité est essentielle dans
l'énoncé du théorème 8. i.

Soit T le treillis représenté par le diagramme suivant {fig. 2) :

avec une multiplication commutative donnée par la table :

0

b
a

b

c

d
m
e

0

0

0

0

0

0

0

a

0

a

0

a
0

a
a

b

0

0

b

0

b
b
b

c

0

a
0

a

0

a
c

d

0

0

b
0

b
b
d

m

0

a
b
a

b
m
m

e

0

a
b
c
d
m
e

Le treillis T vérifie la condition (H). IL.CS éléments principaux sont o, a, 6, c,
d, e et la condition (II) est vérifiée. T ̂ est pas semi-modulaire. Or, Félémont a
est n-irréductible, mais non primaire :

cm^a, c^q, mk==.m^a.

Par contre, a est primai^ conformément à la propriété 3. i ; ses résiduels premiers
propres sont c == a : m et m ==a : c ; le résiduel .premier associé à a est m.
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IX. — Troisième cas de décomposition en éléments primaires.

Ce dernier cas ne fait plus appel ni aux éléments n-irréductibles, ni à la semi-
modularité, ni à P n-continuité ; il suppute sur la condition de chaîne descen-
dante affaiblie et sur une condition faisant intervenir de nouveaux éléments du
treillis, que nous appellerons essentiels.

Soit T un demi-groupe entier réticulé résidué ; fixons un élément a e T et
considérons deux éléments b et c qui vérifient la relation

ab u h = ac u A,

h étant également fixé, cette égalité détermine entre b et c une relation
d'équivalence R/; dont la classe de h est déterminée par l'ensemble 1 des élé-
ments x ̂ h.' a\ or, on sait ([9], p. 197) que la plus fine équivalence, régulière
par rapport à l'union et à la multiplication, admettant 1 pour classe, est la relation
d'équivalence R.̂  définie par :

b == c(B4 ) sl et seulement si b u i == c u i\ iç. I, i' € I, c'est-à-dire
b == c(R^) si et seulement si b\j (h . ' a) = c\j (h . ' a).

On a donc R^ ̂  R/^. Nous dirons que a est essentiel à droite si l'on a R^== R^
quel que soit h. On a donc la définition suivante :

Définition 9. i. — T étant un demi-groupe entier réticulé résidué, on dit que a
est essentiel à droiteÇ2^) si la relation ab u h=ac u h entraîne b u (À.'a)==c u (h.-a).
On définit de même un élément a essentiel à gauche, et un élément essentiel.

Exemples. — i° A étant un anneau commutatif avec élément unité, tout idéal
principal est essentiel.

2° D étant un demi-groupe deDedekind (2 5) , tout élément de D est essentiel.

PROPRIÉTÉ 9.i. — Le produit d'un nombre fini d^éléments essentiels à droite
est essentiel à droite.

Supposons ai et a^ essentiels à droite. De

a^a^bu h = aiâîcuh,

on déduit, Oi étant essentiel à droite :

03 b u ( h : ai ) = 02 c u ( h : ai),

( 2 4 ) cf. L. Lesieur [19]. Cette notion est également signalée par L. A. Hostinsky [32] et
J. Kersian [33].

( 2 & ) La définition d'un demi-groupe de Dedekind a été introduite par M. L. Dubreil-Jacotin
[10]; voir aussi [9], p. 228. Un demi-groupe de Dedekind est un demi-groupe réticulé entier com-
mutatif tel que tout élément soit produit d'un nombre fini d'éléments maximaux (couverts par
l'élément unité), avec unicité.
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puis, Œaétant essentiel à droite :

&U(À.* «lOî) = CU(A.'CTiOî).

L'élément ai 03 est donc essentiel à droite.

THÉORÈME 9. i. — Si T est un demi-groupe réticulé entier, résidué^ satif disant
à la condition de chaîne descendante affaiblie et à la condition suivante :

Condition (III). — Tout élément est union d'éléments essentiels,
un élément x quelconque de T est tinter section d^un nombre fini (Vêlements
primaires.

D'après le théorème 3.2, il suffit d'établir dans T le lemme suivant :

LEMME 9 .1 . — Avec les hypothèses du théorème 9. i tout élément primai est
primaire.

Supposons ah ̂  </, b 4^ q-, q étant supposé primai à droite. Appelons r le
radical de q. En supposant a^r il existerait, d'après la condition (III)
et le théorème 2. i , un élément essentiel ay,^a tel que a^^r. Comme on
a ây.b ̂  ab ̂ <7, on peut donc prendre

ab ̂  q, b ̂  y, a^r {a essentiel).

Mais en verlu de la condition de chaîne descendante affaiblie, on a, pour un
certain nombre naturel k :

q\j ak= q\j a*-1"1.

Or, u == e étant unité,- cette relation s'écrit encore :

q u ect^- == q \J aci^.

D'après la propriété 9. i, a71 est essentiel; il en résulte :

e = e\j{q : a*) = a u ( y *. a^)
et, par suite :

^=y.-<?=y. '(au(y' .a^))==(y.-«)n(y.-(y\r t<-)).

On a q . • a ̂ > q puisque b ̂  q . ' a, avec b ̂  q. On en déduit, q étant primai à
droite :

q . ' ( q - . a ^ ) = q et a^^ q .- (q •. û^-) = y,

ce qui est contraire à l'hypothèse a ^Ç r.
Le théorème 9.i s'applique à T^ lorsque l'anneau A est commutatif avec

élément unité. Donnons un autre exemple où le treillis ne vérifie pas la condi-
tion (II) et n'est pas semi-modulaire. Il s'agit du treillis T dont le diagramme est
le suivant (fig- 3) avec la loi de multiplication : xy == o, x -^- e, y ^- e\
xe == ex == x. Le théorème 9.3 s'applique car la condition (III) est vérifiée. On
constate d'ailleurs que tout élément est primaire.
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Cependant le treillis n'est pas semi-modulaire et il ne vérifie pas la condi-
tion (II) : l'élément c par exemple n'est pas l'union d'éléments principaux ; pour

Fig. 3.

qu'il le soit il faudrait qu'il soit lui-même principal, ce qui n'est pas (2( î).

X. — Théorèmes d'unicité.

Les théorèmes d'unicité classiques de la théorie des idéaux d'un anneau, tels
qu'ils sont présentés par exemple par B. L. Van der Waerden ([28], t. 2,
chap. 12, §88, p. 34) sont valables pour T lorsque le théorème d'existence a
été établi, c'est-à-dire dans les trois cas des paragraphes précédents. On peut
alors obtenir une décomposition en éléments primaires non superflus admettant
des éléments premiers associés distincts. Une telle décomposition sera dite décom-
position réduite en éléments primaires. Les théorèmes d'unicité s'énoncent alors :

THÉORÈME 10. i. — Deux décompositions réduites d'un même élément a en
éléments primaires à droite qi ont le même nombre de composantes et les mêmes
éléments premiers pi associés.

THÉORÈME 10.2. — Les composantes primaires isolées (27) de a sont détermi-
nées de façon unique par leurs résiduels premiers associés.

On démontre aussi (^r[28J, t. 2, p. 36) : pour que a . ' n-= a, il faut et il
suffit que n^pj\, où les pj sont les résiduels maximaux premiers associés aux
éléments primaires à droite d'une décomposition réduite en éléments primaires.
On en déduit, d'après la propriété 1 . 7 :

PROPRIÉTÉ lO.i. — Les résiduels maximaux à gauche ou à droite premiers
propres de a sont les résiduels premiers maximaux parmi les éléments pre-
miers pi associés aux éléments d'une décomposition réduite en éléments
primaires.

Nous pouvons préciser ce résultat lorsque la multiplication est commutative.

(2 t) En effet, on a b < c = ec, et il n'existe pas d'élément x tel que b = ose.
(2 7) Une composante q, est isolée si son résiduel premier propre associé est minimal parmi

les pi(i== T, 2,. . . , m).
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THÉORÈME 10.3. —Lorsque la multiplication est commutative, les résiduels
premiers de a sont les résiduels premiers pi associés aux éléments primaires qi
d^une décomposition réduite en éléments primaires

Pour le démontrer, raisonnons par induction sur le nombre m des compo-
santes qi. La propriété est vraie pour m •= i. Supposons la propriété vraie pour m — i.
Soit a= qi r\q2r\.. . r\qm une décomposition de a en éléments primaires.
Supposons pi maximal parmi les pi associés aux éléments primaires <//. L'élé-
ment ^?i est donc, d'après la propriété 10. i, un résiduel premier maximal propre
de a. D'après la propriété 1.3, les autres résiduels premiers de a sont ceux
de a : pi et par suite de'a : p^ avec p ' [ ̂  qi. Mais on a

a :/?{= yen . ..qm'

Donc, d'après l'hypothèse d'induction, ces résiduels sont/>.j,. . ., pm.
Les théorèmes d'unicité prennent une forme plus précise dans le troisn'me cas

de décomposition :

THÉORÈME 10.3. — Si T est un demi-groupe réticulé entier résidué satis-
faisant à la condition de chaîne descendante affaiblie et à la condition fIII > .
il y a unicité dans la décomposition réduite en éléments primaires et cette
décomposition est aussi^ dans le cas commutatif^ une décomposition en
produit d'éléments primaires.

Soit
a == qi n qî n ... n q,n

une décomposition réduite en éléments primaires. Si toutes les composantes sont
primaires isolées, la propriété d'unicité résulte du théorème 10.2. Or les
composantes primaires sont toutes isolées d'après le lemme suivant :

LEMMK 10. i. — Avec les hypothèses du théorème 10.3. tout élément premier p
est couvert par e.

Soit p -yé. e un élément premier. Considérons un élément quelconque v tel
que/?<;y^e. D'après la condition de chaîne descendante affaiblie, il existe
x tel que

P - ^ x ^ y ^ e .
On en déduit

x^up = x.

En effet, les relations/? ̂  x2 \Jp ̂  x et x ̂ - p entraînent x2 \jp ==/> ou x2 \jp == je'
Le premier cas est à exclure car il entraîne x1 ^p-> d'où, p étant premier, x — p '

Diaprés la condition (III), x-=\\ag, est l'union d'éléments essentiels a^. Si
a€<a.

Pon avait a^x ^-p pour tout a e CX, on en déduirait Cby,^p *. x, d'où x ^.p ' . x.
c'est-à-dire x2 ̂ p et x ̂ p. Il existe donc un élément cty_-==-a essentiel pour
lequel on a ax^Çp. Par suite .

p < ax\jp ^x^up = «r,
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d'où, puisque x >-/?,

Mais on a aussi
ax\}p-=±x.

x ̂  a = ae ̂  ad?, d'où ae\jp.== a",

et, a étant essentiel à gauche,
e = x\j{p . <%).

De la relation a=ae^/?, on tire,/? étant premier,/? .• a==/?, d'où

e == x u (/?.' a) = x\ïp = a?.

L'élément/? est bien couvert par e. Le lemme est démontré.
Pour compléter la démonstration du théorème, remarquons que la

relation pi\jpj==e entraîne qi\jq^e. En effet, pi est premier avec p^^qj
([9], corollaire 4 , p. i 4 i ) , d'où pi\jqj==e', qj est alors premier, avec/?*»,
d'où qi\jqj==e. II en résulte d'après un résultat classique ([9],. corollaire 2,
p . 1 4 1 ) ,

q\ H q-î n ... n qni == q\ q-î ... <Jm-

En particulier, si T vérifie la condition (<D'), on a vu (théorème 7.3) que tout
élément primaire qi est une puissance de l'élément premier associé/?/. L'élément/?,
étant maximal (c'est-à-dire couvert par e), on a le résultat suivant :

PROPRIÉTÉ 10.2. — Pour qu^un demi-groupe réticulé entier commutatif
résidué soit un demi-groupe de Dedekind, il faut et il suffit qu'il vérifie les
conditions (0') et (III) et la condition de chaîne descendante affaiblie.

Il vérifie alors la condition (^) et la condition de chaîne ascendante ( f9],
P. 224).

XI. — Conditions suffisantes pour que la condition de chaîne descendante affaiblie
entraîne la condition de chaîne ascendante.

Dans le cas des idéaux d'un anneau commutatif avec élément unité, la
condition de chaîne descendante affaiblie entraîne la condition de chaîne
ascendante (voir par exemple I. S. Cohen [7]). Nous venons de voir qu'il en est
de même d'un demi-groupe réticulé résidué entier commutatif vérifiant la
condition ( ^ ' ) et la condition (III). Par contre il existe des demi-groupes
vérifiant la condition de chaîne descendante affaiblie pour les idéaux sans vérifier
la condition de chaîne ascendante (28). Dans ce dernier exemple, si la condition (II)
est bien vérifiée, la condition (III) ne l'est pas (2 9) , tandis que dans les deux

(28) Par exemple, le demi-groupe D formé par la suite dénombrable infinie d'éléments
distincts a^ a^ a^ ..., a^, ... avec la loi multiplicative a,a.= a.a;= a^i^j).

(2 9) On en déduit, en rapprochant ce résultat de l'exemple qui termine le paragraphe 9, que les
conditions (II) et (III) sont indépendantes.
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premiers exemples les deux conditions (II) et (III) sont remplies. Plus généra-
lement, nous allons démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME H . i. — Soit T un demi-groupe réticulé entier résidué satisfaisant
à la condition de chaîne descendante affaiblie et aux deux hypothèses
suivantes :

i° T est semi-modulaire et faiblement n- continu;
2° T vérifie les conditions (II) et (III).

Alors T vérifie la condition de chaîne ascendante.

Il faut montrer que toute chaîne ascendante

a < ai < o?.2 <...
est finie.

Nous avons vu îiu paragraphe 1 (propriété 1.5) qu'il existe un nombre fini
d'éléments premiers /?/^ a tels que

p î p î - ..pLï= <^-
Posons

m=pip.,...pi.
On a donc la chaîne1

Kk < ̂ --1 < • • • < "/ < ïfi-ï < ll\< It == €.

Considérons le somment T/== [u,\ ^ /_i ] , dans lequel Ui= U i ^ i / ) , . Soit .reT/. On
a donc

lli^ .V ̂  ï f i — 1 -

On sait (lemme 10. i ) que pi est un élément maximal : e ̂  p i . D'autre part,
d'après la condition (II), il existe des éléments principaux Oy, tels que

x^(\^ci\ -=-\^^ciy.e}=\^{ay.e\jUi\
\aecl / 3i€cl aecZ

D'après la propriété 8.3, la relation e >- pi entraîne Oy,e^ a^pi ou a^e = a^p,.
On en déduit, le treillis étant semi-modulaire ( : l ( > ) :

ciy, e u Ui^ ao,pi \J iti ou a y. e u ui = cïy.pi U Ui.

Or, Oa^ x ̂  Ui_i entraîne
ay.pi^, xpi^ Ut-ipi= Ui.

Par suite, on a

ay.pi\JUi=. Ut et ay.euui^iti ou a^eu 111= if,.

Dans le segment T,, tout élément x 7^ ui est donc union de points.

( 3 0 ) On applique ici une propriété connue d'un treillis semi-modulaire ([9], remarque, p. 188).
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De plus, T, est supposé semi-modulaire et n -continu, îl en résulte que T, est
un treillis géométrique ( [9], p. 289). La condition de chaîne descendante
anaiblie dans T entraîne la condition de chaîne descendante dans T,: Or, dans un
treillis géométrique, la condition de chaîne descendante entraîne la condition de
chaîne ascendante et le treillis est de longueur finie ([9], conséquence, p. 272).
Par conséquent il existe dans T, une chaîne maximale allant de u, à ^_i. La
même propriété ayant lieu pour tout Ï, on en déduit qu'il existe une chaîne
maximale de longueur finie allant de u,, a u. La semi-modularité de T entraîne
alors que toutes les chaînes du segment [u^ u} sont finies et que toutes les
chaînes maximales allant'de Uf, à M ont la même longueur ([9], p. 88). Comme
on a u ^ a < u , la chaîne donnée a < a, < 02 <... est bien finie et la
condition de chaîne ascendante est vérifiée.

Le théorème 11. i s'applïque immédiatement au cas du treillis T\ des idéaux
d'un anneau commutatif avec élément unité. On peut aussi obtenir une théorie
valable pour le cas où A n'est pas commutatif en remplaçant la semi-modularité
par la modularité et en généralisant la notion d'élément principal ou essentiel
par celle d'endomorphisme principal ou essentiel {voir L. Lesieur fl91 ).
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