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IDENTITÉS CONDUISANT AUX SOLUTIONS DES ÉQUATIONS
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES LINÉAIRES

ET A COEFFICIENTS CONSTANTS ;

PAR M. EMILE DURAND.

Faculté des Sciences de Toulouse.

Sommaire. — On. établit une série d'identités faisant intervenir les opérateurs
des équations aux dérivées partielles. Ces identités ont l'avantage d'être très
condensées ; on peut donc opérer sur elles les transformations importantes qui
font passer des opérateurs du type elliptique aux opérateurs du type hyperbolique
et enfin aux opérateurs du type parabolique. Ces transformations seraient impos-
sibles ou extrêmement pénibles sur les solutions des équations.

Comme l'opérateur différentiel est en dehors des signes d'intégrations, les
identités ont toujours un sens et il n'est pas nécessaire d'introduire un symbolisme
particulier comme dans la méthode de Hadamard. Elles sont valables quelle que
soit la parité du nombre n des variables, et il suffit de prendre éventuellement les
précautions nécessaires quand on effectue les dérivations.

Ces identités conduisent directement aux solutions des équations aux dérivées
partielles avec second membre sans qu'il soit nécessaire de faire appel à la
méthode de variation des constantes. Elles fournissent de plus la solution des
systèmes d'équations du premier ordre qui résultent de la décomposition ordinaire
ou matricielle de l'opérateur du second ordre en un produit de deux opérateurs
du premier ordre.

On considère les équations les plus générales avec un terme d'amortissement
et pour un nombre quelconque de variables avec des données portées par une
surface spatiotemporelle quelconque. On donne ensuite les solutions des
problèmes de Kirchhoff et de Cauchy comme cas particuliers et l'on retrouve
ainsi les résultats connus.

I. — Les équations du type elliptique.

1. Identités concernant le laplacien à n variables. — Elle s'écrit

i \ r " ~i
(i) i/2[<K^)== ^à] r...r+(.r;)G(^, ^)^V,,

o ) L/=i J —..—
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avec

(2)

(3)

G(^,^)=-^——^^-, (n^2),

^ = A y/ ̂  ( ̂ / - x} )S ^V« == ̂  dx\... dx^

(4) û//= —^- (Surface de Phypersphère de rayon i).

r7

Les trois valeurs i , 1/2, o, correspondent respectivement au cas où Xj est dans
le domaine Vn limité par la surface S/i, sur S/i ou en dehors du domaine. 'sp(*r/)est
une fonction des n variables xj avecy = = = 1 , 2 , ... n et àj désigne la dérivée partielle
par rapport à Xj. L'intégrale /^-uple est étendue au domaine fermé V^; éventuel-
lement le domaine peut s'étendre jusque l'infini, mais à condition que les intégrales
qui apparaissent dans les calculs aient un sens.

Comme les limites du domaine ne dépendent pas des Xj, l'opérateur différentiel
ïàj dans (i) peut être appliqué directement à G(.z'y, x'.). Or, on vérifie aisément
que l'on a

(-) ' î )̂
Ceci est donc nul partout sauf peut-être pour r=== o où l'on a la forme indéter-

minée-* Pour que l'intégrale de ( r ) ait une valeur finie dans ces conditions, il

faut que la valeur du laplacien de --̂ —, soit partout nulle sauf en r === o où elle

devient brusquement infinie. Le laplacien a donc un comportement singulier en
ce point et l'intégrale de volume n'a pas nécessairement un sens. Nous lui en

Fig. i.

donnerons un en la transformant en intégrale de surface par les méthodes habi-
tuelles de l'analyse. En particulier, à cause de (5), nous pouvons réduire le
volume V au volume v intérieur à l'hypersphère -S de centre Xi et de rayon aussi
petit qu'on le veut mais non nul {fig. . r ) . On continue à donner un sens à cette
intégrale de volume en la transformant en une intégrale étendue à la surface 2. Si
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^ ( x / ) est régulière au point Xj on peut la faire sortir des signes d'intégration en
lui donnant la valeur ^{xj). Si ̂  désigne la dérivée partielle par rapport à x - . on
^ à{= — à'j quand ces opérateurs sont appliqués à une fonction de r. En définitive
on peut donc écrire successivement

(6) /. • .^) ̂  (^) <A';,= ̂ ,)j:. jT^ ̂  (^) ̂ .

=A(^)/...^/./^(^)rfS,

Les rij sont les cosinus directeurs de la normale extérieure à Phypersphère 1
Pour calculer cette dernière intégrale on utilise les coordonnées hypersphériques
de centre uC/, soit

' x\ — Xy = /'cos6i,
l x\ —Xî =/• sinOi 00862,
^ x\ — x-s == /' sin 91 sin 63 cos 63,

(8)

(9)

x\ —x^ == / • sin 60 sin Os sin 63 cos 61,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x'n-i — ^n-i = /' sin 61 sin 63 sin 63. . . sin 6,î_s cos ç.

> x'n — Xn = /• sin 61 sin 62 sin 63 . , . sin 6//-2 cos 9 ;
dQn= sin"-2 61 sin"-3 63.. .sin 6^-s <^8i rf6s.. .dQ,i d-s ;
o?S^= /•"-i^Q/,.

Comme nj == -^——)- on a

1,^7^=^»

en portant dans (6), on obtient

(IO) /•••^â(^)/•/t-l^Q"=-(/^-^)/•••/^=-(^-^)Q-
- »-i ^^7~"

On notera que ce résultat ne dépend pas du rayon de î. En portant ce résultat
dans (i) on voit que le second membre est égal à ̂ {xj).

Le cas de la figure 2 où P(xj) est sur la surface S/,, se traite comme précédem-
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ment, mais seule intervient la surface de la demi-sphère 1; d'où le facteur 1/2
dans le premier membre de (i).

Quand PÇxj) esta l'extérieur comme dans la figure 3, on a toujours

2^(^)-^^}=°
/==!

d'où la valeur zéro au premier membre de (i) .
Quand le point P est l'intérieur de S mais se trouve sur une surface o- de

discontinuité pour la fonction +(;r}). on a '-(^i + ^2)» ^< et 4'a étant les valeurs
de la fonction ^ de chaque côté de <r et au voisinage du point Xj.

Fig. 3.

Enfin quand le point P(xj) est sur la surface S en un point singulier de celle-ci

(point conique, arête, etc.) il faut remplacerï- S^n par l'angle solide des tangentes.

2. Étude de quelques exemples particuliers. — n == ï . —Avec r==\x—x'\,
l'identité ( ï ) s'écrit

<iï) i/a ^)==^(~)2 Ç\{x")\x-x'\dx'.
o ) ï\ctx/ J^

On a ï , i /a, o suivant que x est dans l'intervalle (a, 6), sur une des limites ou
en dehors. Il est d'ailleurs facile de l'établir directement, car on a

(12) -^)= ^j^d^)^=(^y f'^'^x-x^dx^
<i3) ^^-^y ti'(ao^==(^)2/ <K^)(^-^)^-

On voit que dans les domaines respectifs de variation de x1 pour (12) et (i3),
(* r—x ' ) et ( x ' — x ) sont positifs, il est donc possible d'écrire \x—x'\ dans les
deux cas et par addition on obtient ( ï ï).

Il est intéressant de remarquer que (n) n'est qu'un aspect de l'identité inté-
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grale de Fourier. On a, en effet

(14) ^l^-^l^-l Ç^eim^'^
' / dx1 ît J_ » w

et en portant ( i4) dans (u) il vient après dérivation

1 /T'^00
(15) ^ ( ^ ) = = — // •^{x^e^^-^dx1dm2 TC î L- »

i /^00 /-•+ 00

== — f dm j ^(a:'')cos[m{.v—x'}\dx'.
îc JQ J.._ „

Dans ce cas les limites a et h ont été rejetées à —oo, 4-00 et l'on a toujours i
au premier membre de (11). ïl faut également supposer que dans ce cas les
intégrales que l'on rencontre sont convergentes et ont un sens.

n = 2. — L'identité ( i ) n'est pas valable pour n == 2. On sait que dans ce cas
on a

(16) G(^,^)=1^ au lieu de j-^——^^j,

soit
1 ) ( i rr ————————— }

(17 ) 1/2 ̂ (.Ti, x^^W-t-àl] \ ^ j j +0i, ̂ )Log v^—^i)2-^ (^2—^2 )2 dx\dx'^ .

On notera en passant que l'identité de Cauchy du plan complexe

(18) 1/2 ^(^)= ——.(£^^-dz'
' \' '2.TVIJ Z — Z

n'est que la forme complexe de (^7). En effet, en séparant les parties réelles et
imaginaires de (18) avec

(19) <^ == $ -1- î'e, z = x^ -+- ix^ z ' = x\ •+- f'a'2,

en tenant compte des relations de Cauchy-Riemann

à\ 4> — r/2 8 = o, à\ 0 -+- à\ $ = o

et en transformant les intégrales curvilignes en intégrales de surface, on trouve
deux expressions identiques à (17) pour ^(a'i, x^) et ©(.ri, ^2).

n == 3. — On a alors le potentiel coulombien et l'identité

1 ) i r i(20) i/2^(^i, a-2, ,c3)=——(^-h^|-+-^j) / <)/(^, x\,x})-dx\dx\dx\.
o ) 4Î1; •/^ r

r " i3. Identité concernant l'opérateur | V <)J ± À3 j . — Remplaçons /i par (/i+ i)
Ly==i J

dans (i) et considérons une fonction ^(xj, Xn+i) du type

<K.»y, .Tn+i) == ̂ Ç^^e^^+i.
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11 vient

(„) .u )̂̂ .̂  _7)o^ fi^-1
0 ; L/=l J

/ /* /'+ûo fiihX'n+tx ...y^^^jf —î——^j^r
—— '" [^+(^-^)^l]2

Ceci s'écrit encore

(.,) 2;i j »(./.) = _^^ fi^2 - ̂ 1 /• • •f^ ̂ f ' —^du
0 ) U=l J———^—— -" [,.2-|-K2] 2

-^^^[i'?-»]/-/^-./:"—^-
U=l Js^^ ao [i-^(y2] 2 •»

n

Intégrer de —oo à +00 revient à dire que Fon prend un domaine limitéîpar un
hypercylmdre de génératrices parallèles à l'axe des x^^. On suppose que les
intégrales ont un sens et sont convergentes.

Rappelons-nous maintenant la définition des fonctions de Bessel Rp(d?) (voir
par exemple : WITTAKER et WATSON, Modem analysis, p. 384), soit

/ ' ï \ P T { p ^ ~ ï ) /l+ao e^w(23) K^)=(^y—_zr -_—,^w 2V/7C J-ao [i^^f^
En tenant compte de (a3), de (4) avec n -\-1 au lieu de /î, et de

/ i\ n — ï - / n — i \r( n-h - } == ——— r( ——— )
\ 2/ 2 \ 2 j

(22) devient
i ) r " 'i

(24) 1/2 $(^)= ^àf-^ r...r$(.r;)G(^,^.),^=Y^
o ) L/=i J ————

n

avec
n—g

W G'•(^a;/)=-^(iÏ7)ÎK^(x7•)•
Pour/i==i, 2, 3. avec

^K^^y^,
on a respectivement
, ., p ^r p Ko().r) e-^r(26) Gl=-^rï G2=--^—' G3==-^7'•

Pour faire apparaître le terme -+• ^2 dans l'opérateur il suffît de changer ^ en
± z^, En introduisant les fonctions de Hankel H^ et H^, on sait que l'on a

(27) K^)=^^H^),
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d'où

(28) M^)= ^^'H^-^), K^(-^)= ^/^H^).

Les fondions de Hankel sont elles-mêmes définies à partir des fonctions de
Bessel Jp(^) <?t de Neumann Ny,(;r) par les expressions

H;,(.r)==J/,(.r)-+-iN^)< 2 9 )

(3o)
si T? est entier\\lW=Sp{x)-i^p{x}

et si/? n'est pas un nombre entier, on a les définitions

W H^)= -^^[e^Jp^)-S,,W],

< 3 2 ) H^)=- ̂ ^^[e^îp(^-}_p^.

En tenant comple de (2^) et (28), les expressions (24) et (20) deviennent
1 ) r / l i -

(33 ) 1 / 2 }<î>(^)= V^-+-?-2 f— f0(^)G(^-,^.)^V,,
^ i 1 A"" 1 ^ l/

G.(^,^.)=^(^) ' H^(±=A,.).

= i , 2, 3, 4 et

< 3 4 )

Avec /t

•M^)^/-2-811112'5 J i(^)=i/^-cos^2 y "-^ ~ -2 y ^A'
on a respectivement

(35^ G,(.^)=^, G3=-^

G-(-^)==HÂ(^- ^=^(^)"^-).(36)

4. Solution générale de l'équation aux dérivées partielles du second ordre.
Considérons l'équation aux dérivées partielles avec second membre

(3;) ^^;±^ +(^.)=/(^.),
L/=i J

Nous allons voir que les identités (i), (24) et (33) qui s'écrivent

i r n -]
(38) 1/2 <K^.)= V^±X2 f...f<K^)G/^V,

Lyf J1——^^

donnent la solution de (37) à l'intérieur de l'hyper volume V/i quand on connaît ip
<9d>et sa dérivée normale — sur Phypersurface Sn qui limite V,i. En effet comme
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àjGn=-—à'jGnï on peut écrire successivement en intégrant par parties

(39) àjÇ . .Ĵ  G. dV^ == y.. .Ĵ  ̂ G« û^ = -F.. .f^ ̂ G. ̂

=-/• • •/i ̂ G/J + G. à1^ j ̂

= -/• • •/ ̂ fin dS, +y.. .f G. ̂ ^ d\^

les ny sont les cosinus directeurs de Fhypersurface. Appliquons de nouveau
l'opérateur àj- à cette expression, ce qui donne

(40) à j j ' . . .^Gn dV^^n^ ̂ .G, dS'^-^^Gn) {à'^d\\

= f^/+ àjGn dS',, - fà)l(à^)Gn] dV',^ FGn {à'^} dV^.
»/s * •^v ^v

En sommant par rapport à j et en posant
H

(41) ^J/^/^/'=:= ,4" (dérivée normale),
/=!

l'identité (38) prend la forme

(42) [ " "1)= ç ' - Ç G n y.à';-±.^- +(^)^v.1/2 \^{x,) = / ... / G, ^ ̂ °- ± X- +(^) rfV;
0 J J V

J_t/v .~ J

^••'•x[*&-G•-a]•'3••
Cette expression (42) est une identité valable quelle que soit la fonction ' ^ ( x j )

pourvu que les intégrales aient un sens. Mais si ^(^j) obéit à (87), on a la
solution cherchée

(43)
^^^^ '̂"^"^[^ "G^]^'

Si l'on effectue un changement de variables x'. •== x. (q1, ^2, . . ., a'1) et si l'on
utilise la notation àfXj pour -— l'élément de volume devient" r àqi

ai x\ ai x\ ... à\ x'n

d^l^{dx\dx\...dx^•\=. dq1 dq9,, .dq71.

ÔnX\ ÔnX'. ... ànX'n

Plus exactement on voit que c'est un tenseur complètement antisjmétrique sur
tous les indices; on peut lui faire correspondre un invariant par la méthode
habituelle des tenseurs adjoints.
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Par exemple avec les coordonnées hyperpolaires (7), on trouve

<a?V^== r'^drdQ,.,

Félément d'angle solide d^n étant donné par (8).
Une hypersurface dans un espace à n dimensions est définie sous forme para-

métrique par les n expressions

x'j=x'j(q^ q 2, ..., ^-i),

et les éléments d'hypersurface sont définis par

( 45 ) dS'/ = [ dx\ dx\... dxj—y dx'j^... dx'n ]
ai x\ ai x 2 ... ai x'j-^ ^i x'j^ ... ai x'n

== àî x\ àz x'.^ ... à-î x^i à-î. .y/4-i ... àî x'^ dq^ dq2.. .dqn~i.
àn—\X\ àn—\X'^ ... Ôn—\X'f—\ àn—\X'j^ ... àn—iX'n

On définit ensuite dS1 et le vecteur unitaire nj par

(46) dS'=t/^dSfdS'^ ^=§'
V /==!

Exemples. — 1° Avec les coordonnées cartésiennes

^i=<7S ^2=ç2» • • • , ^n^Aq1, ̂  ..., ^/'-1),
on a

/ dS\ = à^f, dS'.i = àîf, ..., dS'n^ == ̂ -i/;

1 /——/î":"ï————
{ 7 ) idS' = A / i + ̂ (<^//)2 ̂  ̂ .. -dx'n-^

[ \ 7=1

2° Avec les coordonnées hyperpolaires (7), on trouve pour Pélément de surface
pe rhypersphère de rayon i :

( 48 ) dS = sin"-2 61 sin"-3 62. . . sin Qn-i ^81 d^,.. dQn d^

et pour la surface
n

2^
S == Q/, :

(i)'r ( n
\2

SOlt

7 1 . . . . . . . . . . . . . . . . I 2 3 4 5

QTC2

Q/,. .............. 2 2ÎC 4?: 2^2 °3-

o. Solutions des systèmes d'équations aux dérivées partielles du premier ordre.
— Considérons le système

n

(49) 2«*<W^)=/,
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où les a/; désignent les n matrices carrées à n rangs et telles que

(5o) a^ay4-aya;== 220 8/y,

ao étant la matrice unité à n rangs. L'équation matricielle (4g) représente
n équations si ^ et / sont des matrices à une colonne et n lignes. Ces matrices
permettent de décomposer l'opérateur du second ordre en un produit de deux
opérateurs du premier ordre; (i) ou (38) peut alors s'écrire

(5i) "-[IHfâ-'Ui/2U(^.)= ^lài
0 ) [_l==k

<K^)G,,^V,.

En dérivant sous le signe somme, puis transformant àj en à', et en intégrant par
parties, on obtient successivement

[ n ~\ n

( 02 ) Y ^àk \ Ç <[/(.»;•) Gn d\'^ = - F ^ (̂ . ) V Ok à'k Gn d\',,

A=l J^» l/v» —,

= -f ̂  ̂ M^Gn^î^n +f Gn^^ ̂ WV;,
n k v'» k

= -f [2| ̂ ^1 W)G^/^S„-+-^ G/,̂ a^(.r;.)rfV,
" L '̂ J " ^

Si ^ obéit à (49). on voit en portant (52) dans (5i ) que Pon a

(53) 1/2 <K^.)= Va^ ( r/G.^.-f+(^)GjV^,a,1^.).

o ) Lsî Jl^» l/s'. L ^ J (
On voit que (53) donne la solution de (49) quand on connaît le-second membre

et quand on connaît ^ sur Fhjpersurface qui limite le domaine.
Premier exemple. — n === 2 ; le système (49) peut s'écrire

(W [ai^i-+-a2^](K.yi, ^2)=/(.ri,^s),

avec

(55)

ou encore

(56)

ai=

ai ^1 [ 1 ^1
6^ ——^2 | | ^S

02 =

/I

/<

^2^1-+- ai .̂2 =/],

^1^1——^2+2=./ ' î ,

la fonction G ayant l'expression

(57) G..{x, x., x\, ̂ )= ^:ï-o^/-.

Quand /== o on notera que les équations (56) se réduisent aux conditions de
Cauchy-Riemann pour les fonctions analytiques; il est donc indiqué de décom-
poser l'opérateur (^-+ ̂ ) en un produit (<^i—/^) (^i+^2).
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Deuxième exemple. — On considère trois matrices ay de rang 4, mais des
fonctions de trois variables Xj seulement, soit

(58)

o — àî àî — ai ^i fi
àî o —aï —àî 4/2 __ /a

—àî ai o —as ^3 /3
^1 <^2 <^3 0 (L'4 ^4

^a^^==/.

Sous forme vectorielle d'espace ces équations s'écrivent aussi

(59)

' --» ——> >
ro t^—grad4/4==/

div^ ==/4

^=(+i,^/,^),

(^=(/1,/2,/3),

Remarque. — (53) suggère l'introduction d'un « potentiel » ^ des fonctions 4»
tel que

(60)

f o i )

+=^,a/^$,
/

$ = r/G« d\',- r ^GJ y 71^,1 ŝ',,Jv» Js» L A J
C'est ce que l'on fait couramment en éicctromagnétisme par exemple.

6. Relations intégrales entre les fonctions de Hankel de différents ordres. _
Considérons les identités (24) ou (33) écrites pour n + i au lieu de n, soit

1 ) r "+1 ~i
(62) 1/2 ̂ (.ry, ̂ .i) == V ^ ? ± X 2 Ç ^(^•,.r^i)G^i(X,/^06/V^,

o ) L^=î J^^
les fonctions G,,+i(^, r^+i) étant données par (a5) ou (34). Considérons une
fonction 0 du type ^>{xj) exp(±:^a^+i). L'expression (62) s'écrit alors

)= ^^±(X2-4-^) Ç ̂ •)d^r\n+^

L/^i J^ t/-9B(63) 1/2 U(̂ .) =\^àJ ± (X2-4- ^2) [ / <|;(.r;) d^ I Gn^ e^^-^. dx^
o ) L/=i

avec

(64,1 G^i(X, /^i) = G^+i (X, v//^-+- (^ - .T')^! ).

En posant u == x1—x et en comparant (63) à (33) ou (24) écrites pour
\ /.-'4- ^-', on en déduit que l'on doit avoir

(65) Ç^'e±f(^G^i(x, ̂ -^ ̂ ) du = G^( ̂ -+-^2, /'/t).

Celte expression (65 ) est l'identité cherchée. Quand on y fait y. == o, on retrouve
des identités connues, au moins pour lés petites valeurs de TI, soit :

(66) .=i: ^^(rfcX^+^^^r^:
e±0rt -
ïTT*
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On peut y remplacer ^ par (À et ri est un nombre toujours positif :

/'+aB e^^'3'^"' i
(67) .=.: ^ -^=^- ^=-^H;(±X,.);

(68) » = 3 = r-Hî(^>/7T^)... .̂
J,, v/r^-h^2 ±tX/ '3

II. — Les équations du type hyperbolique.

[ 27+1 -i
1. Identité concernant l'opérateur hyperbolique v~'1 à\— V ô^ \ déduite de

/=i J

[ îq+î 1

Pidentité concernant Popérateur elliptique V ôj [. — On part de l'identité ( i)
/=i J

concernant l'opérateur elliptique à n == îq + 2 variables et l'on intègre de — oo
à + oo sur la variable x\ 3 » solt

i ) r 2-7+1 -i
(69) i/2^(^,^^)==- à^+^à-j { . . . . ,

0 ) L 7=1 J
^ «-i = .̂ /̂ ^•jC .̂î ^ ]̂.̂ ^-

2y+l

Dans tout ce paragraphe nous écrirons simplement r au lieu de

/2V-+-1^7+1=1 y ^(^/-^)2.
Posons

(7l) X'îy+î==^î^î-^ A.

La dernière intégrale de (70) s'écrit alors

^ ^r^^;^
ou(73) ^•[-^^rjc:"^^;^"

_ i r î à i7'"1 r4"0 i r T l i. / . ^ -^
- (<y-.i)!L- 2r o>rj J_ 2Jr[T=Tr ~~ rT^J ̂ ^^ >r27+î+ x)^-

Des intégrales de ce type concernant la variable réelle À peuvent se calculer par
la méthode des résidus. Si ^ ( z ) est holomorphe dans l'un des deux demi-plans

situés de part et d'autre de l'axe réel et si z ' ^ ^ tend vers zéro uniformément

pour toutes les valeurs de z ayant un argument compris entre zéro et TC,
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quand [ z \ —> oo , on sait que l'on peut remplacer la variable réelle À par la variable
complexe z et compléter l'axe réel (— oo, + oo ) par le demi-cercle supérieur ou
inférieur de rayon infini.

L'intégrale (73) se sépare en deux; si l'on considère le contour relatif au demi-
plan supérieur, seul le pôle \ -==. ir se trouve à .l'intérieur; si l'on considère
le demi-plan inférieur, seul le pôle À =—ir se trouve à l'intérieur. Il faut bien
noter que si ^ est holomorphe dans l'un des deux demi-plans elle ne l'est pas dans
l'autre, à moins qu'elle se réduise à une constante.

Si les conditions précédentes sont réalisées, on a pour (78) l'expression

(74)
(<?- •iyr [- ir îr]7 l[r-l +(^'xî(f+î± lr)]'

le signe -i- correspond au demi-plan supérieur et le signe — au demi-plan
inférieur. Portons cette expression (74) de l'intégrale sur ^ dans (70) en notant
que ^29+2 <7 ' = aîr^'1"1 ; il vient

^> i • • • ! = ̂  [- ̂  y^1 ̂ ' ^+2± "•)!•

Appliquons l'identité formée par l'ensemble de (69) et (76) à la fonction
^(a-y, — iXîq+ï). On a alors ^(x'^ — ixiq+î ± r) dans (75). Puis posons ^3^+2 == ivt\
il vient alors l'identité cherchée concernant l'opérateur hyperbolique

[ 2-7+1 -1i ) F î(r+i

(76) i/2 ^ 4 ,̂, ̂ ) == ^àî - ̂  àj
o ) L /==i

^àî-^àj ( . . . ) ,
/==l J

^) ^''^^f-'fl-^]7'1^1^^^^^^^^^^^^

àt désigne la dérivée partielle par rapport au temps t.
Suivant que l'on a + ou —, (77) peut encore s'écrire

w ! - ' -v. ̂ f^^ [- 'r ysf^^ ̂
Sy+l

B/».»\v i r r r i à 17 r 1)

(79) !•••i=2[Î^J•••J r f ( ' '^ lL -7•5^J J ,'^ (^ t>T)r fT•

2y-n v

Dans (76) on a i , 1/2, o suivant que le point Xj est dans le domaine v^q+i^ sur
l'hypersurface qui le limite ou en dehors de lui.

D'après les conditions auxquelles devrait satisfaire 4'» on obtient soit l'une,
soit l'autre des expressions (77) correspondant à -4- ou —.En fait on peut vérifier
directement sur les formules obtenues que l'identité est satisfaite dans les deux
cas. On peut donc écrire deux autres identités en prenant la-demi-sommc ou
la demi-différence des deux identités, ce qui conduit à deux types d'ondes



- 374 -

stationnaires, soit
i ) r îy+ i -i

W 1/2 ^^.,^)= p-^_y^ h . . ; ,
0 ) L ^ J

^ ,, ( ) _ i i r rv ï à ^y-l( i \(OI) ^•^-^(i^j^'-j L-^J h^^^""^'4"^^'^^}^^-1'
2<7+1

<82) i•••i=-i^^^[--^]7;^•-)rf-•
2<7+1 ^

Noter que (82) est un cas particulier d'ondes stationnaires; on pourrait
envisager une identité plus générale où l'on n'aurait pas comme volume dans
l'espace-temps un hjpercylindre parallèle à l'axe OT et limité aux deux nappes
de l'hypercône caractéristique.

En prenant la demi-différence on a toujours zéro au premier membre de
l'identité, soit

w o^L-^-^1 {...;,
L /=i J

(84) {•••}=^•^^'f•••f[-lr ^l^S ̂ IW' vt - '-)- W- vt + '-)] j ̂ v-
Sy+l

2. Passage de Pidentité concernant 7 ^ = 2 ^ + 1 à celle concernant n == iq par
la méthode de descente. — Dans (76) et (77) choisissons une fonction ^ { x ; . ( / )
qui ne dépende pas de la variable x..^. On a donc à\^ j . . . } = = o. Posons

27
(85) ^ (^- x^ +^(^- ̂ /)2 == (^- ̂ )Jy+l + ̂ .

7=1

On en déduit que l'on a entre opérateurs la relation

(86) à. - àr. à, - P à ^ i ^ i à
à 9 ~ à ç à r ~ r ï r ' solt p ^ = r ^'

En intégrant sur x^ de x^—h(x',) à^^+A(^) avecy= i , 2, . . ., 2ç.
on a, en tenant compte de (85) et (86)

i ) r °y -i
(87) i/2U(^.,^)= p-^_V^ h..;,

0 ) L /=Ï J
/ o o ^ < , i /" r , , r i à 1-7-1 /••^i-^c7-;-) ,/-..(88) '•••^(^^/^[-.p.p] 4,-^à(';'"±r;^•

'y
La dernière intégrale s'écrit encore

<89) f,^^'vt± r)dsac—^ =f"(v''\(^ .(± r)̂ —ih2=i.
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Au lieu de la variable {x1—x)^q+t introduisons la variable T définie par

(90) -. = <d= ^ = ^ rh ^ V/C^- ^)jy-n -4- p9-.

Dans cette transformation les deux surfaces (x'—x)'iy^.t==± h(x'j) sont
confondues en une surface unique que nous écrirons r = = g ' ( x ' ^ ) et la limite

inférieure (x'—a?)2g-n=o correspond à l'hypercône i:^==.t±9-' T varie donc

de t -4--^ à ^-(.r;) ou de ^(^;) à t—^-

De l'expression (90) on tire

(9i ) ( x - x-),^ = ±: v/ 'p2(^-T)-—p--^= ± y

et l'on ne conserve que le signe -l- puisque (^'—37)29+1 varie de zéro à h^x'j).
En différentiant (90), on obtient alors

, QO ) d- = -+- î- ^x '~ 'y^<7•4•l d^'~~ 'y)2(y4-1 =: -^ 1 ^(^•—^^-M ^
k ~~ r v/(^-^)j^i+p2 ~v r

En portant (92) dans (89), il vient

r"'^ vd- r ^ " vdi
(93) f ^(.r;,pT)—- ou / <L(^, PT) ——.

J ^ ? ^ (̂.z-;.) -

En portant cette expression (93) dans (88), il vient

,-P

( 9 4 ) ^•^À/^^t-^]^'1^"^"1^
2<7

p /* /l r T à ly—i /•^^'p
^ '-^(^.^^[-p^l .̂.p ^'-^-^

2*7 l'

On ne peut dériver brutalement par rapport à p l'intégrale relative à la variable T
car le résultat se présente sous la forme ( oo — oo ) ; il y a de nombreuses manières
d'éviter cette difficulté apparente; on en trouvera un exemple plus loin où nous

.étudions en détail le cas n = î ; on pourrait aussi introduire la variîible u définie

par T== t ± ̂ -chu.1 v
II existe une troisième identité qui est l'analogue de (80) et (82) mais qui

correspond à une valeur toujours nulle du premier membre, soit

[ îq 1
(96) o= ^-àï-^àj \{...\,

7=1 J

<+ê

^) —s^ (^/•••/^4- ï yf pp^PT)^-1^
sy t>
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Nous la retrouverons plus loin et nous aurons l'occasion d'en vérifier les consé-
quences. On pourrait supprimer les coefficients constants de (97) puisque
le premier membre est nul.

3. Forme plus générale de l'identité fondamentale avec une intégrale curviligne
dans le plan complexe. — Pour passer de l'opérateur elliptique à l'opérateur
hyperbolique nous avons eu à calculer une intégrale de — oo à + oo ; pour
pouvoir utiliser la méthode des résidus nous avons complété l'axe réel par
un demi-cercle à l'infini et supposé que la fonction à intégrer était telle que
l'intégrale correspondant à ce demi-cercle était nulle. Or, il est possible de
vérifier directement les identités obtenues et l'on constate que les conditions

^̂
2^ 0

* -ir

I

\

«

Î Zç+Z x'

-ô
n

Fi g. 4.

imposées à la fonction ^ ne sont pas indispensables. Cela correspond à une
identité plus générale que (69) et qui s'écrirait

i ) r 2-7+i -i
(98) i/2 ^ +(^, x,^) == - à^_ -+- ̂  à] ; ... ;

(»> ,...,,^f^^^^^,.,,
îq+l

la variable ^y+s ^nt considérée comme une variable du plan complexe et
l'intégrale curviligne étant étendue au contour 1 ou au contour II de la figure 4
entourant l'un ou l'autre des pôles x\_^_^x^q^± ir.

Dans ces conditions on trouve en effet que (98) et (99) conduisent aux
expressions (79) et (78).

Si l'on prend le contour III, il faut multiplier le second membre de (99) par -1;

On est alors conduit à (82). Enfin si l'on prend le contour IV on est conduit à
(83) et (84) comme les contours ne dépendent pas de 7', (99) peut encore s'écrire

<-'l-! '^f- ••/•"..« [-^fv^^,^----

Tous les contours précédents peuvent être déformés et réduits à des cercles
infiniment petits entourant les pôles.
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Avec une variable de moins, on a des identités analogues qui s'écrivent

i \ r 27+1i ) r" 27+1 i
1/2 m-»/» ^2^+1)=— ^jy+l-+- ̂  ̂ ? ! • i ?

0 ) L /==! J

— r.^f^j-^r1^. ̂ ^) ,̂
2îî)yj J ^L P ^pJ ^ ^-t-C-y—.y^jy+i

01) I/2><K.T;, a*2y+l)=— [ ^jy+l-+- ̂  ((101)

o ) L /==i
T r " r r i f) ly-i

(102) i . . . î
2l'(2îî)y

l'intégrale curviligne étant prise le long des contours 1 ou II de la figure 5. Tous
ces -contours peuvent être aplatis le long de la droite parallèle à l'axe imaginaire
et passant par les points de branchement ± îp. Vérifions dans ces conditions
que l'on retrouve bien (Q5) pour ^===+00, avec le contour I.

Fig. 5.

Pour cela prenons une fonction ^("cy, —^a/y-t-i)? ce qui donne pour la dernière
intégrale de (102)

^X,a+t+i*r^" W,-i^)
^.r.-^-4-fD VP2-»-^—^)!^^,^+ip V/P2-^^—^)!^!

Puis faisons x^q^ :-= ivt et prenons la nouvelle variable d'intégration T définie
par ^2(7+1=== IVT'! l^ vlent

^v^ ^.."/'^Ê V/p2-^(<-T)9-
v

En portant ceci dans (102) on retrouve bien (Q5). Cette dernière est cependant
plus générale avec g{x'f) au lieu de + oo.

Avec le contour II on serait conduit à (o4) °ù S^'j)==—°°' Enfin en
choisissant le contour IV et avec zéro au premier membre de (101) on serait
conduit à (97). Cette dernière expression n'est d'ailleurs pas l'identité la plus
générale car on pourrait prendre une surface quelconque au lieu d'avoir un
cylindre parallèle à l'axe des T et limité aux deux nappes de l'hvpercône.

4. Passage de n pair (71=2(7) à n impair (n=-iq—i) par la méthode de
descente. — Partons de la formule (p4) 61 prenons une fonction ^(a"y, vt) qui ne
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dépende pas de x^q. On a donc avec
î(! 2y+1

(103) ?=2(^-^)2=2(^-l^?7•)•2-+-(^-^)j-7=/•2-+-(^-^)j,

et en tenant compte de ^ ̂  == l ̂ , l'expression

(I04) ! • • • } = ̂ f^f^ [- ',. y^^'p<)
27-1

F -Vtr, 4-t/-^- 7)* -/•î ,
X ̂  / __________ ^2^

^-^^-^-^ V^^—T)2—/-- '—^—^)^'

On a supposé aussi que g^x'f) ne dépendait pas de x.^. Les limites d'inté-
gration sont choisies de manière que x^ disparaisse et que, par conséquent,
à^ disparaisse aussi de l'opérateur. On notera que x^q est dans l'intervalle

d'intégration, ce qui ne change rien à l'alternative i , ^, o du premier membre de
l'identité. Posons

(io5) u = ^'-^ .
^^-{t—^—r^

l'intégrale devient
r+l du
I , = [arc sm?^]j:{ = ̂ .

^-i \/i—u^ J 1

On voit alors que (io4) devient identique à (78) où q est remplacé par q— i.

o. Réunion des formules pour n pair (/î== 2q) et n impair (^==2^4-1) en
une formule unique (ondes ordinaires). — Par dérivations successives on vérifie
aisément l'identité

t-^ ,_i-(I06) [~^r// v^^ ̂ )^-2.4.6...(2y) r \^ p.)^,
8^,) (̂.z-;-)

avec
T = V'v^J~=~::Y~î^

En portant cette expression dans (78), on obtient

(I07) l -q^f- • 'f^-^ [- 1, ̂ Tf^^W; ̂ d..
2y+l

Comme on a n == iq + i et que T(q 4- i) === q î , on peut encore écrire

"0" ' • • • ' - ̂  7^^)f_,ld'••[- ï ̂ ".C"-̂  ")A-
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On pourrait écrire le coefficient autrement en introduisant l'angle solide î^n
puisque l'on a

71—1

(109) 2(4^)—"r(^-^)=(/l-I)!Q...

II s'agit maintenant de transformer l'expression (94) et de montrer qu'avec
n == iq elle s'écrit aussi sous la forme (108). Pour cela nous partons de l'identité

(110) ["^Tf r27-1^ ^)û?T=i.3.5...(2<7-i) C Y-I<K^T)^.
L 1 01 J ^p <̂ ;.)

En portant (i 10) dans (94) et en notant que l'on a

( 1 1 1 ) 2-î^^(^4-^=I.3.5...(2Sr-I)v/5ï,

on obtient

-/-) s . • . ̂  , —^ -r^f- ' 'f^ hl ̂ L,'^PT)T2^
(4^) 2 r{~~)———— o v ; /

et comme on a dans ce cas, n= iq on voit que (112) est bien identique à (108).
Nous avons donc bien réuni (78) et (94 ) en une formule unique. On pourrait de
même réunir (79) et (9^) en une formule unique analogue à (112) mais où

l'intégrale sur T irait de t + ' à g^x'f) au lieu de g(x-) ut— ^ - *

Enfin on peut aussi rassembler (82) et (97) en une identité unique qui s'écrit

o \ V n ~I
(n3) 1/2 sin^^(^.,pQ= p-o^L.^; j...;,1 ) L 7=1 J

<-+-^
(ll4) !•••!=--———TT———,————- Ç•••fdv'•'\l,.Ï-r\'~l f "W,^)^)"-1^.

4(4.)—^(±±-l)^-L-•L"rJ J-',

On a donc zéro ou —i suivant la parité' de n au premier membre de (i i3), -au

lieu de -î et enfin

(u5) i^ == tV /p^—T) 2 —^ = \/r2— p^^—x) 2 .

Le s in^^) provient du fait que pour /y, dans (i 06) on a ^ i- au lieu
n—1

de —1 -— ^ si l'on continue d'écrire —- ,- il faut mettre ( — i ) 2 au

dénominateur; en fait ce facteur donne i, i, —i, — i , i , ... pour /z = i, 2, 3,
4, 5, . . . , mais ceci est sans importance car pour n pair le premier membre est

nul. Le signe — devant - provient du signe — supplémentaire de (82).
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6. Passage de Popérateur hyperbolique à Popérateur elliptique par la méthode
de descente. —- Si ^ ne dépend pas de t et si la limite inférieure de l'intégrale
relative à T est prise égale à — oo, la formule (108) devient

<"6) '-••^^^j^^^^-^r'f.. v•(n~lvcl-
ii

En comparant (i 16) à ( i) et (a) on en déduit que l'on doit avoir

t-1-i 7i -'— 2 r i à ~\n—1 /* v
<"7) r^=(7r^TyT[-7</rj J_ T»-1^, avec n > 2.

Nous allons vérifier cette identité et réaliser de ce fait le passage de l'identité
concernant l'opérateur hyperbolique à l'identité concernant le laplacien.
Commençons par remplacer n par n 4- 2 dans (117), ce qui donne une expression
un peu plus simple

<n8) -——f-i^r-1 fV^.rn C71-^1)'!. r à r \ J_^ i

II est facile de vérifier que si (117) est valable pour n, elle est encore valable

pour n 4- 2; en effet appliquons l'opérateur — '; — aux deux membres de (117)

et remplaçons l'intégrale par

_f_i_nr \^^,
/ i - h i L r àr\J_^ * ?

on obtient alors (i 18).
Il suffit dans ces conditions de vérifier (i 18) pour n == i et n == 2. Pour n == i

c'est immédiat, car on a successivement

<„) [-L4]ïl-^——[-^.]JCl-LT—
Pour n = 2 il faut prendre la précaution de remplacer — oo par —6, puis de

faire 9 == oo, dans le résultat, soit

<•»' [-^Ï.^^-'H^Ï;"^
-'[-^.^-'[-^U^^
^ _____3_____p(<-+-6)

[p2(<-+-e)2—r2p rt

Quand 6 ->- oo on a donc bien —;•

Au lieu de partir de (108) on pourrait partir de Pexpression analogue où l'inté-
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grale sur T irait de t + - à + oo. On arriverait alors à une expression identique

à (117) avec une intégration de t + - à + oo.

Enfin en appliquant la méthode de descente sur la variable t à l'équation (i i3)
dans les mêmes conditions que pour (108) et comparant le résultat obtenu à ( i)
et (2) on en déduit que l'on doit avoir

• /' n'K\ i—1-
sln \ ~> 1 ï n — i \ i à 1"-i F v

( 1 2 1 ) ——'4— == - - -n——-^ \--\ 1 W1-' v ̂ .v r"-2 2 ( n — î ) \ i r à r ] J ^ ' 1 /

Pour vérifier directement (121) on montre comme précédemment qu'elle est
vraie pour n + 2 si elle est vraie pour n. Il suffit par conséquent de la vérifier
pour n == 3 et n == 4. Pour n = 3, on a

<+: i+1-. ï i f i à ' v r v , \\\ à~\ r v , ï
(122) - -) - — ( -f-vd^ = - - -,- \ I v d-^ = -.

2 i\_r àr\ J ^ ' 2L / - àr\J ^ r

Pour n == 4? on a

(I^ ^^f^1^-^^^
v v

=iri-^-1 f^^^ == iFi-^-1 r ^ 1 du =
" '2^r~â7']J ̂  Î'Y - '2Lr^•JJ, ^T^"^ -" 0'

7. Identité concernant Popérateur des ondes amorties. — i° ESPACE AYANT UN
NOMBRE PAIR n = 2 ̂  DE DIMENSIONS. — On part de l'expression (77) qui concerne
l'identité des ondes ordinaires dans un espace ayant une dimension de plus et l'on
considère une fonction de la forme ^(.y/, ' - ' ï ) exp(± ^o^aç+i )• On a donc, en
intégrant sur x\_^ de .r-jg+i— h(x'j) à ^27+1 + ^(«y/)?

1 ) r îv ï
(124) 1/2 ̂ (^•, P<)e±^-o^+i= p-2^_^^^_^^? [^X-,^+,{...}^

<-25) ^•i^^./_f^[-^r
^

.r.,+,+A(.r;.)^^^ ^— /^e^t.^'-^+i^^^

^+,-A(.r;.) /'

Posons
r^^+^-œy^ d'où .̂ = ̂

et introduisons la variable T définie par

(126) T = t - î- == ^ - r y^P2 + (^- ^)-2<7+1.
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On a donc

C12?) (^'~^)-2y+l==± V / P ^ — T ) 2 — — p 2 = = ^ ^

avec le signe + ou — suivant que (x1—^)^ est positif ou négatif. On en
déduit
(128) d{x'—x')îg^ ̂  ^ y d ^

r - T '

En portant ces expressions dans ( i25) on est donc amené à diviser en deux
l'intervalle d'intégration, de —oo à zéro et de zéro à + oo. Dans la transforma-
tion (126) les deux surfaces (x'— x)^,=±h(^) sont confondues en une sur-
face unique que nous écrirons T=^(^); la limite (x'—x)^==o correspond à

Fhypercône T= t± ̂  T {varie donc pour les deux intervalles de g{x\) à t— P .
On peut donc écrire

< - P
(i9o) ( > - I Ç /^ r i d~\7-i r v e±k^^e-[±}k^
(129) ^'^-(^^^^[--^^ J,^^^————^————vd^'

îq

On voit que l'expression obtenue ne dépend plus de a^+i. Dans (124) l'opéra-
teur à\^, n'agit plus que sur l'exponentielle exp± A-o^g+i ; il est donc équi-
valent à k\. L'exponentielle disparaît donc des deux membres de (124) et l'on a,
en faisant apparaître le cosinus hyperbolique dans (129)

[ 2,/ -1

(130) 'K^,^^ ^àï-kï-^àj { . . . } ,
7=1 J

(131) '-^f^^y^^-^^-
27

On peut écrire ( i3i) d'une manière un peu différente en introduisant l'angle
solide Q^q puisque

(132) <2 î t )7=2y- l (^—l) !Q2^ .

Enfin Y-^ch^oY) est relié à la fonction de Bessel modifiée et de seconde
espèce I i (^of) puisque

(133) £^=^!^^.
T r 2 {k^Y

Quand Â-o== o dans ( i3 i ) on retrouve (ç4).

2° ESPACE AYANT UN NOMBRE IMPAIR ( /l == 2 ̂  4- i ) DE DIMENSIONS. __ Partons .de

l'identité (94) où l'on remplace q par ^4-1 et comme dans le paragraphe pré-
cédent considérons une fonction du type +(^, vt) exp^o^-^). De plus inté-
grons sur la variable x\_^ de x^^—^g à ^27+2+Y^ avec

(I34) ^= ̂ [^-^(^^-/l^i.
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Prenons de plus g{x.) indépendant de x^^_ ; en écrivant alors simplement r2

au lieu de r\ i , il vient
2y+l

Fig. 6 a. Fig. 6 b.

et en posant
(l37) 7 = v^-T)———,-^

les deux dernières intégrales s'écrivent

(z38) f^d^-^\-^^

^v/^Tr^; _ ;̂, „)
x / exp[± kQ{x'—x)^.} T v /; /

<-(•</• ^—(^—a.)!^^
r^T.

Dans (i36) on peut faire passer l'opérateur — l j- en avant du signe somme;

les limites y^r dépendent de r mais dans les dérivations par rapport à cette limite,
la fonction de (x'—x\q^ à intégrer s'annule, car les limites d'intégration sur la
variable T sont les mêmes; on a en effet d'après ( i34)»

ffW=t±v-^ s/r2-+-^.

Les intégrations sur (x'—.v)^^ et T portent alors sur le domaine triangulaire
de la figure 6 a. En permutant l'ordre des intégrations sur les variables (fig. 6 b)
on voit que (i38) s'écrit

[ T r) ~\ff r v r^^ ft±ko(3:'—x)sa+'
(I39) - ̂ Tr \ 1 chH^ PT) / / ' ;-d^-x)^'1 dr ^ ^s{x'\ ^-Y ^T'2—^—^)!^^(^) îq+2
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En posant ̂ u == (x9—x)^q^ et en tenant compte de

/
+1 ^^"ï

(i4o) du= îtlo(/:o-r),
_i \/î—u"-

(139) devient
i-^

(i4i) ^['- ^ ̂ j^ ^ (̂.r;., PT)Io(X-oï)^.

On obtient donc une expression qui ne dépend plus de x^q^ ; portons-la
dans (i35) et (i36); comme dans ces conditions l'opérateur ai, „ est équivalent
à k^ et que l'exponentielle disparaît de chaque côté du signe ==, on obtient l'iden-
tité cherchée sous la forme

i ) r 2y+i "i
(i4'2) 1/2 ̂ (^•, p<) == ^.à]-kl-^à] i . . . { ,

0 ) L /=! J

/-i;

^ ^••^^^f'''fdv^\-^f^^^^^
2<7+1

On pourrait écrire autrement cette expression en faisant apparaître l'angle
solide ^27+1 puisque l'on a

^r(q+^)
2 ( 2 î r ) 7 = I . 3 . 5 . . . ( 2 ^ — l ) Q 2 < 7 4 - l = = ————-———————Qî^.

\/r.

Quand Â'o== o, ona Io(o) == i et l'expression (i43) redonne l'expression (78).
L'identité qui généralise (82) s'écrirait de même

/+f-
(i44) {...}=-^^f...fd^\-}_^f ^(^,.x)Jo(^Y)rf.,

2 y 4-1 *'

/y est réel dans l'intervalle considéré pour T.
(i44) n'est pas la forme la plus générale que l'on puisse donner à l'identité.

Nous verrons dans le cas q == o que l'on peut remplacer le cylindre de généra-
trices parallèles à l'axe des T par une surface quelconque s'appuyant sur l'hyper-
cône caractéristique Y = o.

On peut aussi obtenir une expression identique à (i43) mais où l'intégrale
sur T va de t + - à g^x.).

3° RÉUNION EN UNE FORMULE UNIQUE DES EXPRESSIONS RELATIVES A Tt PAIR ( H === 2(7)

ET n IMPAIR ( / i = = 2 < 7 + i ) . — Pour cela nous utiliserons les relations suivantes
entre les fonctions de Bessel de différents ordres

(.4.) [^]^r,(.)] =!»(.),

.46) [^rp-v^)]--1^).
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Ces expressions sont des cas particuliers d'une formule plus générale qui s'écrit

ri4;) [^ ^[xp^\^{x}}^xp\p{x}.

Pour ce qui nous intéresse, l'argument à considérer est x=ko^', comme on
a ^lî= ̂ (t—r)2—r2 on en tire

i à __ \_ à_
Y à^ r àr

et ( i47) devient
( i ^ - ) [- .̂ ̂ [rwi^Â-oT)] = ̂ ^4(Â:ov).

Faisons/? == o dans ( i4^) et portons cette expression dans (i43); il vient

t-1-

,,49) ;...;= \f- • •fd^ [- .̂ fff^ [^W^^ v^-

2<7+1

On notera que la puissance ^ièm® de l'opérateur — - — commute avec le

signe somme de l'intégrale sur T malgré qu'une des limites contienne r car la
dérivation par rapport à cette limite donne zéro ; il n'en serait plus de même pour
les puissances suivantes de cet opérateur car Io(o) n'est pas nul alors que L?(o)
était nul tant que q >> o. Comme n •= 2<y + i, on voit que (i42) et (^Q) peuvent
aussi s'écrire

i ) r " ~|
' 1 5 0 ) i/2^(.r;, PQ== v-^ï-k^-^àj { . . . } ,

0 ) L 7=1 J

t-^ îi-L

< I 5 I ) -•^^J'''fdvl{-^]n~7^\^^^ ^ I^OoT)^;,^.

ii

Montrons maintenant que (i3o) et (i3i) peuvent s'écrire de la même manière
que ( i 5 o ) et ( i 5 i ) et nous aurons ainsi réuni les formules relatives à n pair
et n impair. C'est immédiat pour (i3o) puisque n == iq. Pour transformer ( i3i) ,
on tient d'abord compte de (i33), ce qui donne

vko i r r , , r i à l'y-1
(r^ }——=-^—————^J'"Jd^[-r^\

(„) 2—————

t-"- _1
^ r ^(^,PT)(Â:OT) 2I_^A•oT)^,

^tW

puis on utilise l'expression (i4^) avec p ==— -ï ce qui permet d'écrire, puisque

— \ — commute avec le signe somme,
/ -C ,,-1

r l 5 3 ) ^'^^f^^^^^1^ '('^T)(^)' 'I.-^OT)^
•i(f
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Comme dans ce cas n == 2 q on voit que ( 153 ) est identique à ( 151 ) et c'est bien
ce que nous voulions démontrer.

On pourrait faire apparaître l'angle solide ^n dans ( i5 i ) , soit

(i54) ! . . . i =——^—— F... ÇdA ' ^1"~1
1 ) Q.r^H___J^L-^J

t-^ îî-l

^/(ïTo) - W^)^-)^

Quand on fait Â-o== o dans ( i5 i ) on voit que l'on retrouve bien (108) car on a
n —l

(•55) h-,(^)~ .^T) î——.n—ï.—pC1^1
• \ 2 /

Enfin les formules qui généraliseraient ( î i3) et (î 14) s'écriraient

(i56) 1/2 [sin/"^)^,, c<)= ^àï-k'5-y^àf\',...},
0 ) . L ^ = i J(.,) ^..^-^/^^^^^-^(Ar^'^)^

n v

avec
^'T = v/^'—^—T)2,

< y est donc une quantité réelle dans le domaine considéré pour T.
J^-i est la fonction de Bessel ordinaire d'ordre n~l •

8. Équivalence entre les opérateurs [— ^ ̂ j et [ ^ ^ ^1. —Cette équi-

valence est immédiate tant que le premier opérateur est appliqué à une fonction
de v puisque ^= ̂ -(t—T^—r2. Il faut toutefois y regarder de plus près

quand ^— ^ ^J est appliqué à l'intégrale relative à la variable T comme dans ( 131 ),
(i43) et ( i5i) , car une des limites dépend de t et de r.

Dans l'expression de ( i 5 i ) les premières dérivations concernant la limite supé-
rieure donnent zéro ; il n'y a donc que les dérivations sous le signe somme et elles
concernent des fonctions de v.

Une fois que les dérivations successives de ( i5 i ) conduisent à (i43), dans le
cas de n == iq + î , la dérivation par rapport à la limite ne donne plus zéro, mais
on vérifie sans peine que dans ce cas les deux types d'opérateurs sont encore
équivalents.

Dans le cas de n=fiq, une fois que les dérivations successives de ( i 5 î ) ont
conduit à ( i3i) il n'est plus possible de dériver sans précautions particulières par
rapport aux limites ou sous le signe somme ; on a une forme indéterminée (oo — oo)
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qui a une vraie valeur. On peut éviter sans difficulté cette forme indéterminée
ainsi que nous Pavons déjà indiqué et l'on voit encore que les deux opérateurs
sont équivalents.

On peut donc écrire au lieu de (i5o) et ( i 5 i ) :

(158)

(159)

1/2 ^ <K^, vt) == p-° à-î - kl -V^,
o ) /S

( » v r c j ' r i ^ à "i"-i
'•••'^J^^^^^J

n

l-'- "—1

^f. (2^0) ^-i^oï)» ̂ (^ PT)^•/ s(x'.\ \ •-0 / ~~:—^(^)
ou bien

(160) v^ r / ' ,, f I i ^ l"-1
(i)̂ J 4^^T ̂ J

' V / ^

Qnr

:X,, [A] ' ^(^T)^^^)^-^w
Comme l'opérateur [ ]"-! peut sortir de l'intégrale, on volt que ron peu

écrire

( 1 6 1 ) f > = v ̂ f — — — 1 ^L P ( ^ — T ) p ^J
^ l»-!

t ' " 1 ' Q^r^U^'-^"^•(?)
"/•••^J^) ' Ir_l(Â:^)(K^PT)â?^.

/i+i

L'intégrale (/î+i)-uple étant étend ae au volume de la multiplicité mixte

S

|5

<°)
^

Fig. 7.

(espace et temps) x'^ r limité par une hjpersurface de cette multiplicité qui
s'appuierait sur l'hypcrcône y === o (fig. 7 a). L'expression (161) est plus générale
que (160) car elle est valable même si rhypcrsurface n'est pas" représcntable sous
la forme T == g(x'j).
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Les formules qui généraliseraient (i 56) et (107) s'écriraient de même

i/^sm^^(.r,,^)= p-2^_^_^ ^_ g
0 ) I- y=i J

( ) - I v V^ [ ï I à 1"~1

(162) " ' " ^r^L^-^^J

^f^'f. (^o) " J^(^^)^PT)^v-n

^~"'

l'intégrale étant étendue au domaine de la figure 7 c.
On pourrait aussi établir une formule identique à (161) mais concernant la

figure 7 b.

Les trois possibilités ï , -5 o correspondent respectivement aux cas où le sommet

du cône est à l'intérieur de S, sur S, en dehors de S.

9. Une identité intégrale entre les fonctions de Bessel et de HankeL _
Dans (100) et ( i 5 i ) choisissons une fonction ^ du type

^(a*/, vt) == <î>(a7) exp(±:;Â-p<).

Ces expressions s'écrivent alors
1 ) r " ï

063) 1/2 0(^)= V^-+-^-+^ { . . . } ,

0 ) L7=l J(,o4) -•!—/---/^)<-^r
"/. ''(î^) 2 '̂T)-"-"-^-

Choisissons Y comme variable au lieu de T. On a

v{t—r) === v/Y2-)- r2, f â?Y = = — p 2 ( < — T ) Û?T = — p/^~ï~7^ Û?T

et quand T varie de —oo à <— -» la variable Y varie de + oo à zéro; d'où

(i65) {...i==y---y+(^)G,^.

En posant
n—l

, ^. p ï r06 ( y \~^, , , ,r I ^ Y-^\ e±i^^~^~\
(166) Gn==-^l [———) I /^ - l ( Â 'oT) -7^ ,-——— T^T.2 */o \2TCA:o/ —^— |_ / <yrj ^ ^î^.rî J
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En comparant (i63) et (166) avec (33) et (34) où \ === y/Â^T^I on en conclut
que l'on a aussi

»—'2

^) ^^["^S?1] ' "'^(^^W

En égalant les seconds membres de (166) et (167), on obtient l'identité
cherchée.

Exemple, — Avec n == i, on a

/^ ed:;/.:^2-*-^ e:±î/VA:*-)-A^
/ Io(À-oT)——=-T^ =--——____.< i 6 8 ) I Io(A-o

./O ^2 4_ ^2 ^ ( ^/Â:2 -h kl

Quand on remplace À'o par /Â-o et que Fon tient compte de lo ( îA-o f ) = = J o ( Â o Y ) y
( 168) est une identité bien connue (voir par exemple [2], p. 384).

10. Forme particulière des identités conduisant au problème de Cauchy. —
1° EXPRESSION GÉNÉRALE RELATIVE AUX ONDES AMORTIES. —— On part dé (l6o) Ct Pon

prend comme surface T == g(^) l'iijperplan T === o et comme domaine Vn rhyper-
cercle r ̂  vt dans ce plan. Avec les coordonnées hyperpolaires (9), on a

dv'n = r71-! dr d0.n ;

toutes les variables angulaires se trouvent alors dans ^ et d^în et l'on pose

, 1 6 9 ) <p== ^- Ç • " j ^ { x j ^ - r n ^ v-.)dQn.

n—ï

Dans (160) on peut aussi faire passer l'opérateur [ ]"-1 en avant du signe

À^<

Fig. 8.

d'intégration sur r puisque, pour la limite 7'== vt^ l'intégFole sur T devient nulle.
On a donc

,-o) _^_^r i I"r• lr^^r"7—)~ï._,(/coT)^.
p/^\ L^'(^-^) ^ ^J ^o ^o \^î ——

En permutant l'ordre des intégrations (voir par exemple la figure 8 qui se rap-
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porte à n = 2), on obtient
— «—1

^ JTV r ï l /• ) '(<-T)/ v \~^

r-d)1 ^-U ̂  te) W^^-1^'"••^-nh1 ^U'̂ r^U) ' w^)^"-1^
L'opérateur [ p-1 commute avec le premier signe d'intégration, ce qui permet

d'écrire d'une manière définitive

, . f , v y/7c r 1 r i i ̂ "-i / ÏP(^-T)/ Y x"?"
7 ) ^••^r^^^L^-^^J ^ (A) ^OT)^-^.r^o

En tenant compte de (148) avec/? ==— ^ ou /? = o et en séparant les cas pairs
et impairs, on obtient des expressions plus simples. Quand n = iq :

2y

Uj 1 ( . . . .̂[ 2y -1

^/,^)= ^-àî-kï-^à] ;....;,

7=1 J

<172) '"•^^^(y-i)!^^^,^—^^]'"1/ T-^hÇ^T)^^-^//,

^•^-j '"f^^u+rn^v^dQ^-,

27-1

et quand /î === 2^ + i :

[ '//-M -1

^(^•,rQ= p-2^_^_^^? h . . ^

7=1 J

<173) !••ti=z.3.5...%,-^)^^T[.^^)^rJf^

'L== Q l ~ ^ f s ' J ^ ^ X U ~ ^ r n ^ PT)^Q2y+l.

2<7

Quand Âo== o dans (171), on a

I,,.,(^Y)= -A l̂l_——, ^-ir^^rf'Ltl^ = ̂ (^—, .-.̂ ^)- .̂_,,
2 7

— .—rf^±I^ V 2 / v 2 /
\ 2 /

d'où l'expression

o
, « • < = . ' - • à-i-^àj(174) 1/2 } ^ { X j , C<==| (.-2^—^^

><!^Jî"•'•[^-^^.rT"'-^-•t—'••j.7==1

Dans les identités ^(172) ou (173) on peut faire directement Â o = o puisque
ch(o) = Io(o) == i. En réalité ou a toujours i au premier membre de (174) car
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avec le domaine considéré Xj est toujours au centre, donc à l'intérieur du
domaine Vn qui est ici l'hypercercle. Il y a toutefois une exception, pour n = i ,
car dans ce cas on n'a pas un cône mais un -demi-triangle et xj est sur la limite.
On a alors avec a?, Ç au lieu de a-i, x\ :

( »i ^v[i-^ \
(173) ^0, vt^=[v-^àï—ài}\v / d^\ ^{x+^v^d^\

{ • ^ 0 ^ 0 ) •

( „< /,-+-t^-^ )
=[v-^à]-à^}\- \ d-. / (K.r-4-ç, PT)^^

(2^ ^-^(/-^ }

2° AUTRE EXPRESSION DE L'IDENTITÉ R E L A T I V E AUX ONDES NON AMORTIES. —— L'iden-

tité (174) P^1 s'écrire sous la forme

(,;6) ^^.•<)=[-2^-^2]{[7^^^'rfT^-l^)"-^/v(<->'T"-3îrrf4
^ étant toujours donné par (169) et 71^2. Pour montrer que (176) n'est pas
différente de (174) il suffit de montrer que l'on a

,„_I)(p-^-.Jr('-v^•<fr=[;^-I^ \, y C ']-n-^'•"-ldr

ou encore puisque

F ( < — T ) ~v àt ~~ T '

que l'on a
.,?(<—') r T T /9 "i»—0 ^v^—"^ _

(,;;) (.-^y.-^ ,,,-,^.rf,.^[^^^j jr r-3^-1^.

Nous allons pour cela établir la relation

tërjr^^- (^ â)^"-3^'-)'--'-.
où -• == i/M'-i_»-2. Notons d'abord que l'on a entre opérateurs les relations

(-79 • (^"âKâ)^^"1-^)'
(^»^(^)=(^)(.————^-

Dans ces conditions appliquons l'opérateur (^—i+1^) aux deux "^mbres
de (i;8); en tenant compte de (179) et (180) d'une manière répétée, on obtient

•^'^^""X1-^)^"7''-3^'-^^')'1"^^-^-3^"7"^'^^
On vérifiera aisément que l'on a1 1 8 2 1 (I+u^)^^d'•-^w^r~lftil•-

(.SB) (^ -(^-3))jr"r-v'--'-^= -„-, (,^ ̂ )2^"v;r-/•'•"rf'••
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En portant ces expressions dans (181) on obtient une expression analogue
à (178) mais où n est remplacé par 71+2. Donc si la relation (178) est vraie
pour n elle l'est aussi pour 71+2, et il suffit de la vérifier pour n == 2 et n = 3,
ce qui est immédiat.

Remplaçons maintenant f{r) par r^ et u par v^t—r) dans (178); elle devient
alors identique à (177) et (176) est ainsi établie.

Exemples. — n == 2 :

(i84)

•(<-T)

<K;r,y, vt} = {v-^-à] — à'],—à^\ f v d x C -î-^rdr
( ^o ^o

_ /ï2Tk

(L == —— / ^(^ -4- /' G080? >' "+- r sm<?? PT) <^?;

2^0

71 =: 3 :

( ^ ^ ,^-T)
-^-A)j^^^^ .̂1/ 6(.r,y,^ pQ=(p-2^-A)^ f v d^ à r ^ r dr\

( r'- )=(p-2^_A) / ^p2(^_^^L
(^0 ;(i85)

i r7' r271
4'g=-,— f dQ j ^[x -+- v(t—f)sin6cosç,

47r ./o »/o
y -+- ^ {t — t) sin 6 sine?, s -4- v(t — r) cosO, v:} d^.

3° SOLUTION DU PROBLÈME DE CAUCIIY. — En dérivant par rapport aux limites ou
sous le signe somme dans (176), on obtient

( 186 ) <i^,p<)=
(n-2)!̂ f d^-^àtY^ Ç

• ^0 ^o
r-3^p-^._^2 Y ^ i ,

[ \ 7=1 / )
p2 /-vc

"h ( n — î ) \ ^~i()tyl~l f T"-3^(^;+^/•^ o)rdr

r v t

(p-i^)"-2 / Y"-3^^(.r/-+- 7l/ r, o) /• 6//-.
^ft( / î -2)

Ceci est une identité valable quelle que soit la fonction ^, mais si cette dernière
obéit à l'équation

( 187 ) [p->^-V^ L(^ ^)=/(.r,, p<),

/'=!

(i84) donne la solution du problème de Cauchy, telle qu'on la trouve par exemple
dans Courant et Hilbert [3] (p. 3Q3 et 402) ou dans R. Sauer [o] (p. 184».
Rappelons que

(188) f { x j , pQ == ̂  f.. ./'/(^--h ̂ ./•, px) ^Q,.

11. Solutions des équations aux dérivées partielles qui se rattachent au cas
n •==. \. —— 1° FORME PARTICULIÈRE DES IDEIS'TITÉS POUR H == 1 . —— Ail lieu de Xi, X. OTI
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prendra x^ c pour simplifier l'écriture. L'identité ( i 5 o ) - ( i 5 i ) s'écrit alors avec
r=^-S|,'

1 ) (p r^ ^-'-li.•—î;l )
( l89) I / •2^(.Z> ,^)=[P-q^2-Â1-^.2 , ]_/ ^ / ^(^T)Io(Â-oT)^ .

o ) (2J^ -4(t) )

Les trois facteurs i , -5 o dans le premier membre de (189) correspondent

respectivement aux trois cas a, b, c de la figure 9. La courbe G a pour équation

T = ^(Ç), Si et Ça sont les abscisses des points d'intersection Ai, A.j de la courbe G
avec les deux droites caractéristiques, définies par

figo) T i = ^ ( ç j = ^ — p - i ( a ; — ^ ) , T , = ^ ( ^ ) = ^ + p - i ( , c — ç « ) ,

Ci et ^2 sont donc des fonctions de x et de t, et d'après (190), on a

( 1 9 1 ) ^==-p-i^=
i-^'(Çi) <^2= V~^àt^=

-^(^)

Enfin rappelons que
Y=V/p2 (^ -T )——( .2 : -Ç )2 .

La double intégrale sur les variables Çetr est en fait étendue à l'aire S hachurée
limitée par G et les deux droites caractéristiques. On sait que l'on peut écrire une
expression identique à (189) sauf que l'intégration sur T va de t-\-v~i\x—Ç|
à l'autre courbe G. La double intégrale est alors étendue à l'aire en pointillés.

Il est intéressant de vérifier directement l'identité (189) en dérivant au second
membre par rapport aux limites ou sous le signe somme. En tenant compte de

(192) (P-2^-^—X-5)Io(A-oT)==o,

on arrive à l'expression

(i93)
1 ) i ^

1/2 U(.r,^)=^J ^vt- x-^à^x-^ d^
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qui n'est autre que l'identité ( i5 ) . Si l'on veut ne pas avoir à manipuler des
expressions un peu anormales comme à'^\x—Ç[, on n'a qu'à décomposer l'inter-
valle Ci, ^2 en deux intervalles Ci, x et a-, Ça ; la vérification se fait alors sans
difficultés.

Au lieu de considérer l'expression ( i 5 i ) pour / î = = i , nous aurions pu partir
de ( 161 ) qui aurait donné

(i94) 1/2 ̂ (.r, ̂ )=(P-2^-^—^)^ Q^(ç, pï)Io(Â-oY)^sL

S étant l'aire hachurée ou l'aire pointilléc des figures 9 et dS = d\ dr. Sous
cette dernière forme, ( 194) est plus générale que (189) car il n'est pas nécessaire
que l'équation de la courbe soit du type T=^-(Ç) ; on peut, par exemple, avoir
les trois cas types de la figure 10.

Quand n == i dans (162), on a l'identité

( 1 9 5 ) i/2^<K^^)=(^-j—^-^) -^ r^ f
o ( J^ J^}

+(ç, PT)Jo(^oïW.

Ti et Ta sont les ordonnées des points d'intersection de la courbe G avec les deux
droites caractéristiques, définies par

(1956^) A(ïl) = X —— P(< - Ti), A(T,) = X -+- V(t - Ta),

TI et Ta sont par conséquent des fonctions de x, t et l'on a

{ï^ter} à.-c^i=—v~^àt^\.^
^(TQ-P,

, ^T2== p—l^Ï2 ==
À /(T2) -+- V

L'intégrale double sur T et Ç est donc étendue à l'aire hachurée de la figure 11
limitée parla courbe G d'équation Ç == h (r) et les deux droites caractéristiques.
Dans le domaine considéré l'expression i^-=.\J(^x—Ç)2—v1 ( t — r ) 2 est donc
réelle.

On a une identité analogue avec l'aire pointillée de la figure 12, soit

(196) i/2^(.r, ̂ )={^àï-à^-k^\-v Ç 'dt f +(ç, pï)Jo(^oT)^L
i ( 2^ ^+^f-,|
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On peut réunir les identités ( iQ5) et ( 196) en une seule, soit

(197) 1/2 ^(.C, ^)=(( / -2^2—^—A:g)!—^ (T'H^ PT)Jo(^oT)^^ ,
0 ) ( l S )

la surface S étant celle des figures 11 et 12. Sous cette forme (197) est d'ailleurs
plus o-énéralc et s'applique à des courbes G quelconques, qui peuvent n'être pas
représentables sous la forme Ç == A (r).

Avec le domaine hachuré de la figure i3 on aurait une identité analogue à ( 197)

sauf qu'il y aurait ^ au lieu de p et c'est cette identité qui correspond à (162) où

^ ̂  j Quand n > i on a cône et ces deux domaines ne sont pas distincts ; on

Fig. n. Fig. 12. Fig. i3.

doit alors prendre le facteur I- supplémentaire, au moins quand n est impair, sinon

le premier membre est nul, ce qui rend le facteur constant sans importance.

2° SOLUTIONS DE L'ÉQUATION DU SECOND O R D R E Q U A N D ON C O N N A I T ^ SUR U N E C O U R B E G

ET SES DÉRIVÉES SUIVANT LA CONORMALE. — On part de l'identité ( 189) et l'on effectue
les dérivations du second membre. Pour les dérivées par rapport à x il ne faut pas
oublier que Ci et ^2 dépendent de x mais les dérivations par rapport à ces limites
donnent zéro à cause de (190) qui rend nul l'intervalle d'intégration sur T. On
remplace ensuite à^ par —^ et l'on retranche les termes supplémentaires qui
s'introduisent ainsi.

Pour les dérivations par rapporta t on opère de même. On transforme les ai en
(^ et l'on retranche les termes qui s'introduisent ainsi ; on intègre ensuite par
parties sur T. Après tous ces calculs, un peu longs mais élémentaires, on obtient

(198) 1/2^,^)==^ f^r [^à\-à\-kl}^ PT)Io(Â-o-y)^
o ) ÎJ^ < ï̂

+ ̂  f^c^^ïc)^)^-^ rwo^w^c)^)^2 "'Si ^
/^ i r^

^^àt j ^loCMc)^-4-^ [^+(^)Vo(^)^.
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Les indices C rappellent que ces grandeurs se rapportent à des points de la
courbe C.

Il reste à dériver les deux intégrales simples intéressant la variable T; ceci ne
présente pas de difficultés et le résultat se simplifie en tenant compte de (191).
Les expressions obtenues prennent une forme très simple en posant

dl == y/^2 + d^- = ̂  s/i-t-^'2, dS = d^dx ;(199)

(200) ^(0 _ -i
s V/ï-^5 V/i"^25

(201) ^==^-p->^;

dl est donc l'élément d'arc de la courbe T ==^(Ç) ; n^ n^ sont les cosinus direc-

teurs de la normale extérieure à la courbe (fig. i4) et .- est la dérivée suivant

Fig. 14.

une direction que nous appellerons la conormale car elle est associée à la
normale. (198) devient alors

(202) 1/2 ̂ {x.Vt)^ ^/f^-^-^l-^J^P^Io^oT)^

•W^S-^^^^-}'
S est Faire hachurée (fig. i4). Dans le système de coordonnées (Ç, pr) la conor-
male est symétrique de la normale par rapport à la direction de l'axe des Ç, comme
le montre la figure i4. On obtient une formule identique à (202) avec l'aire en
pointillés et la courbe G qui la limite.

Suivant le cas, la direction de la conormale peut être confondue avec celle de la
normale extérieure, de la normale intérieure ou de la tangente à la courbe, comme
le montrent les figures i5, 16 et 17.

(202) est une identité valable quelle que soit la fonction ^, mais si 4» obéit à
l'équation

(203) (p-2^2__^__^)^ Vt)=f{x, PQ,
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l'expression (202) donne la solution cherchée, c'est-à-dire qu'elle donne ^(a?, vt
quand on connaît ^ et — sur G. Ce qu'il y a de remarquable dans (202) c'est que

les valeurs de ^ et de . n'apparaissent pas le long des caractéristiques.

4-

Exemple. — Problème de Cauchy pour V équation (208). — On prend
comme surface S Faire hachurée de la figure 16. On a alors -j- == ^'-2 -y- et en0 CTV ax
posant Ç == x 4- a, ( 202 ) devient

(204) <K.C,PQ= v- f1^ 1 /(>-+- a, p 'c ) Io(^oT)^a
2 JQ ^-.^-T]

1 /'t/<— / { I o ( Â - o Y o ) ^ f ( ^ - - + - a , o)-K)/(a'-h a, o)^Io(Â-oYo)} â?a
2^ »/_(/<

- - [^{x -+- vt, o) -i- (j/(^ — p^, o),
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nvec

-; == y^ 2 1 7 —ï) 2 —s^, Yo==(T)^^== v^'2^— a'-'.

On retrouve la solution bien connue et archi-classique due à Poincaré et
Heaviside (équation des télégraphistes). Le signe — devant le terme en ^-To s'est
changé en signe -4- car <^.Io==—r}/Io : on a aussi utilisé l'expression

[f)^{x-^ a,T)|_^= '^(.y-h a,o) ;

on a toujours i au premier membre puisque Ci << x <^ 02.
Au lieu de partir de (189) on aurait pu dériver le second membre de l'identité

( K)6}.

Z.
^

T" ° i j
3D

Fig. 18.

En dirigeant le calcul de la même manière que précédemment, on obtient
l'identité

(205) 1 / 2 \^{x, rQ=-^ (T [p-2^_^_^j^^ pT)Jo(iA:oTK/S
o ( "-(S)

v /'(i / • / • ^ i ^Jo(iÂ-oT)) „ i / ,
-U^1^^-^ d. ' t^-^.^A^^;.

Dans cette formule Paire S est l'une des deux aires en blanc de la figure 14
limitée par les deux caractéristiques et l'une des deux courbes C d'équation E === h (r).
On a

i —h\t'} ____
(206) / / ,= —====-=;' ^-^ — , dl^-d-. vi-h^,: ^ i - < - / < ^ v ' i - i - A 2 v '

, est toujours donné par (201). En fait sous la forme (ao5) l'identité est aussi

valable pour des courbes C qui ne sont pas représentables sous la forme Ç== À(-r).
Si l'on prend l'aire PAaB2, il faut changer ^A,++B, ^ans (ao5) par ^,4- +B,-

Exemple d application de (aoo). — On prend comme surface S la surface du
triangle de la figure 18. On a alors

//
/ / -==o, /z = — ; d'où — = = — < ^

•• c/v '-.
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et en posant (3 == v{t—r) (2o5) devient, si ^ obéit à (208) :

^x ,{x—^)

(207) ^,PQ=--/ ^ / /(ç, ^-4-p)Jo(tÀ-oTK3
•^o t/-(.^•-S)

r y3'
+ - / i^.r(o, ^ -hP)Jo( îÂ-oTo)-4-^(o , p^+p)^Jo( îÂ-oTo) }^

'^-a-

-^{^(o, ^-+-.r)-4-^(0, v t — x } \ ,

i^==^'2—(x—Ç)^ est réel dans le domaine considéré <Yo == (^ï)s==o. On a
toujours i au premier membre car T i < < ^ < < ï 2 . On retrouve bien dans ce cas
particulier de nos formules générales, la formule classique. Quand Â-o == o, Jo(o) == i
et (207) donne la solution de l'équation des ondes non amorties.

3° SOLUTIONS DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER

ORDRE ET A COEFFICIENTS CONSTANTS. — On part des identités (189) ou (i95) et l'on
décompose l'opérateur (^~2^2—•à^—k^) en un produit de deux opérateurs du
premier ordre. On peut pour cela utiliser éventuellement les matrices a du type (5o)
et remplacer l'unique fonction ^ par une matrice à une colonne. On trouvera des
exemples de ces solutions dans une publication de l'Auteur [9] pour les équations
de Maxwell et les équations de l'électron de Dirac.

12. Solutions des équations aux dérivées partiellles qui se rattachent au cas
n = 2. — i° IDENTITÉ -GÉNÉRALE. — Au lieu des variables .ri, ^2, x\, x^ on prendra
les variables a-, y, Ç, Y), ce qui allégera les notations. L'identité ( i3o) - ( i3 i ) ,
s'écrit alors avec q = i :

i )
(208) 1/2 ̂ (a-, y, pQ^p-^-A-ô—^-^j ... },

0 )

(209) i... s- ̂  (Td^ r^w,,, ̂ ch^^
'^^S ^(S,Y1) ï

(210) Y==.^p2^__^__p2, p= ^(^__Ç)2-+- (y__^y2.

L'intégrale triple de (209) est étendue au volume v limité par le cône y ^-= o et la
surface S {fig- 19) d'équation T == g (Ç, r\ ). On pourrait donc écrire au lieu de
(^209) :

f2i i ) ; . . . ;= ̂  W^ '^ ^O0'^0^ ̂  avec dv = ̂ d^ch,

( 2 1 1 ) est d'ailleurs plus générale que (209) car elle garde un sens pour des
surfaces S qui ne seraient pas du type T== g'(^i "^l)*

Effectuons les dérivations de (208) et (209) ; calculons d'abord ô x [ . . . { . La
limite î dépend de x mais la dérivée de l'intégrale double par .rapport aux limites
donne zéro car l'intervalle de variation de T devient nul. En transformant
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à^ en — à^ on voit que l'on peut écrire

/-p

( 2 1 2 ) ^{...^«--^ (Td^à , Ç ^(^ PT)011^0^
2^^ '^rj T

^X^^^^^5^^"

-^JÇ^T-^M^UU •n)^^.

La première des trois intégrales ( 2 1 2 ) est nulle car elle se transforme en inté-

F'g. 1 9 -

g'rale étendue à la courbe T et pour les valeurs de H, Y} sur r on a g(.i^ •m== t—^
c'est-à-dire que l'intervalle d'intégration devient nul. Il y a bien le dénominateur
y qui devient nul aussi, mais comme y/T alors que l'annulation de l'intervalle
d'intervalle fait tendre l'intégrale vers zéro comme £.

La deuxième dérivation par rapport à .r se calcule immédiatement en tenant
compte du résultat (212), soit

t-9

( 2 1 3 ) ^{...}=. — i r ^ d ^ f ''à^-^^f^iûd-:
2^J/s •^(S.ri) T

-^JT ̂ ^(^TWV^-n)^^

-^à^j^[^ch^^)]^^^^d^.

On a une expression tout à fait analogue pour la dérivée à2.! . . . }.
Pour les dérivées relatives au temps, on rencontre une difficulté car on a une

forme indéterminée (oo—oo) ; le premier infini provient de la dérivation de "-1

qui donne y-3 et rend l'intégrale divergente. Il est facile d'éviter cette difficulté en



401 —

ajoutant et retranchant un terme contenant ^o qui est la valeur de ^ sur le cône
• - = = = 0 . soit ipo== ^(S- ^ ^—p)- Ce ^o n'est donc plus une fonction de T et l'on
peut écrire

- (Td^dr,ôt ( \^ TI, ^)ch(À-oT)-<Mï-1^i • 2 i 4 ' f àt\ . . . } = — // d^ dr, ôt
•"• ^/v ^o./? -n27îJ/v

(S, -/i)

^0-^"^x^^^^,^^
La limite 2L dépend du temps, mais la dérivation par rapport à cette limite donne

zéro car l'intervalle d'intégration sur T devient nul. Nous allons voir que les
valeurs '^o de ^ sur le cône y == o, ainsi introduites, disparaissent du résultat final.
Pour cela transformons le à{ de la première intégrale (214) en à-, ; il vient

1 215 ) <)t\ . . . ' = = ——
.27C

ch

Y

P , P

^ d^ f \ -^ ) i^ch(Â-oT)- '%j^
^S ^(^•/i) ^

-h— /jT^^ f ^^ch(Â-oT)^--^- ^?(^0) /* ^T
2-.^^ J .̂̂  27C^ ^^^^ Y

{ 0 \
r /7' - , , ^-;; ̂

^-^l^01 ̂ f y •
^(S.ri) ;-/^(S,r,) 1 )

On voit que le terme en àt^o disparaît et il reste

<.2i6) à, [ . . . } = ^J^^^{^ch(/-oTs)-^JTi1

t-t ^ ,„£

+-^ // d^df\ Ç l (^^)7-ich(À-oT)^-+--^- (F dïd-^àt Ç \-1^,
-î^J/S ^^^ 2;:^ ' Jg^

car le terme dû à la limite supérieure dans l'intégrale sur T est nul ; on a en effet

^->ôo, ch(Â-oY)->-i et •r-^l^ch^oY)—^]-^.

Nous allons montrer que les deux termes contenant ^o se détruisent dans (216).
Pour cela faisons le changement de variable

(°i7) H=^f-^ du=-^d^ ^[t-^{^-^]<u<i;

^ d. . ^l~^ dn( 2 1 8 ) à, c "-. ch,—=F-'^ r
^(E.r) K / P ^ ^ — T ) 2 — ? 2 J.<"(^r.) ^ ( ^ — T ^ — p 2 Ji V/^—l

_ ,,-i v ________P
P ^-[^-^(ç, -n)!2-?2 ^s

En portant cette expression (218) dans (216) on voit que ^o disparaît et il reste

<- p

(219) àt{ . . . \ =— -̂ - /T/i^Y-icli(Â-o7)^S-h -p- /T^^-n f ^(^)7-ich(Â-oT)^T.
^^s 2x^ J^^^
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En tenant compte de ce résultat on calcule immédiatement à^ { ... }, soit

(220) aï ( . . . ; • =-^J^(^^^)T- lch(Â-oY)â?S+^J^(^^)Y-lch(^7)^•

^1 ^T+r-^h^oT^sl.-^-ii"-<-" / -^s

En portant (218) et l'expression analogue pour ^.j . . . j dans (209), en faisant
de même pour (220) et en introduisant les vecteurs unitaires Y}? ^y,, /^, de la
normale extérieure à la surface S, soit

(221) n^ ^———, n^= ^————, ^= . ~1——— ,
V1-^-^2 V I-+-^-+-^r2 ^I+^f-4-^2

(222) rfS = ^I-l-^2-^^2^^, ^ = ̂ , ^^T,,

on obtient

(223) 1 / 2 ^ = ̂ ^[(^^-^-^-^^^^^(Â-oT)^

-+-^ jfW^n^-^n^^^^^dS

^f^^}^
^f^^]^^s

p ï /?' ( o , ch (À-o l-^S^^l^—- ) y ^-0/^^ —-^-1

Pour pouvoir dériver les trois dernières intégrales ajoutons et retranchons
d'autres intégrales contenant les valeurs de ^ sur la courbe C d'intersection de S
et du cône y=o, soit ^c, dont l'équation est p = = ^ ( < — r ) et T==^-(S, n). Par
exemple la première intégrale avec l'opérateur à.v s'écrira

(^ ^J^£î^^j.s
2!t -^ f ( f

v (T '! '—'!'€,
'•TJ^i-Arfs+^^J'l'C^S.

2Ï ̂  "s ""̂  ^ "̂ s v/c 7

On peut maintenant dériver les deux premiers termes de (224); il n'apparaît
pas de termes dus aux limites car c h ( ^ o y ) — i et ^—^c tendent vers zéro
quand y == o. On a donc avec àx==-—à^ pour une fonction de p :

^ i^^r'^?^]^<225) -^ I^p^t^
-^ ^('''-^"^(T-1)^

+ ̂ /^l-1 ds - ̂ f^c) »;T-1 ^S^î::^^^-1^-^^

et ces intégrales sont toutes convergentes.
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On a des expressions analogues pour les deux autres termes avec à y et ^, d'où
la nouvelle expression de (228) avec
(226) (p-2^__^_^.__^^^ ^)=f{x^t\

(227) ^ == /l^-h/l^——P-2/l^T,

(228) IM+(^y,^)=^J^/(ç,^^)£h^^^

p /r(ch(Â:oY) â?+ ^ rch(Â:o-r)-i-i ^ /i\),.+^J^——^-'^L—T—J-^'^^w}^
"^{^C-J[(^^)}{^-1^}

^^j^J^-jî'^^jf^T-^SÎ

+^j^/<^c-Jr(^+c)}i-(;-2^T-lâ?s!•

Nous allons donner des exemples de simplification des trois derniers termes de
( 189) pour le problème de Cauchy et le problème de Rirchhoff.

2° PROBLÈME DE CAUCHY. — La surface S est le cercle de rayon vt du plan T == o
(fig. 8). Avec

( ç — a ? ) = = p c o s y , (-r\ —y) = psinç,

On alors
</S = p dp û?<p, /IT == — i, n^ = n^ = o ;

4c == 4* (^ "^vt cos ?» y ~1"vt sln ç? 0)?
^c ne dépend donc pas de la variable p et l'on peut écrire

c..) s*/•".,»^••—•-•rw-r" '*H ^'J: ̂ -•Sf.^f.^-
p-^ /<27 t , , , r^ prfp

= —— / d-s^ àt I . -
2îtJo Tc J,, v/p2^__p2

p-l y271^ » /. } r ' u d u i /-27t. , )= — — / d^^àt\vt -——=-— ^^î-2 TC */o ( ^o y1 ~ " " ^o )

On a aussi dans ce cas —==^-2^ et <^=—^ d'où, en portant (229)
dans (228) :

(23o) i/2J<K^y,pO=— ffT /(ç^^StLt^)^
0 ) -"^^cône ï

-^if^^-^

^^(^^O)^^11^0^"1]^^-^)^^-!^^^

1 /l2ÎT

-4- —— / ^ Û?®.
aîcJo Yc •
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Cette équation est bien identique à celle donnée par Hadamard [ l], (p. 281}.
En faisant ky==o dans (a3o) on a 'la "solution du problème de Cauchy pour les
ondes non amorties.

3° PROBLÈME DE RICHHOFF. — La surface S est le cylindre compris entre le
[an T == 9 et le'cône v == o {jig- 20); on fait tendre ensuite 0 vers—oo. On

a ?i^ = o et dS = didr en désignant par dl l'élément d'arc de la courbe F.
pi

Fig. 20.

Pour le terme de (228) contenant à.n on a

<-? ,-t
(.3,) ^f^dl^ \-^-^f^^)dl.^ V^

= — / /le <L', dl àx \ T~1 cb,
27cJr ^ lc Je

Posons

u=v-(t—'-.\ d'où du^—^d^, p ( ? — e ) < ^ ( < I ,
P P P

on a
<-£ ^«-0)

"p dux f y-iû?T=p-i^ Ç
*/o •A'o •A \/u^—ï

=-====== f-^- 0)1 -^.P=^,P ———===;
^ p 2 ^ _ _ e ) 2 — p 2 L P2 J P ç ^2 (^__ô )2—p2

d'où en portant dans (a3i ) :

(23.) -1 ^.(^p)——^^-6) .̂
2^Jr P v ç ^ / ^ ^ ( ^ _ e ) 2 — p 2

On a une expression analogue à (282) pour le terme en à y ' y en additionnant et
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en désignant par ,-= ^<^+ ri-r^à^ la dérivée suivant la normale extérieure à la

courbe r (ou au cylindre) on voit que l'on a l'expression

,.33) -i r^dç , ^-6) -
v / 2^Jf p dn ^p2^_0)2__p2

Dans ce cas on a aussi , - = = = , et l'expression (224) devient

(,34) H-H^y,^=^jjf/(.^ ̂ -^d.
v_ /T( ch(Â:o-Y) d^

+ ^JJs\ T ^
_ ^rch(,ov)-i1 ^/P

' d n i f | ' < • '^dn\^^
[dS

^c ^p p (^—e). p
^r P2TCjr p dn ^/p2^_ ey2_ p2

.̂

Quand 8-^—oo, ceci correspond au problème de kirchhoff et dans la mesure
où l'intégrale étendue à la section droite du cylindre, qui complète la surface S,
tend alors vers zéro; dans ces conditions le dernier terme de (284) prend la
forme

<-) U^^dl.
2 î; Jy p dn

II faut bien noter que ^c ©st P1'̂  sur 1e1 courbe G tandis que dl est l'élément
d'arc de F. Quand A-o=o, (284) se réduit bien à la formule donnée par
Hadamard [1] (p. 280).

13. Solutions qui se rattachent au cas n = 3 dans les identités générales. —
Quand on fait q = i dans ( ] 42 ) et ( 143 ) et que l'on remplace Xi, x^, x-^, x^, x'.^, x^,
par x, y, z ; Ï, TQ, ^, on a l'identité

i )
(236) i /2V6(a:,y, ^, vt}=[v-^-àï—k^—ài—à^—àl ] ; . . . j ,

0 ^

(23:) !•••;= 7'- /F^^^f-1 ^1 f •K^-n,^^)Io(Â:oT)^.4^ ^U/ L • " ' J ^^ fE ,^ , ^ )

On trouvera un exemple d'application de cette identité dans un article de
l'Auteur [7] sur le problème de Rirchhoff pour les ondes amorties. Phan Van
Loc [10] a utilisé cette identité pour donner l'expression^du principe de Huygens
en Théorie de Dirac."^

Quand Â-o==o et avec A == ̂ ;.+ à'^. + à^ on a simplement, au lieu de (236)
e t ( 2 3 7 ) :

(238) i/2 6(.r, y , z, ^) = [^à^ - A] ̂  ̂ -1 ^(ç, •n, ^ (•/ - 7) ̂  ̂  ̂  j.
o ) ^ « .
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L'Auteur a montré [6] que l'on pouvait tirer de cette identité (288) la solution
générale des équations de Maxwell de PÉlectromagnétisme. Cette solution cons-
titue l'expression du principe de Huygens en Électromagnétisme.

Quand on fait n==3 dans (186), on obtient la formule de Poisson qui donne
la solution du problème de Cauchy, soit

(289) ^(^,y,^^)=^J^rr-i/(ç,Ti, Ç, vt-r^d^d^d^
r^vt

"'" ~àt \ â~^ If ^ ^x + vt sin 6 cos ?î y -h vt siD 9 sin ?î z -+- vt cos 6Î °) dQ \

-+- )7~ II ^t^œ "4- vt sln ^ cos ?? y •+- ̂  sin 6 sin œ, z -i- vt cos 6, o) clQ [

On peut d'ailleurs tirer (289) de (a38) où le volume v est la sphère de rayon vt
et de centre x^ y, z\ on a alors toujours i au premier membre de (288).

III. — Les équations du type parabolique.

[ 11. Identité faisant intervenir Popérateur de Péquation A(^—V^.2 ^ =f.—
/==i J

On pari de l'identité ( i5o)-( i5 i ) et l'on a soin de prendre une fonction du type
(240) ^{xj, t ) = e^^^Xj, f).

Comme on a entre opérateurs la relation
( 241 ) e——<-o^[p-2^——^]==(P-i^+2Â-oP-l^] e-^t,

l'identité peut s'écrire

1 ) r n ~\
(242) 1/0^(^0= P-^-^Â-oP-1^-^2 { . . . } ,2 ) L 7=1 J

(243) ^..^^^f^^-^]-1^^^^.).-.^^^ Î (W.

n

Dans (242) et (243) faisons tendre /:o et v vers l'infini, mai^ maintenons 2—^
constamment égal à ^. Quand ^, donc aussi y, tend vers l'infini, où a

(•^0 I ,_^oT)^—————,
—g— V/2 7t Â-o Y

(?-45) A-o7=Â-o^•• ^ (^—T) 2—r2=X:oP(<—T)——^C L^—-

La limite supérieure de l'intégrale sur T tend vers t et ne dépend plus de r et
l'on a

'•"" K^r''1"*"'—»'̂ -^]""-"'"'
-(̂ r.-.i..(.-.)r*[̂ r<i[̂ r.
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L'identité (a42)-(243) devient donc

(247)

1 1 1 1
1/2 <K^)= ^-]^2 ! — — i >

(248) ^'^}J-'f^L^^\^^ e ^-^T,
^(^•)

Fig. 22.

ce qui est l'identité cherchée avec

r^^w-^y-.(249)

L'intégrale (248) est en fait étendue à l'hypervolume limité par Fhyper-
surface 7 = g{x'j) et l'hyperplan T == <; on peut donc écrire

(250) ...}=r...r4»(.r;.,T)G»(a-;-,T,.r/, t)dV'^,

avec

Les figures 21 et 22 correspondent respectivement au cas n = i et / î==2 .
Éventuellement la surface S peut être tout Fhyperplan T == o {fig- 24).
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2. Généralisation de Pidentité avec un terme d'amortissement u2 dans Popéra-
teur. — On part de l'identité ('î^)-(^S) avec n + i au lieu de n et l'on prend
une fonction du type

(252) ^(^., Xn^, t) = e^»+i$(^-, t).

On intègre sur la variable x'^ de —oo à +00, c'est-à-dire que l'on choisit
comme hypervolume V^+i un cylindre dont la base est (/'/, ; de plus on prend ^ • ( x 1 ' }
indépendant de ^+1. En posant toujours

n

^-^w-^-^,
on a alors

1 ) r " n /
(253) i/2 ̂ (^•, t)e^n^= \àt-à^-yàJ e^-^ f... Ç d^ Ç ^F^^-.0 ) L î^ \ "L._7 Js^)

n
avec

n-^-ï

(254) F ^ ^ f , . ' • ,Y' e~^-
A | 4lt(<—-i;)J

el

(225 ) j =y^ ",- '''̂ ^r -•i1—)-. ̂ .^_
^^-!v/:^..—--\^¥î!'̂ •.-^„_,^
=Ji'-ysçIl̂ -^^^4IÎ J«-.

En portant l'expression (a55) de J dans (249), en .remplaçant /JL par i^ et en
notant que l'opérateur à\^ est équivalent à /JL2, on obtient l'identité cherchée
sous la forme

1 ) r n ~] . ^ t
(256) 1/2 ̂ (^.,^= ^-+-X^-y^? F... f^f 0(^T)G^/T,0 ) L ^ J1—^7 ^(•^•p

n,
avec

<2^ ^^[^Dr^!-^^-)-^-)!'
72

(258) ,.2=^(^._^

7=1

L'intégrale de (202) est en fait étendue à l'hypervolume ¥«4.1 limité par l'hvper-
surface T===^-(^) et l'hyperplan T== ^; on peut donc écrire

1 ) i /' n(259) i/2^(^)= ^-+^-y^ . f - . - f 0(^,T)G,^,,i.0 ) L /=ï J^L^^-
n+ï fr
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Sous cette dernière forme elle est d'ailleurs plus générale el reste valable pour
des hypersurfaces S qui ne sont pas du type T==^( .Z^) , comme par exemple le
cas de la figure a3, qui correspond à n == i .

On aurait une identité analogue a (200) avec rhypervolume \ ji+i situé au-
dessus de l'hvperplan T == ?»

3. Solution de Féquation aux dérivées partielles quand on connaît <Ï> et ses déri-
vées partielles sur S. — Effectuons les dérivations au second membre de (256).
Pour ai on n'a pas à considérer la dérivation par rapport à la limite supérieure t
car G/, s'annule pour T •= t , comme ()/G,(==—à^G,i on peut écrire

à, • { . . . \= - F. . . Çdv'n Ç <Ï> ̂  T) à^n d-.

^——— ^P
n

= f- • • f^n Ç ^(^ ^)G^T -4- f. . . f(4>G,)^A-;/.
J i/ J\t „•• \\ */ i/'ëW\

Pour le calcul de àj\. . . | on transforme en ô'j et l'on inlègre par parties. On
obtient de même à^ soit

^.S.. .^=r. . . fd^Ç ^<Hr;,T)G^
J ^ ^ <-(..•.)

-f-'f[(WGn-\^'^)d^

n

+f' • 'fWQW^',W)d^.

n

En introduisant les vecteurs unitaires n^ n-ç de la normale extérieure à la
surface S :

(262) n,=——s] n-.=———~"1

i/-î - i/1^2'
V 7=1 V 7=1

en tenant compte de

/——^—
(263 ) dS == A / i -HVé'7 dv'^ d\' = dx\ djc\.. dx'^ d-.
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et en portant (260) et (261) dans (256), on obtient

i ) (r n i )
(264) i/2^(.r,,0== f... r ^ ^^_V^ 0^v'

/» l •/ «^v..-^»! -** 1 l

[ n i r "
^n,à)-n,\ k-<Ï» ^ ;̂/^;-^X $-$ Z,nfà.Gn \}dS.
/==! J 1-7=1

On notera que seules les dérivées spatiales de €» sur la surface S interviennent
à l'exclusion de à^. (264) est une identité valable quelle que soit la fonction €>
mais si cette dernière obéit à Inéquation

(265) ^-+ \àt-^àJ 0(.ry, t) =/(^/, 0,

l'identité (264) donnne la solution du problème que nous cherchons.

Exemple. — n == i et le domaine mixte spatiotemporel est celui qui est
hachuré sur la figure 24, on a alors

ds •=• d^, g ' == o, n> == o, /IT == — i ;

«.-H^"'!-''"-'-̂
et (264) s'écrit

(266|) <î»0r, f)= f1^ /'^/(ç, ï )Gi^+ ^^(ç, o)XG^.
•>'0 */—» *•_»

Cette expression (226) est la solution bien connue de l'équation de la chaleur

^2-^-^-^]<î)==/(^)•
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