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FORMULES APPARENTÉES A CELLES DE NEVANLINNA-AHLFORS
POUR CERTAINES APPLICATIONS

D'UNE VARIÉTÉ A n DIMENSIONS DANS UNE AUTRE ;

PAR M"*® MARIE-HÉLÈNE SCHWARTZ.
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Introduction.

Dans son Mémoire paru en igSo aux Acta Mathematica ( A ) , Ahifbrs a repris
la théorie de Nevanlinna ( 2 ) en la rattachant à des propriétés métriques et topolo-
giques de certaines applications d'une variété à deux dimensions dans une autre,
parmi lesquelles figurent celles du plan complexe G dans la sphère de Riemann S2

( ' ) Ahifors [1J.
(') Nevanlinna [1]; ce livre expose aussi les résultats d'Alilfors dans [ l le t nous nous y référerons

souvent.
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définies par des fonctions méromorphes dans le plan complexe ( 3) . Ce sont ces
propriétés métriques et topologiques que nous généralisons à certaines appli-
cations d'une variété différentiable, V, orientée à n dimensions réelles dans une
autre W de même dimension et compacte. Nous n'abordons pas, sauf par des
remarques simples, le cas des applications analytiques complexes; il n'est donc
pas question ici d'une généralisation de la théorie de Nevanlinna aux systèmes de
fonctions d'une ou plusieurs variables complexes telles que celles de
H. etJ. Weyl ( 4 ) ou de Stoll (5).

Nos principaux résultats sont résumés dans les énoncés de quatre théorèmes
( § 1 , 6 , 10 et 14).

I. Nous considérons d'abord, (définition 1. i) une « application parabolique »/'
de V dans W; c'est une application différentiable, discrète, conservant l'orien-
tation; de plus V possède une famille de variétés d'approche Vf qui généralisent
les disques [ z \ <; r du cas classique des applications méromorphes de V === C
dans W == S2 et les chaînes f (V<) vérifient une condition asymplotique (1. i) qui
généralise la condition classique d'AhIfors L/S -> o ( t t).

Le théorème 1 démontre alors que, lorsque t tend vers sa limite, « presque
tous » les points de W sont recouverts un nombre de fois « presque égal » à une
fonction N ( ^ ) ; dans le cas des applications méromorphes de C dans S2 si l'on
fait t ==• r, N(r) est équivalent, à un facteur près, à l'aire S(r) et à d(T(r))/d\o^ï\
Dans ce cas Ahifors revient, par intégration, à la caractéristique T(r) de
Nevanlinna; ici nous ne le ferons dans aucun cas, les fonctions que nous utili-
serons s'exprimeront toutes sans intégration, à partir des nombres de recouvrement;
N(^, tt) sera le nombre de recouvrement d'un point (l [de W compte tenu des
degrés topologiques, N (^, tf) le nombre des points dey~1 ( tt) n V/ et les déficiences
transcendantes et algébriques de 0 seront les fonctions

8(^,a)=i -N( / , (0 /N(^ et 3 ,̂ d) = (N(^, rt) - N(<, a) ) /N(<) C).

II. Nous supposons ensuite que / est, de plus une « application régulière »
(définition 5.3), une telle application est, en particulier un homéomorphisme
en tous les points de V sauf en ceux d'un sous-complexe d'une « triangulation
régulière » (D') de V (définition 5. i). Dans notre Mémoire [A] (8) nous avions
établi, pour les applications régulières une formule apparentée à celle de Gauss-
Bonnet généralisée suivant la méthode de Chern ( 9 ) [formule (5.5)]. Appliquée

(3) Voir aussi Stoïlow [1].
(*) H. et J. Weyl [1].
(s) W. Stoll [1] et [2J.
(6) Nevanlinna [l], p. 33i.
( 7 ) Nevanlinna et Ahifors désignent les symboles correspondants pour le cas des applications

méromorphes par /»(/', a) et n{r, a).
( 8 ) Nous nous référerons souvent à ce Mémoire (M. H. Schwartz [2]) (Acta Mathematiea. t. 9î

ig54 ), il est formé par les deux premiers chapitres de ma thèse de doctorat soutenue à la Faculté
des Sciences de Paris en 1953; le présent Mémoire est formé par le troisième chapitre.

( 9 ) Chern [1].
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«i une variété d'approche V/ elle pourra s'écrire

,i) f L>o==r-n -h7/(V<),
^/(Vt' ^(V,)

i2o est la courbure totale pour une métrique riemanienne quelconque de W
et _n la forme de Chern associée à S2 et définie dans l'espace des vecteurs
tangents à W. V-f est une caractéristique qui généralise celle d'Euler-Poincaré et
qui peut se définir par une triangulation de V en simplexes ouverts D^ le long
desquels le degré topologique local de/, w(D^) est constant ; on a

7y(V)==^(-i)^m(D^).
/,Â-

Le théorème 1 montre que le premier terme de ( i ) est équivalent à N ( ^ ) % ( W ) .
Revenons alors au cas des applications méromorphes de C dans S2, ce terme est
donc équivalent à aS(r), le premier terme du second membre est l'intégrale de
courbure géodésique dont Ahifors a montré la relation avec les défauts trans-
cendants de Nevanlinna (1 0) et le dernier terme, ^/(V/) est tel que

^/(V/)--7(v/)==^(m(s)-i) P01111 M-'--

III. Nous préciserons et généraliserons ces relations dans le cas particulier où
nos applications régulières et paraboliques sont pseudo-simpliciales (définition 7. i ,
^7 ) , c'est-à-dire conservent une structure triangulée. Dans ce cas nous pourrons
définir des déficiences § ( t , AÂ ') et ̂ (t, ̂ k) relatives à un simplexe A^' d'une trian-
gulation fini (A) de W puis des déficiences transcendante et algébrique, globales :

Trs(<)== ^ (-i)^(^) et Alg(/)= ^ (-i )^(/, A? ).
t,K^n—î i^'^n - - •>

La fonction Trs(t) est-elle égale, à 0(1) près. au quotient par N ( ^ ) de l'inté-
grale de —II qui figure au deuxième membre de la relation ( i) et a-t-on l'égalité
llg(,) = UfW-xWWW + o^)9

La réponse est positive si la dimension n de V et W est paire, moyennant une
certaine limitation du degré topologique local m et certaines conditions (non
nécessaires) de régularité (§ 10), l'arbre topologique de l'application est alors de
caractère parabolique. Ces diverses propriétés sont résumées dans l'énoncé du
théorème III (§ 10) et des propriétés (DN) (§ 9).

IV. Dans Renoncé du théorème IV nous avons rassemblé nos résultats relatifs
à une fonction méromorphe dans le plan; en particulier il suffit que la fonction
multiforme inverse n'ait qu'un nombre fini de points critiques (l/ pour que l'iné-
galité de Nevanlinna devienne l'égalité suivante :

^8(/, a0-+-^S(/, (iQ = 2-+-0(1),

( » " ) Ahifors [1].



— 320 —

Pour n = 2 toute application méromorphc de V dans W si elle est non cons-
tante est régulière et toute application de G dans S12 est de plus parabolique. Mais,
pour 7i > 2 le problème est plus compliqué môme lorsque la variété objet est
trouée le long de certaines sous-variétés de manière à ce que l'application soit
partout définie et discrète; en effet on n'a pas, à notre connaissance, démontré les
conditions de triangulabilité et de différentiabilité nécessaires en ce qui concerne
les sous-variétés où l'ordre des zéros du jacobien et le degré topologique de
l'application sont constants; d'autre part les applications de G"72 dans G"'2 ou
dans (S2)"72 n'étant pas conformes ne sont plus nécessairement paraboliques
comme le montrent d'ailleurs des exemples classiques ; les classes d'applications
paraboliques méromorphes (il en existe) généralisent tout autrement les appli-
cations de G dans S2 ( i l).

I. — Applications paraboliques.

§ 1. Définitions, énoncé du théorème I. — Considérons toujours deux variétés
différentiables de classe Ça, V et W, à n dimensions, orientées et sans bords;
W étant compacte, V non compacte.

DÉFINITION l . i . — Application parabolique relativement à des variétés
rapproche. — Nous dirons qu'une application / de V dans W est parabolique
relativement à la variété d'approche V/ ;

i° si y est différentiable de classe €2;
2° si l'image réciproque, par/, de tout point de W est un ensemble discret de

points de V (application « discrète ») ;
3° si/conserve l'orientation (c'est alors une application « intérieure ») ;
4° si, t étant un paramètre qui a une limite t^ suivant une suite ou un filtre

(nous noterons t ->- to), V est la limite d'une famille de sous-variétés compactes V<
que nous appellerons variétés d^approche^ et qui satisfont aux deux hypothèses
suivantes :

(AP)i Vf étant le bord de V^, l'ensemble des points dc/(V/) admet une struc-
ture de complexe différentiable.

(AP)s Si l'on munit W d'un ds'2 riemanien et V de la métrique dont le ds2 est
l'image réciproque du précédent par/ (métrique non partout riemanienne), on
a, en désignant par HT et ÎT les hypervolumes et les hypersurfaces relatifs à cette
métrique de V :

( i - i ) i imir(v,)/îr(v/)=o./>/,

( n ) Pour les notations nous avons établi un index à la fin du Mémoire.
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Grâce à P hypothèse (AP)i cette relation a bien un sens. Elle généralise une
condition classique d'AhIfors (1 2).

REMARQUE l . i . -—Si la relation (1. i) est vérifiée pour une des métriques ricma-
niennes sur W elle l'est pour toutes.

DÉFINITIONS 1.2. — Soit r t€W, conformément aux notations courantes nous
distinguerons les cas suivants :

a. il existe un voisinage compact \v de rt tel que la restriction de/'à chaque
composante connexe de y"1^) soit un lioméomorphisme sur \\\ rt est alors
appelé point régulier;

b. il n^existe pas de tel voisinage mais il existe un voisinage compact w de il
tel que chaque composante connexe de /^(t^) soit compacte; alors f~l(w)
contient au moins un point x de degré topologiquc m(x) ̂  ^ : f(x) est appelé
point critique algébrique; (t est nécessairement soit un point critique algébrique,
soit une limite de points critiques algébriques ;

c. les deux cas précédents ne sont pas réalisés; donc, quelque soit le voisinage
compact w de ft, /"^((v) contient au moins une composante connexe non
compacte qui, du fait qu'elle est fermée ne peut être contenue dans aucun
compact Vf. n est alors appelé point critique transcendant ( l : l). Si, de plus,
/'~' l(«') contient un chemin infini le long duquel/(a?) tend vers ïl, (l est appelée
râleur asymptotique et le chemin, chemin de détermination Ci.

R E M A R Q U E 1.2. — Ces définitions sont valables pour loutes les applications
différenliables intérieures et discrètes de V dans W.

NOTATIONS l . i . — ^ ( t ^ ^ g ' { t ) étant deux fonctions positives nous écrirons :
Q'\t) == 0( ' g(t}} si ^ { t ^ l g ^ t } est borné supérieurement pour f —> te.

g ' ( t ' } et g ( t ) étant deux fonctions réelles nous écrirons : g\l} = o ( ^ ( t ) )
si g ' ( t ) l g { t ) tend vers zéro pour t->fo, o ( i ) sera alors une quantité réelle
quelconque qui tend vers zéro pour t —^ to :

l i m ^ ( / ) = = o scru noie ^ ( 0 = = o ( l > -
/><0

DÉFINITIONS 1 .:\ : V{n et î t(/). — Désignons par tj) et il les hjpcrvolumes efc
hypersurfaces relatifs à la métrique de W. Considérons, dans W, les chaînes
/(Vf) et/(V/) et posons

( i .2) ti(/)=ip(/(v,))==tr(v,) ci ti(<)=t(/(v,;n=='i^v^.

La relation (1 .jj s'érit donc :

d .3 ) 1 Ï (< )=<>(^ (Q) .

(1:!) Condition L/S-^o (cf. Nevanlinna [1], p. 33 i .
P3) II ne suffit évidemment pas qu'un point soit critique transcendant pour qu'il ai t un défaut

transcendant de Nevanlinna non n u l ; ce n'est pas non plus nécessaire (<•/. Teichmùllcr [l],
M. H. Schwartz [1]).
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DÉFINITIONS 1.4 '- J N ( ^ . S) et 1N(^, Ç). — Soit iC W, nous poserons

(1.4) N( / ,0==^m(^) pour ^e/-i(OnV,
f

et JN(^ , Ç) sera le nombre des points Xi de /"^Ç) nV/.

THÉORÈME l. — a. ^1 V applicatioît f parabolique pour les variétés
(rapproche V; on peut associer :

Une fonction positive iM ( t) qui tend vers V infini ( 1 4 ) pour t —^ to.
Lin ensemble variable Ci de W tel que :

( ^ 1 . 5 ) p o u r f - > f o : l im1Ï(^')==o ^ / N( / , ç > ̂  = o ( N ( / ) > .
^e^

î//i<? /onction positive ou nulle fï(t). qui tend vers zéro pour t —>• to de manière
que, pour chaque valeur de t :

( 1 . 6 ) ^ei entraîne | î — ^(/, 0/N(/} | ̂  -f\{f).

b. Si^ de plus, t est un paramètre positif dont le domaine de variation 9
est une suite d^ intervalles tendant vers une limite supérieure to^-^-oo', et

si 13(^)/ît(^) est majoré par une fonction e(t) non croissante qui tend vers
zéro assez vite pour que

r ft
(1 . ; ) / ^(Qé/Oogt^/)) <-+-», avec y. == -——-,

J% / i — i

alors il existe dans W un ensemble fixe e de mesure nulle tel que

( 1 . 8 ) ^e entraine lim(i — N(/, ?)/N(Q) = <» pour t-^fû.

§ t2. Un lemme. — LKMME 2. î . — Soit T une sous-variété de W de dimension ?i
fermée et qui admet une structure de sous complexe différentiable dans \^ .
On a

( - 2 . 1 ) miliWl^WW^lKnj^K^r)]31,

K étant une constante relative à la métrique de W.

Appelons, en effet G une des deux variétés T et W—Y telle que tt(0^ - t ï(W » .

Alors C == F et la relation (2. î ) s'écrit :

r-î-2) înQ^Kl'îHc))01.
Considérons alors, dans l'espace K", un siniplexe ditîérenliable à n dimensions

terme A. Désignons par tîo et 3)o les hypervolumes et hypersurfaces pour la

métrique de R^. Soit r une sous-variété à n dimensions de A admettant une trran-

( u ) Le cas simple où lim N ( ^ ) est f inie est traité au paragraphe 15.
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gulation différentiable donc pour laquelle î»(c) et ̂ (ê) sont définis, posons :

<9 -3 ) c^cnA, donc c=c /-^-(Ânc),

6 étant un nombre donné o < 0 < i et Ki étant une constante suffisamment
petite, il existe une constante Ko dépendant de A, de 9 et de Ki telle que :

i- les conditions ^(c^^Ki et IKo(c) ̂ 9îto(A) entraînant

'^(^-(ÂncO^KoîlloCc') et IMA-c^Kct'Ôo^)]01;

2° les conditions îîo^^Ki et Kp(c) ^9ÎK(A) entraînent

'6o(Ânc) ̂  Ko'èo(c') et ÎKo(c) ̂  ̂ [^(c')]01;

3° la condition îïo(c')^Ki entraîne

îlo(Ânc) ̂  Ko'éoCc') et .îlo(c) ̂  Ko[lo(c /)]a•

Ces trois cas montrent que l'un au moins des deux groupes suivants de condi-
tions est réalisé :

(-2.4) ^(c^KotîMcOr et *o(Ànc)^Ko*o(<n;

^.^ ( ^(A-c^Kol:^)]01;
( '6o(À-(Ànc) )^Ko ' i lo (c / ) et 'ÎÏo(c)^6ÎÏo(A).

Revenons à la variété W; elle admet une triangulation différentiable en un
nombre fini de simplexes fermés A, appartenant chacun au domaine de définition
d'une carte. Pour chacun d'eux il existe un homéomorphisme bidifférentiable
dans un simplexe fermé de R"; l'hjpervolume îî (resp. hypersurfacc t ) d'une sous-
variété de A c W et l'hjpervolume îto(resp. hjpersurface Ko) de son image
dans R" par cet homéomorphisme ̂  sont dans un rapport borné supérieurement
et inférieurement. Les relations (2.4) et (2.5) subsistent si l'on change les cons-
tantes: il nous sera en particulier possible de choisir 9, tel que

îlo(^C^))^9^o(+(A,;)) entraîne î!Ï(c,)^ ^îlï(A<).

Les A/ étant en nombre fini nous pouvons prendre des constantes valables pour
tous; on en conclut que si a est une sous-variété de A/ ayant une structure de
sous-complexe différentiable il vérifie l'un, au moins, des deux groupes suivants
de conditions où K/ est une constante convenable :

(-2.6. ÎKcO^K'tîKc;)]01 et t(Ànc,)^ m^);

^(A-c,)^^^^.)]»;

^-(Ànc^^K'é^) et îl(c<)^JÎH(A<).

jNous pouvons poser c/== C n À/; on a

(-2.8) •U(C)=^î((c,) et [ll(C)]^/^T»(<:,)Y^[»(c;)r.
' \ ' / i
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Les conditions (2.7) ne peuvent pas être réalisées simultanément pour tous

les a car la troisième donnerait, par sommation 'ÏÏ(C)^^Î((W) contrairement
à la définition même de C.

Supposons que les conditions (2.6) soient réalisées simultanément pour tous
les a; les relations (2.8) montrent que

^(^^^(cO^K^EîKcQl^K-EKG)?,
i i

c'est-à-dire que la relation (2. a) est vérifiée pour R == K/.
Il reste à examiner le cas où (2.6) est vérifié pour certains a et (2.7) pour

d'autres. Il existera alors au moins un couple de simplexes A)^ et Au, ayant en
commun un simplexe s à n—\ dimensions tel que c\ vérifie (2.6) et c^., (2.7).
C détermine un recouvrement de s en une région sr\c\cC^ une région
s—(«ynCp.)c(W—C) et une région snC. Appelons v l'hypersiïrface minima
d'un simplexe à n—i dimensions de (A) et majorons les hypervolumes des trois
régions à l'aide des relations (2.6) pour c\ et (2.7) pour c«. Il vient

(••^ÎÏ(^^K / t (cÂ)-+-K / î l (^)-+-é(â)^3t(c)max[k ' , i ]
ou

•6(G)^P/3max(K/, i )== K",
par ailleurs

•V(C)^(W)/2,
donc

ÎKC^WW^K^^C)]2.

Ce qui est la relation (2.2) pour K convenable. Nous prendrons finalement
R^max^, ^(W^K/')01] : (2.2) sera alors toujours vérifié ainsi que (2. i),

C. Q. F. D.

§ 3. Nombre N(<) . Démonstration du théorème I, a. — INFINIMENT PETITS UTI-
LISÉS» — Définissons e(t) tel que
<3. i ) £(Q=o(i) et £(Q^-é(<)/il(^),

l'existence de e.(t) est assurée parla relation (1.3); on peut alors définir fîi(t)
tel que
(3.2)- •ri,(^)=o(i) et £(^)==o[-ni(0],

puis Y î2 (<) tel que

(3.3) •n,(/) =0(1) et £(Q/^(Q ̂ TI,(<),

puis enfin

CU) ^(Q=£(0•nî-1(Q/^(<)=Tlî(^£(Q/(•nl(<),^(Q),

ce qui, compte tenu de (3.3) donne
(3.^) ^,(^^Tia(<)=o(l) (is).

( l s) Ces relations sont, par exemple, vérifiées pour
•^(f)^1/01^); Tl^e1-1/0^); TI,=£.
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LES COMPLEXES I\ix- — r^u, est l'ensemble des points Ç de W tels que
(3.6) Ç€I\(JL entraîne N(^)^;JL.

De l'hypothèse (AP)i résulte que I\^ est un complexe différentiable. Par
ailleurs

(3.7) '^î^> '{J-i entraîne r/,^,cr/,^ (l'inclusion peut comporter ici l'égalité).

D'autre part, en désignant toujours par le même symbole une sous-variété
orientée de W et le cycle qu'elle définit par immersion canonique dans W,
r^.j. orienté canoniquement pourra désigner le complexe ou une chaîne à n dimen-
sions ayant pour bord un cycle 1\ .̂ On aura

(^^ /(V,)=^I\p. et /(V<)==^r^
p.^1 p.^1

et, compte tenu des formules (1.2) :

(3.9) îKO^tiKr^) et t(<)=^'é(i\i,).
p-^i ^^i

CLASSIFICATION DES r^,,. — Catégorie des Tt,\' — Appelons I\^ tout
complexe T(^ qui vérifie
< 3 . i o ; •é(r^)^-ni(<),
soit v/ . ( / ) le nombre des r^, on a

^(QTi,(Q^^-Ô(ra)^^('é(r<.p.)=i»(Q^£(Qî»(0
A H.

OU

•3 . i i j ^(<)^(E(Q/Ti,(Q)îï(^^-n,(Oîl(0.

Catégorie des I\/. — Appelons Tt,i tout complexe I\p. qui vérifie

< 3 . i 2 ) '6(i\,)<-ni(Q et îï(r(,o^^î»(W),

soit ^ i { t ' ) le nombre des r^,, on a

^•(Q^(W)^^îil(r^)^^îï(r/,p.)=î»(<)
i u.

ou
..3.i3) ^•(/)^2liï(Q/'y(W).

Comme îl(W—r,,/)^^îî(W), le lemme 2. i donne

^(W-r^K^éd^l^K^îKlYOCÏKr^)?-1

/ I I

ou, compte tenu de (3.12)

^îl(^v-r<.o^Kr,a-l(o^î^(r,,,)^K•/l^l(Q^t(^<,x)=KT^^
/ i p.
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ou encore
(3.i4) ^(W-r^)^K^t)r^-\t)^(f).

Catégorie des I\y. — Appelons l\y tout complexe I\u. qui vérifie

<3. i5) é0\/)< ^(^)'IKO et •3P(I\,/)<^Î1(W).

Leur nombre ne peut pas être limité mais le lemme 2. i appliqué aux r/,/ comme
précédemment aux W — F/,/ montre que

(3.i6) ^(r/j^K^)^-1^)^).

DÉFIMTIO.N 3.i : <^, e"t et ^. — L'adhérence W—r<,/ de W—I\f est un
complexe. Appelons e\ (resp. é\ l'ensemble des points df W situés dans
l'intersection de complexes W—Ti^ i (resp. Tij) en nombre ̂ rî^(t)T^(t).

e\ et è\ sont donc des complexes (non nécessairement disjoints) ainsi que leur
réunion Ci === e\ u é\.

De la définition de e\ et de la relation (3.i3) il résulte que
1P(^)^(/)•^^(^^î»(W-^^•)^K£(Q^- l(^(^

i
OU

^(e't ) ̂  Ks^X-1^)/-^) = K-^(<).

Le même raisonnement permet de limiter îî(^) en partant de (3. 16); on a
donc
<3.i7) ^(e't)^Kr^f); IH(^)^KT,,(Q et ÎÏ(^)^ 2K-/i,(/) ̂  •2K-nî(/)

PROPRIÉTÉ 3 . i :
(3.18) ç^e, et r^ entraînent | ^(^, f) — N(/ , $') j ̂  3Ti2(/)îl(Q.

Soient, en effet, il' et G" deux points de W tels que

(3.19) N(/ , a")-N(/ , (0>3-/^)1(Ï^).

Posons y = = N ( ^ , t t")—N(^, a'); il y a v complexes I\a emboités qui con-
tiennent û" et dont le complémentaire dans W contient dt1 ; ce sont ceux pour
lesquels N(^, a ' ) 4- i < p- ̂  N(^, ft") ; de la relation (3.11 ) il résulte que, parmi
ces v complexes 1\̂ , rî^(t)3S(t) au plus sont des r^. Comme v > 3Y}a(^) It(^),
il y a , parmi les I^p, considérés, plus de r^(t) T ( t ) complexes appartenant à une
même catégorie qui est, soit celle des I\, soit celle des r^y.

Supposons que ce soit celle des r<j; a" qui est dans chacun d'eux, donc dans
plus de r)^(t)TQ(t) complexes JT/j est dans é\ d'après la définition même de e\.

Supposons maintenant que ce soit la catégorie des r^/ qui contienne plus
de ' n ' i ( t ) T ^ ( t ) complexes parmi les I\^ considérés. Comme d' est dans le complé^
mentaire de chacun d-'eux par rapport à W, 0' est dans plus de 'fî^Çt) TD(t)
complexes W—1\/, donc dans e\ d'après la définition même de e\.
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On a donc, soit a'çe\ G<?(, soit Ci" ce", ce'i, ce qui démontre, par l'absurde, la
propriété 3. i

PROPRIÉTÉ 3 . 2 :

(3.20) ?o<^ entraîne | N(/, $o) - ÎK(Q/ÎÏ(W) = ̂ 0)ÎKQ/ÎÏ(W),

avec
•n (<)= 0(^(0+TI^)).

On a, en effet :

îï<^) =ÎT(V,)= f^r= /\N/, o^ = fN(/, o^ + /' N( / , o^.
^V, ^W ^et J^- et

io étant un point quelconque de W—e^ nous écrirons

(3.?.i) V(t)= ^(f, ç)^p+N(^, Ço)liÏ(W-^)-h f (N(/, ç)-N(^Ço))^ 'y.
l/^ ^w-ct

On a. d'une part :

j N(/, ç)^=^îl(r/,u.ne0=^tiï(r/,).n^)+^(r<,,n^)-h^-y(r^n^)
?t t̂ 1 A f /

^ [n(<) + ̂ (<)] îl(^) +^(r,,/»
j

et, compte tenu des relations (3.17), (3.n), (3. i3) et (3.i6) :

jN( / , 0^^^(<)^^^)tl(0(2K•rl,(Q)+K£(f)Tl?-j(QjI»(r).

On sait que

^,(t) = o( i ) ci £(Q-n?-1^) = •ns(Q-n.-î(<) = o(^(Q),

on a donc, toujours pour t suffisamment voisin de sa limite :

(3-^) / N ( / , O^P^5KTi,(<)ÎÏ(/)/1»(W),
J Ct

d'autre part, la propriété 3. i montre que

| /* W, 0-N(r, $0))^ <3îH(W)Ti,(QîKn,1 t 7^- ^

cette inégalilé, jointe à (3. 17) et (3.22) montre que

(3.23. Î Ï( / )-ÎÏ(W)W(<,Ço) |^2KTi3(QN(/ ,Ço)+[^^^(<)4-3ÎÏ(W)^(<)1tl l (<)

N(^, co) est donc équivalent à V(t)139(W) et rî,(t) N(^, Ço) à YÎ, (t) ̂ (^/^(W).
Posons alors :(:^) ^(0= C3^^^) k^(<)-4-3^(w)^( /^
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on a bien
^(0-0(^(0-h-n,(0).

La relation (3.2.3) donne donc la relation (3. 20). c. Q. F. D.

DÉFINITION 3.2 : N(^) . — Nous poserons

(3-^) N(^=Î1Ï(Q/ÎI(W).

L'égalité (3. 20) donne alors (1 .3) et la partie a du théorème 1 est démontrée.
N(^) apparaît comme un nombre moyen de recouvrement de W par V/.

§ 4. Points dont la déficience transcendante tend vers zéro; théorème \,b. —
DÉFINITIONS 4.1 : -—ô(^ ,Ç) , ^(t, Ç). — Compte tenu <es définitions 4 . 4 : la
déficience transcendante de Ce W sera la fonction

< 4 . i ) ô ( / , 0 = i - N ( / , Ç) /N(Q

cl la déficience algébrique de Ç sera la fonction

( 4 - 9 - ) 2 ^ , ç ) = = ( N ( ^ 0-N^, 0)/N(/) .

R E M A R Q U E 4 . i . — Le défaut transcendant de la théorie de Nevanlinna prise
sous sa forme différentiée par rapport à log r peut se généraliser, pour n dimensions,
par l'expression l imô(^Ç); et le défaut algébrique, par lirnô^, Ç). Du théorème I. a
il résulte que :

PROPRIÉTÉ 4. i. — Pour tous les points Ç de W [sauf ceux d'un ensemble de
mesure nulle, on a

rTmô( / , 3) == o.

En eflet l imô(^ . Ç) > o signifie que '^çei quel que soit /, or 11 (^/) tend vers
zéro (3. 17).

Par contre il peut arriver que lim ô(^, Ç) == o ne soit réalisé pour aucun point \
de W (10). Cette circonstance implique nécessairement que tout point ^ appar-
tienne à et pour une infinité de valeurs de t, c'est-à-dire que, quel que soit le

( la) On peat en effet former un exemple où pour tout point ï de W, ÎTmô(f, ;) == 3. Indiquons
rapidement la méthode : W sera la sphère de surface i (/i== 2, a= 2). Soit, sur W, une suite
finie de calottes sphériques de rayons e ,̂ avec e,,-^ o. On définira à la fois V, les V, et / en formant
des feuillets au-dessus de W par groupes de IP à la fois, les IP feuillets d'un même groupe se
raccordant entre eux et aux précédents en deux points critiques ayant leurs images dans C . En
précisant convenablement la formation de ces feuillets, en prenant comme paramètre 7= \ogV(t)
et en définissant une certaine fonction e(-r) telle que e(/? log2)==e,, on a ^(T)/ Î Ï(T) ̂  2 £ (T ) . Par
ailleurs on aura formé chaque groupe de '21' feuillets de manière à ce qu'il ne recouvre d'abord que
la calotte (^, on [aura alors, pour tout ÇeC^, : N(T, ç)^ (2 —0(1 )) V(t). Donc, pour tout point
contenu dans une infinité de C^ on a ÏïmS(T, 0 == 2. Or les C ,̂ pourront être disposés sur W de
manière à recouvrir une infinité de fois chaque point si et si seulement leur aire totale est infinie.

c'est-à-dire ̂  ejp = -i- 20 ou f^(x)^ =-h oo, ce qui signifie exactement que la relation (1 .7 ) n'est
P

pas vérifiée, (^ette relation ne peut donc pas être améliorée pour n = y.



— 3^9 —

voisinage ^ ( t o ) de ^o» on ait

H ( W — ̂  ) == o pour < e c ( /o )•
/

La partie b du théorème 1 montre que cette circonstance est exclue si 3)(t)13î(t)
tend assez vite vers zéro.

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME I, b. — Nous pouvons imposer ci fî^(t) la condition
supplémentaire :

(4.3) -^)==o(^(/)).

Comme ru ( t ) ̂ n^(t) la relation (3. a4) donne

( 4 . 4 ) •ri(<)<k'-n.(Q, avec K ' = = 4 H ( W ) ,

Nous allons prendre comme paramètre particulier

(4.5) T = = l o g N ( ï ) , d'où To == Hm T = = - i - o o .

DÉFINITIONS 4.2 : ̂  et u\. u'^ sera l'ensemble des points c de W tels que

(4.6) T- logN( ï , O>K'^ (T) ;

u"- sera l'ensemble des points Ç de W tels que

(4.;) l o g N ( T , 0 - T > K / ^ ( T ) ;

W — u^ — u"-, sera donc caractérisé par la relation

(4.8) T-K'T^T^logN^, ^T-hK^,(T),

Soit alors Ç e W — e ^ la relation (3.20) montre que, compte tenu de (3.20)
e t (4 .5) , on a

T-hlog(l--n(T))^logN(T, ?)^T4-log(l-+-Yl(T)),

d'après (4.4) on a pour T suffisament grand :

T — K^T) < T — TI(T) ̂  10g N(ï, Ç) ̂  T -h •/l(ï) < T -t- K'T,,(T),

donc ^ satisfait à la relation (4.8) et est dans W—u\—u1, ainsi que tous les
autres points de W — ^ ; en passant aux complémentaires, on obtient; compte
tenu de (3.16) :

(4.9) ( î^u?4)c^ et 'ÎHMTUO^aKT^-c^sKTif^).

DÉFINITION 4.3 : ensemble e. e sera l'ensemble de tous les points dont la défi-
cience transcendante ne tend pas vers zéro; W—e sera donc caractérisé par

<4.io) 8 ( / , ç )=o( i ) ou Ô ( T , Ç ) = O ( I ) .

Démontrons la formule

(4. n) <*C ^ j u'^ u ^ J u^ | quel que soit-c°.
j T^T» 7^T0 |
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Passons aux complémentaires ; prenons donc un point \ pour lequel il existe une
valeur T° telle que Ç ne soit pas dans l'ensemble représenté par le deuxième
membre de (4.11 ) ; cela implique que pour tout T ̂  T° on ait Ç € (W _ u^ — u^};
de la relation (4.8) il résulte [que | logN(r, Q/N(T) | ^K^O-), donc que
^(^ S) I < 2K/Y}a(T) qui tend vers zéro; d'après la définition même de e cela

signifie que Ç c W — e, ce qui démontre (4.11 ).
Nous démontrerons le théorème 1,6 en démontrant que e est de mesure nulle.

Pour cela nous prendrons deux systèmes de fonctions Yî i (T) et Yîs^), l'un étant
encore désigné par ^(r) et ̂ (r), l'autre étant désigné par ?i(r) et ^(r); les
ensembles correspondants seront respectivement u^ (ou ^), et ûL (ou î l ' i ) ; puis
nous démontrerons les formules

(A.,.) ^"îifUsQ=0 et ^fU^0'
\ ^T» / T ^» ^ ̂ ^ ^

en majorant la réunion de la famille continue des û'^ (ou 7^) par celle d'une
famille dénombrable de u^ (ou u"ç).

CHOIX DES INFINIMENT PETITS £(ï), YÎ^T), , Y î a ( T ) , ^1 (r) ET ^(T). —— NOUS pren-
drons pour £ ( T ) = = ? ( T ) la fonction non croissante qui, par hypothèse satisfait à
la relation (4 . '7) ; nous écrirons

(^.i3) fea(T)^>+oo, avec ^î2^o.

On sait qu'il existe alors une fonction, qui sera par définition Y3i(T), telle que Pon
ait

(4.i4) ^(T)=O(I) ; £(T)==O(T, , (T)) et ./-i^l/^^o
"ni^)/ ~

et, de plus :

(^•i5) y< '•nî(^)^<-^-oo, avec ^(^i(ï))/^T: ̂ o.
» (y

Les relations de définition (3.2) sont bien vérifiées.
En vertu de (4. i5) il existe une fonction non croissante îp(r) telle que

Ç(T)=O( I ) et fZ^^^+oo.^© y^)
Nous pourrons alors prendre la fonction Tîa(^) telle que

(4..I6) Tt.(T)==o(l); £(T)/Tli(T) ===0(712(1)) Cl 9(T)^T,2(ï)

et comme cp(r) et £(r) /yîi(T) sont non croissants ^2(1-) pourra vérifier en outre :

(•^ 17) — 1/2 ̂  K'(â?7l2.(ï)/^T) ̂  0.

La relation 9^) < ̂ (r) et la relaiton (4.16) donnent

(4.iS) , Ç^d.<^^.9 J@^)
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Posons maintenant :

(^.i9) •7î>(^=^i^).

puis définissons ^(r) par les conditions suivantes qui sont compatibles entre elles
en vertu de ( 4 . i ^ ) :

(4-20) ^>(T)=0( I ) ; Î Ï2 (T )^2 r i2 (T )

et

(4 -2I ) — i ̂  K' ̂ {^(h ̂  o.

Comme î (T)==£(r ) , les conditions (4. 16) entraînent les conditions de défi-
nition (3.3) relatives à ^2(7).

CALCUL DE 1̂  yj^}' — N01^ allons déterminer une suite dénombrable de
\ T^TO /

valeurs de T : TI, Ta, . .., T/, . . . qui déterminera une partition de © en ensembles
6/== © n [r/, T/-+.I [ de façon que l'on ait :

(-S--22) pour T60, : T — R'îi^T) <•:<•— ^'^(T,).

En vertu de (4.20) cette relation est vérifiée pour T == T/ et, en vertu de la
deuxième inégalité de (4.21 ) son premier membre est une fonction non décroissante.
L'ensemble des valeurs pour lesquelles (4.22) n'est pas vérifié est fermé dans IV;
en prenant pour T/-n la borne inférieure de cet ensemble on voit que (4 .22) est
vérifié et que, de plus, on a

•:/+, — k"îi-(T^ ) ̂  -c,— K/-n.(T,)
ou

T^——T,•-^-K'(î|2(T,•)——^(T,_^.l))^K /(îi.(^,•)—-r^2(T,•))^K'•n.(-C,•)

de la première inégalité (4. 21 ), on tire

^(^(•CO — 7r(T^ )) ̂  T^i — -^ ;

donc il vient

(4-23) 2(T^, — T<) ̂  K'Tl,^).

Soit alors Çe^ , - € © / ; la relation (4.22) est applicable ainsi que (4.6)
[pour ?2(7)] ; et comme N(-r, Ç) est non décroissant il vient

log N(-:,, ç) ̂  log N(T, 0 ̂  x — K/Ti^T) ̂  T < — K'TI.'(T,)

La comparaison des termes extrêmes montre que, d'après la définition même
de u-: on a Ç e ̂ . Donc

(^^O pour T €6,; ^CM^, donc H (^c^,
, , j . 1 / . ^ Tî T<T»+lon en déduit, compte tenu de (4.9) :

^fU^)^^^^2^^^ avec ^<^<^t.
\ T>T» / /̂ ^
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La première relation de (4 .12) sera vérifiée SÎ^.YÎ^T/) est une série convergente.
i

Comme yî^(r) est une fonction non croissante (4 . i5) etT/_)_i—r/^ K/Y^T,) (4. 23).
/* T^r " ' )la convergence de cette série sera assurée par celle de l'intégrale I ——— cl"r. Or,

J@ '^C"^)
cette intégrale est convergente (4.18). La première relation de (4 .12) est donc
démontrée.

CALCUL DE ^(\^u"^Y — Déterminons une partition de 6 en en-
\ T^T» /

semblés @j= Q r\ [r? Ty_n[. Pour .définir r/^i à partir de T/, considérons l'inégalité

(4.25) T -+- K'r^T) ̂  Ty-4- K^Ty),

-son premier membre est une fonction non décroissante de T [première inégalité
(4.17)]. L'ensemble des valeurs qui la vérifient peut s'écrire : 6n ]— où.-']. Il
comprend T/ en vertu de (4.20).

Premier cas : 7'==Ty, comme l'inégalité (4.20) est stricte pour T==T/ , ce cas
n'est possible que si Ty est la borne inférieure d'un intervalle ouvert, non vide.
de R1—©; sa borne supérieure, située dans 6, sera, par définition, T/+I ; on
-aura T/-i-i > Ty et © == ( T/ j.

Deuxième cas : T^^T/, nous poserons alors Ty-i-i^T^, Ty+i vérifie (4.25).

Dans les deux cas la relation (4.25) est vérifiée par tous les éléments
de Q/== 0 H [T/T/-I-I [ et par aucun T > T/-H. En particulier

T/-MS-h K/Tl,(Ty+s) > Ty + K^Ct/),

donc, en vertu de la décroissance de Yîa('î') et de (4.20) :

(4.26) T/+,- ̂ ^^^(^^-^^(^.^^^[^(^^-^^(T^J^k^^T).

Soit S€^ î , T€Q/ . (4.7) est applicable [pour ^(T)]. Dans le premier
cas, ©/= j ïy} et il vient, compte tenu de (4.20) :

<4.27) 10g N(T;, 0 = 10g N(T, Ç) > T -+- K'^CT) > T -+- K'Tl2(T) = tj -(- K'^C^-).

Dans le deuxième cas T/-n vérifie (4.25) : on a, compte tenu de (4.21) :

T/+1+ ̂ ^(Ty+i) ̂  T/-+- K'îîaÇ^) ̂ T -t- K^2(ï),

on a donc :

<4.28) logiN(Ty+i, Ç)^ logN(T, O^T-^-K^(T)^T^-+-K /•ns(T^)

la comparaison, dans (4.27) et (4.28) des termes extrêmes montre, d'après (4.7),
que, dans les deux cas possibles, Ç€ u": avec T€ 0y, entraîne Ce ^J U u"^. Donc

<4.29) pourTee;; %îc^.u<^; ^J ^cu'iuu^
Î^T<Ty-n
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11 suffit maintenant de reprendre le raisonnement fait à partir de la relation (4. a4)

pour montrer que 3)( ^j^x } tend vers zéro quand T° tend versi'infîni. Les rela-
\ T>T» /

lions (4. ia ) sont démontrées et, 'en vertu de (4. 11), elles entraînent que e est
de mesure nulle, ce qui démontre la partie b du théorème III.

Le théorème IV,a en sera une application.

II. — Applications régulières et paraboliques.

§ 5. Rappel de définitions et de résultats. — Rappelons les définitions du
Mémoire [A] (1 7) relatives aux applications régulières.

TRIANGULATION RÉGULIÈRE DE V. — Nous désignerons par D^ les simplexes
ouverts d'une triangulation (D') de Y et par D'f les simplexes fermés.

DÉFINITION 5. i (définition [A], 1.4)- — Une triangulation (D') de Y sera dite
régulière si elle est l'image d'un complexe simphcial euclidien (D') par un homéo-
morphisme cp conservant la structure de complexe et vérifiant les conditions
suivantes :

(TR)i la restriction de 9 à tout simplexe fermé D'f de (6') est un homéo-
y\ ___

morphisme unidifférentiable de classe Ça de D^ sur D^* ;
(TR)a la restriction de cp à tout simplexe ouvert D^" de (D') est un homéo-

morphisme bidifférentiable de classe €2 de fj;* sur la sous-variété différen-
tiable D;* de Y.

NOTATIONS 5 . i . — Les éléments, homologues par cp""1 d'éléments relatifs à Y
sont désignés par les mêmes lettres munies d'un accent circonflexe. On
aY^cp-^Y).

D^(.z') désigne le simplexe ouvert de (D') qui contient un point x de Y.

DÉFINITION 5.2. — Vecteur spéciaux. — Un vecteur spécial est un vecteur
non nul tangent en x à D^(a?), l'ensemble des vecteurs spéciaux forment le sous-
espace T)s de l'espace T!) des vecteurs non nuls tangents à Y. D'après (TR)2,

cp-1 est extensible à l'espace ̂  en une application ^-1. cp^Cî^) = ^.y, espace
des vecteurs spéciaux pour Y.

APPLICATIONS RÉGULIÈRES. — DÉFINITION 5.3 (définition [A], 2. i). —Une appli-
cation y de Y dans W sera dite régulière si elle satisfait aux conditions suivantes :

( l l î ) [A.J désigne notre Mémoire [2] qui paraît aux Acta mathematica. Il contient des préci-
sions sur les définitions que nous rappelons dans ce paragraphe et les démonstrations des différentes
formules et propriétés que nous énonçons ici. Nous appelons (D'J et (D") les triangulations (D) et
<D') du Mémoire [A].
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(AR)i/est continue de classe Ça;
(AR)a il existe une triangulation régulière (D') de V telle que la restriction

de/à tout simplexe topologique D^ de (D') soit un homéomorphisme bidifféren-
tiable de classe €3 de D^ sur une sous-variété différentiable A^ de W.

Soit H)4- (resp. fUl) l'espace des vecteurs (resp. vecteurs non nuls) tangents
à W./est extensible en une application/de ÎÏ dans IIU^; on a, d'après (AR)o,
/•Wcm

DÉFINITION 5.4. — Sous-variété transversale de dimension n— i , sans bord.
— C'est une sous-variété F le long de laquelle on peut définir un champ JC de
vecteurs spéciaux qui la coupent transversalement avec les conditions de différen-
tiabilité suivantes : î == ̂ (F) est différentiable sur chaque Fn D^, le champ JC
est continu par rapport à x === <p~1 {x) çT (18).

CARACTÉRISTIQUE %/. DÉFINITION 0.5 (définition [A], 19. i). — Soit C une
sous-variété topologique de V qui admette pour triangulation un sous-complexe
d'une subdivision (D'7) de (D'). Le degré topologique local de/est le même en
tous les points de D^', donc de D^, on le note w(D^) ou Tn(D^); on a

(S.i) X./•(C)=^(-I)<-m(DJ/l') pour D"^ c G,

'/.f est indépendant du choix des triangulations (D^) et (D'7). Si/est l'identité.
•/j- est la caractéristique d'Euler-Poincaré ^.

DÉFINITION 5.6 ([A], § 18, formes différentielles ̂  et II*). — Nous appelons Î2o
une forme différentielle de degré n définie sur W et dont l'intégrale sur W
est ^(W). Nous appelons II une forme différentielle de degré n — i définie sur tH,
dont la restriction à chaque fibre appartient à la classe fondamentale et telle que y
7: étant l'application canonique de TSÎ (resp. V) sur W (resp. V) on ait

(5.2) ^Q,==_^i,

on pose

(5.3) Qî==/*ûo et ir==7*ll

d'où, dans TiSs '-

(.').0 ^Qî==-</n*.
PROPRIÉTÉ 5. i (première formule du théorème II de [A]). — On a (19)

(3.5) / o s = r - i r -+-v(C),
^c <x+(c)

(18) Aux conditions de différentiabilitc près cela signifie que r coupe canoniquement chaque sim-
plexe D;' avec une condition supplémentaire dont nous ne savons pas si elle est toujours réalisée
ou non (voir [A] , § 8).

(19) Cette formule est apparentée à la formule de Gauss-Bonnet généralisée, on peut prendre
pour ûo la forme différentielle de courbure totale relative à un dsî particulier sur W.
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G étant une sons-variété a n dimensions de V dont le bord G est transversal par
rapport à (D') et JC^C) est le relèvement de G dans K.y défini par nn champ JC1"
de vecteurs spéciaux (qui existent d'après la définition 5.4) q"i sont pris sortants
par rapport à G. Le cycle cK-^Ô) doit être considéré comme image difFéren-

liable de C=(() -1(G), et de G lui-même dans le cas particulier où (D') est une
triangulation dinerentiable.

§ 6. THÉORÈME II. — Soit f une application de V dans W régulière et para-
bolique pour les variétés d^ approche V^, les V/, sont supposées être transver-
sales par rapport à une triangulation (D') relative à Inapplication régulière /',
on a les relations
(6• l) ^.4^ -"^f2-^-1-0^
et
( 6•" ) ̂ .̂  +^ ^ (-•y(-(f)-.:^^=/.(w)-.o(,).

^ V < / K^CVt

La seconde formule résulte de la première et de la définition de %^ [formule (5. i )1.
Or pour déduire la formule (6. i) de la formule (5.5) il suffit de démontrer la
formule suivante :

(6.3) r L ) S = = N ( Q 7 ( W ) 4 - o ( N ( Q ) ,
• Vt

or, on a

f Q*o= ( N(/, QQo= N(<) r^o-h r (N(/, Ï)—^(f\)iî^
f \i • w ^\\ •\v

ou

(6.4) / '^^^(Q/^W)^/ 'N(^ OO,-N(<) fiî^ / ' (,\(/, E)-N(<))L>o,
^Vt '\; ''et '\\-Ct

^o est une forme régulière sur loulc la variété compacte V\ ; on obtient donc,
à un facteur fini près qui dépend de la métrique, des bornes supérieures des trois
dernières intégrales écrites, en y remplaçant la forme Î2o p^r la forme d3). Des
relations (1.5) il résulte alors que la première de ces intégrales et le produit de
la deuxième par N(^ ) sont o ( N ( ^ ) ) ; de (1.6) il résulte que la troisième est
aussi o ( N ( ^ ) ) ; la relation (6.4) se réduit donc à (6.3).

c. Q. i-\ D,

REMARQUE 6. i . — La démonstration précédente montre que la formule (0. i )
résulte uniquement de la formule fondamentale (o.5) et dos relations (1.5) et
(1.6); on pourra donc l'appliquer à des applications régulières non nécessaire-
ment paraboliques pourvu que, pour une famille de variétés V/, les relations (1 . f ) )
et (1.6) soient vérifiées.

EXEMPLE 6.1. — Revenons au cas classique d'une fonction méromorphc dans
le plan complexe G. Elle définit une application / de V == R2 ( o u V = G )
dans W === S2 (ou dans W==PC) ;yes t une application régulière qui conserve
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l'orientation. Appelons V< le disque ( z \ ̂  t, z € C. L'ensemble des points de/(V/)
admet une structure de complexe différentiable (rappelons que V< ne passe par
aucun des points où m est ^>i). Appelons 0 le complémentaire, dans la demi-
droite réelle positive d'une suite d'intervalles ouverts dont la somme des mesures
logarithmique est finie. Ahifbrs a montré (2 0) que l'on peut choisir pour t un
domaine de variation 6 de manière à ce que soient vérifiées la formule (1. i) et
même la formule (1.7).

On en conclut que f est une application régulière, parabolique, à laquelle
peuvent s'appliquer tous lés résultats des théorèmes 1 et II; nous les formulerons,
pour ce cas particulier, dans le théorème IV (§ 14).

III. — Applications régulières pseudo-simpliciales et paraboliques.

§ 7. Applications régulières a pseudo-simpliciales.—DÉFINITION 7. i. — L'appli-
cation régulière / de V dans W sera dite pseudo-simpliciale s'il existe une trian-
gulation (A) de W et une partition de V en parties D* de manière que :

a. D^, adhérence de D *̂ dans V, soit un sous-complexe de (D) ;
b. la restriction de/à chaque D* soit un homéomorphisme sur un simplexe if

de (A).

On a donc

(7.i) /(D?)=A^

DÉFINITION 7.2. — Espace ^ complété de V. — Nous avons supposé une
métrique choisie riemanienne choisie sur W et avons appelé métrique image
réciproque, celle de V définie par une forme quadratique image réciproque de
celle de la métrique de W. Cette métrique de V est séparée et il lui correspond
une structure uniforme, donc un espace séparé complet V où V est dense.

Deux points %' et a" de V, définis comme limites de suites de Cauchy sur V,
seront confondus si, et si seulement, il existe un chemin (ÎT et (T) de longueur
arbitrairement petite dont tous les points, sauf peut-être %' et a", sont dans V.

S» . m

DÉFINITION 7.3. —Nous appellerons/^21) le prolongement continu de/dans V.
M- M <V

PROPRIÉTÉ 7 . i . — Sur l'adhérence D, de D^ dans V, / est un homéomor-
phisme sur un simplexe fermé àf de (A). On a

(7.9.) .K^) .̂

DÉFINITIONS 7.4- — D^ étant donc un simplexe, nous pourrons appeler D/y

( 2 0 ) C/. Nevanlinna |1], p. S^o.
( 2 1 ) Nous adoptons ici le symbole "f pour distinguer ce prolongement de/à %' du prolongement/

de / à V!- défini au paragraphe 5.
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simplexe ouvert. La partition (D) de V en simplexes ouverts D* sera appelée
triangulation non bornée de V.

PROPRIÉTÉ 7.2. — E n tous les points de D^ le degré topologique local de f
est égal à un même nombre mÇDf).

Le raisonnement qui démontre la propriété 13. i du Mémoire [A] reste, en
effet, entièrement applicable.

PROPRIÉTÉ 7.3. — Soit Et(tt) Vétoile ouverte^ dans (A), fVun point il de W.
~ w , ^

Toute composante connexe E, de f~1 (VA, ( a}) contient un point a et un seul tel
M

quef(a,)=û.

i ° E, contient au moins un point ai. Soient, en effet, x ç, E/ ç\ V, ^ ==/(;r) € Et((()
et A,* le simplexe ouvert de (A) qui contient Ç; À^nEt( i ï ) contient il et est
connexe. La composante connexe de son image réciproque qui contient Ç lui est
homéomorphe d'après la propriété 7 . i , l'homéomorphisme étant la restriction

« ^ ^ w
de/; donc cette composante connexe contient un point S, e/""*^); comme elle
rencontre E, en x elle est elle-même dans E/; donc le point a est dans E(.

w
2° E/ ne peut pas contenir deux points distincts de/""1^). Soient, en effet Si

et 5a deux points de/""' (ft); ils peuvent être joints, dans E,-, par un chemin (ai, 02)
dont tous les points, sauf peut-être Si et Ss, sont dans V—(D)""2; son image,
w

/(5i, a ' î ) est un chemin qui se referme en (l (avec ou sans autres points doubles)
et dont tous les points, sauf peut-être tt, sont dans W—(A)"~2 ; un tel chemin
est continûment réductible, dans Et(tt), au point (l sans rencontrer (A)""2 en
d'autres points [si (A) était un complexe euclidien, il suffirait de procéder par
homothétie]. Dîins cette réduction l'image réciproque du point continue à
joindre ai et 5s et pourtant sa longueur (qui est la même que celle du chemin
sur W ) tend vers zéro. Tl en résulte que a^ et a^ ne peuvent pas être distincts
sur V. c. Q. v. n.

REMARQUE 7 . i . — El (tl) ne dépend que du simplexe A^ qui contient (ï, nous
pouvons l'appeler étoile ouverte de A^" dans (A) et noter

(7 .3 ) E t ( A f ) = Et(of1-) si a feAf .

Appelons Ë,y une composante connexe de/ - l(Et(A^)) et posons

f 7 . 4 ) f^==/-«(Af)nÏ^.
w w

De (7.3) et de la propriété 7.3 il résulte que la restriction de /à Df. est une
application biunivoque sur A^.

De la définition 7. i on déduit que

(7.5; D ^ n V ^ 0 entraîne Dg=D^.cV..
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DÉFINITION 7.5. — Ensemble ^f de points ûf. — Ce sera un ensemble fini de
points de W tel que chaque A^ en contienne un et un seul que nous noterons ft^.
Nous noterons /~~i(3{) l'ensemble des points a^ de V dont l'image est un
point rtf de J?f.

DÉFLMTIOM 7.6. —Arbre topologique. — Supposons fixé un ensemble ^t de
points ûf ; joignons chaque point rt^ € A^ à chacun des points rt^~' ç AJ1"1 c ̂ ", par
un chemin différenliable par morceaux. Soit A le complexe fini, réunion de ces
chemins : son image réciproque, f~1 ( A ) sera, par définition un arbre topolo-
gique, dans V, de l'application y.

Les chemins (rtj', ^"-l, a'^ seront dits rameaux de l'arbre topologique [a", a'^1

et a1] étant des éléments de/-1 (31)].

DÉFINITION 7.^. — Nous dirons qu'un arbre topologique est de caractère
parabolique relativement à une famille de variétés d'approche \ i si, v ( t ) étant le
nombre des rameaux de l'arbre topologique qui ont une extrémité dans Y/ et
l'autre dans V — V / , on a

(7.0) v ( / ) = o ( N ( Q ) .

§ 8. Définitions des déficiences des points et des simplexes. —Soit/ une appli-
cation régulière et pseudo-simpliciale, parabolique pour la famille des variétés
d'approche V/.

DÉFINITIONS 8.1. — Supposons qu'à chaque simplexe ouvert (borné ou non) D^
de (D) et à chaque variété V^ nous ayons associé un coefficient 0(^, D^) de D^
dans V/ tel que

(8.1) o ^ 0 ( ^ D;-)^i ;
(8.2) O ( ^ D J ) = I si l^ 'cV/; 0 ( ^ D ^ ) = = o si D ^ c V — V / .

Nous formerons les sommes finies suivantes :

(8.3) N Q ( / , ^")=^e(^ D^)m(D$) pour /(D^.)==^;
i

(8.4) No( / ,A f )=^6(^ D$) pour /(D^.)=^;
/

(8.5) oo( / , Af ) = i — N ( ^ , A^)/N(Q (déficience transcendante de A^ ' ) ;

(8.(,) ^Af)=^^e( / ,D$) (m(D^)- i ) pour /(D$.) = A^
/

= ^-^(^(^ Af) — N ( / , A^) ) (déficience algébrique de A^) .

R E M A K Q U K 8.1. — Gomme / conserve l'orientation, la propriété 17. i du
Mémoire | A] est appliquable, donc

&o(/,A; ')=o et ^o(/,.\;'- l)=().
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De ces définitions on déduit :

(8.7) ' 8o(/, ^k)+Q!Q(t, A^)+N9(^ A^)/N(<)=i,

d'où

(8.8) ^ (-i;.ôo(/,^-)-+- ̂  (-i)^o(^)+—- ̂  (-iv.e(/,r^)=^(W).
î,^« U-^/t 7,<-^/i

DÉFINITIONS 8.2. — Déficiences globales relatives à 9 et terme complémen-
taire. — La déficience transcendante globale sera la fonction

(8.9) Trso(/)= ^ (-i)^e(^).
t ,À-^n—-2

La déficience algébrique globale sera la fonction

(8.10) Al^)= ^ (-i)^6(^-)= ̂  (-i)^o(<,Af).
i,k^.n—î i,k^n

la seconde égalité résulte de la remarque 8. i.
Nous appellerons terme complémentaire relativement à 9, la fonction

( 8 . 1 1 ) e^t)=—— ^(-I^NO(^)=— ̂  (-I)^(^D;).
i,^n J,k^n

Choix du coefficient Q(t, Df). — Nous allons fixer tous les Q(t, D^) par le
choix d'un ensemble 3{ de points û^' (définition 7.5). Chaque D^ contient un
point et un seul, a!], de l'ensemble /-^ 31); conformément à une notation déjà
utilisée à la remarque 22. i de [A], nous poserons

•^> -".-•'{:; ::;:;'-v,.

Les définitions 1.4, 4. i , 8. i et 8.2 donnent

.8 ,3 , ( ^(^ •V-)=N^, a^); N 9 ( / , A f ) = N ( ^ , ^);
( 8e(^ A?)= 8(^ o^); 2îo^, ̂ )= 2y(^, ^);

( : 8 . i 4 < Trs,//)= ^ (_i)^-N(f,^); Algo(<)= ^ (-^^(/,^-);
/, k ̂  /< - 2 ^ À- ̂  n — ï

(8. i5^ e,(i)=^ ^(_i)*N((,a*)=^ ^ (_,)f9(/,u^.
<,<'^" l,k^.n

NOTATION 8 . 1 . — Cas de suppression de l'indicé 9. — i°Si No(^, âf) = N(t, ûf)
est, à o(N(<)) près, indépendant du point ûf choisi sur A^^ous définirons N(^, A^)
à o ( N ( < ) ) près par

(8.16; N(/, A^)=N6(/, A^)-+.o(N(<)); d'où e(Q == eo(^)-h 0(1).

2° S'il en est de même pour No(^, âf) nous définirons N(^, A^) à o (N(^ ) ) près
et o(t, Af ) , 3(^, A^'), Trs(<) et Alg(^) à 0(1) près toujours pai-suppression des
indices 9 dans les symboles correspondants.
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REMARQUE 8.1. — Nous avons défini dans [A] (§3) le champ barycentrique de
vecteurs spéciaux X dans le cas où (D}est une triangulation bornée, Pensemble
de ses zéros peut alors être y""^ ,31); on pourrait, moyennant une construction
supplémentaire, définir un champ analogue dans le cas où (D) est non bornée et
généraliser ainsi la propriété que nous donnons seulement sous la forme suivante :

PROPRIÉTÉ 8.1. — Soit/une application régulière, pseudo-simpliciale, para-
bolique pour la famille des variétés d'approche V<. Supposons que la triangu-
lation (D) soit bornée, soit alors Xja, le champ barycentrique dont l'ensemble des
zéros est/^^^t); on a

(8.17) ^(-^^^N^ f -II*+o(i) (ofejl).
~^n ^^X^)

On déduit, en effet, de la définition de ô(<, d^), des formules (8.3), (8.4)
e t (8 . i3 ) que

w û?) + N-tf) S9^5 ̂ •) m(D^== I pour a^~l<<l^
et

<8 . i 8 ) ^ (-i)^(^ a?)+ ̂  ̂  (-i)^^, a;)m(D;)=^(W).
i,k^n f,l(^n

Reportons-nous alors à la formule (22.5) 'de [A], compte tenu de (6.3), elle
s'écrit :

( 8-1 9) WT} f -^^mT} y (-')Â-ô(^^)^(^)==x(w)-+-o(I).
^^^X^^) ^^j^in

Ces deux dernières formules donnent, par soustraction, la formule (8.17).

REMARQUE 8.2. — De la démonstration de (22.5) de [A] il résulte que (8.17)
est valable même pour des bords V< non transversaux (mais qui ne portent aucun
point a*).

§ 9. Applications à déficiences normales. — EXEMPLE 9.i . — Reprenons
l'exemple 6.1 d'une application régulière parabolique définie par une fonction
méromorphe dans le plan complexe, la variété V< étant le disque \z ^ t ( t e Q ) '
Supposons que la fonction multiforme, inverse de la fonction méromorphe, ait,
sur W == S2 un nombre fini de points critiques d,. L/application / sera alors
régulière, pseudo-simpliciale et parabolique. Une telle application possède des
propriétés que nous démontrerons (théorème IV) et qui se situent dans le cadre
de la théorie de Nevanlinna (sous sa forme, différenciée) ( 2 2 ) .

En généralisant les énoncés de ces propriétés nous obtiendrons l'énoncé de
nouvelles propriétés [propriété (DN)]; nous examinerons ensuite à quelles
conditions elles sont vérifiées.

( : i2) Nevanlinna a consacré à ces applications le paragraphe 2 du chapitre XI de son livre [11.
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DÉFINITIONS 9. i . — Propriétés (DN). — L'énoncé de ces propriétés n'a de
sens que pour des applications régulières, pseudc-simpliciales, paraboliques pour
une famille de variétés d'approche V<.

Propriété (DN)i. — Tout arbre topologique de /.est de caractère parabolique.

Propriété (DN)a :

(9.1) g€W—(A)"-2 entraîne 56(^ç)=o( i ) ,

donc (8.8) devient

(9.2) Trse(Q -+- Alse(0 -+- <°6(Q = /JW) -h 0(1).

Propriété (DN);i. — La somme de la déficience transcendante globale Trse(^)
et de la déficience algébrique globale Alge(^) est, à 0(1) près, indépendante de
l'ensemble 3t des points tt*, donc de 9.

Propriété (DN)^. — La déficience transcendante globale et la déficience algé-
brique globale sont, chacune, indépendante de 51, donc de 0.

Propriété (DN)s (2 3). — n est pair et

(9^) ^(^p^xW+oO)-

Propriété (DN)e (24). — n est pair et

(9-4) Alg(Q== ^[^.(VQ- xWJ+o(i),

(9-5) ^^^mr^f -n*+o(i).
^^^^W

DÉFINITION 9.2. — Une application régulière pseudo-simpliciale et parabolique
est dite à déficiences normales, si elle possède les six propriétés (DN).

DÉFINITIONS 9.3. —Propriété (DN),. — Sur chaque A*, M ( ^ , ûf) est, à o(N(^))
près, indépendant du point tf* ç A*.

Propriété (DN)^. — Sur chaque A^, N(^ , ûf) est, à o(N(^)) près, indépendant
du point afeA*.

Propriété (DN ̂  :

.9.6) ^ (-i)^(^^)=X(V<)+o(N(<)).
/,Â-^7î

( 2 3 ) Dans le cas des applications finies (§15) nous donnons les formules correspondantes pour n
impair (les seconds membres sont multipliés par (—i ) " mais la parité de n intervient aussi fonda-
mentalement dans la démonstration du théorème III par l'intermédiaire ̂ de la formule (19.7)
de ' A 1 et du lemme 12. i).
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Propriété (DN/,

^•7) ^ (-i)<9(^;)m(D;-)=7^(V,)-ho(N(Q).
/,Â-^/<

PROPRIÉTÉ 9. i . — a. (DN)2 étant supposée vérifiée, les propriétés (DN).)
et (D]N)^ sont équivalentes.

b. (DN)a et (DN)3 étant vérifiées, les propriétés (DN)4 et (DN)^ sont équi-
valentes.

c. (DN)2 et (DN):i étant vérifiées, les propriétés (DN)s et (DN/g sont équi-
valentes.

d. (DN)a et (DN)s étant vérifiées, les propriétés (DN)« et (DN)g sont équi-
valentes.

Ces équivalences sont des conséquences directes des définitions. Soit, en effet.
A? un simplexe particulier de (A), appelons 3{, et 3V deux ensembles dont les
points sur A^ sont des points ûf et a'f donnés à l'avance et dont tous les autres
points coïncident. Démontrons alors les différentes parties :

a. Il résulte de (DN)2 [formule (9. a)] que (DN)a est équivalente à la propriété
suivante : ̂ (t) est, à 0(1) près, indépendant de l'ensemble 31. La définition
même de ^(t) (8. 11) montre que cette propriété résulte de (DN)',; pour voir
qu'elle entraîne à son tour (DJN)^ il suffît d'appliquer la formule (8.11) succes-
sivement aux ensembles ,3l' et 3^ que nous venons de définir : comme la différence
des premiers membres est 0(1), il en est de même de la différence des seconds
membres qui se réduit à [N(^, Û ^ ) — N ( ^ , (ï^j/N^). La première équivalence
est établie.

b. Compte tenu de (DN)a la propriété (DN)^ devient équivalente à la sui-
vante : Algo(^) + ^o(^) 6st, à o(i)près, indépendant de ,31. Des formules (8. lo) ,
(8. n) et (8.6) on déduit :

(9.8) Algo(^+<°o(^=^ ̂  (-i^]Ne(^)==^ ̂  (-i)^N(^af).
' /, k ̂  n i,k^n

Cette formule montre que la proposition que nous venons d'énoncer résulte
de (DN)^; pour voir qu'elle entraîne à son tour (DN)^, il suffit d'appliquer la
formule (9.8) successivement aux ensembles 3V et :3V '- comme la différence des
premiers membres est 0(1), il en est de même de la différence des derniers
membres qui se réduit à [N(^, t f ^ )—N(^ , ù^)]/N(^). D'où le résultat.

c. Les formules (9.3) et (9.6) sont les mêmes en vertu des relations (8. i5 »
e t (8 . i2) .

d. (DN)s étant vérifié, (DN)y est équivalente à la propriété suivante :

<9.o) N(Q[Alg(Q + C(Q] = ;c/(V,) + o [N( / ) ] .
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Or, d'après (9.8) et (8.3) le premier membre de cette égalité est égal à celui
de l'égalité (9. 7) ; on est donc ramené à (DN)',;.

REMARQUE 9. i . — Si (DN)a, (DN);,, (DN)/, sont vérifiées, (DN), et (DN), le
sont; en vertu des définitions 4. i cela entraîne que :

Sur tout simplexc ouvert ôo(^, df) e t2ro(^ ^k) sont, à 0(1) près, indépendants
du point df du simplexe.

§ 10. Conditions (N); énoncé du théorème IV. — Nous démontrerons que les
applications méromorphes de l'exemple 9. i sont à déficiences normales. Mais ce
n'est pas vrai de toutes les applications régulières, pseudo-simpliciales et para-
boliques pour lesquelles n est paire, comme on le concevra d'après les remarques
suivantes :

REMARQUE 10. i. — Prenons la môme application méromorphe qu'à l'exemple 9. i
mais remplaçons les disques V< par les surfaces V^ ainsi obtenues : soit un point
régulier de W==S, aj ç. A/ et w ( f t j ) un voisinage compact de rtj dans A/2.
V, s'obtiendra en ôtant de V\ des voisinages de tous les points â^/C/-1^2) C\\ i '•>
ces voisinages étant des disques ouverts assez petits : i° pour avoir leur image
dans w(n/2); 2° pour avoir leur adhérence dans Vf (on suppose toujours 0^7^ V^);
3° pour que les disques centrés en un même point a], tendent vers ce point
quand t ->—oc; 4° pour que la somme des surfaces D* de tous les disques
situés dans un même Y/ et la somme des longueurs IT de leurs bords soient
o ( lT (Y/ ) )=o(N(<) ) .

L'application est aussi parabolique pour les variétés d'approche \\. Affectons
les quantités correspondantes du symbole « prime ». On a N /(<)=N(^)-^-o(N(^))
mais N'( t, af) == o. Donc la condition (DN)a n^est pas vérifiée et (DN)i non plus
puisque l'arbre qui a parmi ses sommets les rt/y n'a pas le caractère parabolique
pour V'/,

REMARQUE 10.2. — Supposons maintenant / ^>a , dans ce cas un tube suffi-
samment mince autour d'un chemin donné peut avoir une hypersurfacc arbi-
trairement petite; en conséquence, contrairement à ce qui se passe pour n == 2,
la relation (1. i) des applications paraboliques n'est plus suffisante pour limiter la
taille et le nombre de ces tubes ou pointes. Or, une telle limitation est nécessaire
si l'on veut que les propriétés (DN) soient vérifiées. Supposons, on effet, quc/soit
une application à déficiences normales ; soit tt^ e ̂  ; on pourra prolonger V — V/
en des pointes englobant chacun des points de/'^tf^^Y^ sans changer %(V^) ,
contrairement au cas dîrla remarque 10. i. Si le bord de ces pointes remplit les
conditions nécessaires de régularité et si elles sont assez effilées pour que les
sommes de leurs hypervolumes ît* et des hypersurfaces HT de leurs bords
soient o (N(<) ) , alors l'application sera aussi régulière pour la famille des
variétés V^ obtenues en ôtant ces pointes des V^. On aura cependant § ( t , rt7)== i ,
la condition (DN)a ne sera plus vérifiée et (DN)i non plus.
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Dans les exemples des remarques 10. i et 10.2 on aurait pu prendre des points
différents de A "̂ pour les différentes valeurs de t, pour chacun d'eux la limite
supérieure de la déficience transcendante aurait été + i ; en supposant, par
exemple, que ces points soient partout denses dans A^ on aurait obtenu une appli-
cation qui ne vérifie pas (9. i) quelle que soit la subdivision de (A) par laquelle
on remplace (A).

Nous allons déterminer une condition (N)i qui excluera de tels cas tout en
permettant l'existence de tubes autour de sous-complexes de (A) (2 5) .

DÉFINITION 10. i.—Considérons l'étoile ouverte Et(A^) (Remarque 7. i) et une

composante connexe Ëy de /--^(E^A*)). Si V — V < admet une composante
connexe qui forme un tube autour d'un sous-complexe de dimension n—2 au
plus, de(D)nEy, nous appellerons son bord ^.; ^ sera le complément de v-
dans V/nEy. [Le sous-complexe considéré contient le simplexe Êyn/>~ l(A^).]

DÉFINITION 10.2. — Les conditions (N). — Ces conditions son^ toujours rela-
tives aux applications régulières, pseudo-simpliciales et paraboliques pour des
variétés d'approche V^.

Condition (N)i. — a. La partie p/de V^nEy n'a pas de composante connexe
strictement intérieure à Ey, donc

(10.4) V/nÉ/^0 si p/^0.

b. pourront compact fixe (^ de Et(A*), il existe une constante K((^) telle
que

(10.2) pyn/-i(t<^)^0 entraîne 'Ô*(^) ̂  K(w^).

Condition (N)a. — Si D^nV<^0 : D^-nV^ D,* n V< et D ^ n ( V — V < ) sont
des boules topologiques ouvertes (de dimensions respectives k — i , A- et A:).

( 2 4 ) De tels tubes s'introduiront, par exemple, dans le cas suivant : on part d'une application F
de 0 dans W = PC/» (espace projectif à p dimensions complexes) définie par p fonctions méro-
morphes de p variables complexes/; ( l ^ i ^ p ) ; on appelle y, le sous-ensemble analytique de 0,
intersection des ensembles des zéros et des ensembles des pôles de /;. On suppose les y; en
« position générique », nn nombre '/ d'entre eux auront une intersection de dimension

réelle 2 j o — 4 v . Les positions limites des images des points voisins de UY, remplissent un

ensemble de dimension réelle a j o — a . Pour avoir une application partout définie il faudra prendre

la restriction / de F à la variété V == O — l l y ; . V, contiendra les bords de tubes autour de

sous-ensembles analytiques de dimension ip—!\ et leurs images pourront être des tubes autour
de sous ensembles à a p — 2 dimensions dont l'hypersurface devra être o(H(<)) pour que l'appli-
cation soit parabolique.

Parmi les cas où les p fonctions /; sont des fonctions automorphes de p variables complexes par
rapport au même groupe fondamental, on trouvera des exemples satisfaisant aux diverses
conditions étudiées ici.
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Condition (N):(. — II existe une constante mo indépendante de t, telle que

(10.3) D f n V ( ^ 0 entraîne w(Df )^mo .

REMARQUE 10.3. — La condition (N);{ est toujours vérifiée pour la dimen-
sion n= a (on suppose, en effet, toujours que a^-^. V<).

REMARQUE 10.4. — Nous n'avons pas cherché à prendre les conditions les
moins restrictives surtout en ce qui concerne les conditions (N)a et (N):(. Au
paragraphe 14; nous traiterons un exemple où (N)s est remplacé par une autre
condition.

THÉORÈME III (24^). — Soit f une application régulière^ pseudo-simpliciale
et parabolique pour une famille de variétés d' approche V-i ; pour cette appli-
cation :

a. la condition (N)i entraîne les propriétés (DN)i, (DN)a et (DN)3 (déf. 9. i);
b. /'ensemble des conditions (N)i et W)-^ entraîne les propriétés (DN)i

(DN)2,(DN)3^(DN),;
c. si la dimension n de V et W est paire, l'ensemble des conditions (N)i

et (N)a entraîne les propriétés (DN)i, (DN)a, (DN)3 et (DN)s;

d. si n est paire, Vensemble des conditions (N)i, (N)a et (N)3 entraîne les
six conditions (DN), Inapplication f est alors à déficiences normales.

§ 11. Démonstrations du théorème III, a et b. — PROPRIÉTÉ 11. i. — La condi-
tion (N)i entraîne que tous les ^./n/"1^^) sont concentrés dans o ( N ( ^ ) ) com-
posantes Ej de /-l ( Et ( A; ) )°.

Cela résulte de la relation (10. i} et de la relation fondamentale ( l . i ) des
applications paraboliques.

Par ailleurs les tubes de bord v\ n'existent pas pour k = n et k = n — i. Dans
ce cas la restriction de/à chaque E/ est un homéomorphisme. La propriété 11. i
donne donc :

PROPRIÉTÉ 11.2. — Si w^~l(resp. wf) est un ensemble compact connexe
de Et^71"1) (resp. A;1), le nombre des composantes connexes de /^(w,"'"1)
[resp./"^w^)] qui coupent Y( est o ( N ( ^ ) ) ; nous écrirons ce nombre

(ll.i) ^,^-^N(0, avec -n(^, <-1) == 0(1).

Soient maintenant ^ et ^ deux points de ^vn~i et (Ç, Ç') un chemin de w^~1 qui

(2<l>") Comme les propriétés ( D N ) s'introduisent de manière naturelle, ce théorème qui les relie
à des conditions de régularité et de parité n'est pas sans intérêt. Mais ces conditions, surtout (N),,
peuvent être difficiles à vérifier; il serait donc très intéressant de les remplacer par des conditions
mieux reliées à des classes d'applications déjà connues.

Remarquons que la condition (N); et les parties c et d du théorème III dont les démonstrations
sont fastidieuses n'interviennent pas dans la démonstration du théorème IV.
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les joint, chaque composante connexe de /-i(w^/'-') contient un point xç^1^)
et un seul, un point x ' ç.f '-1(Ç') et un seul et un chemin (*r', x\ et un seul
d'image (Ç', Ej. Si ce chemin coupe V/, la composante connexe de /"^t^"1) le
coupe aussi. Il résulte alors de la propriété 41 .2 que :

PROPRIÉTÉ 11.3. — Soit (^, ' ^ ) un chemin situé dans un ensemble compact et
connexe ^/<-l c Et(Af~1 , ) ; f~i(^~t ) est formé de chemins (.r/. x-^ disjoints parmi
lesquels ceux qui coupent V^ sont en nombre ^'f}(t^ (vf ' ' ' )N(^).

On a donc, a fortiori :

( 1 1 . 2 ) [ N ( < , O-N(<, DI^^ ^r1)^).
Première conséquence. — La propriété (DN) i est vérifiée. Soit, en effet.

A le complexe de W qui définit un arbre topologique/"1 (A) et un rameau de (A).
(d?, af"1, 'rt^cE^Af"1) (le compact^"1 peut être le rameau lui-même).
La propriété 11.3 montre que les rameaux de /'"^(A), images réciproque
de (a;;, af~1, (Ç)et qui coupent V^, sont en nombre 0[n(^, w^^N^/)] . Il en est
de même de tous les rameaux de /"^(A) qui coupent V^ puisque les rameaux-
images sont en nombre fini. î^'àrbre f~1 (A) a bien le caractère parabolique.

Deuxième conséquence. — La propriété (DN)a est vérifiée; soit, en effet \ un
point donné de W—(A)""2; Ç est au moins dans une étoile Et(Af~1). Nous pren-
drons alors pour wj1"1 un voisinage connexe fermé de Ç dans Et(A^~1 ). D'après le
théorème II, a (2 r ' ) , l'ensemble wf~1—(wf"1 r\e,) n'est pas vide, soit ^ un de ses
points, on a

( M . 3 ) ; N ( / , ^ — N f / ^ ^ T . f Q N C / ) .

Cette formule et la formule (11.2) appliquée pour ^==<i<, donnent

( H . 4 ) | N ( / , 0 -N(Q!^[ -n(Q4-Yi(? , wr^jNfQ, donc o ( / , 0 = o ( i ) .

La condition (N)i entraîne donc bien (DN)a.
Pour montrer qu'elle entraîne (DN);) nous utiliserons la propriété 11. i . Soient

en effet ; et Ç' deux points donnés de Af" et w^ un ensemble compact connexe
de A^ qui les contient. Pour comparer N(^ , Ç) et N(^, Ç') nous grouperons les deux

M W M »

points xj e/"1 (Ç) et x ' e/""1^) qui sont dans une même composante connexe
^ • M

de/^E^AJ'"1)). S i V ^ n E y contient une partie ^ c'est que V—V^ forme un
lube autour d'un sous-complexe de (D)nE, lequel contient nécessairement D^,
c'est donc que Xj et x- sont tous deux dans V—V/. Pour que l'un des deux points
soit dans V< et l'autre dans V — V / il est donc nécessaire que V^nEy se réduise à
sa partie vj et de plus que ^j r\f^ (^) 7^ °- 1̂  propriété 11. i montre que cela
ne peut avoir lieu que pour o ( N ( ^ ) ) composantes Ey, chacune 'd'elle correspond

{"-'3) On pourrait éviter d'utiliser ici le théorème I, a et le démontrer dans le cas considéré en
introduisant ici le complexe U, (définition 12. i) et en vérifiant que Î»*(U() = o(H*(V()) .
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à une unité au plus dans la différence N ( < , Ç ' ) — N ( ^ , Ç). D'où, en prenant pour^
et l'les points 0^ et df

( 1 1 - 5 ' N ( < , o^^N^, (^)-4-o(N(<)) .

En appliquant cette formule à tous les û'f d'un ensemble 3l' donné on voit que la
propriété (DN):, est vérifiée ce qui achève de démontrer le théorème III, a.

Le théorème IV, b se déduit du dernier raisonnement fait : en effet si la
condition (N):( est réalisée, on a

< 1 1 . 6 ) |N ( / , a^)-N(^ û f ) | ^ m o | N ( ^ (i^)-N(/, d?) | =o(N(Q) ,

formule qui, appliquée à tous les (l^ de ^f', montre que Algo(^) + C^/), [for-
mule (9.8)] est, à 0(1) près indépendant de 31; comme (^e(^) l'est aussi
d'après (DN)3, il en est de même de Algo(^); il en est alors aussi de même
de Trso(^) d'après la relation (9. 2) de (DN)2. (DN), est donc vérifiée.

§ 12. Démonstration du théorème III, c. — LEMME 12. i. — Étant donné une
variété compacte sans bords de dimension impaire n' munie d^une triangu-
lation cellulaire finie ; si U est un sous-complexe formé de cellules fermés de
dimension n', si U est la frontière de U dans la variété et a' le nombre total
des cellules de toutes dimensions de U, on a

(12.1) X ( U ) ^ a \

Appelons, en effet a/' le nombre des simplexes de dimension p de Ù, oh a

donc a '=^a^(o ̂ /) ̂ 7î). Soit (^(Ù) le nombre de Betti de Ù pour la dimen-
p

sion p ; on sait que ^p (Ù) ̂  a . ï ' .
Soit T un tube autour de U (homéomorphe à un tube construit par la méthode

du paragraphe 6 de [A] relative aux complexes euclidiens). LJ est alors un rétract
de T et a les mêmes nombres de Betti.

Soit T le bord de T dans la variété ; considérons l'application bi-univoquc de
l'espace des chaînes de T dans l'espace des chaînes de T, puis l'application de ce
dernier espace sur l'espace des chaînes de T module T. On a la suite exacte
d'homologie suivante (les H étant, selon l'usage les groupes d'homologie)

o 4>
H/^-i(T, modt^H/^t^H/'Cr).

Ces deux applications étant désignées par 9 et <L, on a

^(t) =(^1111^(1) == dim(image de ^ ) -h dim(noyau de -L),
or

dim(image de ^) ̂  d imH^(T) = P^(T)

et, du fait que la suite est exacte en H^(î) :

dim(noyau de ^)= dim(image de 6) ̂  din^H/^^T, modt)) = p^-n(T, modt),
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d'où

(12.2) P^(t)^ (^(T)-h(^-n(T, modt).

Le théorème de dualité de Lefschetz nous donne alors :

p^+i(T, modt) = P^-^-^T) [pour? = n posons ?-i(T) = a-i = oj

donc

(12.3) (^ ( t)^P^(T)-t-^-^-i(T)=p/ '(Ù)-+- (^-^(Û)^^ -h a^-i.

Appelons alors t-1- la partie de î extérieure à U ; comme î4- est formé d'une ou
plusieurs parties connexes de T, il vient

(12.4) p/'(T+)^(^(t)^a/'-ha»-/»-i,

donc}

,(12.5) |ï(t-)|= 2 (-i)^(t-) ^ 2 a /?=2 2 "^'l''-
Q^pé.n —ï^p^n e^p^n

Or, T"^ est le bord de la variété fermée U U T dont la dimension n! est impaire ; il
vient donc

<12.6) X(UuT)=^(t^-)] .

Mais le complexe U est un rétract de UuT, donc

XW^X^u 'ne t^U)^ . c. Q. F. D.

Supposons maintenant la condition (N)i et (N)s vérifiées et n pair.

DÉFINITION 42.1 . — Ensemble U^. — Appelons D^ tout simplexe T)f possédant
la propriété suivante : D^ coupe V/ mais tous les DJ* auxquels il est adhérent
ont leur point aj1 extérieur à V<. Nous poserons alors :

<12.7) U<=^jD?nV, et Û<=^D^nV,.
/ /

Vf.—U< est un complexe : en effet c'est la réunion des traces D," n V< pour tous
les D" dont le point a," est dans V<. V\—U< est donc un sous-complexe de (D)^ ,
(D)^ étant une sous-triangulation de (D), variable avec t, et admettant Vf pour
«ous-complexe.

Ut est un complexe : c'est, en effet, la réunion des traces DJ1 n V< pour tous
les DJ1 dont le point aj1 est extérieur à V(.

U < n ( V / — U < ) est un sous-complexe de (D)^ dont la dimension est partout
^gale au nombre impair n — î .

PROPRIÉTÉ 12.i. — Le nombre total des cellules D ^ n V < du complexe
ÎJ,n(V/—U/)est

a'^N^)).
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Considérons, en effet, un simplexe Df~1 tel qae DJ1"1 n V< soit dans {Ji n (V^—U^);
il est caractérisé par le fait que, des deux simplexes DJ1 auxquels il est adhérent,
l'un a son point ci[1 dans V< et l'autre dans V — V ^ ; le rameau de l'arbre topolo-
gique qui joint ces deux points coupe donc Vf. Du caractère parabolique de
l'arbre (démontré précédemment) on déduit que ces rameaux sont en
nombre o (N(? ) ) ; il en est donc de môme des cellules DJ1"1 nV^ d e U ^ n ( V ^ — U < ) .
Toutes ses cellules de dimensions inférieures, D* n Y( sont telles que D^ est adhé-
rente à l'un des simplexes D^~1 que nous venons de considérer; comme le nombre
des simplexes de toutes dimensions adhérents à un simplexe de dimension n—i
est borné dans la triangulation (A), donc aussi dans (D), les simplexes D^" consi-
dérés elles cellules correspondantes de L J ^ n ( V f — U < ) sont, pour l'ensemble des
dimensions comme pour la dimension n— i , en nombre o (N(<) ) ,

c. Q. F. D.

DÉFINITION 12.2 O/. — Considérons maintenant les traces, sur V^, des sous-
complexes V<—U/, Vt et Uf n (V(—U^) ; ce sont encore des sous-complexes de la
triangulation (D)^ . Appelons Û< la trace, sur V<, de U n (Vf—LJ() . C( admet une
triangulation cellulaire dont chaque cellule est une trace D^nV^ [ceci d'après la
condition (N)a] ou encore la trace de la cellule correspondante de U( n (V^—LJ().
De la propriété 12. i on déduit donc que la triangulation de Û< comporte un
nombre de cellules a / ^o(N(<)) .

Mais \Jt est là frontière du complexe U^ n V/ dans la variété de dimension
impaire, compacte et sans bord V^. Le lemme 12. i est donc applicable et montre
que ; c (UfnVf )^a '==o(N(^ ) ) . Le même raisonnement est valable pour V<— L^
qui a même frontière dans V^. Par ailleurs on a U < n V ^ = = ( U ^ n V ^ ) — Û ^ . On a
donc finalement en définissant %(U/) et %(L\ nV^) commeV(—i y1 étendu à
toutes les cellules ouvertes :

(12.8) 7 . ( U < n V , ) = o ( N ( Q ) ; ^ ( ( ^ -U^nv^oCNCQ) ;

< 1 2 t 9) X ( U , n V , ) = o ( N ( < ) ) .

Comme, en vertu de (N)a, les cellules de dimension k—-i de L^nV^ et les
cellules de dimension À de Û se correspondent biunivoquement, (12.9) donne

<12.io) , c (Û<)=o(N(Q) ,

donc, n étant pair

(12.ii) x (V . -Û , )=^(V, ) -^ (Ù<)= ;c (V. ) -o (N(Q) .

Par ailleurs :

PROPRIÉTÉ 12.2. — On a

(12-12) S ( -O^(^^ ) -X(V<-U<)==O(N(Q) .
t,k^n
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Toutes les cellules de Y(—Û< sont de la forme D^ nV(. La différence des deux
termes du premier membre de (12.12) provient de deux catégories de D^ : d'une
part ceux pour lesquels D* n V^ est dans U^ mais contient un point a^ de/"1 (-31).
d'autre part ceux pour lesquels D^nV( est dans V<—U( mais ne contient pas de
point a^ de/"1 (,3l). Considérons, parmi ces simplexes D^, ceux dont l'image est
un simplexe A^ donné. Appliquons alors la propriété 11. i en prenant un ensemble
compact connexe w\ de Et(Af) qui contienne les points ïlf de tous les Af aux-
quels A^* est adhérent. Chaque composante connexe Ey de /^(îjtÇâf)) contient
au plus un simplexe D^-c./""1 (A^) ; si ce D* est de l'une des deux catégories
étudiées cela entraîne :

i° que V^nEy ne contient pas de partie ^ (nous avons en effet déjà vu
que v'j 7^0 impliquerait que D^ soit entièrement dans V—V^, donc que D^.nV<
soit vide) ;

2° que V^nEyn/"'1^) = ̂ /nE/n/"1^) est non vide.

D'après la propriété 11. i ce dernier point implique que les Ey correspondants
donc aussi les D*sont en nombre oN(^)). Comme les simplexes A^sont en nombre
fini nous avons ainsi borné par o (N(^) ) le nombre des simplexes D* des deux
catégories considérées. Comme chacun intervient dans la différence pour 4-1
o u — i , c'est que celle-ci est o(N(^)) . c. Q. F. D.

Les formules (12. n) et (12.12) donnent, compte tenu de (8.15) :

(12.i3) N(Qee(0== ̂  (-1)^^, <)=^(V,)-ho(N(Q).
j\k^n

Donc (DN)s résulte de (N)i et (N)a; le théorème III, c est démontré.

§ 13. Démonstration du théorème III, d. — Nous supposons maintenant vérifiées-
les conditions (N)i, (N)a et (N);}, et n pair. Pour démontrer que (DN)e est
vérifiée nous suivrons une méthode analogue à celle du paragraphe 12. Du fait
que le complexe U<, trace, sur V^, de U< n (V^—U<) a un nombre de cellules
a'== o(N(^)) , nous aurons à déduire que %/(U<) est o (N(<) ) . Mais le lemme 12. i
n'est pas valable si l'on remplace % par %y. Comme dans la démonstration de ce
lemme nous allons, grâce à un tube T autour de U, nous ramener au cas d'une
variété (transversale) de dimension impaire U u T et de son bord pour lesquels.
la formule (19.7) du Mémoire [A] est valable; cette formule montre que, si U
est une sous-variété transversale de dimension impaire (son bord U est alors aussi
une variété transversale), on a

X/(Ù)==2/^(U) .

Considérons donc comme au lemme 12. i , le tube T autour de Û==Û/ , dans.
la variété de dimension impaire Y(. T se réduit à Û< par une homotopie où la
trajectoire de chaque point x sera dans T c\ D^(a?). T étant le bord de T dans V<^
posons T"~== T n \Ji n V<. Nous allons démontrer la formule

< 1 3 . i ) %/(!-) =o(N(<)) .



- 381 --

Considérons la partition de T~~ en parties T'nD^ :

/J-(t-)= ̂  m(Df)7,(t-nD^)
i,k^n

et compte tenu de la condition (N);^ :

<1 3-2) l^(t-)|^mo^|x(t-nD^)|.
t. k

1° Le nombre des termes du second membre de (13.2) est o (N(<) ) . En effet,
tout simplexe D* qui coupe t- contient, dans son adhérence, au moins un
simplexe DJ tel que DJnV^cC^; le nombre de ces DJ est o i ' ^ o ( ^ ( t ) ) (pro-
priété 12. i). Le nombre des D^ auxquels chacun d'eux peut être adhérent est
borné par Km(Dp^Kwo. Le nombre des D* qui coupent t- est donc aussi
0(1^)).

2° Montrons que

03.3) /.(ï-nD,4)^"-^.

Remarquons d'abord que si Df coupe t- c U^ il ne coupe pas t _ Ï- c V i — U/
et l'on a t-nD^==tnD^. La formule (13.3) sera donc conséquence de la
suivante :
( ^ .4) xC11^)^'^-^,

or, Phomotopie qui amène t sur Û^, amène tnD^ sur un sous-ensemble de U<
formé de cellules DJnV< avec DJ cD^. Pour chaque simplexe D* il y a donc au
plus 2^-t-1^2^1 simplexes DJ, donc au plus 2/l-^l cellules D;^nV(. La caracté-
ristique % du sous-ensemble de Û< rétract de tnD* est donc inférieure à 2 /(+l, or
elle est égale à ^(tnD^) ce qui démontre (13.4), donc aussi (13.3).

Le deuxième terme de (13.2), somme de termes ̂  2"-<-1 en nombre o ( N ( ^ ) )
est lui-même o (N(<)) , ce qui démontre les formules (13.2) et (13. i).

La variété topologique t- est, par construction, transversale par rapport à une
sous-triangulation de V< n (D')^ et V, est par hypothèse, transversale par rapport
a (D), en composant les droites ̂  relatives à V^ plongé dans V et les droites ^>1

relatives à t- plongé dans^, on obtient les plans ^2 qui définissent t- comme
variété transversale par rapport à (D). On en déduit que la variété topologique
V? n (V/— II/) u T de bord T- est aussi une variété transversale par rapport à (D).
sa dimension n—î étant impaire, la formule (19.7) de [A] montre que

C13'^) X/[v<n(V<-U,)yT]=^(t-)=o(N(Q).

Posons T-= T n (Uf n V<) : le complémentaire, dans Y(, de [V^ n (V^—Uf) u T]
est (U n V/)— T- et, comme ^/(V/) == o du fait que n — î est impair, il vient

(13.6) /y((U<nV/) - T-) ==- ̂ .[v,n(V,- U/)uT] = o(N(<)).
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Montrons par ailleurs que

(13.7) X/(U<nV<)==/^(U,nV,)-T-).

En effet, si la cellule D^nV^ rencontre T-, sa partie extérieure à T est encore
une cellule ouverte de dimension k—i. En prenant les partitions des deux
variétés déterminées par les traces des D^, on obtient des termes (—ly'WD^)
égaux deux à deux dans les deux membres. Les formules (13.6) et (13.;)
donnent

(13.8) / . / (U/nV^)=o(N(<) ) .

Cette formule correspond à la formule (12.9) et nous poursuivrons maintenant
par la même méthode qu'au paragraphe 12 : les cellules de dimension k—\
de U<nV( et celles de dimension k de Û< se correspondent biunivoquement, on a
donc

(13.9) X/ (Û)=o(N(r ) ) ,

donc

(13.10) X./(V/-Û<)=7^(V<)-^(6<)=/ , / (V<)-o(N(Q).

Par ailleurs :

PROPRIÉTÉ 13. i. — On a

(13.11) ^ (-1)^^, ^^(D^-^V.-Ù^^N^;)).
i,k^n

La différence des deux termes du premier membre provient, en effet, des
mômes simplexes Df que la différence des deux termes du premier membre
de (12.12); en démontrant la propriété 12.2, nous avons vu que leur nombre
est o (N(^) ) . Gomme chacun d'eux intervient dans la différence, pour un nombre
compris entre —Wo et + Wo, la différence est aussi o(N(^)) . c. Q. F. D.

Les formules (13.10) et (13.11) donnent la relation (9.8)

^ (-i)^(^ af)m(Df)=/^(V,)+o(N(Q)
i,k^n

qui exprime qu'est vérifiée la propriété (DN)e, laquelle, puisque (DN)a et (DN)s
sont déjà vérifiées, est équivalente à (DN)e (propriété 9.i, d). -Les conditions
(Ni), (Na) et (N3) entraînent bien la propriété (DN)e en plus des cinq autres
lorsque n est pair. La démonstration de théorème III est achevée.

IV. — Cas particuliers.

§ 14'. Applications définies par des fonctions méromorphes dans le plan. — Nous
résumerons les principales propriétés d'une telle application dans Renoncé du
théorème suivant :



— 353 —

THÉORÈME IV. — Soit une fonction méromorphe dans le plan complexe V == C,
elle définit une application f de V dans la sphère de Riemann^ W = PC. //
existe sur la demi-droite positive un ensemble © dont le complémentaire est
une suite d'1 intervalles assez petits pour que la somme de leurs mesures loga-
rithmiques soit finie, et tel que^ V/ étant le disque \z\^t^ ^ e G, ^ e ©, on ait
les résultats :

a. Inapplication f est régulière et parabolique relativement aux variétés

rapproche V< ̂ pour tout point de V<, m(z) == ij.
77 existe un ensemble e de mesure nulle dans W tel que

( 1 4 . 1 ) E e W — 6 - entraine 8 ( ^ , ç ) = = o ( i ) ( 2 6 )

et l^on a
( 1 4 •2 ) ^-4^"f --^r^"^-1)-^^'

' ^eVt

l'opposé de l^ intégrale écrite est Vintégrale, le long de V< de la courbure

géodésique de V< si Von munit V d'une métrique dont le ds'2 est Virn-age réci-
proque, par f, du ds2 riemannieïz sur la sphère (27);

b. si la fonction méromorphe est telle que la fonction multiforme inverse
ait, sur W, un nombre fini de points critiques ïl,, Inapplication régulière et
parabolique/devient^ de plus, pseudo-simpliciale et à déficiences normales^
en particulier :

Tout arbre topologique est de caractère parabolique^ (28 )

i 1 -4 .3 ) ç =^ ai entraine §(?, Ç) = o ( i );

(14 .4) S5^' IT/)= N^T) 2 ( m ( s )~ I ) (relation évidente);
/ ni (z)-^ï

3 € V t

(^•^ ^^^^m^f -^+o{i\~ ^ ^x-^v,)
donc ( 14-. 2 ) devient

( 1 4 . 6 > ^^(^ ̂ ù-^^{^ r t , )===?.-4-0(1).
i i

( " - 6 ) Frostmann [1] a démontré un résultat correspondant à celui-ci lorsqu'on remplace ô ( < , ^) par

ô, (( S) rflog^, l'ensemble exceptionnel est alors de capacité nulle.L
( 2 7 ) Pour revenir au deuxième théorème de Nevanlinna on pourra appliquer la méthode de

Ahifors [2j] : en effet notre formule est comparable à la formule (B) du paragraphe 2 de ce Mémoire,
le terme relatif au potentiel correspondant à notre terme 0(1); Ahifors le majore dans son para-
graphe 3 en rétablissant l'inégalité de Nevanlinna; la majoration la plus délicate, celle du terme
o.»fr ) , reste à faire même si l'on part de notre formule (14.2).

(3 8 2) Cette proposition ne peut pas s'étendre au cas où les points it; ne sont plus en nombre f in i ;
cela résulte, par exemple de l'élude de la première fonction f(z) de notre Note [2], le premier
des deux arbres topologiques décrits est non parabolique au sens de la défini t ion (7.7). Voir aussi
notre Ps'ote i 3].
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REMARQUE 14.i. — II résulte d'un calcul classique d'AMfors (^) que tous ces
résultats sont valables pour l'application du disque \z\<R dans la sphère de
Riemann, définie par une fonction méromorphe dans ce disque, à condition que
1 on ait l

I im(R-^ÎÏ (^)=-+-ao pour /e0, /- . /o=R.

REMARQUE 14.2. - Le calcul d'AhIfors et tous nos résultats se généralisent
lorsque la fonction, sans être nécessairement analytique complexe (exentricité
égale à i) est d'exentricité bornée uniformément dans tout son domaine de défi-
nition (3 0).

Nous avons déjà démontré la partie a du théorème IV (exemples 6. i et 9 i)
Nous démontrerons la partie b en démontrant que l'application, dans le cas
considéré, est à déficiences normales.

La condition (N)i est vérifiée, en effet :

a. V, n'a qu'une composante connexe qui, d'ailleurs, pour t assez grand, irest
jamais dans une seule composante connexe E/;

b. la constante K^^) existe : c'est deux fois la plus courte distance du com-
pact w, au bord de l'étoile qui le contient.

La condition (N),, est vérifiée, avec m,= i puisque V, est supposé ne porter
aucun point de/"1^/).

Du théorème IV, a et b nous déduisons que les propriétés (DN)i, (DN),,
(DN)3 et (DN), sont vérifiées. Remarquons que l'on a évidemment :

O4^) y,/-(V<)-^V,)= ̂  (m(^)-i)= ^(-^.9(/, aDm^f)

a."eVt ^^_,

-^(-i)^(/,^-),
i,k^î

cela montre que (DN), sera conséquence immédiate de (DN/..
Pour achever la démonstration du théorème.IV il ne nous reste donc plus qu'à

démontrer la formule (9.6) qui, du fait que %(V<) = i s'écrit :

(44-8) ^(-O^a, ^)==o(N(0).
U-^2

Appelons Ui la réunion de toutes les composantes connexes de tous les D2 n Y,
qui contiennent un point a]. Montrons que
( I 4 •9) XW-oCNCQ).

^ II suffit de montrer que le nombre des composantes de ùt d'une part, de \ —Ui
d'autre part, est o(N(^)) (ce qui ne serait pas suffisant pour n > 2). Or, ^ — n,

(29) Voir Nevanlinna [lj, p. 342.
(30) Voir Nevanlinna, [l],|p. 344.
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n'a qu'une composante connexe : soit, en effet, z € (V — Ut) H V<== V<— M<. z est
•dans une composante connexe d'une D^2 nV<, laquelle ne contient pas de pointât? ;
joignons z au point a] de D^2 par un chemin dont tous les points, sauf peut-être^,
sont dans D^2 ; comme z et a\ ne sont pas dans la même composante connexe
de D? nV<, ce chemin coupe V< et pénètre dans V—V^.

Considérons maintenant une composante connexe ùi de ^etun couple D-2 etD-
tel que D)2 et D2, aient un côté commun, que a{ soit dans ùi et que a^ n'y soit
pas : de tels couples existent du fait que Ui est borné. Le rameau (a-2,, a2.) d'un
arbre topologique coupe nécessairement V< sinon a2 serait, comme a'2, dans Y^
donc dans ût. De chacune des composantes ùi de ̂  est issu au moins un rameau
de l'acbre topologique dont la seconde extrémité est dans V—V<. Donc, d'après
<DN)i le nombre de ces composantes connexes esto(N(^)); ce qui démontre (14.9).

Démontrons maintenant la formule

< H. 10) ^( - i^e( / ,^) -%(^)=o(N(0) .
i,k^î

Évaluons ^(ù) à l'aide de la partition de ût en î)f r\ ai. Nous utiliserons la
remarque suivante :

REMARQUE 14.3. — Toute composante connexe Ey de f~1 (ÎLt(â^)) est une boule
topologique ouverte ainsi que chaque composante connexe de EynV/.

i° II résulte de cette remarque que chaque D/2 n ût non vide est une cellule de
dimension 2 et intervient pour + i dans le calcul de 5e(^)î o1*» ils correspondent
biunivoquement aux points a? de V<. Les sommes correspondantes sont donc les
mêmes dans les deux termes du premier membre de (14. ic).

2° Chaque D^ n ût non vide est simplement connexe : il est en effet dans D^ n ûf
et D,^ n ût', or (D2 u D^) n ût est une composante connexe de Ey n V<(/(Ey)==Et(A^)),
donc, d'après la remarque 14.3 est simplement connexe ainsi que sa trace D1 n û
sur D^D^cE/) . Si a} eD,? nV<, a\ etD,1 interviennent respectivement pour—i
dans chacun des deux termes étudiés. La différence de ces deux termes relati-
vement aux a\ et D;1 provient donc :

a. des côtés D,1 tels que D,1 nV^n ù^ 0 et a\ eV—V^;
b. des côtés D,1 tels que D,1 n V< n û< == 0 e t û ^ e V ^ ;

chacun d'eux correspond à un rameau de l'arbre topologique qui a une extré-
mité dans \t et l'autre dans V — V ^ ; leur nombre est donc o (N(<) ) .

3° Tout sommet de la triangulation cellulaire de ût est un point aj de V<. La
différence des deux termes étudiés, relativement à la dimension zéro est donc
bornée par le nombre des a° qui sont dans V< et pas dans ût', dans ce cas, l'un au
moins des D,2 qui le contient a son point a\ dans V—Y( et tout chemin (a°, a ' f )
coupe \ < ; cela ne peut se produire que pour o (N(<) ) points a° [ceci, en consé-
quence de la propriété 12. i ou encore parce que les rameaux de .l'arbre topolo-
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gique qui sont intérieurs à l'étoile de a° dans (D), forment, par leur réunion, un
chemin fermé qui entoure a,0 eV< et passe par a, eV—V<, donc coupe V<].

Les différences relatives aux trois dimensions sont donc o ( N ( ^ ) ) , ce qui
démontre la formule (14?. 10). Comme la formule (14.8) résulte de (14.9)
et (14. 10) elle est aussi démontrée; ceci, nous l'avons vu, achève la démonstration
du théorème IV.

§ 15. Remarques diverses.—APPLICATIONS FINIES DE V DANS W. —Nos définitions
sont valables, si la limite de N(^) est un nombre N, entier, fini. Moyennant cela,
les théorèmes III et IV sont valables mais leurs démonstrations peuvent être
remplacées par un calcul beaucoup plus simple.

Toutes les fonctions N, N, ô, 2r, C(t), Alg(<), Trs(t) ont des limites, finies,
que nous désignerons par les mêmes symboles sans la variable t. Prenons des
variétés d'approche dont l'intérieur soit homéomorphe à V. En comptant conve-
nablement les nombres des différents simplexes de (D) et de (A), on obtient

^N^^^P7-^5

Al^=^[x/(V)-X(V)]=(r :î^p[/./(v<)-X(v<)j?

(15. i) ^rs=(——^ /*-"* +o(i).
i' <X-4-(V,)

Ces formules, pour n pair, sont celles de la propriété (DN)c.
f» M

L'application / de l'espace V, qui est ici compact, dans W, que nous avons
définie au paragraphe 7 a un degré topologique global partout égal à N; en un

nu

point ^ e V — V , m(x) sera le quotient du nombre des DJ2 qui contiennent Z par
— s»

celui des Af qui contiennent/'^). Nous écrirons :

^(V - y) == ^ (- 1)^- m(D{ ) = N^(- i)^- 8(A/1) == N Trs.

j ) < - C V — V

Par ailleurs o-^C^—V<)] est un cycle JC^T) relatif à un tube Y — V / autour
du complexe V — V et (45. i) et (24.3) de [A] donnent

/ /(v-v<)== Ç -ir -+-o(i)=f ir+ f iî;.
^[X+^V)] ^•îc+dt) "T^V-V,

formules du type de celles du théorème II du Mémoire [A] (mais il n'est pas
supposé que le complexe V soit une variété au voisinage de V — V ) .

EXTENSION DES DÉFINITIONS POUR U N E APPLICATION DANS UNE VARIÉTÉ NON COMPACTE. ——

Soit W une variété de classe Ça sans bord, non compacte et de dimension n et
soit /v une application de V dans W. Nous supposerons que ^V/ peut être diffé-
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rentiablement plongé dans une variété compacte W, sans bord, de classe Ça de
manière que W — W soit un complexe de dimension ^ n—2. Appelons f
l'application f considérée comme application de V dans W. Supposons alors
que/soit régulière, pseudo-simpliciale, que la triangulation (A) admette W—W^
comme sous-complexe et que/soit parabolique.

L'application /' étant donnée, plusieurs variétés W peuvent remplir les condi-
tions ci-dessus; les restrictions à W des formes de Ghern correspondantes, Î2^v
et Ilwî ne seront pas déterminées par la seule variété W. Cependant toutes les
quantités définies aux paragraphes 8 et 9 sans faire intervenir ces formes, peuvent
être définies canoniquement pour l'application/\ en effet :

Les variétés V< et les coefficients 6(^, D^) peuvent être définis pour/, ainsi
que les quantités suivantes : tous les N, N, ô, 2r relatifs aux points ou simplexes
de W et les déficiences globales correspondantes. Pour un point ou simplexe
de W—W, N, N et & sont nulles et ô identique à 4- i. Donc ^(t) et Algo(<)
sont égaux pour / et pour // tandis que

< l o . 2 ) Trso(Q, pour /—Trso(<) , pour /'== /JW) — ^(W').

On en déduit que si la relation (9. 2) [de (DN)2] est vérifiée pour / elle l'est
pour/' et vice-versa et que la relation (9.5) [de (DN)e], la seule des propriétés
< DN ) qui n'ait pas de sens pour l'application/7 doit être remplacée par

• 1 5 . 3 ) pour/': T r s ( Q = — — — r - l I , v - y(W - W)-+-0(1).11 v ',) J ^ .ii+(vj

EXEMPLE 15. i . — Soit Y == G2 (les coordonnées étant les nombres complexes -s»
et ^ 2 ) et W==C2 (les coordonnées étant Ci et Ça) . Soit /' l'application de V
dans W définie par les relations complexes :

i i o . 4 » . ^i = e"-^—i ez•t•+• e^-^-ï; ^^ == e^î-h e^ i—2^1-4-1,

^ ; sera le dicylindre j ^i | ̂  t, \ z^ \ ̂  ^, // est composé d'une application de V == G-'
dans L == C2 qui est le produit de deux applications telles que Z === e^ et d'une
application finie de U dans W. Comme pour les applications finies les différentes
fonctions que nous avons étudiées ont des limites (finies ou infinies) qui sont
facilement calculables.

Nous grouperons les simplexes A^ de manière à obtenir des ensembles r/ où les
différentes limites seront les mêmes pour deux points quelconques ( : î l) . Le tableau
suivant donnera ces valeurs limites pour tous les F, et les limiles do C^), Alg(^),
Trs(<) et donnera directement, dans le cas considéré les formules (9. 2), (9.3)
. - t ( 9 .4 ) .

( s l ) L'introduction de tels ensembles ^^^^/A^ et des caractéristiques y^r^) = Y1 (—i) 7 dans
7 > ' 7 J , 'J

certaines déf ini t ions et formules mettrait en évidence leur caractère intrinsèque.
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lin» liro lim
^ Nature de rf. ,̂ N^ ̂  ^^ ^^,^ ^^^

N ( t ) N ( t ) ' -^ (" ;- •3^ ^ )' ^ € I/ .
or?. 2 p o i n t s . . . . . . . . . . . . . . 2 1/2 1/2 i/2 o

IT 4 . . . . . . . . . . . . . . . . 4 2/3 1/2 1 / 3 i/6
r2- 2 ................ 2 5/6 i/2 1/6 i/3
n. 4 . . . . . . . . . . . . . . . . 4 i i/2 o i/,

( Droite complexe ^2 == ^1
^ trouée en 4 points... —3 2/3 2/3 i 3 o

Deux droites complexes
rj. ^=^±2^ /3 /9 ,

moins 8 points . . . . . . —6 i 2/3 „ ^ 3

C u b i q u e complexe
rj. ^=i=(^-ip,

moins 7 p o i n t s . . . . . . —6 5/6 5/6 i 6 o
( C u b i q u e c o m p l e x e

( ^2=^?, moins 7 points. —6 i 5/6 o 1/6
( C o m p l é m e n t d a n s

rf. ^ W'=C2 des r? de
( dimension o et 2 . . . . io

W = C2
Z (W'} lim •ThiT

o o

==I pnT)7^^ e^ ^(^ Mg(^
=I/3 =o =2/3 =;/3

Où :

j imi^(f75^(v<)=limS^^^N(^^)/N(<)=I/3,
1,^^*

Iime(Q==lim^(I^)N^, y - ) N ( i ) = o ,
f ,A^4

lim Trs(^) = lim ̂  /jr^)ô(?, y) = 2/3,
i,k^î

lim Alg(^) == lim ̂  ^(r^-) 2r(^ ̂ ) = 1/3.
;,Â-^2

Si la même application était considérée comme application / de V dans
W===PC2 il faudrait ajouter les 'éléments relatifs à r?== W—W'== PC1 on
aurait %(W)=3 et lim Trs(^) ' (pour /)=8/3, les" autres sommes, étant
inchangées.
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-31, définition 7.5.
a, formule (1.7).
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e ( t ) , notation (8.1).
Critique (point) , définition 1.2.
Déficiences d'un point, définition 4 . i .
o ( t , 0, &;(/, ^), définition 4 . i .
( D N ) (propriétés), définitions 9.1.
6(t, Af) , (S^, A^-), formules (8.5), (8.6) et (8.12).
Déficiences globales, définition 8.2.
(D' ) , (D^) ' §5.
(D), Df-, §7.
D^, formule (7.2).
( A ) , A?, définition 7 . i .
e^ théorème 1 et définition 3.i.
(D)*", ( A ) ^ , squelettes de dimension -k.
<?, théorème 1 et définition 4.3.
E,, propriété 7.3.
s(0, théorème 1,6.
/', application étudiée.

^ § 5'
7, définition 7.3.
ç, ^, définitions 5.i et 5.2.
r^, § 3.
m(x), degré topologique local de/.
/i, dimension réelle de V et W.
( N ) (conditions), définition 10.2.
v(0, définil iou 7.7.
o, 0, symboles de Landau, notations l . i .

Parabolique (application), définition l . i .
Parabolique (arbre topologique), définition 7.
Pseudo-simpliciale (application), définition 7.
n,ir, §5.
Régulier (point), définition 1.2.
Régulière (application), définition 5.3.
Spéciaux (vecteurs), définition 0.2.
Triangulation non bornée, définition 7.4-
Triangulation régulière, définition 5.i.
Trsg(^), formules (8.9) et (8 . i4) .
Trs(^), notation 8.1.
9, ( f , D^), définition 8.1 et formule (8 .12) .
6 (suppression de), natation 8.1.
6. théorème 1, b.
7. formule (4.5).
U(, définition 12. i.
Ù,, définition 12.2.
.̂, v ' / , définition 10.1.

1U, V, définition 1.3.
î»*, îî*, définition l . i , (AP), .
l ï (<) , î»(^) , définition i.3.
V, variété objet.
V', définition 7.2.
W, variété-image.
x, point courant sur V,
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Symboles généraux :

..., notation 5.1.
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