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AUTOMORPHISMES INTÉRIEURS D'UN SEMI-GROUPE;

PAR R. CROISOT,
à Besançon.

INTRODUCTION.

Les automorphismes intérieurs d'un semi-groupe ont été définis par
P. Dubreil (1). Bien qu'ils n'existent que si V intérieur du semi-groupe est non
vide, leur étude peut avoir une portée générale car j'ai montré ( 2 ) qu'étant donné
un semi-groupe D, on peut le plonger dans un semi-groupe R tel que tout auto-
morphisme de D soit induit sur D par un automorphisme intérieur de K. Ce
travail a été divisé en quatre parties.

Dans le paragraphe I, je rappelle un certain nombre de définitions données par
P. Dubreil et j'introduis le concept d'élément ou de sous-ensemble conjuguée à
droite ou à gauche, d'un élément ou d'un sous ensemble d'un semi-groupe
(défin. 5), concept auquel se rattachent des relations importantes : relations de
conjugaison définies dans le semi-groupe ou dans un ensemble de parties du
semi-groupe (défîn. 6), relations d^équiconjugaison attachées à un élément ou à
un complexe et définies en particulier dans l'intérieur du semi-groupe (défîn. 7).
D'autre part, je définis certains sous-ensembles particuliers, notamment le norma-
lisateur (défîn. 8) et le normalisateur réduit (défîn. 9) d'un élément ou d'un
complexe, en vue de leur utilisation pour l'étude des relations précédentes. Afin
d'éviter que ce paragraphe se réduise à une suite fastidieuse de définitions, j'y
étudie quelques propriétés des différents sous-ensembles introduits, en parti-
culier de Vintérieur (th. 4 ) et du normalisateur réduit d'un élément ou d'un
complexe (th. 2); ces propriétés facilitent la détermination effective de ces sous-
ensembles et certaines d'entre elles sont utilisées dans les paragraphes suivants;
des contre-exemple sont destinés à montrer la fausseté de certains résultats qui
apparaissaient comme vraisemblables.

Le paragraphe II contient l'étude des relations de conjugaison. Dans un groupe,
la relation de conjugaison (au sens de la définition G) est toujours une équiva-
lence parce que les automorphismes intérieurs d'un groupe forment un groupe ;
au contraire, dans un semi-groupe, d'une part, elle n'est pas nécessairement une

( 1 ) P. DUBREIL, Contribution à la théorie des demi-groupes (Mém. Acad. Se. Inst. France,
t. 63, IQ^I, p. i-52). Je cite ici ce mémoire par DGI.

( 2 ) R. CROISOT, Holomorphies d'un semi-groupe (C. Fî. Acad. Se., t. °°7, IQ.̂  P. n34) et Autre
généralisation de l'holomorphie dans un semi-groupe (C. R. Acad. Se., t. 227, 1948, p. IIQÔ).
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équivalence, d'autre part, elle peut être une équivalence sans que les automor-
phismes intérieurs (de première catégorie) forment un groupe. Je donne des
conditions nécessaires et suffisantes pour que cette relation (toujours transitive)
soit réflexive ou symétrique et des conditions nécessaires et suffisantes pour que
sa fermeture symétrique soit réflexive ou transitive et je compare ces conditions
à des propriétés de l'ensemble des automorphismes intérieurs de première caté-
gorie et de l'ensemble des automorphismes intérieurs des deux catégories (th. 3).
J'ébauche ensuite une étude plus générale, celle de l'interdépendance des pro-
priétés des différentes relations de conjugaison définies dans chacun des ensembles
de complexes ayant même puissance.

Les relations d'équiconjugaison (à droite ou à gauche), qui sont des équiva-
lences définies dans l'intérieur du semi-groupe considéré, font l'objet du para-
graphe III. Dans un groupe, la relation p^ d^équiconjugaison à droite d'un
complexe H (au sens de la définition 7) est régulière à gauche et simplifiable à
gauche et ses classes correspondent biunivoquement aux différents complexes
conjugués de H; ces résultats subsistent dans un semi-groupe (th. 4 et 5). Dans
un groupe, pu est complètement déterminée par le normalisateur de H; par
contre, dans un semi-groupe, des équivalences pu peuvent être distinctes tandis
que les normalisateurs réduits Mu sont les mêmes (ex. H) ; toutefois, je précise
un cas où Mu suffit à déterminer pu (th. 6). Une grande partie de ce paragraphe
est consacrée à l'étude comparée de l'équivalence d'équiconjugaison à droite pu et
de l'équivalence d'équiconjugaison à gauche np- On voit facilement que, dans un
groupe, les propriétés suivantes sont équivalentes : pu est régulière et simpli-
fîable, np est régulière et simplifîable, PH==HPÎ elles le sont encore dans un semi-
groupe (th. 10). Mais, de plus, dans un groupe, la régularité et la simplifîabilité
d'une relation d'équivalence étant vérifiées simultanément, pour que les pro-
priétés précédentes aient lieu, il suffit que des propriétés d'apparence plus faible
soient vraies, par exemple : pu est régulière, pn^HP? dans un semi-groupe, ces
propriétés peuvent éclater (ex. 12 et 43), mais il reste néanmoins un certain
nombre de résultats intéressants, tel que le suivant : P(( est régulière si et seulement
si np est simplifiable (propr. 19 et th. 8); d'ailleurs, j'indique un cas où le com-
portement de pu etijp est exactement le même que dans un groupe (th. 12). Il est à
remarquer que des résultats qui ne seraient, dans les groupes, que des tautologies
peuvent fort bien subsiter dans les semi-groupes et cesser d'être triviaux; il en
est ainsi du théorème 11 qui affirme en particulier que, si l'intérieur d'un semi-
groupe est commutatif( sans qu'il en soit nécessairement de même du semi-groupe ),
o n a p n = H p .

Le paragraphe IV introduit et étudie d'une façon sommaire la notion à^auto-
morphisme intérieur généralisé qui coiffe celle d'automorphisme intérieur de
première catégorie et d'automorphisme intérieur de deuxième catégorie. Cette
notion présente un intérêt du fait que les automorphismes intérieurs généralisés
d'un semi-groupe formeut un groupe (th. 13) qui peut être plus riche que le
groupe engendré par les automorphismes intérieurs de première catégorie (et de
deuxième catégorie) (ex. 14). Malheureusement, ces automorphismes sont d'un
maniement compliqué.
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I. — Définitions générales et propriétés préliminaires.

Nous considérons un semi-groupe D, c'est-à-dire un ensemble muni d'une
opération (binaire, univoque et partout définie) associative et simplifiable des
deux côtés.

Définition i (3). — Le centre de D, que nous notons Z, est l'ensemble des
éléments de D permutables avec chaque élément de D.

On sait que (cf. DGI, th. 42) le centre Z (4) de D est un sous-semi-groupe
unitaire ( ° ), fort (6 ) et symétrique (7 ).

Définition 2. — Nous appelons transformateur à droite d'un complexe H C D,
et nous notons TH, l'ensemble des éléments xçD pour lesquels il existe un
complexe K vérifiant l'égalité xïl == Ka*. Si H se réduit à un seul élément a, nous
dirons, par abus de langage, que T^ est le transformateur à droite de a et nous le
noterons simplement Ta (8) ' Nous conviendrons de plus que D est le transforma-
teur à droite de la partie vide de D.

LEMME 1 . —Le transformateur à droite d^un complexe est l^ intersection des
transformateurs à droite de ses éléments.

En effet, si l'on a xîï= Kx, pour tout À e H , il existe / r c K C D tel que l'on
ait xh == kx. Donc le transformateur à droite d'un complexe est contenu dans
le transformateur à droite de chacun de ses éléments. Réciproquement, si x est
tel que, pour tout A € H, il existe A- € D vérifiant l'égalité xh •===. kx^ l'ensemble R
des éléments k satisfait à xït = R.y, ce qui achève d'établir le lemme.

Il en résulte immédiatement que, pour toute famille { Ha}ae<a. ae sous-ensembles

de D, on a Tnj^= /T^^ ( 9 ) ^ d'où l'on déduit la propriété suivante :
^a a€a

PROPRIÉTÉ 1. —U ensemble des transformateurs à droite des différents sous-
ensembles d^un semi-groupe D constitue un treillis complet vis-à-vis de la

(3) Cf. DGI, p. 45.
( A ) Ceci n'a de sens que si ce sous-ensemble est non vide; nous le supposons implicitement.

Cette remarque est valable pour tous les sous-ensembles particuliers introduits plus loin.
( s ) C'est-à-dire tel que, si l'on a ayeZ, on ait xçZ<=>yçZ. Cf. DGI, p. 16.
( s ) C'est-à-dire tel que l'on ait ayeZ, a*^€Z, tzeZ=>tyçZ. Cf. DGI, p. 9.
( ' ' ) C'est-à-dire tel que : a. en désignant par Z.'x l'ensemble des éléments u vérifiant a-aeZ,

et par Z'.x l'ensemble des éléments v vérifiant vxç.Z, on ait Z.'x =^<=>Z'.a' =0; b. en désignant
par <%z l'équivalence .r^y-(dlz) <=> Z-.x = Z.-y, et par z^ l'équivalence x ==y (z^)<==> Z.'.r = Z-.y,
on ait (RZ = z^. Cf. DGI, p. 22.

( 9 ) A chaque définition contenant l'expression « à droite », on peut faire correspondre une défi-
nition analogue contenant l'expression « à gauche »; nous ne la formulerons pas en général expli-
citement. Le transformateur à gauche de H (ou de a) se note nT (ou /T).

( 9 ) Les signes ,f^ et '̂  sont ceux de l'intersection et de de la réunion aujsens de la théorie des
ensembles.
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relation d'inclusion. Un treillis dual de ce treillis s'obtient par un \j-homo-
morphisme fort (10) à partir du treillis complet de tous les sous-ensembles
deD.

En effet, on vient de voir que l'intersection (au sens de la théorie des
ensembles) d'une famille quelconque de transformateurs à droite est un transfor-
mateur à droite (éventuellement l'ensemble vide). D'autre part, D est un
transformateur à droite qui contient tous les autres. Par suite, l'ensemble des
transformateurs à droite est un treillis complet vis-à-vis de la relation d'inclu-
sion (11 ). Le reste de la propriété résulte immédiatement de la formule

TVH.=HTH,
a€^ aea

Ce qui précède entraîne en particulier que, pour deux complexes Hi et H.»
vérifiant Hi C IL, on a T^ 3 T,,,.

Définition 3 (1J). — Nous appelons intérieur à droite d'un semi-groupe D, et
nous notons 1^, le transformateur à droite T]). Nous appelons intérieur d'un
semi-groupe D, et nous notons I, l'intersection de l'intérieur à droite Ici et de
l'intérieur à gauche î^.

Définition 4. — Étant donné un élément xçici, nous appelons endomor-
phisme intérieur de première catégorie associé à a", et nous notons a.r, l'appli-
cation (biunivoque) de D dans D définie par a.,.(a) = b si l'on a xa •==. bx. De
même, étant donné un élément xç.\g^ nous appelons endomorphisme intérieur
de deuxième catégorie associé à x^ et nous notons (âa., l'application (biunivoque)
de D dans D définie par ^x(a) = b si l'on a xb == ax. Si x est élément de I, les
endomorphismes intérieurs de première et de deuxième catégories qui lui sont
associés sont deux automorphismes de D, inverses l'un de l'autre, que nous appe-
lons automorphismes intérieurs de première et de deuxième catégories ( i 3).
Chacun de ces automorphismes détermine d'une manière évidente un automor-
phisme dans l'ensemble E^ des complexes de D ayant une puissance déterminée T:
(évidemment inférieure ou égale à la puissance ô de D). De plus, il détermine
dans l'ensemble E* des parties de D un automorphisme qui est un automorphisme
de la structure de treillis complet de E* et un automorphisme de sa structure
de demi-groupe et, par suite, un automorphisme de sa structure de gerbier
résidué (13).

(1 0) Pour la définition, cf. M. L. DUBREIL-JACOTIN, L. LESIEUB et R. CROISOT, Leçons sur la théorie
des treillis, des structures algébriques ordonnées et des treillis géométriques, Gauthier-Villars,
ig53, i" partie, chap. IV, § 1, p. 47.

( 1 1 ) Cf. M. L. DUBREIL-JACOTIN, L. LESIEUR et R. CROISOT, loc. cit., th. 1, i" partie, chap. III, § 2,
p. 35.

( 1 2 ) Cf. DGI, p. 46.
C3) On sait que l'ensemble E* des parties d'un demi-groupe D est un treillis complet (vis-à-vis

de la relation d^inclusion) muni d'une multiplication associative (définie comme la multiplication
classique des complexes, en convenant de plus que l'on a, pour tout A€E*, A0 == 0A = 0); cette
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On sait que (Cf. DGI, p. 47) l^ intérieur 1 (2 ) o?<? D est un sous-semi-groupe
contenant le centre Z.

Pour préciser les propriétés de I, nous utiliserons quelques lemmes.

LEMME 2. — On a les implications :

xy € Ty==> 3 u avec ux ==. xy,
xy e .z.T => 3 ^ avec yv -==. xy.

En particulier^ V existence de u et v est assurée si Von a xyç. 1^, celle de v
si Von a xy e 1^, celle de u et v si l^on a xy € I.

En effet, de •z'yçTy, on déduit l'existence de u vérifiant l'égalité xyy == uxy^
donc aussi l'égalité xy == ux, puisque D est simplifiable à droite. De même,
de a'yc.rT, on déduit l'existence de v vérifiant l'égalité xxy == xyv^ donc aussi
l'égalité xy ==jv, puisque D est simplifiable à gauche.

LEMME 3. — En présence de la relation xy ç. 1^, la relation x e \g entraîne la
relation yel^, la relation y € Ï g entraîne la relation xç, Ici et l^on a, selon le
cas

ay= p.rû'.ry» a.y == a.-cypy.

En effet, en présence de l'égalité xyc = axy^ les égalités xb = ax et yc = by
sont équivalentes. Donc, si l'on a à la fois xy e \d et x e Lr, à tout élément c € D,
on peut faire correspondre successivement a et b vérifiant ces égalités ; il en
résulte que l'on a aussi y e îci avec o(y== ^.v<x.vy De même, si l'on a a la
fois xyç\d etyel^, à tout élément 6€D, on peut faire correspondre succes-
sivement c et a vérifiant ces égalités ; il en résulte que l'on a aussi x e 1̂
avec a^= a^.(3y.

Par symétrie, on a le lemme suivant :

LEMME 3'. — En présence de la relation yx € \g, la relation x e I,/
entraîne y e I^-, la relation y € ïrf entraîne x e îg et l^on a, selon le cas,

Py==a.rPy.r, ?»x = py-rOy.

LEMME 4. — Le^ relations xy e 1^, .ẑ  € 1^, ̂  € Id entraînent ty e I,/ ̂  ^'0/1 a

afr== a^P^^r.

En effet, les hypothèses impliquent qu'à tout élément aeD, on peut faire
correspondre successivement ^, c, à? tels que l'on ait les égalités xya=bxy^
xzc == bxz^ tzc == dtz. D'après le lemme 2, la relation xy € ïci entraîne l'existence

multiplication est distributive par rapport à la réunion et, par suite, E* est un gerbier (à élément
zéro) et ce gerbier est résidué ( Cf. P. Dubreil, Bull. Soc. Math.^ p. 289-806, en particulier p. 291).

Les automorphismes intérieurs de première et de deuxième catégories d'un semi-groupe sont
introduits dans DGI, p. 4?-



d'un élément u vérifiant l'égalité ux^=xy. D'autre part, la relation xzçly
entraîne l'existence d'un élément v vérifiant l'égalité uxz == xzv^ d'où l'on
déduit xzv == xyz et zv = yz . Il en résulte qu'on peut écrire successivement :

xya == bux, xyaz == buxz == bxzv == xzcv^ yaz = zcv,

tyaz = tzcv = dtzv = dtyz, tya = dty^

ce qui établit la relation
ty € Irf avec a^. = a^ R.̂  a y,..

Par symétrie, on a le lemme suivant :

LEMME A'. — Les relations yx € 1 ,̂ zx e 1^, -^ € 1̂  entraînent yt € ï^ (^ ^'o/i a

P^==P^a^p,^.

THÉORÈME 1. — L'intérieur 1 ('•) d^un semi-groupe D ̂  un sous-semi-groupe
unitaire^ contenant le centre TA de D et il est conservé (1 4 ) par tout automor-
phisme y de D. De plus ̂  1 est fort ^ réversible ( 1 5 ) e^ équirésiduel (1 6) .

On a déjà rappelé que 1 est un sous-semi-groupe contenant Z. Si l'on trans-
forme D par un automorphisme y, le transformé y (.2-) d'un élément x de 1 appar-
tient aussi à 1 ; en effet, puisque la relation xa == bx permet de déterminer b
(ou a) lorsque a (ou b) est un élément quelconque de D, la relation ̂  (x) a'= b'^ (x)
permet de déterminer b' (ou a ' ) lorsque a' (ou b ' ) est un élément quelconque
de D; ceci montre qu'on a y (I) C I, d'où l'on déduit y (I) == ï par la considération
de l'automorphisme inverse y--1. Les lemmes 3 et 3' montrent que les rela-
tions xyçï et xeî ( ouyç l ) entraînent y ç. 1 (ou xçï), c'est-à-dire que lest
unitaire.

De plus, les lemmes 4 et 4/ montrent que les relations a?y€l, xz €Ï, tzçî
entraînent tyçï, c'est-à-dire que 1 est fort. D'autre part, quels que soient les
éléments x ç ï ^ y ç ï , on a xy ç. 1 puisque 1 est un sous-semi-groupe ; du lemme 2,
résulte alors l'existence de deux éléments u et v. vérifiant les égalités ux == xy
et xy ==yp; 1 étant unitaire, on a uçî et ^ € I; par suite, 1 est réversible. Enfin,
si l'on a ï . ' x ̂  0, il existe y tel que l'on ait xy cl, d'où l'on déduit, d'après le
lemme 2, l'existence de u vérifiant l'égalité ux=xy, cette égalité entraîne uxçî,
et par conséquent, î'.x-^.0; on montre de même que ï ' . x -^é. 0 implique ï.'x^0;
donc 1 est équirésiduel.

Remarque 1. — On aurait pu montrer que 1 est fort, sans utiliser les
lemmes 4 et 4', en appliquant le théorème 39 a de DGI.

( K ) C'est-à-dire tel que l'on ait y (I) = I.
( l 5) C'est-à-dire tel que, quels que soient .rel,y€l, il existe ael, b 6l vérifiant l'égalité ax=by

et il existe cel, dçï vérifiant l'égalité xc-=.yd. Cf. DGI, p. 34.
(1 B) C'est-à-dire qu'il vérifie la propriété a de la note ( 7 ) . Cf. DGI, p. 8.
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Remarque 2. — I n'est pas nécessairement stable. (17) (donc pas nécessairement cen-
tral (17), d'après le théorème 34 de DGI), ni symétrique. Pour le montrer, i l suffît de
s'assurer que 1 ne vérifie pas nécessairement la condition pour qu'un complexe d'un demi-
groupe soit classe d'au moins une congruence définie dans le demi-groupe (18). En effet, si 1,
sous-semi-groupe réversible, unitaire était stable, il serait classe de la congruence ^£1==^
définie dans D (DGI, th. 31 et 33); si I, sous-semi-groupe fort, unitaire était symétrique,
il serait classe de la congruence (^,i==i^. définie dans D (DGI, th. 3 et 46). Considérons
alors l'exemple suivant :

Exemple i. — Soit le semi-groupe à trois générateurs l, m, n, avec les relations définis-
santes Im == ni, In = w/, mn === nm. Ses éléments peuvent être mis d'une manière unique
sous la forme l^m^n^ si l'on prend pour A, (JL, v, des entiers positifs ou nuls non tous nuls
[et si l'on convient qu^ffecter un générateur de l'exposant o équivaut à ne pas l'écrire (19)],
le. produit de l^mV-n^ et l^'mV-'n^ étant égal à ^x/ m^V- '/i^' si A' est pair et à
^-1-A' m'^V-' n^-^' si A" est impair (20). On voit que 1 est le sous-semi-groupe Cl, mn) engendré
par les éléments / et mn. Il ne vérifie pas la condition (a) car on a

mîn(pf\ 1 ^ 0 (m^Ss m{mn}nç, mîn et m^n^ç. I)
et l'on a

mîn $ 1 ( min e min et min = In2 ̂  1 ).

( n ) Un sous-de mi-groupe 1 d'un demi-groupe est dit stable si : a. il est réversible; b. en dési-
gnant par îCi l'équivalence x =y (Œi) <=>3 açï et beï vérifiant l'égalité ax == by, et par iS l'équi-
valence ; r==y(r®)<^>3a€l et beî vérifiant l'égalité xa = yb, on a a'issi'E. Il est dit central si
l'on a \d = dl pour tout û?eD. Cf. DGI, p. 4o.

(18) Cette condition est la suivante, 1 étant le complexe envisagé du demi-groupe D : (a). Pour
tout complexe C de l'une des formes la?, yl ou y\x {x et y étant des éléments quelconque de D),
on a

C^I^0=»CCI .

Cf. M. TEISSIER, C. R. Acad. Se., t. 232, IQÔI , p. 1987-1989, ou M. L. DUBREIL-JACOTIN, L. LESIEUR
et R. CROISOT, toc. cit., a* partie, chap. III, § 4, p. i85.

( 1 9 ) Cette convention, utilisée aussi dans d'autres exemples, ne sera pas rappelée plus loin.
( î o ) La plupart des semi-groupes des exemples donnés sont obtenus à partir d'un semi-groupe

auxiliaire L entre les éléments duquel on impose des relations; souvent, L est le semi-groupe
libre, ensemble des mots formés à l'aide d'une famille {ff^a.çv. de générateurs auxquels on impose
des relations appelées relations définissantes. D'une façon rigoureuse, un tel semi-groupe S est le
semi-groupe quotient de L par une équivalence S qui est la plus fine de toutes les équivalences
régulières et simplifiables pour lesquelles les deux membres de chacune des relations imposées
sont équivalents. Dans le cas général, il est impossible de caractériser d'une manière constructive
l'équivalence S et, par suite, de déterminer S.

Dans chacun des cas particuliers considérés dans les exemples, je procède de la façon suivante.
Je définis dans L une relation d'équivalence 6, certainement plus fine que \S, pour laquelle je peux
déterminer si l'on a ou non 6 == S (le but à atteindre étant évidemment de choisir 6 de manière
qu'elle conïcide avec ^, j'astreins les deux membres de chaque relation imposée à appartenir à la
même classe de L modulo 6). Pour savoir si l'on a bien 6 = s, je choisis, dans chaque classe de L
modulo 6, un représentant (je désigne par x le représentant de la classe contenant xeL) et je
définis dans l'ensemble G == •; x } de ces représentants une opération, notée ici, par x.y == x y. Si
6 coïncide avec s, G est isomorphe au semi-groupe S cherché; les deux propriétés suivantes sont

alors vérifiées : a. Quels que soient x € L, y € L, on a se y == ~xy\ b. G est simplifiable (à gauche et
à droite). Ces deux pro privés sont caractéristiques; si elles sont vérin^es, d'après CT, l'équivalence ff
est régulière et G est isomorphe au demi-groupe quotient de L par 6, G étant déplus simplifiable,
6 est simplifiable, et puisque les deux membres de chacune des relations imposées sont équivalents
modulo 6, 6 est moins fine que 'S et coïncide donc avec 'S . Pratiquement, je détermine les repré-
sentants x en utilisant au maximum les relations imposées et le fait que 6 doit être régulière et
simplifiable pour coïncider avec S; je forme alors la table de multiplication de G et je vérifie a et b.
Pour chacun des exemples utilisés,-j'indique l'ensemble des représentants ï et le plus souvent, la
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Remarque 3. — I</, qui est évidemment un sous-demi-groupe conservé par tout automor-
phisme de D, n'est pas nécessairement unitaire comme le montre l'exemple suivant :

Exemple 2. — Soit le semi-groupe à trois générateurs l, m, n avec les relations définis-
santes ml == l'2m, /i^= In, mn -==• nm. Ses éléments peuvent être mis d'une manière unique
sous la forme n^D^m^ si l'on prend pour X, (A, v des entiers positifs ou nuls non tous nuls,
la loi de composition étant donnée par /i^mP-^'^'mP-'ss /^v+v'/2/"Â4-2u)>'mtJL^'Jl•'. On voit
que \a est le sous-semi-groupe commutatif \ n^m^}'/^^. On a donc mneî^, m€ l< / , n^lc/
et \a n'est pas unitaire.

Définition 5. — Nous dirons qu'un élément 6çD est un élément conjugué
à droite d'un élément açD s'il existe xçï tel que l'on ait xa == bx [c'est-
à-dire a;r(a)== ^]; nous dirons qu'un complexe R C D est un complexe conjugué
à droite d'un complexe H CD s'il existe xçï tel que l'on ait xîï == Kx [c'est-
à-dire oca;(H)=R]; nous étendrons cette définition au cas où H et K. sont des
sous-ensembles quelconques, éventuellement vides (le seul sous-ensemble
conjugué à droite de 0 est 0 lui-même).

Définition 6. — Nous appelons relation de conjugaison (définie dans D)
la relation suivante, notée (.3 :

a<36<=> l'élément b est un élément conjugué à droite de l'élément a; nous
appelons relation de conjugaison (définie dans V ensemble E^ des complexes
de D ayant une puissance déterminée 7r) la relation suivante, notée €--, :

H(^K-<=> le complexe K est un complexe conjugué à droite du complexe H;
nous appelons relation de conjugaison (définie dans l ) ensemble E* des parties
de D) la relation suivante, notée <3* :

AC^B^^ le sous-ensemble B est un sous-ensemble conjugué à droite du sous-
ensemble A.

Définition 7. — Nous appelons relation d^équiconjugaison à droite d'un
élément açD (ou d'un complexe H CD) la relation suivante, notée pa (ou pu) .
définie dans le transformateur à droite de a (ou-de H) :

x^ay 4=»a.y(a) = av.(a) [ou xçny <=> a.^(H) = a>.(H)] .

La relation ^a (o11 pu) Gs^ évidemment une relation d'équivalence (21 ).

Définition 8. — Le normalisateur d'un complexe H CD, que nous notons N^,
est l'ensemble des éléments xçD qui sont permutables avec H, c'est-à-dire tels
que l'on ait l'égalité xïî == ïîx.

^centralisateur d'un complexe H CD, que nous notons CH, est l'ensemble
des éléments .yçD qui sont permutables avec chaque élément de H, c'est-à-dire
tels que l'on ail les égalités xh == hx pour tout h ç. H. C'est un sous-ensemble
de Tu et de nT.

loi de composition dans G (sauf si celle dernière s'exprime d 'une façon compliquée et est sans
intérêt pour le but à a t te indre) ; je ne donne pas le détail des vérifications.

( 2 1 ) La re la t ion d'équicopjugaison a gauche d'un clément a (ou d'un complexe 11} se note ^o
( o u i , ? ) .
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Si le complexe H contient un seul élément a, son normalisateur coïncide avec
son centralisateur et nous le notons simplement Na.

Remarquons que l'intérieur 1 de D n'est pas autre chose que No et que le centre Z
de D n'est pas autre chose que CD.

Définition 9. — Le normalisateur (réduit le centralisateur réduit) d'un
complexe H CD est l'intersection, au sens de la théorie des ensembles, de l'inté-
rieur 1 de D et du normaliseur NH (du centralisateur Cn) de H ; nous le
notons MH(BH).

Si le complexe H contient un seul élément a, son normalisateur réduit coïncide
avec son centraliseur réduit et nous le notons simplement Ma(23).

Le centraliseur (le centraliseur réduit) d'un complexe est l'intersection des
normalisateurs (des normalisateurs réduits) de ses différents éléments. Il en
résulte que la propriété 1 est valable si l'on remplace « transformateur à droite )>
par « centralisateur » ou « centraliseur réduit » (en convenant de poser Cje(==D).

PROPRIÉTÉ 2. — Le normalisateur NH ( / t) d'un complexe H d'un semi-
groupe D est un sous-semi-groupe unitaire de D, contenant le centre Z de D.

Le sous-ensemble NH de D est un sous-semi-groupe de D car xîî === îîx
etyH = Hy entraînent xyîî = xîly = îîxy.

Ce sous semi-groupe est unitaire car : a. xîl == îlx et xyîl == Hxy entraînent
;ryH=;rHy, d'où yH==Hy, d'après la règle de simplification à gauche;
b. xîî = îlx et yxïi = îlyx entraînent y Ha? = îîyx, d'où y H === Hy, d'après la
règle de simplification à droite.

D'autre part, on a évidemment Nu 3 Z.

COROLLAIRE 1. = Le normalisateur^ a d'un élément a d'un semi-groupe D
est un sous-semi-groupe unitaire de D, contenant le centre Z de D.

COROLLAIRE 2. — Le centralisateur C» ( / t ) d'un complexe H d'un semi-groupe D
est un sous-semi-groupe unitaire de D, contenant le centre Z de D.

Ceci résulte immédiatement du fait que l'intersection d'une famille de sous-
semi-groupes unitaires est un sous-semi-groupe unitaire (si elle n'est pas vide).

LEMME o. — Tout sous-semi-groupe unitaire de 1 est réversible^ équirésiduel
dans D et équirésiduel dans I.

Soit S un sous-semi-groupe de I, unitaire [dans 1 (2;()]. Montrons que S est
réversible : soient a?€S, y€S; de .rel, résulte l'existence de uçD vérifiant
l'égalité ux=xy et, dey e I, résulte l'existence de v e D vérifiant l'égalité yv -= xy;
1 étant unitaire dans D, on a u e I, v e I; S étant un semi-groupe, on a xy € S, et,
puisque ce semi-groupe est unitaire dans I, on a ^cS, P € S ; par suite, S est
réversible.

(") Naturellement, les notions de normalisateur et de centraliseur sont des notions bilatérales et
il n*y a pas lieu d'attribuer un sens aux notations telles que nN ou nC.

(») A priori, la propriété « unitaire dans 1 » est plus faible que la propriété «unitaire dans D ».
En fait, ces deux propriétés sont équivalentes parce que 1 est unitaire dans D.
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S est équirésiduel dans D : en effet, supposons que, pour .reD, il'existe y€D
tel que l'on ait xy e S ; de xy € I, résulte, d'après le lemme 2, l'existence de u ç D
vérifiant l'égalité ux-=xy^ d'où l'on déduit uxçS; par conséquent, S'.x==0
entraîne S.'x=0', on montre de même que S. ' x == 0 entraîne S'.x==0', d'où la
propriété. De plus, si l'on a xçï, de *yy€Ï, résulte, puisque 1 est unitaire
dans D, y € Ï et M € Ï , ce qui prouve que S est équirésiduel dans I, compte-tenu
de la remarque symétrique.

THÉORÈME 2. — Dans un semi-groupe, le normalisateur réduit d'un élément
ou d'un complexe et le centraliseur réduit dun complexe {^) sont des sous-
semi-groupes unitaires contenant le centre. Ils sont forts, réversibles et équi-
résiduels; de plus, ils sont équirésiduels dans l^ intérieur du semi-groupe (2l).

Soit D un semi-groupe, 1 son intérieur et Z son centre. Montrons que le norma-
lisateur réduit d'un complexe H C D est un sous-semi-groupe unitaire contenant Z et
qu'il est fort : MH, intersection de 1 et du normalisateur Nji qui sont des sous-semi-
groupes unitaires contenant Z(th. 1 et propr. 1) est un sous-semi-groupe conte-
nant Z; si x y . x z . t z sont des éléments deMH== NH/^I, d'après les lcmmes4et4/,
on a ty € I; d'autre part, d'après le lemme 4?, on a alors a^.(H) = a^ (3.^0^. (H) == H,
d'où ty € Nu ; par suite, on a ty e MH et Mn est fort.

En particulier, le normalisateur réduit d'un élément a e D est un sous-semi-
groupe unitaire contenant Z et il est fort. Il en est de même du centraliseur réduit
d'un complexe H Ç D puisque toutes ces propriétés se conservent par intersection
des sous-ensembles.

Le reste du théorème 2 est conséquence immédiate du lemme 5.

Remarque 1. — Le normalisateur d'un élément a d'un semi-groupe D n'est
jamais vide car il contient Œ; pour la même raison, le normalisateur réduit de a
n'est pas vide si a appartient à l'intérieur.

Un cas où le normalisateur et le centralisateur réduits de chaque complexe de D
sont non vides est celui où le centre de D est non vide; il en est ainsi, en parti-
culier, si D possède un élément unité.

Remarque 2. — On aurait pu montrer que le normalisateur et le centralisateur
réduits d'un complexe sont forts en appliquant le théorème 39a de DGI.

Remarque 3. — Le normalisateur réduit d'un élément (à plus forte raison le normali-
sateur réduit ou le centralisateur réduit d'un complexe) n'est pas nécessairement stable ni
symétrique, même seulement dans I. L'exemple suivant montre en effet qu'il ne vérifie pas
toujours la condition (a) (c/. la remarque 2 qui suit le théorème 4 ) :

Exemple 3. — Soit le semi-groupe S à trois générateurs l, m, /i, avec les relations défi-
nissantes ml = l^m, m/2 = Im, ni'2 = In, nl=lîn, mn = nm; il possède un élément unité /3

( 2 A ) Le fait qu'ils sont forts dans le semi-groupe entraine évidemment qu'ils sont forts dans n'im-
porte quel sous-semi-groupe les contenant, en particulier dans l'intérieur.
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et ses éléments s'écrivent d'une manière unique sous la forme l^mV-n^ (avec À = o, i, î,
p. et v entiers positifs ou nuls), la loi de composition étant donnée par

/A mV- nV l^' mV-' n^ == /a mP-^P-' n^', avec a == X -+• 2^ ?/ ( mod. 3 ).

On vérifie que l'on a 1 = S et M,n = N^ ==(m, /i). Le complexe C == (w, n} ne vérifie pas la
condition (a) car on a /C/^G^0 (tmlelCl et /w^ = weC) et l'on a ICl^C (ImnIelCl
et Imnl = ̂ m/i^C).

Remarque 4. — Le normalisateur d'un élément (à plus forte raison le normalisateurou le
centraliseur d'un complexe) n'est pas nécessairement fort dans D. Considérons, en effet,
l'exemple suivant :

Exemple 4. — Soit le semi-groupe S à cinq générateurs /, /n, /i, p, a avec les relations
définissantes Ima = alm, ain === Ina, pna = apn. Ses éléments peuvent être représentés
d'une manière unique par les mots non vides formés à l'aide des générateurs et ne contenant
aucun des groupements Ima^ Ina, pna\ écrivons chacun de ces mots sous la forme ABC
où A, B, C sont des mots partiels éventuellement vides définis d'une manière uuique de la
façon suivante : A est une puissance de a; B ne commence pas par a et ne finit pas par un
des groupements Im, In, pn\ C est formé à l'aide de ces trois groupements; la loi de compo-
sition est alors donnée par ABCA'B'C'= ABA'CB'C'. Dans S, l'égalité pma == apm n'est pas
vérifiée et, par suite, on a ^/neNa, ^€Na, pnç^a et pm^a' Donc le normalisateur N^
de l'élément a n'est pas fort.

Néanmoins, le normalisateur d'un complexe (ou d'un élément), et par suite aussi
le centralisateur d'un complexe, sont forts dans D si D est immersible dans un
groupe. En effet, soit G un groupe ; dont D est sous-semi-groupe pour tout u € D,

désignons par u l'élément inverse de u dans G; H étant un complexe de D, les
relations

xyH = Ha-y, Hxz = xzH, tzH == Htz
entraînent

<-yH = txxyï{ = tx^xy = tx^xzzy = txxz^zy = tzHjzy == \\tzzy = \\ty,

ce qui montre que ^yeNu, xz eNn, tzç.^^ entraînent ^y e Nu et, par consé-
quent, que NH (si ce sous-ensemble est non vide) est un complexe fort dans D(25).

Remarque 5. — L'exemple suivant montre que le normalisateur d'un élément n'est pas
nécessairement équirésiduel dans D même si D est immersible dans un groupe et, par suite,
même si ce normalisateur est fort dans D :

Exemple 5. — Considérons le semi-groupe S à trois générateurs w, n, a avec la relation
définissante mna = amn. Ses éléments peuvent être représentés d'une manière unique par
les mots non vides formés à l'aide des générateurs et ne contenant pas le groupement mna;
écrivons chacun de ces mots sous la forme ABC où A, B, C, sont des mots partiels éven-
tuellement vides tels que A soit puissance de a, B ne commence pas par a et ne finisse
pas par m/i, C soit puissance de mn\ la loi de composition est alors la suivante :
ABCA'B'C^ABA'CB'C'. On a Na=(w/i, a) d'où résulte N ^ . - w ^ 0 et N a - . w = 0 .

(") On pourrait aussi obtenir ce résultat comme conséquence de la propriété générale suivante,
facile à démontrer : D étant un sou s-se mi-groupe d'un groupe G, l'intersection d'un sous-groupe S
de G avec D, si elle est non vide, est un complexe fort dans D. Le normalisateur dans D d'un
complexe H de D est en effet l'intersection avec D du normalisateur de H dans G, qui est un sous-
groupe de G.
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Remarque 6. — Le normalisateur d'un élément n'est pas nécessairement réversible.
Pour le voir, il suffit de prendre l'exemple suivant :

Exemple 6. — Soit S le semi-groupe à trois générateurs w, n, p , avec les relations défi-
nissantes mn -= /im, mp •==• pm. Ses éléments s'écrivent d'une manière unique sous la
forme mP-[/i, p ] , où [/i, p ] désigne un mot formé à Paide des symboles n et p (qui doit
être différent du mot vide si ^, entier positif ou nul, est égal à zéro), le produit de deux
éléments étant donné par

wP-[/i, p]m^[n, ?]'== m^^'[n, p ] [ n , p}.

Le normalisateur N,,i de l'élément m est S; S n'est pas réversible car n et p n^ont pas de
multiple commun à gauche (ni à droite).

II. — Étude des relations de conjugaison.

Considérons d'abord la relation de conjugaison G définie dans un semi-
groupe D. Nous désignerons -par Ii le semi-groupe des automorphismes
intérieurs de première catégorie de D et par la le semi-groupe des automor-
phismes intérieurs de deuxième catégorie de D ; ces deux semi-groupes sont anti-
isomorphes et Ii est image homomorphe de l'intérieur 1 de D (I est évidemment
supposé non vide) ( 2 < î ) .

Afin de faciliter l'étude de la relation (3, nous poserons une définition et
démontrerons un lemme :

Définition 10. — Étant donné un ensemble E et un ensemble T d'automor-
phismes de E, nous envisagerons les propriétés éventuelles suivantes de T :

(E^) Pour tout a?€E, il existe y€ F tel que l'on ait y (a?) === x\
(\i) Pour a*€E, y€Ë, s'il existe y€r tel que l'on ait y(a*)===y, il existe

y' € F tel que l'on ait ^ ' ( y ) == X-,
(F/) Pour xçE, yeE, -seE, s'il existe y i€r , ^eF tels que l'on ait

^ i ( x ) =y, Y2(y)= -^ il existe vs çT tel que Pon ait "^(a-) ==z.

LEMME 6. — Les propriétés (E/), (I/), (F/) de l'ensemble r sont respecti-
vement équivalentes aux faits que la relation de Y-conjugaison (3r définie
dans l'ensemble E par

xe^y^ il existe yer tel que Pon ait ^(.r) =y

soit réfiexive^ symétrique^ transitive.

La démonstration est conséquence immédiate des définitions.
Si l'ensemble F vérifie les trois propriétés (E/), (I/), (F/), la relation de

r-conjugaison peut être appelée équivalence de transitivite de l'ensemble r et
l'on peut alors étendre à un tel ensemble T les considérations classiques rattachées

( 2 6 ) Cf. DGI, th. 43.
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à cette notion ( 2 7 ) . Remarquons que les propriétés (I/) et (F/) entraînent la
propriété (E/) (si l'ensemble T est non vide).

Revenons maintenant à la relation C. Cette relation est partout définie (2 8) .
En prenant comme ensemble E le semi-groupe D et comme ensemble r l'en-
semble Ii, C est la relation de r-conjugaison définie dans E.

PROPRIÉTÉ 3. — La relation C- est transitive et F ensemble Ii vérifie la
propriété (F^).

Ces deux affirmations, équivalentes d'après le lemme 6, résultent de ce que
l'ensemble Ii est multiplicativement fermé.

LEMME 7. — Pour a€D, on aCa si et seulement si le normalisateur
réduit Mfl de a est non vide.

En effet, dire que la relation a(^a est vérifiée, c'est dire qu'il existe xç.\ tel
que l'on ail xa = ax. Mais, ceci est équivalent au fait que le sous-ensemble M,,
contienne au moins un élément x.

PROPRIÉTÉ 4. — La condition nécessaire et suffisante pour que la relation C
soit réflexive ou pour que V ensemble Ii vérifie la propriété (E/) est que le
normalisateur réduit Ma de a soit non vide pour tout a € D.

Ceci résulte immédiatement des lemmes G et 7.

COROLLAIRE 1. — Pour que Q soit une relation de préordre, il faut et il
suffit que le normalisateur réduit Ma de a soit non vide pour tout a ç. D.

En effet, pour qu'une relation transitive soit une relation de préordrc, il faul
et il suffit qu'elle soit réflexive.

COROLLAIRE 2. — Si le centre Z de D n^est pas'vide, la relation C- est une
relation de préordre.

Pour le voir, il suffit d'appliquer le corollaire 1 et le théorème 2.

COROLLAIRE 3. — Si ^intérieur 1 de D coïncide avec D, la relation C- est une
relation de préordre.

Ceci résulte du corollaire 1 et de la remarque 1 suivant le théorème 2.

Remarque 1. — Q peut être une relation de préordre en dehors des cas
signalés aux corollaires 2 et 3. En voici un exemple :

Exemple 7. — Soit, d'une part le groupe libre U à une infinité dénombra blo

(") Cf. P. DUBREIL, Algèbre, 2" édition, Gauthier-Villars, 1903, chap. 3, § 6.
('•) D'après la terminologie de J. RIGUET, Relations binaires, fermetures, correspondances de

Galois (Bull. Soc. Math., t. 76, ig48, p. 127).
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de générateurs Ui (/, entier relatif quelconque), d'autre part le semi-groupe à
trois générateurs w, /î, p, avec les relations définissantes mn == /iw, mp == /?w;
formons leur produit libre et imposons les relations mui= Ui^m pour tout i
et nui== UtU, pUi== Uip pour tout i. Les éléments du semi-groupe S ainsi défini
sont représentables d'une manière unique sous la forme m^u\n^ /?], où y. est un
entier positif ou nul, u est un élément quelconque de U et [/î, /?] un mot (éven-
tuellement vide) formé à l'aide des symboles n etp, le produit de deux éléments
de S est donné par

mP-M[/i, p] m^-'u^n, p]' == înV-^' U(-^')U'[n, jo][/i, jo]',

où U(/t) désigne l'élément de U obtenu en ajoutant À-, entier relatif, à l'indice de
chacun des générateurs ui. Désignons par D le sous-semi-groupe des éléments
pour lesquels on a ^ -^é. o. On voit que le centre Z de D est vide et que son inté-
rieur I est l'ensemble des éléments de la forme mv-u (^JL entier positif); on n'a
donc pas I = = D , Pourtant, la relation (3 est réflexive; en effet, le normalisateur
réduit de l'élément mv-u[n, p^ de D n'est jamais vide car il contient l'élé-
ment m^-u.

Remarque 2. — La relation (3 n'est jamais anti-réflexive. En effet, pour
tout xç. I, on a xQx puisque le normalisateur réduit de x contient x.

LEMME 8. — Si les relations a(^b et bC-a sont vérifiées et si x et y sont deux
éléments de I tels que l^on ait xa=-bxetyb=^ ay, on a

yx € Ma et xy e M^,

d^où résulte :

a. Ma et M ,̂ ne sont pas vides;
b. ^M;W, ^WM,, y^W^, y^W (^).

Ceci résulte sans peine des égalités :

yx a == y b x == ayx et xyh = xay == bxy.

LEMME 9. — S^il existe un élément x de I vérifiant Inégalité xa == bx et si
Von a : soit Ma non vide avec x^yi^W, soit M& non vide avec ^^W^, les
relations a C- b et b G- a sont vérifiées.

En effet, on a d'abord a (3 b d'après l'hypothèse. Mais, on a aussi bQa car il
existe y € I vérifiant :

Soit yx e M^,. d'où yxa = ayx qui entraîne ybx= ayx et yb == a y ;
Soit xy ç. M^, d'où xyb = bxy qui entraîne xyb == xay et yb == ay.

(2 9) M'W résidu, à gauche du complexe M, est l'ensemble des éléments u tels que l'on ait M". M == 0.
De même, WM, résidu à droite du complexe M, est l'ensemble des éléments v tels que Fon
ait M.* v == 0. Cf. DGI, p. 8. Ces résidus s'entendent relativement à I ou à D; nous ne précisons
pas, car les deux conceptions sont équivalentes puisque I est unitaire.
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PROPRIÉTÉ 5. — La condition nécessaire et suffisante pour que la relation C-
sou symétrique ou pour que l^ ensemble Ii vérifie la propriété (\i) est que le
normalisateur réduit Ma de a soit non vide et net dans 1 pour tout aç. D ( :10).

Supposons (3 symétrique et Soit aeD. Choisissons xçï et soit b==ax(a).
On a a (36, donc aussi 6(3a. D'après le lenime 8, Ma est non vide et l'on
a x^.^ W. L'élément x étant quelconque dans I, Ma est net à gauche dans I,
donc aussi net à droite d'après le théorème 2.

Réciproquement, supposons Ma non vide et net dans 1 quel que soit aeD.
Si l'on a a (36, il existe xç.\ avec xa=bx et x^p^W==0. Par suite, d'après
le lemme 9, on a aussi bCa et (3 est une relation symétrique.

La seconde partie de la propriété résulte du lemme 6.

COROLLAIRE 1. — Pour que (3 soit une relation d } équivalence^ il faut et il
suffit que le normalisateur réduit Ma de a soit non vide et net dans 1 pour
tout a € D.

En effet, pour qu'une relation transitive et partout définie soit une relation
d'équivalence, il faut et il suffit qu'elle soit symétrique (3 1 ).

COROLLAIRE 2. — Si le centre Z de D est non vide et net dans I, la relation G
est une relation d } équivalence.

En effet, cette condition implique que le normalisateur réduit de chaque
élément a de D, qui contient Z, est non vide et net dans I.

Considérons maintenant la relation C\jC~1 ( ; i 2) . Naturellement, cette relation
est aussi partout définie. En prenant comme ensemble E encore le semi-groupe D
et comme ensemble T l'ensemble Ii^/Is, (3u<3-1 est la relation deF-conjugaison
définie dans E.

PROPRIÉTÉ 6. — La relation C^uO"1 est symétrique et V'ensemble Iî Ia.
vérifie la propriété (la)-

Ces deux affirmations, équivalentes d'après le lemme 6, résultent du fait que
l'ensemble la est l'ensemble des automorphismes inverses des automorphismes
qui constituent l'ensemble Ii.

PROPRIÉTÉ 7. — La relation (3 u <3-1 et la relation C sont simultanément
réflexives^ V ensemble Iî Is et l'ensemble î^ vérifient simultanément la pro^
priété (E/).

C'est une conséquence immédiate des définitions.

(30) Le complexe M est dit net à gauche si son résidu à gauche est vide, net à droite si son résidu
à droite est vide, net s'il est net à droite et net à gauche. Cf. DGI, p. 8.

(31) Le corollaire 1 est aussi conséquence directe des propriétés 3, 4 et 5.
(3a) C'est-à-dire la relation définie paraeuc-1 <^> aeb ou béa.
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LEMME 10. — Si les relations aCb, a'Ch et aCa' sont vérifiées et si x, y, z
sont trois éléments de 1 tels que Von ait xa == bx, ya'== by et za -=- a12, on ci

yz==x(b?)'

De za=a'z elya'==6y, on déduit, en effet, yza==ya'z et ya!z == byz.
d'où yza = byz, ce qui, compte tenu de xa == bx, implique yz = x(hç)'

LEMME 11 . — Si les éléments x et y de 1 vérifient les égalités xa^=-bx
et ya'==by et s^il existe un élément zçl tel que Von ait yz=.x^)i l^s
relations a (36, a'Cb et a Ça' sont vérifiées.

Il suffit d'établir la relation aCa'. Or, de xa == bx et de yz=x(b^)j on
déduit yz a == byz, ce qui, en vertu de ya'==by, entraîne y z a = r - y a ' z , d'où
za == a ' z , par simplification à gauche par y.

PROPRIÉTÉ 8."— La condition suivante est nécessaire et suffisante pour que
la relation CuC~1 soit transitive ou pour que l^ ensemble Iî Ia vérifie la
propriété (F/) : quels que soient x € I, y € 1 et b € D, il existe z € 1 satisfaisant à

yz^x^b?) ou xz=y{b?\
et t e 1 satisfaisant à

tx==y{çb) ou ty==x{çb}-

La condition est nécessaire : si la relation (3u (3~1 est transitive, a€b et a'Cb
(c'est-à-dire bC-^a') doivent entramer aCa' ou a'Ça (c'est-à-dire aC^a');
par suite, d'après le lemme 10, quels que soient 6e D, a? et, y€ l [en prenant
a==^^(b) et a'=^y(b)], il doit exister zçï satisfaisant à yz^=x{bç) ou
xz==y(f^)'î de plus, par symétrie, avec les mêmes hypothèses, il doit exister
tçï satisfaisant à tx==y{^b) ou <y=.c(p&); enfin, la condition ainsi obtenue
est également nécessaire pour que l'ensemble Ii^Is vérifie la propriété (F/)
d'après le lemme 6.

La condition est suffisante : il suffit de montrer, d'après le lemme 6, qu'elle
entraîne la transitivité de la relation <3u C^ ; or, si l'on a a Cb et b C a', on en
déduit a C a1 puisque la relation C est transitive (propr. 3); si l'on a a C b et a'Cb
c'est-à-dire bC^a), on a aussi a Ça' ou a'Ca d'après le lemme 14 ; les deux
autres cas se traitent d'une manière symétrique.

COROLLAIRE. — La condition de la propriété 8 est une condition nécessaire
et suffisante pour que la relation C u (°-1 soit une relation d'équivalence.

En effet, pour qu'une relation symétrique et partout définie soit une relation
d'équivalence, il faut et il suffit qu'elle soit transitive.

Remarque. — Si la relation C est une relation d'équivalence, on a (^ = <^-1,
et par suite, C = C u C-1 ; la relation C u <3-1 est alors aussi une relation d'équi-
valence. On doit donc vérifier que la condition de la propriété 5 entraîne la
condition de la propriété 8; en effet, on voit facilement qu'il suffit de remplacer
dans celle-ci ou par et pour obtenir une condition équivalente à celle-là.
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THÉORÈME 3. — Envisageons les propriétés suivantes :

( i ) La relation (3 est symétrique;
(2) La relation (3u C-^ est transitive;
(3) La relation (3 est réflexive;
(i') L'ensemble Ii est un groupe;
(2') L'ensemble Iî /Ia est un groupe;
(37) L'ensemble ̂ contient r automorphisme unité du semi-groupe D.

Il existe^ entre ces propriétés^ les implications binaires suivantes et leurs
conséquences logiques à ^exclusion de toute autre :

(i)=^(2)=>(3); (^^(^^(s'); (n=^(i); ('n=^(2): (3')=^(3).
On a déjà remarqué que la propriété ( i) équivaut au fait que la relation C soit

une équivalence (démonstration du corollaire 1 de la propriété 5) et la pro-
priété (2) au fait que la relation (3u C~1 soit une équivalence (démonstration du
corollaire de la propriété 8) ; il en résulte que (i) entraîne (2) (voir la remarque
suivant la propriété 8) et que (2) entraîne (3) (d'après la propriété 7).

L'implication ( i ' ) = ^ ( - î ' ) résulte du fait que Ii est un groupe si et seulement si
l'on a Ii==Lj et l'implication (2 / )==>(3 / ) du fait que, si Ii^ia contient l'auto-
morphisme unité de D, il en est de même de li.

Les trois autres implications sont conséquences du lemme G ( ! ; i ) .
Pour prouver que les implications biliaires indiquées sont les seules, il s u f f i t

d'établir que l'on a :
(9/)y^(i)-, (3')/.>OQ; (i)^(;0.

C'est l'ol)jet des contre-exemples suivants ( : 1 ' 1 ) :

Exemple 8. — Considérons le groupe libre abélien LJ à une infinité dénum-
brable de généra leurs Hi (/entier relatif quelconque), puis son produit libre par
le semi-groupe libre à un générateur m. Imposons les relations mui == u^ m pour
tout /. Nous obtenons un semi-groupe S dont les éléments s^écrivent d'une façon
unique sous la forme mv-u où |JL est un entier positif ou nul et u un élément quel-
conque de U, la loi de composition étant la suivante :

m^umV-' u = m^V-'u^—^u'

où u^h) désigne l'élément de U déduit de u en ajoutant A, entier relatif quelconque.

(33) L'implication (3 ' )==>(3) résulte aussi du fait que I, contient l'automorphisme unité de D si
et seulement si Z est non vide et l'implication ( i ' ) = = > ( i ) du fait que I, est un groupe si et seulement
si Z est non vide et net dans I. Dans le même ordre d'idées, l'implication ( 2 ' ) = = = > ( a ) résulte {voir
propr. 23) du fait que I, V^'L est un groupe si et seulement si l'on a la propriété suivante :
Pour a-el, y€ï, il existe -z€l satisfaisant à yz^xW ou x z = = y { ' L ) et tçî satisfaisant
à <;z?==y(S) ou ^y ===;»?(£), ^ étant l'équivalence d'application de riiomomorphiame de 1 sur Ii
défini par x->v.^ (cf. DGI, p. 48).

(3 4) Chacun de ces contre-exemples a été choisi de façon que l'intérieur du semi-groupe considéré
coïncide avec le semi-groupe. Si l'on n'avait pas tenu à cette condition, l'exemple 7 aurait pu
remplacer l'exemple 10'
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à l'indice de chacun des générateurs Ui. On a I==S; l'automorphisme a^ est
dé'fini par a^(m)==m, otm(uj)== uj+i et l'automorphisme a^ est défini
par a^(w) = wM,_iM71, a^(^y)===^, ; on en déduit que, d'une façon générale,
rautomorphisme a^y est défini par <x^u(m) == mu^^uT^, otmpu^j) ==^'+(JLÎ
de la même manière, rautomorphisme (3^ est défini par (3^ (m) = w, (3m (^/) == ^y-i»
l'automorphisme (3^ est défini par (3,^(w) == mu^ ui et l'automorphismfr (3^y est
défini par (3^(w) == mu^u, ?>ns^u(uj) = i^_p,. On voit que l'automorphisme pro-
duit Y== <ï,n^myu' est défini par y(w) == wMdi.-i)^1)^^)^), y (M/ ) = M,-^-^ et
n'est autre que rautomorphisme v.x avec a'==mlx-^M(^^l) si l'on a p-^p. 'ou l'auto-
morphisme ̂ y avec y == w^-^^ u\^ si l'on a /JL^ p . ' ' , de la même manière, rauto-
morphisme produit y == 3,̂  ff-m^'u1 est défini par y(w)==WK^ll)^^A(/^_^^)M^l_(JLp
f(uj) === M/+P,'-(JL et n'est autre que l'automorphisme ^x avec a?== W^'^MM^^ si
l'on a /ji^/ji/ ou l'automorphisme a^ avec y ==: m^'~~v-u^^)U1 si l'on a p.^. p / .
Par conséquent, l'ensemble d'automorphismes li^Ia est multiplicativement
ferme et est un groupe. Cependant, la relation C- n'est pas symétrique;
on a, en effet, par exemple, UiCu^ d'après l'égalité <Xm(u^ == Ma et l'on n'a
pas UsCui d'après l'égalité a^^(l^a) == ^a+(r

Exemple 9. — Soit U le groupe libre abélien à une infinité dénombrable de
générateurs Uij(i et y entiers relatifs quelconques) et soit L le semi-groupe libre
.ibélien à deux générateurs m et n. Formons le produit libre de U et L et impo-
sons les relations muij== Ui+i j'm, nuij-== H, j^tn pour tout couple (i, j).. Les
cléments du semi-groupe S ainsi obtenu pcuvont se mettre d'une façon unique
sous lii forme m^-n^u^ où p. et v sont des entiers positifs ou nuls et u un élément
de U, la multiplication étant définie par mV-n" urn^-'n^'u'= m^^^^'^.a'.-v')^
où U(h,/,)(h et k entiers relatifs quelconques) est l'élément de U déduit de u en
ajoutant h au premier indice et k au second indice de chaque générateur Uij. On
voit qu'on a I = = S e t Z = j e } , ^ étant l'élément unité de U. Le centre n'est donc
pas vide, ce qui entraîne que Ii contient l'automorphisme unité de S. D'autre
part, la relation (3uC°~1 n'est pas transitive; en effet, on établit facilement
les égalités oc,nwu(uij) == M^y+v, ^mWu(uij) = M,_^_v; en particulier, on
a a ^ ( M n ) = = M a i et ^(^ai) == ^ao, d'où l'on déduit ^ii<°Mai et MaiC^^ao; les
relations UnCu C^u'n et Mai (3uC^~1 ^20 sont donc vérifiées sans qu'il en soit
ainsi de la relation Un C u <3"1 «20.

Exemple 10. — Soit A le groupe additif des nombres djadiques écrit sous
kforme multiplicative : A est l'ensemble des éléments a»; où a est de la forme -^

(k entier relatif quelconque et n entier positif ou nul) et l'on a «"a^^: a*"1"01'.
Considérons le produit libre de A par le semi-groupe libre à un générateur b et
imposons les relations ba^^a^b pour tout a. On obtient un semi-groupe S dont
les éléments s'écrivent d'une manière unique sous la forme a^b^ avec (3 entier
positif ou nul, le produit a^b^a^'W étant égal à a^'^b^1'. Prenons le sous-
semi-groupe D des éléments vérifiant (3^0. On voit que l'on a I = D e t Z = 0
pour l'intérieur et le centre de D. En posant x == a's•h^ et x ' === a^' a^\ l'élément x'
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appartient à Ma;=Na;, normalisateur de x dans D, si et seulement si l'on

a a + ^01'= a'4- 2^a, c'est-à-dire a'== a ^_^1; pour qu'il en soit ainsi, il faut

choisir (3' tel que a A_ soit un nombre dyadique et prendre pour a' ce nombre

dvadique; c'est possible, en particulier, en choisissant (S' multiple de (3. Donc,
Ma. est non vide quel que soit x ç D ' , de plus, Ma; est net dans 1 == D car, pour
tout élément û^WeD, on peut choisir a^'b^'çMx avec P'X^ et il est alors
possible de trouver a^b^çD tel que l'on ait asilb^lali•"b^"==aol'b^'. Par consé-
quent, C est symétrique et Ii ne contient pas l'automorphisme unité de D.

Nous avons donc complètement démontré le théorème 3.
Dans le cas où la relation C est une équivalence, c'est l'équivalenèe de transi-

tivité de l'ensemble Ii (et aussi du groupe d'automorphismes engendré par Ii);
dans le cas plus général où la relation <3u (3-1 est une relation d'équivalence, c'est
l'équivalence de transitivité de l'ensemble Ii^Ia (et aussi, à nouveau, du groupe
d'automorphismes engendré par li). Caractérisons d'une façon générale l'équiva-
lence de transitivité du groupe d'automorphismes engendré par Ii.

PROPRIÉTÉ 9. — L'équivalence de transitivité du groupe G d'automorphismes
de D engendré par le semi-groupe Ii des automorphismes intérieurs de pre-
mière catégorie est la fermeture symétrique et transitive <$ de la relation de
conjugaison C définie dans D.

En effet, C, qui est la fermeture transitive de <3u ̂ -i, est l'équivalence définie
dans D par a === b(e}<==>\\ existe une suite finie d'éléments de D, d^, d^, . . ., dn,
telsquel'onaita==^l,^=:^etâ?,(^^,+^ou6^/-n(^o?,pourtout^= i , 2, ..., n— i.
Or, on a

<^<°â^i^=>3aa.€li avec ^+i==a.c(^);
^-n(3a?f^=»3P.r€l2 avec O^-M == ^x{di).

Les éléments de G étant les produits finis d'éléments de Ii et Is, on .a bien

a==6(ê)<=»3YeG, avec b == y(a).

Remarque. — On sait que, dans un groupe ayant plus d'un élément, le groupe des
automorphismes intérieurs est toujours intransitif (de même que ^importe quel groupe
d'automorphismes). Dans un semi-groupe, il semble possible que l'équivalence de transi-
tivité de G (et même celle de Ii lorsque (° est symétrique) soit l'équivalence absolue; il
faut évidemment pour cela que le centre Z dé D soit vide; il serait intéressant de donner
un exemple (le groupe de tous les automorphismes du semi-groupe additif des nombres
rationnels positifs est transitif).

Considérons maintenant la relation de conjugaison C^ définie dans l'en-
semble Efl des complexes de D de puissance TT. L'ensemble T étant toujours l'en
semble d'automorphismes Ii (envisagé comme opérant dans E^), C^est la relation
de r-conjugaison définie dans E^; c'est une relation partout définie.

Lorsque C^ remplace (3, la propriété 3 reste valable; il en est de même de la
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propriété 4 et de ses corollaires 1 et 2; le corollaire 3 n'est plus valable
(exemple 10 avec n quelconque inférieure ou égale à ô et supérieure à i : prendre
pour complexe H l'ensemble ( a6, a62, ..., ab11 ] pour TT = n ou l'ensemble ( ab^ }^
pour T T = = Ô ) . La remarque 2 qui suit subsiste si TT est inférieure ou égale à la
puissance du dénombrable ou si l'on a TT == ô (en effet, pour ;r€Ï, on a H(3*H
si H ne contient que des puissances de x et, si x est d'ordre fini, Z est non vide;
d'autre part, on a évidemment D(^*D). La propriété 5 et ses corollaires s'étendent.

La relation C^\j C~^ est la relation de r-conjugaison déunie dans En, r étant
l'ensemble Ii^Ia; elle est partout définie. La propriété 6, la propriété 7, la
propriété 8 et son corollaire restent valables, ainsi que le théorème 3, C^U C^
remplaçant C u <3~1.

On voit aisément que les propriétés (i'), (2'), (3') du théorème 3 sont respecti-
vement équivalentes à celles que l'on obtient en supposant que les ensembles
d'automorphismes Ii et la opèrent dans un ensemble E^ quelconque (i < TT ̂  ô).
Il n'en est pas ainsi des propriétés (i), (2), (3); nous désignerons par (i^), (2^), (3^)
respectivement les propriétés analogues aux propriétés (i), (2), (3) concernant
la relation C^ ( 3 5) [la non-équivalence est prouvée par l'exemple 10 qui
vérifie (i) , (2) , (3) et qui ne vérifie ni (i^), ni (2^), ni (3,c), quel que soit TT > i].
Il existe certaines relations entre ces différentes propriétés :

a. On a (13)=^ (1,1), (2s)=>(2,t), (3s)==^(3TC) pour tout7r<ô. Ceci résulte
aisément du fait que le complémentaire dans D d'un complexe de puissance TT << ô
est un complexe de puissance ô et du fait qu'un automorphisme de D applique
deux complexes complémentaires sur deux complexes complémentaires.

b. m et n étant deux puissances finies avec m << /î, on a

(I/0^(lm),(3.)=>(3^).

On établit ces deux implications en remarquant que, H étant un complexe fini^.
et x un élément de Nu, il existe une puissance de x qui appartient à CH, d'où l'on
déduit que, si MH est non vide, il en est de même de BH et, si, de plus, MH est net
dans I, il en est de même de By; par conséquent, le fait que le normalisateur
réduit de tout complexe de puissance n soit non vide (ou non vide et net dans I)
entraîne la même propriété pour tout complexe de puissance m << n.

Un certain nombre d'autres questions, auxquelles la réponse est probablement négative,.
mériteraient d'être éclaircies :

a. A-t-on (Iô)=»(i'), (2ô)=> (2'), (3§)=>(3')?
b. A-t-on (i m )==»(i w+i), (3m) =>(3m-n) pour w > i [d'après l'exemple 10, on n'a pas

( i i )==>( is ) , (3 i )=>(32)]?
c. A-t-on (2^)=»(2^) pour m < /i, et réciproquement ?
d. A-t-on (i^)=»(i^.), (2^)=>(2^Q, (3TC)==>(3^'), quels que soient TC et ^ ' avec ÎC^TC?
e. A-t-on (in) pour tout n fmi=>(iô), (2») pour tout n fini=>('2ô), (3/i) pour tout n

fmi.=»(3ô)?

(") Les propriétés (i), (2), (3) peuvent donc aussi s'écrire respectivement (ii), (2^) , (3i).
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On pourrait envisager finalement la relation de conjugaison C* définie dans
l'ensemble E* des parties de D et la relation (°*u C*~1. Leurs propriétés résultent
facilement de ce qui précède.

III. — Étude des complexes conjugués à droite (à gauche) d'un complexe H
et de la relation d'équiconjugaison à droite (à gauche) de H.

Nous considérons un complexe H de D et les complexes conjugués à droite
de H. Nous nous proposons d'étudier la relation d'équiconjugaison à droite pn
de H. D'après la définition 7, pu est définie dans Tu; nous envisageons aussi sa
trace, que nous notons également pu par abus de notation, sur un sous-ensemble E
de TH qui pourra être Irf ou I.

LEMME 12. — En présence de la relation a-eTy, si Von pose K == a,c(H), on
a rçTf^^rxçTn.

On a, en effet, xîl = Kx. Si r est élément de TR, il existe un complexe L de D
vérifiant l'égalité rR==Lr ; on en déduit rxîî = rR^== Lrx et rxçTu. Réci-
proquement, si rx appartient à Tu, il existe LCD tel que l'on ait rxîl === Lrx,
d'où résulte rKx=Lrx et rK==Lr puisque D est simplifiable à droite; par
suite, on a aussi rçT^.

PROPRIÉTÉ 10. — Si les relations xçT», ycTn, r-reTn, ry€TH sont véri-
fiées, o/îa^E=y(pH)<=»r;y==ry(pH).

En effet, de xçTu, yeTn, x=y{ç^), résulte l'existence de K C D vérifiant
l'égalité xïi •==. Kx et l'égalité y H ==Ky; de rxçT^ on déduit alors, d'après le
lemme 12, reT^, d'où l'existence de LCD vérifiant l'égalité rR==Lr ; ces
égalités entraînent rxîî = rKx == Lrx et ryH = rKy == Lry, donc rx == ry(pn).
Réciproquement, les relations xçT^ yeTn, rxçTn, ryeTH et rx==ry(^i)
entraînent l'existence de KiCD, Ra^D, LCD vérifiant les égalités a-H==Kia*,
yH== Ksy, rxïî= Lrx^ ryH ==Lry; on en tire

rKiX = rxVt == Lr.r, rK-y = ryH = Lry, d^où rKi== Lr, rK2= Lr,

après simplification à droite par x ety respectivement, et rK-i = rKa, d'où Ri = Rs,
après simplification à gauche par r, ce qui implique .r^y(pn).

THÉORÈME 4. — L'équivalence pu est régulière à gauche et simplifiable à
gauche dans tout sous-semi-groupe de D contenu dans Tu, en particulier
dans la et dans I.

C'est une conséquence immédiate de la propriété 10.

THÉORÈME 5. — Les images de H par les applications aa;, quand x décrit
un sous-ensemble E de T, correspondent biunivoquement aux classes de E
modulo pu. En particulier., les complexes conjugués à droite de H corres-
pondent biunivoquement aux classes de 1 modulo pu.
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En effet, à tout complexe K. tel qu'il existe x € E pour lequel on ait K. == 2.i.(H),
faisons correspondre la classe de E module pu constituée par les éléments x € E
vérifiant l'égalité xîî. == K.X» Cette correspondance est évidemment une applica-
tion biunivoque de l'ensemble des images de H par les applications a.r, x décri-
vant E, sur l'ensemble des classes de E module pu.

PROPRIÉTÉ 1 1 . — Si le sous-ensemble Nn/f^E est non vide., il constitue une
classe de E modulo pu. En particulier, le normalisateur réduit de H, s^il nest
pas vide, constitue une classe de 1 modulo pn.

En effet, l'égalité xï{==ïlx caractérise les éléments xçE qui satisfont
à rceNii^E. Par suite, s'il existe un tel élément x, la relation y ^ x ( ^ a ) est
équivalente à la relation y € Nji^E.

Remarque. —D'après la propriété ii et le théorème 4, le normalisateur réduit
de H, s'il est non vide, constitue une classe de 1 modulo une équivalence régu-
lière à gauche et simplifîable à gauche. En appliquant le théorème 21 de DGI, on
retrouve que ce complexe est fort dans 1 ; le même théorème et le théorème symé-
trique montrent également à nouveau qu'il est unitaire dans I, donc dans D
[cf. note (23)].

PROPRIÉTÉ 12. — Si Mu est non vide, on a toujours, entre les équiva-
lences Ma^» PH? MH^-Î définies dans I, les relations

MH^PH^MH^.

En effet, soient x €Ï , yel et x==y{^^). Puisque MH est réversible, il
existe MçMy et ^eM^ vérifiant l'égalité xu^yv. Soit R le complexe de D tel
que l'on ait xïl == K*y. On peut écrire

yHp=ypH==.z?MH==.cHM== Kxu = Ky^,

d'où résulte y H === Ry et, par suite, ;r==y(pn).
Si l'on a maintenant xçt, y € Ï et .y=y(pn), et s'il existe qçi tel que l'on

ait qxçM^, on en déduit qx^qy(^), d'où qyçM^. On a donc x==y^(R\
puisque M^ est fort dans I.

Remarque i. — La propriété 12 est conséquence du théorème 37 de DGI si
l'on remarque que pu est une équivalence appartenant à la famille ^ ê'r.

Remarque 2. — Le complexe Mn ne suffit pas en général à déterminer l'équi-
valence pu. En effet, on peut former un exemple dans lequel deux éléments
distincts possèdent même normalisateur réduit (et, de plus, même normalisateur)
tout en définissant dans I deux relations d'équiconjugaison différentes :

Exemple 11. — Soit U le groupe libre abélien à une infinité Jdénombrable de
générateurs que l'on désigne par v-i et w/, i étant un entier relatif quelconque :
soit, d'autre part, S le semi-groupe libre abélien à deux générateurs m et n:
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formons le produit libre de U et S et imposons les relations 771^,== p^-aw,
nvf= ^M-I/Î, ww,==w,-nW, TÎW(===: w,+3^. Les éléments du semi-groupe D ainsi
obtenu peuvent se mettre d'une façon unique sous la forme mv-n^u^ où p. et v sont
des entiers positifs ou nuls et u un élément de U, la loi de composition étant
donnée par mv-n^ um^-'n^'u'= m^n^'u^^^u9, où M(/, ,A) désigne l'élément
de U obtenu à partir de u en ajoutant 2 h -+- k à l'indice de chacun des géné-
rateurs Vi et h-\-ik à l'indice de chacun des générateurs Wi. On a évidem-
ment 1 = D et M^== M^== U; les équivalences p^ et p^ sont les suivantes :

mV-nVu =s mV-' n^' u'(p(/,) <=»2^ -+- v = 2[i.'-+- v',
w^ n^u== mV-' nV' u' ( pn,o) <==> ^-+-2v==p/- l-2v'

et sont, par conséquent, distinctes, et même non comparables.

Remarque 3. — Les trois équivalences Mg^» PB, MH^- peuvent fort bien être deux à deux
différentes. H en est ainsi dans l'exemple 11, si Fon prend H = { VQ }, puisque MH^ es^ plus
fine et MH^ moins fine que les deux équivalences p»/, et pw, Squi sont non comparables;
d^ailleurs, les équivalences MM^ et M,^ sont les suivantes :

wP•/l^tt=7nP•'/^v/M/(MH^)<==>^= l^' et v==v',
mV-n^uss m^'n^'u\u.^H) <==>^ -+- v == ̂ -h v /= o ou (JL-+-v 7^ o, ^-hv'^o.

Remarque 4. — MH, s^il est non vide, étant un sous-semi-groupe réversible du semi-
groupe I, l'équivalence MH^ est toujours régulière à gauche et simplifiable à gauche, d'après
les théorèmes 31 et 38 de DGI. Par contre, Péquivalence MH^ "'c^ P85 toujours simplifiable
à gauche : dans l'exemple 11, avec H = = j p o j i VL^ n'est pas simplifiable à gauche
[on a mm =s /npo(Ma^) et m ̂ é. PO(MH^)]-

THÉORÈME 6. — Si le yormalisateur réduit MH de H est un complexe net à
gauche dans 1 (donc aussi net à droite)^ on a

MH^= PH==MH^.

C'est une conséquence immédiate du théorème 39 a de DGI, compte tenu de la
propriété 12.

Remarque. — D'après le théorème 39 a de DGI, les traces des équivalences n,^, pu, MH^
sur le complexe 1—MnW (où yiyW désigne le résidu à gauche de MH dans I) coïncident
toujours.

Nous étudions maintenant à quelles conditions l'équivalence pn est régulière à
droite ou simplifiable à droite et l'équivalence np régulière à gauche ou simpfi-
fiable à gauche. Dans cette étude, les équivalences pu et i,p sont considérées
comme définies dans I.

LEMME 13. — L'élément x étant donné dans 1 et R étant le complexe aa;(H),
un élément y de 1 satisfait à y = a? (pu) si et seulement si il satisfait à y = x(^).
Autrement dit, R étant un complexe conjugué à droite de H, les équiva-
lences pu et ^p ont une classe commune.
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En effet, on a xH==Kx ety EE=;r(pji) équivaut àyH==Ry; mais celte égalité
équivaut aussi à y =E x(^).

PROPRIÉTÉ 13. — Les éléments r et x appartenant aï, on a :

/•=/ ' . r(pH)<=>a?eMH,
/•=a?r (pH)<^=>. r€MK, en posant K = a,.(H).

Avec K= a^(H), on a r == rx(^) si et seulement si l'on a rxîl=Krx, c'est-
à-dire r x ï î = r î î x , ou encore xïî == H^, c'est-à-dire xçM^. D'autre part.
d'après le lemme 13, on a r^xrÇpa) si et seulement si l'on a r ^ x r ( ^ ) qui
équivaut à .yeMg, en vertu de la première partie de la propriété 13 transformée
par symétrie.

PROPRIÉTÉ 14. — Les éléments r, x et y appartenant aï, en a :

rx == ry(pH) <==> x =y(pn),
;rr==y7-(pH)<=»a*==y(pK), en posant K = a ^ ( H ) .

La première partie de la propriété résulte directement de la propriété 10.
D'autre part, d'après le lemme 13, en posant L == a.r(K) = a,cr(H), on
a xr==yr(ç>») si et seulement si l'on a xr==yr{^), ce qui est équivalent
à a?==y(Lp) d'après la propriété symétrique de la propriété 10 et à ,y=y(p^)
d'après le lemme 13.

LEMME 14. — Pour tout automorphisme intérieur de première catégorie v-j:
et pour tout automorphisme intérieur de deuxième catégorie pa;, on a :

a.r(MH) = Ma,(H), P.T(MH) = Mj3,(i).

Ceci résulte du fait que v.x et (3,c sont des automorphismes de D et du fait que
ces automorphismes conservent I.

PROPRIÉTÉ 15. — Pour que Von ait a?eMn=>r=;rr(pH) pour tout r€Ï , il
faut et il suffit que le sous-ensemble MH soit contenu dans chacun de ses sous-
ensembles conjugués à droite.

C'est une conséquence de la propriété 13 et du lemme 14.

PROPRIÉTÉ 16. — Pour que Von ait, quel que soit r e I, r EES xr(pu) ==> x e Mu,
il faut et il suffit que le sous-ensemble Mu contienne chacun de ses sous-
ensembles conjugués à droite.

C'est encore une conséquence de la propriété 13 et du lemme 14.

Remarque. — En utilisant les automorphismes intérieurs de première et de
deuxième catégories, on voit qu'il revient au même de dire que MH est contenu
dans (contient) chacun de ses complexes conjugués à droite ou qu'il contient (est
contenu dans) chacun de ses complexes conjugués à gauche.
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Compte tenu de. cette remarque, en utilisant les résultats des propriétés 15
<îl 16 et des propriétés symétriques, on obtient le théorème suivant :

THÉORÈME 7. — H étant un complexe de D, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(ai) rel, ;reMH=>r==.rr(pH);
(aa) rel, a-eï , r=rx(^)=>xçM.u,
(«3 ) MH est contenu dans chacun de ses sous-ensembles conjugués à droite;
(a^') MH contient chacun de ses sous-ensembles conjugués à gauche.

Nous désignerons l'une quelconque de ces propriétés équivalentes par (a) et
l'une quelconque des propriétés symétriques par (&). Nous verrons plus loin
{exemple 12) que (a) et (b) sont des propriétés indépendantes.

PROPRIÉTÉ 17. — Une condition nécessaire et suffisante pour que l'équi-
valence pu soit régulière à droite est qu'elle soit plus fine que V'équivalence p^
quel que soit R, complexe conjugué à droite de H.

Ceci résulte de la propriété 14.

PROPRIÉTÉ 18. — Une condition nécessaire et suffisante pour que l'équi-
valence pu soit simpli fiable a droite est quelle soit moins fine que l^ équi-
valence pu quel que soit R, complexe conjugué à droite de H.

Ceci résulte également de la propriété 14.

PROPRIÉTÉ 19. — L'équivalence pu est régulière à droite si et seulement si
l'équivalence np est simplifiable à gauche

Supposons d'abord pu régulière à droite et montrons que np est alors simpli-
fiable à gauche. Si l'on a sz==st(u^), désignons par R le complexe de D satis-
faisant à îîz=zK et par u l'élément de D satisfaisant à sz==zu. On a uçi;
soit L Ç D vérifiant l'égalité Ku==uL. On peut écrire îîzu == zK.u = zuL.
Le complexe R étant un complexe conjugué à droite du complexe L, d'après
l'hypothèse et la propriété 17, en utilisant l'automorphisme j^u» on a PL^= pp-
D'autre part, on peut écrire îlsz = szL; donc, d'après le lemme 13, l'hypothèse
se traduit par sz==st(^), d'où l'on déduit s z ^ E s t ( ^ ) . L'équivalence PK étant
simplifiable à gauche, il en résulte z E== t(^) et, par suite, toujours d'après le
lemme 13, z = ^(n 0 ) -

Réciproquement, supposons np simplifiable à gauche et montrons que pu est
régulière à droite. Soit r un élément quelconque de Let soient x Qt y deux élé-
ments de 1 tels que l'on ail .z-^y(pii). Désignons par R le complexe de D satis-
faisant à ;rH== Kx et par v l'élément de D satisfaisant à xr= vx. On a vç.\\
soit L C D vérifiant l'égalité ^R==L(\ On peut écrire va-ïî == vKx == Lvx.
Le complexe R étant un complexe conjugué à gauche du complexe L, d'après
l'hypothèse et la propriété symétrique de la propriété 18, cnutilisant l'automor-
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phisme y.vxi on a xp ^Lp- D'autre part, d'après le lemme 13, l'hypothèse se
traduit par a"=y(sp), d'où l'on déduit *r=y(Lp). L'équivalence ^p étant régu-
lière à droite, il en résulte xr =. yr{^). Finalement, on peut écrire xrîî = Lixr
et, par suite, toujours d'après le lemme 13, on xr=.yr(çn).

Remarque. — En utilisant les automorphismes intérieurs de première et de
deuxième catégories, on voit que pu est plus fine (moins fine) que chacune des
équivalences p^ où R est un complexe conjugué à droite de H quelconque si et
seulement si elle est moins fine (plus fine) que chacune des équivalences p^ où L
est un complexe conjugué à gauche de H quelconque.

Des propriétés 17, 18, 19, de cette remarque et des résultats symétriques,
on déduit le théorème suivant :

THÉORÈME 8. —H étant un complexe de D, les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(a\) pu est une équivalence régulière à droite;
(a^) np est une équivalence simplifiable à gauche;
(a^) pu est plus fine que p^ quel que soit K, complexe conjugué à droite

de H ;
(a\) pu est moins fine que p^ quel que soit K, complexe conjugué à gauche

deH;
(<2g) ap est plus fine que ^p quel que soit R, complexe conjugué à droite

de H',
(<2g) np est moins fine que xp quelque soit K, complexe conjugué à gauche

de H.

Nous désignerons l'une quelconque de ces propriétés équivalentes par ( a ' ) et
l'une quelconque des propriétés symétriques par {V). Nous verrons plus loin
que (a') et ( b ' ) sont des propriétés indépendantes (exemple 12).

LEMME 15. — Si une équivalence (R, définie dans 1 est régulière à droite et
est plus fine que pu, cette équivalence ai est plus fine que p^ pour tout
complexe K conjugué à droite de H.

En effet, supposons qu'on ait R == a,. ( H ) et x~=y(CR,)', (fi étant régulière à
droite,' on a aussi xr^yr(ôi); (H étant plus fine que pn, il en résulte
xr ^yr(pn) qui équivaut à x =y(p^) d'après la propriété 14.

LEMME 16. — Si une équivalence CH définie dans 1 est simplifiable à droite
et est moins fine que pu, cette équivalence CR, est moins fine que ̂ pour tout
complexe K conjugué à droite de H.

En effet, supposons qu'on ait R==a,.(H) et ^^y(p^); cette congruence est
équivalente à ;yr=yr(pg) d'après la propriété 14; on a donc xr=yr((H)
puisque CR, est moins fine que pn et il en résulte x=y((R) puisque ôi estsimpli-
fîable à droite.
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PROPRIÉTÉ 20. -— Si 1^ équivalence pu es^ régulière à droite^ la condition
suivante est vérifiée :

(a") np est plus fine que pu.

Supposons pu régulière à droite. Si l'on a ;r=y(np), désignons par R le
complexe (3a;(H). D'après le lemme 13, on a x =y(p^). Mais, d'après l'hypo-
thèse et la propriété 17, la relation p^^pn est vérifiée; on en déduit x ̂ y( pu)
et, par suite, n? ̂  PH-

PROPRIÉTÉ 21. — Si la condition {a") est vérifiée^ il en est de même de la
condition suivante {a") qui peut se mettre sous deux/ormes équivalentes :

(a^) nP es^ plus fine que p^ pour tout complexe R conjugué à droite
de H.

(a',') pu est moins fine que ^p pour tout complexe R conjugué à gauche
de H.

L'équivalence up étant régulière à droite, d'après le théorème symétrique du
théorème 4, et plus fine que pu en vertu de la condition (â^), la condition ( a ' " }
résulte immédiatement du lemme 15.

PROPRIÉTÉ 22. — La condition {a") entraîne la condition (a).

En effet, si Mu est vide, la condition (a) est trivialement vérifiée. Sinon,
Mu est un sous-semi-groupe de 1 qui constitue une classe module yp, d'après la
condition {a")^ il est contenu dans une classe modulo p^ quel que soit R,
complexe conjugué à droite de H; la condition (a) est alors vérifiée [sous la
forme (^3)] d'après le lemme suivant :

LEMME 17. — R étant un complexe de D, si un sous-semi-groupe S de 1 est
contenu dans une classe 'module p^, cette classe ne peut être que M .̂

Soit x un élément de S; on a a^eS et, par suite, diaprés l'hypothèse^
x ̂  x^ (p^) ; il en résulte x ç M&, en vertu de la propriété 13.

Les propriétés 20, 21, 22 montrent qu'on a, entre les conditions (a), ( a ' ) ,
(a"), (a ' 1 ' ) les implications (^^(^^(^^(a). Nous verrons (ex. 13) que
la condition (a) n'entraîne pas la condition ( a ' " ) (3 0) .

Étudions les conditions auto-symétriques déduites des précédentes. Nous avons
les théorèmes suivants :

THÉORÈME 9. — H étant un complexe de D, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(01+62) rçï, a 'eMH<=>r€l , .cel, r===xr(pa); -
(«a+^i) reI .yçMH^rel , a-el, r=rx(^);
(03+63) Mu coïncide avec chacun de ses sous-ensembles conjugués à

droite;

(16) 11 semble aussi que ( a " ) soit strictement plus faible que ( a ' ) et qu< {a"1) soit strictement
plus faible que (a")» Mais je n'ai pu construire des contre-exemples qui puissent le montrer.
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(a^4-^) Mu coïncide avec chacun de ses sous-ensembles conjugués à
gauche.

THÉORÈME 10. — H étant un complexe de D, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(a\ + b\) pu est une équivalence régulière et simpli fiable ;
(a 2 + b\ ) np est une équivalence régulière et simpli fiable;
(a'3-{-^) pu coïncide avec PK pour tout complexe R conjugué à droite

deîî;
(0^+63) pu coïncide avec ?K pour tout complexe R conjugué à gauche

deïl;
(a\-\-b\) np coïncide avec K? pour tout complexe K conjugué à droite

deïl',
(â^+ég) np coïncide avec y^ pour tout complexe R conjugué à gauche

deîî,
(a'/+ b1') H? et PH coïncident;
(aw+ b'") np ̂  ̂ ^^ y?/ie que ^pour tout complexe R conjugué à droite

de H et pu ̂  ̂ /^.y yi/ie que R? pour tout complexe R conjugué à gauche de H ;
(a'/) np e^ moins fine que p^ /?o^r tout complexe R conjugué à gauche

deïl;
(b") pu ̂  moins fine que xp pour tout complexe R conjugué à droite

de H;
(a^) pu est plus fine qne ̂  pour tout complexe R conjugué à droite de H;
(^ï) np e^ P^8 fi^ ̂ ^ PK 7?o^^ tout complexe R conjugué à gauche de H.

Le théorème 9 résulte immédiatement du théorème 7.
D'après le théorème 8, les six premières conditions du théorème 10 sont équi-

valentes ; elles impliquent np == pa en vertu de la propriété 20 et de la propriété
symétrique et P((== p^(==np ===^p) pour tout complexe R conjugué à gauche ou à
droite de H; elles entraînent donc les six dernières conditions.

La seconde partie de la condition ( a l " - { - b " r ) entraîne par automorphisme
que np est moins fine que PK pour tout complexe R conjugué à droite de H;
compte tenu de la première partie, ( a " ' - } - b " f ) entraîne donc H° == PR? sl bien
que PR ne dépend pas de R; on en déduit par aulomorphisme que (a, + b\), par
exemple, est alors vérifiée. D'après la propriété 21, (a"-\-V) est aussi équiva-
lente aux conditions précédentes.

Les conditions (a1^) et (a^) sont équivalentes par automorphisme et symé-
'riques respectivement des conditions (b1^) et (^I,V). La condition (a"), par
exemple, entraîne (a^) donc {a")\ en effet, si l'on a x==y(^i)^ on en déduit
^c^y(pK) pour tout complexe R conjugué à droite de H car cette dernière
congruence équivaut, d'après le lemme 13, à x ==y(Lp) , en posant L == a^-(R) et
ceci est réalisé puisque L est un complexe conjugué à droite de H. D'autre part,
la condition (a^) entraîne, d'après le lemme 16, la condition (6^), puisque np est
^implifiable à droite, moins fine que pu et que H est un complexe conjugué à
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droite de K. Les quatre dernières conditions du théorème 10, entraînant (a" -\- b"),
sont équivalentes aux précédentes.

Nous désignerons par (a+ b) l'une quelconque des conditions du théorème 9
et par (a!-\- b ' ) l'une quelconque des conditions du théorème 10. Naturellement,
(a!-[- b ' ) entraîne (a + b) ; nous verrons que la réciproque est inexacte (ex. 12).

THÉORÈME 1 1 . — Si l'intérieur 1 de D est un semi-groupe abélien, on
a np == ̂ apour tout complexe H de D et PH== PK(==HP ==Rp)î MH==MK pour tout
complexe K conjugué à droite ou à gauche de H.

Ceci résulte du fait que pu, qui est toujours régulière à gauche et simplifiable à
gauche d'après le théorème 4, est régulière et simplifîable si 1 est abélien; les
conditions (a'+ b') et (a + b) sont alors vérifiées.

THÉORÈME 12. — Si le normalisateur réduit MH d'un complexe H de D est
non vide et net dans I, les conditions (a), (a^), (a'), {a'1), (b), (b1), (b"), (b111)
sont toutes vérifiées ou toutes en défaut.

En effet, dans cette hypothèse, on a pn=ji,,^l, d'après le théorème 6. Par suite,
si la condition (a) est vérifiée, pour tout complexe K- conjugué à droite de H,
de MH C MK, on déduit PH==MH^ ̂ M^ == PK- Mais, en vertu du lemme 9 adapté
à la famille des complexes de D ayant même puissance que H, le complexe K est
également conjugué à gauche de H et l'on a M^ÇMa et pp^pH- On en déduit
OH==PK; donc, la condition (a'-{-b1) est vérifiée. Il en est de même, par symé-
trie, si la condition ( b ) est vérifiée. Chacune des huit conditions considérées
entraînant (a) ou (6), le théorème 12 est démontré.

Contre-exemples. — Les deux exemples suivants montrent, d'une part,
que la condition ( b ' ) n'entraîne pas la condition (a), d'autre part, que la
condition (a + b) peut être vérifiée sans que l'une ou l'autre des conditions {a'")
et {b'") soit vérifiée.

Exemple 12. — Considérons, d'une part, le semi-groupe S de l'exemple 10,
d'autre part, le semi-groupe libre abélien U à une infinité dénombrable de géné-
rateurs M/, i étant un entier relatif quelconque. Formons leur produit libre et
imposons les relations bui= Ui+ib et 1^0^= a^Ui pour tout i. Nous obtenons un
semi-groupe D dont les éléments peuvent se mettre d'une manière unique sous la
forme a^u^ a^u^ a^.. . u^a^b^ (n entier positif ou nul; (3 entier positif ou nul;
pour tout r = o, 1 , 2 , . . ., /i, as.r nombre dyadique avec | a/.| < 2^). L'intérieur I
de D est l'ensemble des éléments de la forme a^P. Envisageons l'élément Uo
de D; les éléments conjugués à droite de Uo sont les éléments de la forme a" Uia~°-
(avec | a | << 2') pour lesquels on a ^'^ o; les éléments conjugués à gauche de Uo
sont les éléments de la forme a" Uia-" pour lesquels on a i^o. L'équivalence pa;
pour x^a^Uia-9- est a^b^1^ a^b^^x) <=»PI== PS et 01=02(2^^); l'équiva-
lence a;p est a^b^1^ aaî^ î(.z•p)<=>Pl= ^2 et ai^ a2(2< ) . Le normalisateur réduit
de l'élément x est l'ensemble des a* pour lesquels on a a =0(2^). On voit que
la condition (b1) est vérifiée et que la condition (a) est en défaut.
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Exemple 13. — Soit U le groupe libre abélien à une infinité dénombrable de
générateurs M,y, où i et j sont des entiers relatifs quelconques. Considérons
rholomorphie H de U et identifions chaque élément u de U à l'élément de H qui
est l'application biunivoque de U sur U définie par x->ux\ U peut alors être
considéré comme un sous-groupe de H. Envisageons, parmi les automorphismes
de U, les automorphismes 0^,1 (k et l entiers relatifs satisfaisant à k-\-l^>o)
définis par Uij-> Ui+k j+i et les |automorphismes b/c^i (À: et / entiers relatifs satis-
faisant à / :+/>o) définis par Uij-> Uj^i+i' Ces automorphismes constituent
un semi-groupe dans lequel on a les relations (i) suivantes :

Cik,l^k'^ == ak+k',1+1' = Clk',1' Clk,lf

d'k,lbk',l1 = bk+k',1+1' ̂  bk',1' d^k == bk+k'—l,M'-k ak,l = a-l,k bk+k'-/,l-l-l'-k,

bk,l bk',1' = ak+l',l^-k' ==• bk+l'—l.l^-k'—kbk.l^ bk',1' bl+k'-r, k+l'-k' ;

nous adjoignons à ce semi-groupe l'automorphisme unité e et nous désignons
par c l'un quelconque des automorphismes a^ b^iy e. Soit D le sous-semi-
groupe de H engendré par U et les automorphismes c. D'après les propriétés
de H, les éléments de D s'écrivent d'une manière unique sous la forme uc et l'on
a la relation ( 2 ) :

eu = c\n)c,

c(u) désignant le transformé de u par c. L'intérieur I de D est D lui-même;
en effet, les éléments de U, qui sont inversibles, appartiennent à I et il en est de
même des automorphismes a^i et b^i d'après les relations (i) et (2). Considérons
l'élément UQQ de D; les éléments conjugués à droite de Uoo sont UQQ et les élé-
ments Ufj avec i-}- j^> o; les éléments conjugués à gauche de Uoo sont UQQ et les
éléments Uij avec i-\- j <i o. L'équivalence pa; pour x === Uij est

uc == M'</(pa.)<=>c = c' ou { c, c'] = (OA,/, bk',i'} avec Â^==i—y •+• k, / '^y'—t-i- /;

l'équivalence a;p est

uc == ^(/(a^^^c == c' ou { c, c'} == { ak,i, bk',1'} avec ï ' == j—i •+• k, k^i—j—}- l.

Le normalisateur (réduit) de l'élément Ufj est U. Par suite, les propriétés (a)
et (b) sont vérifiées alors qu'il n'en est pas ainsi des propriétés (^w) et (^w).

La propriété suivante, de démonstration évidente, rattache l'équivalence 2( 3 7 )
aux équivalences pu .'

PROPRIÉTÉ. 23. — L'équivalence 1 définie dans I est l^ intersection des équi-
valences pu quand H décrit l^ ensemble des complexes de D, et aussi l^ inter-

section des équivalences pa quand a décrit D: Dans Ii== -;» l^équivalence quo-

tient -? est régulière à gauche et simplifiable à gauche.

(37) C/. DGI, p. 48. La définition de S est rappelée à la note (33).



191

IV. — Automorphismes intérieurs généralisés.

Nous considérons toujours un semi-groupe D. Nous associons à D un semi-
groupe D* défini de la façon suivante : si D possède un élément unité, D* coïn-
cide avec D; sinon, D* s'obtient à partir de D en lui adjoignant un élément unité.
Nous désignons par e l'élément unité de D*.

DÉFINITION ii. — Nous dirons que quatre éléments x, y, -s, t de D*, donnés
dans un certain ordre, forment un quadruple automorphisant de D si la relation
xay == zbt admet une solution 6çD(aeD) pour tout a e D ( & € D ) e t s i l'appli-
cation biunivoque de D sur D définie par a -> b est un automorphisme de D.

Un tel automorphisme sera appelé un automorphisme intérieur généralisé
de J). Deux quadruples automorphisants seront dits équivalents s'ils définissent
le même automorphisme intérieur généralisé.

Les automorphismes intérieurs de première et de deuxième catégories sont des
automorphismes intérieurs généralisés. Pour un automorphisme intérieur de
première catégorie, on a

;»==?==r€ l , y = = ^ = = ^ ;

pour un automorphisme intérieur de deuxième catégorie, on a

j " = = < = = e , y = = . s = = r e l .

Mais, nous verrons plus loin (ex. 14) qu'il existe des automorphismes intérieurs
généralisés qui ne sont pas des automorphismes intérieurs de première ou de
deuxième catégorie.

THÉORÈME 13. — Les automorphismes intérieurs généralisés d'un semi-
groupe D forment un groupe G'.

En effet, soient a?, y, z, t et x\ y', z\ t ' deux quadruples automorphi-
sants de D; les relations xay== zbt et x'by9 == z ' c t 1 définissent des automor-
phismes a —>- b et b -> c de D. L'application a —>• c est un automorphisme de D ;
montrons que cet automorphisme peut être défini par un certain quadruple auto-
morphiçant. Si x ' appartient à D, on peut trouver un [élément m e D vérifiant
l'égalité xmy === z x ' t ; si l'on a x ' == e^D, on posera m == e. De même, si y'appar-
tient à D, on peut trouver un élément n ç. D vérifiant l'égalité xny == z y ' t ; si l'on
a y'==e^T), on posera n == e. Les éléments m et n satisfont toujo ors à l'éga-
lité xmany == z ' x ' b y ' t ^ quels que soient a et b liés par xay == zbt. La rela-
tion x ' b y ' == z'ct1 entraîne alors xmany == z z ' c t ' t ; cette dernière égalité admet une
solution cçDÇaçîT) quel que soitaeD (ceD); il en résulte, puisque l'appli-
cation a->c est un automorphisme de D, que les quatre éléments xm^ ny^ z z ' .
t ' t forment un quadruple automorphisant qui définit cet automorphisme. D'autre
part, si les éléments .r, y, z, t forment un quadruple automorphisant qui définit
un certain aulomorphisme,. les éléments z, t, a?, y, forment aussi un quadruple
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automorphisant qui définit l'automorphisme inverse. Donc, l'ensemble des auto-
morphismes intérieurs généralisés est un groupe G7.

Remarque. — Le groupe G' contient évidemment le groupe G engendré par le
semi-groupe Ii des automorphismes intérieurs de première catégorie. Mais, on n'a
pas nécessairement G' == G comme le montre l'exemple suivant :

Exemple 14. — Considérons le semi-groupe à quatre générateurs m, n, p , q,
avec les relations définissantes mn = nm, mp=pïm^ mq^q^m, np=q'în,
nq^p^n^ p q ^ q p ' Ses éléments se mettent d'une manière unique sous la
formep^q^m^n^ où a, p, p., v sont des entiers positifs ou nuls non tous nuls, la loi
de composition étant donnée par

JDayPmP•/lv7>a'^?'mP•'/^v'=JDa+a'•2l"rvy?+P'•2ll"hvmH-+!A//^v-l-v' si v est pair,

p^q^m^n^p^'q^m^'n^^p^-^q^.^^^'n^ si v est impair.

Adjoignons un élément unité; nous obtenons un semi-groupe D dont l'intérieur
se réduit à l'élément unité et dont, par suite, le seul automorphisme intérieur de
première (ou de deuxième) catégorie est l'automorphisme unité. Le grouqe G ne
contient donc que l'automorphisme unité, alors que le quadruple automorphisant
constitué par les éléments w, n, n, m définit un autre automorphisme par m—^m,
n -> /î, p -> q, q —^p-

PROPRIÉTÉ 24. —Pour que les quatre éléments x^ y, ̂ , t de D* constituent
un quadruple automorphisant de D, il est nécessaire qu'on ait les rela-
tions xQy = zDt et xy == zt.

La condition xDy == zDt traduit le fait que l'égalité xay = zbt doit être réso-
suble en b quel que soit a, en a quel que soit b.

La condition xy = zt, évidente si D possède un élément unité, peut se démon-
trer dans le cas général de la manière suivante : Soit a un élément quelconque
de D, b l'élément de D qui lui correspond dans l'automorphisme défini par le qua-
druple automorphisant considéré ; si l'on a a? € D, soit u l'élément de D satisfaisant
à xxy == zut, et si l'on a x==e^D, posons u=e',àe même, si l 'onayeD,
soit v l'élément de D satisfaisant àcryy = zvt, et si l'on a y = c^D, posons v==e.
On peut écrire, d'une part, xayaxay = zbtazbt, d'autre part, xayaxay = zbvbubt ;
on en déduit zbtazbt == zbvbubt, d'où, par simplification, taz = vbu. Par consé-
quent, les quatre éléments t, z , p, u forment un*'quadruple automorphisant équi-
valent à celui que forment les quatre éléments rc, y, -î, t. Si l'on a ^^D, soit r
l'élément de D satisfaisant à xzy === zrf, sinon, posons r = e\ de même si l'on
a < c D , soit s l'élément de D satisfaisant à xty==zst, sinon, posons s == e. On
peut écrire

taz taz = vbuvbu et taztaz = vbrsbu,

d'où résulte vbuvbu = vbrsbu et uv == rs. Transformons cette égalité par l'auto-
morphisme inverse de l'automorphisme de D* obtenu en prolongeant l'automor-
phisme a -> b de D par e —>- e; nous avons alors l'égalité xy == zt.
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PROPRIÉTÉ 25. — Les conditions xDy === zDt et xy =zt sont suffisantes pour
que les quatre éléments a*, y', z, t forment un quadruple automorphisant si
V un au moins de ces éléments est e. L1 automorphisme ainsi défini est alors
t automorphisme unité ou un automorphisme intérieur de première ou de
deuxième catégorie.

On peut supposer qu'on a x = e ou y == e\ en effet, si l'on a z == e ou t == e^
on prendra les éléments z, t, x^ y qui définissent Pautomorphisme inverse de
Fautomorphisme considéré.

Si l'on a x = e, d'après les hypothèses, la relation azt==zbl, qui équivaut
î{ az = zb, est résoluble en b quel que soit a, en a quel que soit 6, dans D; elle
définit donc un automorphisme intérieur de deuxième catégorie si l'on a ^çD,
Pautomorphisme unité si l'on a z == e.

Si l'on a y == e, on voit de même que la relation zta •===- zbt, équivalente à ta = bt,
définit un automorphisme intérieur de première catégorie ou l'automorphisme
unité.

PROPRIÉTÉ 26. — Si le semi-groupe D est immersible dans un groupe^ quatre
éléments x, y, z, t de D vérifiant les conditions xDy == zDt et xy == zt forment
un quadruple automorphisant.

En effet, plongeons D dans un groupe et désignons par d l'inverse d'un élé-
ment d quelconque de D. Nous devons établir que les égalités xay == zbt et
xay == zb't entraînent l'égalité xaa'y = zbVt. On a yx = tz ; par suite, on peut
écrire xayyxxa'y = zb t t z zb ' t , ce qui se réduit à l'égalité cherchée.

Remarque. — Si D n'est pas immersible dans un groupe, la propriété précé-
dente peut être en défaut comme le montre l'exemple suivant :

Exemple 15. — Prenons pour D le semi-groupe à quatre générateurs, w, /i, p , y,
avec les relations définissantes

m/i==/iw, /?<7==<37?» mp^-n = np^m, mq^n= n<y?m, m/?aç?/^= np^q^-m si Pon a a? 7^0.

Les éléments de D peuvent se mettre d'une façon unique sous la forme

pï^q'^ïnpa•'-pr^n .. . pv•iq'^inp'îoq^mp'^tq?^m ... pfiq^j

où / ,y, ai, Pi, aa, Pa, . • ., «<. po yo, ^o, Y < , ôi, . • ., f./, ô/ sont des entiers posi-
tifs ou nuls avec i' +y' + yo + ^o positif.

L'application a—>b définie par man == nbm est une application biunivoque de D
sur D et l'on a mn === nm ; pourtant, cette application n'est pas un automor-
phisme de D.

Comme application de ce qui précède, nous envisagerons le problème suivant :
x, y, z, t étant des éléments de D*, ou plus spécialement de D, à quelles condi-
tions l'application ydx -> tdz où d décrit D peut-elle être prolongée à un auto-
morphisme de D ? Soit a -> b un automorphisme supposé répondant à la question ;
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nous pouvons déterminer de deux façons différentes le transformé de Vêle-
ment ydxaydx de D par cet automorphisme : d'une part, ce transformé doit être
égal à tdxaydz en utilisant Inapplication donnée et, d'autre part, il doit être égal
à tdzbtdz puisque le transformé de ydx est tdz et celui de a est b ; on a donc
nécessairement l'égalité xay =:zbt, d'après la règle de simplification. Par suite,
Pautomorphisme cherché doit être un automorphisme intérieur généralisé et les
éléments a*, y, z, t doivent former un quadruple automorphisant. Le problème
n'est possible que si l'on a xDy == zDt et xy == zt; ces conditions sont suffisantes
si D est immersible dans un groupe ou si un des éléments a*, y, z, t au moins est
égal à e', il n'en est pas ainsi-dans le cas général (ex. 15 dans lequel on prend
l'application ndm —>• mdn).


