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ÉTUDE DES ESPACES MÉTRIQUES
PAR LES PROPRIÉTÉS DE LEURS SOUS-ENSEMBLES FINIS;

PAR M. GUSTAVE CHOQUET.

INTRODUCTION.

Lorsqu^on étudie la structure locale (Tun ensemble cartésien,
quelques renseignements sur ses contingents et paratingents (<)
suffisent en général pour obtenir des résultats très complets.

Dans les espaces métriques non cartésiens, on ne dispose plus
en général d'un outil aussi simple. Mais, si Pon remarque que
Pétude des contingents et paratingents d^un ensemble cartésien
revient à celle des configurations infiniment petites formées d^un
nombre fini de points de Pensemble, on voit Pintérêt qu'il y a,
en vue de Pétude locale d^un espace métrique, à considérer les
groupes de n points de cet espace; on sait tout le profit qu'a tiré
par exemple M. Menger de la considération des triangles inscrits
dans un espace métrique, pour Pétude de sa courbure (2).

Parmi les groupes de n points d'un espace métrique, les groupes
dont toutes les distances mutuelles sont égales : triangle équilatéral,
tétraèdre régulier, etc., semblent jouer un rôle très important.
L/absence de tels groupes entraîne pour Pespace une structure
topologique bien déterminée.

Ce résultat nous conduit à Pétude des espaces dans lesquels,
autour de tout point, les groupes de n points satisfont à une
condition d5 « aplatissement » convenable; nous caractérisons la
structure topologique de ces espaces et nous étudions leur mesure.
L/étude du cas limite nous conduit à une caractérisation métrique
des sous-ensembles des espaces euclidiens.

( 1 ) Voir BOL'LIGAND, Introduction à la géométrie infinitésimale directe^
Paris, 1932.

(2) MENGER, Untersuchungen uber allgemeine Metril^ {Math. Ann^ t. 100,
1928 et t. 103, i93o). Voir aussi ALT, Dissertation, Vienne, iQSa; PAUC, Les
méthodes directes en géométrie différentielle, Hermann, 1941-
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Nous faisons, en vue des applications, une élude particuliè-
rement poussée des espaces tels que, autour de chaque point,
les triangles inscrits infiniment petits aient au moins un angle
infiniment petit; même dans le cas où ces espaces sont des arcs
simples cartésiens, ils peuvent posséder des propriétés au premier
abord paradoxales. Nous en donnons des exemples.

Les résultats s^étendent, presque en totalité, aux espaces
uniformes définis par un écart régulier, c'csi-à-dire par une
métrique né vérifiant piis en général l'inégalilé triangulaire, mais
telle cependant que deux points assez voisins d'un troisième soient
voisins entre eux ( ' ).

Dans une seconde partie ( 2 ) , nous appliquerons les résultais
précédents à Fétu de des géodésiques , des ds de Finsler :
Lorsqu'un tel ds satisfait aux conditions de régularité énoncées
par M. Bouligand, sur les géodésiques de ce ds^ tout arc
infiniment petit est équivalent à sa corde (3); nous montrerons
qu^inversemcnt tout arc qui satisfait à cette condition peut être
considéré comme géodésique d'un certain ds de Finsler que nous
déterminerons.

Un problème plus spécial se pose alors : Que peut-on dire des
géodésiques d'une surface de l'espace à trois dimensions à plan
tangent continu? Ce sont des géodésiques d'un ds de Finsler
à trois variables; mais la réciproque est fausso car une géodésique
d'un tel ds n'a pas forcément en tout point un paratingent plan.
Nous devons résoudre d'abord le problème général suivant :
A quelles conditions un ensemble fermé est-il situé sur une
surface à plan tangent continu? Nous pouvons alors caractériser
les géodésiques des surfaces à plan tangent continu; leur classe
est très vaste. Elle englobe des arcs simples n'ayant pas de
tangente en tous les points d'un résiduel.

Ces exemples paradoxaux montrent à quel point nous devon
nous méfier, dès que les données ne sont plus analytiques ou du
moins très régulières, de l'intuition acquise au contact de l'analyse
classique. Cette intuition se révèle d'ailleurs tout aussi mauvaise

( 1 ) Voir FBÉCHET, Les espaces abstraits^ p. 219, Paris^, 1928.
(2 ) A paraître.
(3) Voir BOULIGAND, Essai sur V unité des méthodes directes^ Chap. II

(Mém. S. 7?. Se. de Liège, t. XIX).
LXXî. 8
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lorsque la géodésique envisagée est analytique; nous montrerons
en effet que tout arc analytique, ou plus généralement tout arc à
tangente continue, peut être considéré comme géodésique d^une
surface à plan tangent continu dont on peut se donner à priori la
distribution des plans tangents le long de Parc.

Au cours de ce travail, bien des questions se posent auxquelles
nous n^avons donné qu'une réponse partielle :

i° Étudier les groupes de n points des espaces métriques
pour n^ 4î ce que nous n'avons fait' que succinctement;

2° Etendre les méthodes directes employées pour Pétude des
ds de Finsler, à Fétude de problèmes plus généraux du calcul des
variations ;

3° Généraliser les résultats relatifs au plongement des ensembles
cartésiens dans des variétés à plan tangent continu.

Dans tous ces problèmes, la méthode de travail restera
évidemment la même : la méthode directe aidée éventuellement,
pour certaines études locales, par une représentation analytique
convenable.
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CHAPITRE PREMIER.

CONFIGURATIONS ÉQUILATERALES DANS LBS ESPACES A ÉCART RÉGULIER.

1. Configurations dans un espace quelconque à écart régulier.
— Appelons configuration équilatérale cTun espace métrique tout
ensemble fini de points de cet espace dont les distances mutuelles
sont égales.

Les théorèmes de ce chapitre montreront Pimportance des
configurations équilatérales ou presque équilatérales des espaces
métriques et d^espaces analogues pour la connaissance de la

topologie de ces espaces.

Définition. — On appelle espace à écart régulier (1) un ensemble
abstrait tel qu^à tout couple (a, b) de ses points soit attaché un
nombre ^(a, b) appelé écart de ces points et tel que

et
8(0, 6 ) = = ô ( & , a); 8 ( Œ , ^ ) > o pour a ̂ 6,

S (a, b) == o pour a==.b.

On suppose de plus qu'à tout nombre £ > o, on peut attacher un
nombre f\ > o tel que

8(a ,c)<Yi et 8(a,6)<-n entraîne 8(6,c)<s.

(1) FRÉCHET, loc. cit.
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On dit que les points a, b sont voisins d'ordre c lorsque ô(a, b) < s;
on peut alors définir dans l'espace une structure uniforme ( l) .

THÉORÈME I. — Pour tout espace borné à écart régulier E,

tel que l'espace complété ( ') E ne soit pas compacta on peut
trouver un nombre d^> o tel que^ pour tout nombre z^ il existe
une suite infinie de points de E dont les distances mutuelles
sont comprises entre (d—e) et (à?-4- s).

Démonstration. — Si E n^est pas compact, il existe des suites
infinies S de points de E dont aucune sous-suite n'est une suite
de Cauchy. Soient M()M(. . .M^. . . une telle suite So et y? un
nombre tel que o < Y) <; T .

Comme Mo n^est pas point d^accumulation de So, on peut
extraire de So une suite Si dont tous les points sont aune distance
de Mo comprise entre r fo( i—"/ : ) et do(i-^-rî)^ avec û?o>o. Soit
M^ le premier point de Si ; on recommence sur M/^ et Si comme

on a fait sur Mo et So, en remplaçant -n pa r^? d'où de nouveaux

'éléments d^ M,,^ Sa; et ainsi de suite en remplaçant successi-

vement-^ par^-y On obtient donc une suite S^MoM^M^.-.M^....

extraite de So et à laquelle est associée la suite do^ d\. . . ., di^ . . . .
Or on a visiblement

<^-+-/.(i — ïi)^ ç[<^(i •+- Ti)], pour k > o et i == i , 2, ...,

cp(.c) étant une fonction de x qui tend vers zéro avec x .
Donc o ne peut être une valeur d'accumulation de la suite

des rf(, sinon S^ serait une suite de Cauchy. Soit d une valeur
d^accumulation de la suite des rf».

Il est évident qu^on peut tirer de S^ une suite infinie
M^, M^, . . ., Ma;, . . . telle que si 8f et Ai désignent respecti-
vement les bornes inférieure et supérieure des distances mutuelles
des points de la suite Ma^Ma,^.. .Ma^.. ., êi et A; tendent vers d
quand i->oo. Le théorème en résulte aussitôt.

(1) Pour toute définition ou propriété relative à la topolo^ie générale voir
BOURBAKI, Topologie générale^ chez Hermann, Paris, i94°«
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Remarque 7. — Pour les espaces E non bornés, le théorème
s'applique évidemment à toute partie bornée de E, en particulier
à toutes les sphères de E.

Remarque I I . — Voici un exemple d'espace métrique complet
borné non compact : Ses points sont ceux d'un ensemble abstrait
infini quelconque; la distance entre deux quelconques de ses
points est un nombre arbitraire compris entre i et 2.

2. Lemme sur les espaces topologiques compacts et connexes.
— Nous allons démontrer un lemme dont la signification dépasse
d'ailleurs l'application que nous en ferons. Voici un aspect intuitif
de la question :

Supposons tracé sur une feuille de papier transparent verticale
un arc simple; si l'on replie cette feuille sur elle-même en plis ver-
ticaux, la courbe G se voit maintenant par transparence; elle est
déformée mais c'esl encore un continu. Inversement, si l'on dessine
sur les parties tangibles de la feuille plissée un arc simple dont les
extrémités soient sur les bords verticaux de la feuille, et si le trait
d'encre s'imprime sur toutes les épaisseurs de papier superposées,
lorsqu'on dépliera la feuille l'ensemble ainsi dessiné ne sera pas
forcément un continu, mais il contiendra toujours un continu
joignant les deux bords verticaux de la feuille.

LEMME 1. — Soient E.y et Ey deux espaces topologiques
compacts et connexes sur lesquels sont définies respectivement
les fonctions numériques continues f {x) et g(y) variant
chacune entre o et i. Soient F, Fo et Fi respectivement les
ensembles fermés des points (a?, y) de l^ espace Ea;.Ey en
lesquels f(x)=g{y)\ f(x) =g{y) == o; f(x) = g(y) == i.

Dans l'espace E^.Ey, il existe une composante connexe de F
qui contient les ensembles Fo et F^, qui par hypothèse ne sont
pas vides.

DÉMOJNSTRATIOW. — i° E-r et Ey sont deux segments de droite.
— On peut figurer l'espace E.y.Er par le rectangle .du plan xO y :
a-i^a?^^; (3, ̂ y^pa dans lequel seront définies les fonctions
/(.y)et^(y).

Soient Po(ao, &o) un point de Fo et P< (û^, b{ ) un point de F<,
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Qo et Qi étant les points qui forment avec Pô et Pi un rectangle p
parallèle aux axes, avec Qo=(û^ bo} e tQ,==(ao, 61).

Si F n'est pas continu entre Pô et P^ on sait qu'il existe dans
xQy une courbe simple fermée y sans point commun avec F,
à laquelle Pô est intérieur et Pi extérieur.

L'ensemble des points de xOy intérieurs à la fois à y et à p
forme un ou plusieurs domaines disjoints deux à deux; soit Do
celui qui admet Pô comme point frontière. La frontière de Do est
une courbe simple ô, contenant des points de p et de y, et qui au
voisinage de Pô ne contient que des points de p; quand on se
déplace sur ô en partant de Pô, sur la ligne brisée PoQoPi par
exemple, soit A le dernier point de PoQoPi que l'on rencontre
avant de revenir en Pô sur PoQ<P< ; comme A est distinct de Pô
et Pi, A n'appartient pas à Pô Qi P< •

En continuant à parcourir S dans le même sens à partir de A,
soit B le premier point de PoQi P< qu'on rencontre.

L'arc ABdej est situé en entier dans p et a ses extrémités A
,et B sur PoQoP< et PoQ^Pi respectivement. Supposons A sur
PoQo et B sur PoQ< ; on a ^(A) == o,/(A) > o puisque A n'est
pas un point de F, et pour la même raison on a / ( B ) = = o ;
^(B)>o; donc /(A)>^(A) e t / (B)<^(B); il existe donc

un point M de l'arc AB en lequel /(M)==^(M), contrairement
à l'hypothèse que y ne contient aucun point de F.

On mettrait en évidence la même contradiction pour les autres
positions possibles de A et B sur PoQoP< et PoQiP< ; donc F est
continu entre Pô et P, ; la démonstration montre d'ailleurs de
plus un fait que nous utiliserons plus loin, à savoir que la partie
de F contenue dans p est continue entre Pô ^t Pr

F est continu entre deux points quelconques de Fo et F< ; donc
il existe bien une composante connexe de F qui contient Fo et Fi.

2° Cas général. .— Soient o?o, ^ deux points de E^ tels
que/(^o)=o et /(^)==i, et yo, y^ deux points dé Ey tels
que ^(yo) = o et g{y^) = i •

On sait qu'il existe une structure uniforme et une seule
compatible avec la topologie d'un espace compact; on pourra
donc toujours supposer que E^, Ey etE^Ey sont des espaces
uniformes compacts.
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Quels que soient 6 et l'entourage \x de la structure uniforme
de Ea;, on pourra trouver un entourage W^ plus petit que Va; tel
que si deux points M< et Ma de Ea; sont voisins d^ordre Wa?, on
ait | / (M<)—/(Ma)| < £ $ et de même dans Ey.

Comme Ea; est connexe,, on peut pour tout entourage Wa; et
pour tout couple XQ, x^^ de points de E;;c, trouver une chaîne
finie de points xi de Ea; (o^i^p et Xp= x^) telle que pour tout i
vérifiant o^i^p—i. les points^; et xi^\ soient voisins d'ordre Wa;;
pour Ey on trouve de même une chaîne de points yj joignant yo
ety^, avec o^f^q etyy==y^

On peut faire correspondre aux points Xi des points équidistants
consécutifs : Pô P^ . . . PO) d'un segment de droite PoPœ? et aux
points yj des points équidistants Qo Qi. . . Q(^ d'un segment Qo Q(O.

On peut définir sur PoP(o une fonction numérique F(P)
continue telle que F(P») ===/(^i) pour tout î, cette fonction
variant linéairement dans chaque intervalle PiPt+i; de même
sur QoQtô peut se définir une fonction G(Q).

Dans le rectangle produit topologique des segments P()P(Ù»
QoQtôî il existe, d'après le premier cas traité, un continu joignant
les points (Pô, Qo)et(P^, Q^), en tout pômt duquel F (P) = G(Q);
il existe donc dans ce rectangle une chaîne finie de points R^ de
la forme (P», Qy), avec Bo== (Pô, Qo) et RO)= (P(Û, Q(o), telle que
les abscisses (resp. les ordonnées) de deux points consécutifs R^,
R^-i, soient deux points consécutifs de la suite des P/ (resp. des Qy),
avec

| F(R^) - F(R^ ,1) | = |/(R^) -/(R^i) | < 2£

et de même
| ^ (RA)-^(R^) |<2£ .

Autrement dit, si Mo est un point de Fo et M^ un point de F^,
on peut réunir Mo et Mi par une chaîne finie de points de E^.Ey
telle que : i° les valeurs de f{x) [resp. ^(y)] en deux points
consécutifs de la chaîne différent de moins de e; 2° les valeurs
de f(x) et.^(y) en un même point de la chaîne diffèrent de
moins de as; 3° les abscisses (resp. les ordonnées) de deux points
consécutifs soient voisines d'ordre Va; (resp. Vy). ^

Soit alors C(Mo, M^ ) Pensemble d'accumulation dans E^.Ej
d'une suite de ces chaînes obtenue en laissant Va. et \y fixes et en
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donnant à s les valeurs ̂ (t= 1 ,2 , . . . ) . En tout point de G (Mo, M<)

on a, en raison de la continuité de f{x) et g ' ( y ) : f{x) == g-(y).
D^autre part, quel que Soit Pentourage W^.j de la structure
uniforme de E.y.Ey, les chaînes de la suite finissent, pour i assez
grand, par avoir tous leurs points voisins d^ordreW.yr d'au moins
un point de C(MoM< ), donc d^un point de F. Or pour tout W^
on peut choisir V.y et Vy tels que deux points de E^.Ey qui ont
leurs abscisses (resp. ordonnées) voisines d^ordre V.y (resp. V,.)
soient voisins d^ordre Wo^..

Finalement, quel que soit W^ , on peut trouver une chaîne
finie de points de F, joignant Mo et M< et telle que deux points
consécutifs de la chaîne soient voisins d'ordre W^ . Donc F est
continu entre Mo et M^.

Comme Mo et M< ont été choisis arbitrairement, il existe bien
une composante connexe de F qui contient F() et F>( $ cotte
composante est compacte.

Remarque. — La démonstration du lemme en suggère une
généralisation qui s^énoncerait ainsi :

Soient E.̂ ; et Ey deux espaces compacts connexes et /(^),
g\y) deux fonctions continues définies sur E.̂  et Ey respecti-
vement, les images de E.̂ . et E^. par ces fondions étant un même
continu I irréductible entre deux points A, B.

Alors\ dans l9 espace E;y.Ey, le lieu des points en lesquels
/'(a?) =. g(y) contient un continu contenant tous les points (x^y)
en lesquels f{x) == g{y) ̂ A ou B.

En s^inspirant de notre démonstration, on peut effectivement
démontrer cette généralisation pour E.r et Ey quelconques, lorsque
I est d^un type que nous avons appelé ( 1 ) « linéaire », et qui
contient tous les continus irréductibles couramment étudiés.

Applications du lemme. —- i° Soit A(»r, y) une fonction
numérique continue définie sur E./c.Er ou seulement sur F. Notre

( 1 ) Voir CHOQUET, Points invariants et structure des continus, (C. R. A •ad.
Se., p. 376, 10 mars 1941).
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lemme montre que h ( x, y) prend sur F toute valeur intermédiaire
entre son maximum et son minimum sur (Fo + F^ ).

2° Supposons E.̂ . et E,. identiques à un même continu G d'un
espace métrique ou à écart régulier, et soit Io un point de cet
espace non situé sur C.

Si x est un point de G, on posera

f(x) = g ( x ) = écart o ( fo , x)\

f(x) varie sur G entre deux limites a et b qui jouent le rôle des
nombres o et i du lemme.

A tout couple {x, y ) de points de G tels que ô (Io, x) = ô(Io, y),

attachons la valeur h{x, y ) = j^-^- II résulte de la première

application du lemme que h{x, y ) peut prendre toute valeur
comprise entre o et a, a étant le maximum qu'elle atteint
pour ô(Io, x) == <$(Iy, y) == a ou^.

3. Triangles inscrits dans les courbes simples fermées.

LEMME 2. — Dans tout espace à écart régulier E, homéo'
morphe à une circonférence, on peut inscrire des triangles
isocèles d'angle <iu sommet 0, pour tout (K • pour tout 0
donné, les sommets principaux de ces triangles forment un
ensemble partout dense sur E.

Démonstration. — Le problème revient au suivant : G étant
une circonférence de longueur i, à tout couple de points M,
N de G, on attache un nombre F(M, N) qui varie continuement
avec M et N, et tel que

F(M, N) = F(N, M); F(M, N) > o, pour M ̂  I\7
et

F(M, N ) = = o , pour M s ]\.

Il faut montrer l'existence, pour tout nombre positif ? l<i , de
trois points M, N, P de G tels que

X . - F ( P , M ) = = X . F ( P , N ) = F j ; M , N).

Nous dirons que trois tels points forment un triangle isocèle de
paramétre À inscrit dans G.
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Soit &) un point quelconque de G; on choisit un sens positif de
parcours sur G; les points de G sont alors repérés par leur abscisse
curviligne cr (o^cr^ i ) ; tout couple de points de G, d^abscîsses
curvilignes cri et 0-2 peut être figuré, dans un système, d'axes
rectangulaires Ox, Oy par le point (cr<, 0-2) du carré : o^a?$i;
o^y^i ; comme les points (o\i, cr^) et (0-2, cri) représentent le
même couple, on peut se borner à considérer les points du carré
pour lesquels.y ̂  x, c^est-à-dire ceux du triangle OAB (cf.y^. i).

Dans cette représentation/tout point (cr, o) de OA doit être
considéré comme identique au point (1,0') de AB [ceci entraîne
que Fespace des couples (a*, y) est identique à un ruban 'de

Fig. i.

Môbius dont la frontière est figurée ici par le segment OB et le
point A.]

Si M, N, P sont trois points de G, les trois couples MN, MP,
NP sont représentés par trois points qui sont sommets d^ùn
rectangle dont le quatrième sommet est surOB; ces trois sommets
du rectangle sont dits associés.

Soit ^==y(a*, y) la fonction définie par (p(a7, y)==F(M, N),
x et y étant les abscisses curvilignes respectives de M et N sur G.
La fonction y (.r, y)-est continue dans le triangle OAB, s^annule
en tout point de OB et en A, et en ces points seulement.

SoitE(A) Fensemble des points du triangle en lesquels

ç^y)1^' (A>0)»
<

et soit S(h) le maximum de la distance d^un point de E(A)

à Pensemble (OB -+- A). Pour tout c tel que o < << —? on peut
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évidemment choisir h assez petit pour que ô(A) <; £, et pour que,
sur toute parallèle à O.z* ou à Oy distante de A de moins de
ô(A), les valeurs de (p(a?, y) aux points situés à une distance
de (OB -h A) supérieure à â(A) aient un maximum supérieur à A.

L^ensemble E(A) est la sommé de deux ensembles fermés non
vides disjoints E()B(A) et E^(h) qui ont respectivement tous leurs
points situés à une distance inférieure à ô(A), de OB et de A. SoitI
Fun des points de E^(A) dont la distance à A est maximum. Les

demi-droites issues de 1 parallèlement à AO et AB respectivement ne
rencontrent pas E^(h) à cause du choix de I; soient J et K.
respectivement leurs premiers points d^intersection avec EQB(A),
à partir de 1 [Inexistence de J et K. résulte de la continuité
de 9 (a?, y)].

En tout point des intervalles IJ, IK, on a g{x^ y ) :?> A. Soient
a, b les coordonnées de I,a, c celles de K et soit L'le point (c, b),
L est situé sur Pintervalle IJ, car

I L < s v / 2 ; IJ > i — 2 £^2 et e < — •

Soient S la surface représentative^, dans Fespace Oxyz^ des
variations de la fonction z = <p(.^,y); F la courbe de S qui a pt)ur
projection le segment IK$ et i, x les extrémités de I\

Appliquons à T le lemme 1 en prenant, avec les notations de ce
lemme, E^=1£y===T et /(a)==^(a) === cote z de a, a étant un
point variable de r.

Sur r le minimum de /(«) est A; soit H le maximum de/(a)
et soit pi Fun des points de T ou ce maximum est atteint.

Diaprés le lemme I, il existe sur F un ensemble continu de
couples de points (oc, (3) de r dont les cotes sont égales, et
contenant les couples (i, x) et (/JL, p.)

Or, à tout couple (a, ^) de cote z faisons correspondre le
point y de l'espace, de cote ̂ , tel que les trois projections de a, (3,
y sur xOy soient trois points associés. Lorsque (a, (3) = (/JL, p.)^
le point Y correspondant e$t situé au-dessus de la surface S;
lorsque (<x, (3)=(i, x), le point y correspondant est situé au-
dessous de la surface, car il se projette en L sur a?0y, et en ce
point <p(;r, y ) > A ^ À A .

Il existe donc un couple (a, (3) pour lequel le point y est sur S;
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on a donc trouvé trois points a, (3, y de S dont les projections
sur xQy sont figuratives des couples de sommets d^un triangle
isocèle de paramètre À. L/abscisse curviligne du sommet principal
de ce triangle est égale à F abscisse de I; cette abscisse est
arbitrairement voisine de i puisque s est arbitrairement petit.
Donc sur G le sommet correspondant du triangle est arbitrai-'
rement proche de (x), et, comme &) est quelconque sur C, il en
résulte que les sommets principaux des triangles isocèles de
paramètre À inscrits dans C sont partout denses sur G.

Remarque. — La restriction apportée au choix del correspond
à une nécessité effective : En effet tout point d^une courbe plane
fermée, par exemple, n^est pas toujours sommet d^un triangle
équilatéral inscrit dans la courbe; par exemple si cette courbe est
convexe, ses points anguleux où l'angle des demi-tangentes est

inférieur à - sont à exclure ( ( ).
0

4. Triangles inscrits dans les arcs pointés.

Définition. — On appelle arc pointé tout espace topologique séparé
composé d'un arc simple fermé et d'une suite de points tendant vers un
point intérieur de l'arc; ce point limite s'appelle centre de Parc pointé.

LEMME 3. — Dans tout espace E à écart régulier^ qui est
un arc pointée on peut inscrire des triangles isocèles d^angle

au sommet 0, pour tout 0 ^ — pour tout 0 donné, les sommets
— '3

principaux de ces triangles forment un ensemble dense au
voisinage du centre de l^arc pointée sauf peut-être pour une
valeur de Q pour laquelle il y a néanmoins 2^0 triangles répon-
dant à la question.

Soient AB ou F Farc simple fermé de E, 1 son centre,
et M,i M a . . .Mf . . . la suite des points de ( E — T ) qui tendent
vers 1. Supposons LA^IB et désignons par A' et B' les premiers

( ' ) II y a d'ailleurs deux tels points exceptionnels au plus; ceci semble pouvoir
se généraliser à toute courbe simple fermée, plane ou non; on a un énoncé
analogue pour les triangles isocèles,
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points, à partir de I, des arcs IA et IB respectivement, tels que

TA^ W^d, avec ^KIA.

Désignons, comme pour le lemme 2, par ^ le paramétre des

triangles isocèles d^angle au sommet 0 < ^ . Trois cas sont à
distinguer :

1° A'B'> ̂ d. Pour un point M» quelconque tel que Mil < Mi-A'

et MiB', désignons par A^et B^les premiers points des arcs IA' et IB'
rencontrés à partir^de I, et tels que

M,A;== M,B;'== min. [M, A' et M.B'J.

Lorsque /'->oo, A^ et B^ tendent vers A' et B' respectivement
sinon il existerait sur A^ et B' sun point intérieur P tel que
IP == IA'== IB', ce qui est impossible.

Donc, en prenant / assez grand, on a

A ^ B ? > A . M , A ^ = X . M , B f ;

on est dès lors dans le cas de la deuxième application du lemme 1,

en prenant G = A^B'^ et Io == M^. On peut donc trouver un triangle

isocèle inscrit dans (Mi+A'B'), de sommet principal M,: et
d^angle au sommet 0.

2° A'B'^Àâ?. Le triangle isocèle A'IB\ de paramètre 1 répond
à la question. Si Pon a cette égalité pour toute valeur de d, il existe
donc 2^0 triangles isocèles inscrits de paramétre ^ et de sommet T.

3° A'B'<Àûî. On va se ramener au cas du lemme 2 en

prolongeant Parc A'B' en une courbe simple fermée.

Soit E' l'espace à écart régulier défini par

E'^A^-t-A^œ',

Parc A'CB' étant isométrique à un arc de cercle cartésien, de
rayon égal à IB', de corde égale à A'B', et inférieur à un demi-
cercle.
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Si M et N sont des points respectifs de A'IB' etA'CB', on posera

MA^.NB^MB^.NA?

N^+NT'

NA' et NB' désignant les longueurs des arcs de cercle de même
nom.

On vérifie aisément que l'on définit bien ainsi un espace E'
à écart régulier. D'aprèç le lemme 2, on peut inscrire dans E'
des triangles isocèlçs MNP de paramètre )i, et dont le sommet
principal P peut être choisi arbitrairement dans un ensemble
partout dense sur E'. Lorsque P tend vers I, soient m et n deux
positions limites correspondantes de M et N; si w, par exemple,

était sur A'GB', n j serait aussi puisque ïm=ln; or ceci est
impossible puisqu'alors on aurait mn<i\.ïm. Donc dès que P
est assez voisin de I, le triangfe correspondant MNP a tous ses

sommets sur A'IB', ce qui démontre le lemme.

8. Triangles inscrits dans les continus non jordaniens.

LEMME 4. — Dans tout espace E connexe^ compacta à écart
régulier, qui n'est pas localement connexe^ on peut inscrire une
infinité de triangles isocèles d^angle au sommet 0, pour
toutQ^'

Si E contient un arc pointé, ce qui est souvent le cas pour les
continus usuels, on est ramené au cas du lemme précédent; sinon
on recherche dans E un sous-ensemble analogue à un arc pointé :
comme E n'est pas localement connexe, il existe toujours un
point M<^ de E en lequel E n^est pas localement connexe. Il existe
donc un nombre d > o et une suite de points M^, Ma, .. ., Mi, . . .
tendant vers M^ et telle que tout sous—continu de E joignant M^
et Mi (i === i, 2, '.. . ) ait un diamètre >> d. On peut alors extraire
de cette suite une sous-suite Ma^ M^, ... telle que tout sous-

continu de E joignant deux points de l'ensemble ^. M(^ ait un
0

diamètre >ô (ô>o).
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Soit 2 (resp. S) l'ensemble des points de E situés à une distance
de M^ j (^P- ==!)•

Dans S les composantes connexes de deux points Ma^, Ma. dis-
tincts sont disjointes. Chacune de ces composantes a des points sur
S. Soit Y l'ensemble d'accumulation des composantes connexes des
points Ma, dans 2 (pour /== i, 2, . . . ); y est un continu. SoitP un
point dey. S et C un sous continu de y irréductible entre Ma, et P.

Si 1 est un point quelconque de C, distinct de Ma, et P^ il existe
toujours une suite de points de (2—C) tendant vers I; soit

N^N3, ...,NÎ ..., une telle suite, L'ensemble compact/C+VN^
\ i )

va jouer le rôle d'arc pointé, avec 1 pour centre, Ma, et P p.our
extrémités. On achèvera la démonstration comme dans le lemme 3,
en utilisant ici des e-chaîne.s et en remarquant qu'une suite de
triangles inscrits dans E et de paramètre \ admet au moins un
triangle d'accumulation de paramètre ^, lorsque les diamètres de
ces triangles sont bornés inférieurement.

6. Théorème général sur le» espaces compacts à écart régulier.
— i° Soit E un espace à écart régulier, compact et connexe.
Distinguons deux cas :

a. Tous les points de E sont de premier genre. E est donc un
continu jordanien (^ ). E contient alors une courbe simple fermée,
sinon E est un arc simple ou bien une dendrite qui contient un
arc pointé (2). Donc, d'après les lemmes 2 et 3, lorsque E n'est
pas un arc simple, il contient toujours des triangles isocèles
inscrits de paramètre ^, pour tout ̂ i.

6. E contient au moins un point de deuxième genre, le lemme A
lui est alors applicable.

En résumé, lorsque E n'est pas un arc, on peut y inscrire des
triangles isocèles de paramètre À, pour tout \ ̂  i.

(*) KURATOWSKI, Contribution à l'étude des continus de Jordan (Fund
Math., t. 5, p. 112-122).

(2) Ceci résulte d'un résultat de R. L. WILDER, Concerning continuous curves
(Fund. Math., t. 7, p. 365).
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2° Soit E un espace à écart régulier, compact mais non connexe.
Si toutes les composantes connexes de E sont réduites à un arc

simple ou à un point, et $i E ne contient aucun arc pointé, il
résulte d'un théorème de M. L.-W. Cohen ( 1 ) que E est homéo-
morphe à un ensemble linéaire fermé borné.

Sinon, il résulte du i° ci-dessus et du lemme 3 qu^on peut
inscrire dans E des triangles isocèles dé paramétre 7., pour
t o u l À < i .

On peut donc énoncer le théorème général suivant :

THÉORÈME II. — Dans tout espace compact à écart régulier^
on peut inscrire une infinité de triangles isocèles d^ angle au

sommet 0, pour tout 0< -» sauf peut-être si E est homéomorphe

à un ensemble linéaire fermé borné.

Du rapprochement des théorèmes 1 et II résulte aussitôt le
corollaire :

COROLLAIRE. — Dans tout e-space à écart régulier borné E,
on peut inscrire des triangles dont les trois angles sont arbi-

n . ^trairement voisins de'—-) sauf peut-être si l } espace complété E

est homéomorphe à un ensemble linéaire fermé borné.

Remarque I. — II est curieux, à première vue, que le théo-
rème FF ne s'applique qu^aux triangles isocèles d^angle au sommet

au plus égal à - • Voici pourquoi :

Soit E un espace quelconque à écart régulier; comme il est
toujours métrisable, soit E' un espace métrique de même structure
uniforme que E, et soit E^ Pespace métrique suivant : II se déduit
de E' en posant, pour deux points quelconques A et B de E^,

1
dist.E"(A, B) = [dist.E'(A, B)f avec À-^2 .

(1) COHEN, A charakterization^.. {Fund. Mat/i.^.l. 14, p. a8i-3o3). L'énoncé
de M. Cohen s'applique aux espaces rriétrisables séparakbles et suppose que E
satisfait à deux conditions en plus de celles que nous avons indiquées. Mais la
compacité de E entraîne que ces deux conditions sont satisfaites.
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II résulte de l'inégalité

(b^-cf^î^-^c^

que E" est bien un espace métrique; il a même structure uniforme
que E^, donc aussi que E. Or, convenons de caractériser la forme
d'un triangle par les valeu.rs x^ y de ses deux plus petits angles,
avec x^y. On peut alors figurer l'espace des triangles définis à
une similitude près par les points d'un domaine plan T limité par
les trois droites

\ ' = o ; y = x ;. y == 7: — 9. x.

Un calcul élémentaire montre que les triangles inscrits dans E"
sont représentés $urT par des points situés dans une bande étroite
limitée par la droite y == T. — ix ; quand k -> oo, cette bande tend

vers le segment d'extrémités {r--, Q\ (^ "Y qui représente les

triangles isocèles d'angle au sommet 6^ -•
0

Donc pour tout triangle T, qui n'est pas un tel triangle isocèle,
la connaissance de la structure uniforme d'un espace à écart
régulier ne peut, dans aucun cas, permettre d'affirmer l'existence
de triangles semblables à T inscrits dans cet espace. (Toutefois il
n'existe aucun continu dans.lequel tous les triangles inscrits soient
isocèles.)

Remarque II. —Dans l'espace E" ci-dessus, lorsque ^-^oo,
on a vu que les triangles tendaient vers certaines formes limites.
Il en est de même des configurations de n points. Par exemple les
configurations de quatre points tendent vers l'une ou l'autre
des formes suivantes :

Type ABCD avec A B = A C = A D = a ; B C = = B D = = 6 ^ a ; CD==c^;
Type ABCD avec AB =\BG == CD = DA == a; AC < a; BD < a.

Toutefois on ne peut pas généraliser directement le théorème 11
en y remplaçant, par exemple, les triangles isocèles par les
tétraèdres des deux types précédents, et l'expression « ensemble
linéaire » par « ensemble plan » $ car il existe dans Es des continus
non homéomorphes à des continus plans et dans lesquels on ne
peut inscrire aucun tétraèdre régulier.

LXXI. o
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7. Extension des résultats dans le cas des ensembles plans. —
Noms allons voir que lorsqu'on applique le théorème II aux
ensembles plans, on peut y remplacer les triangles isocèles par de»
triangles de forme quelconque.

LEMME 1. — Dans tout continu plan F qui est une coupure
irréductible entre deux points de son plan^ et pour tout vrai
triangle (ABC) donnée on peut inscrire des triangles (A'B'C')
semblables à (ABC), les sommets A.' Çresp. B' et C') de ces
triangles formant un ensemble partout dense sur F.

Démonstration. — Soient A Y angle BAC ̂  o et T: du

t nangle ABC et ). ̂  i le rapport k === — • Soit A une des régions
bornées déterminées par F dans le plan II, T étant coupure irré-
ductible de II entre un point 0 de A et le point à Pinfini de H.
Soit M un point de contact de T avec la circonférence d^un cercle
intérieur à À; soit P F un des points de F dont la distance à M est
maximum.

Soit T1 le transformé de F par la similitude (M, A, k • ), et P'
l'homologue de P sur T'.

Si P' est sur F, le triangle MPP' inscrit dans F est bien semblable
à (ABC).

Sinon, ^/ a des points extérieurs à A; or il résulte du choix de M
qi^il existe dans tout voisinage de M des points de F' intérieurs à A.

Donc comme F'est coupure irréductible entre deux points de H, on
ne peut avoir (4 ) F.F s= M, sinon on aurait : F == F'. A + F'. (II — A),
avec [r. A]. [F. (n—A)] = M.

On a donc F.F'^ M; donc il existe des triangles MB'C' inscrits
dans F et semblables à (ABC). Comme les points M sont partout
denses sur F, le lemme est démontré.

LEMME 2. — Dans tout continu plan F non jordanien qui ne
coupe pas le plan^ et pour tout triangle (ABC ), on peut inscrire
une infinité de triangles semblables à (ABC).

( 1 ) KL'RATOWBKI, Sur les coupures du plan {Fu.nd. Math.^ t. 6, p. i36).
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Démonstration. — Comme F n'est pas jordanien, il existe ( ' )
dans le plan H de F une suite d'arcs simples de (II—F), de diamètres
tendant vers o, dont chacun limite avec F un domaine borné de
diamètre >' / ^> o. l ne dépendant que de F.

Soient PQ l'un de ces arcs, e son diamètre et A la région bornée

de diamètre > l déterminée par (PQ-4-r). La frontière de A
contient une coupure irréductible entre A et le point à l'infini
de II (a); donc il existe diaprés le lemme précédent des triangles

(A'B'C') semblables à (ABC), inscrits dans (PQ+r) et ayant

leur sommet A! situé à une distance >> ( - — c ) de PO.
\2 /

Si Fon peut trouver de tels triangles ayant tous leurs sommets
sur F, le théorème est démontré; sinon le diamètre de ces

triangles (A'B'C^) est au moins égal à ( - — e ) . Lorsqu'on fait

tendre e vers zéro, tout triangle limite de ces triangles est un

triangle inscrit dans F, semblable à (ABC) et de diamètre > l---

11 existe alors évidemment une infinité ( !) de tels triangles
répondant à la question.

LEMME 3. — Dans tout arc pointé plan E, et pour tout
triangle (ABC), on peut inscrire des triangles ( A ' B ' C )
semblables à (ABC), les sommets A! (resp. B' et C ' ) de ces
triangles formant un ensemble dense sur E au voisinage du
centre de E.

Démonstration (4). — Soient F Parc simple fermé de E, 1 le
centre de E et M<, ML, . . . , M ( , . . . la suite des points de ( E — F )

qui tendent vers I. SoitFTarc déduit de F par la similitude (l, À, ^),
les notations étant les mêmes que pour le lemme 1. Deux cas sont
possibles :

(1) Voir CARATHÉODOBY, Math. Ann^ t. 73, 1913, p. 323-370.
( 2 ) KrRA.TOWSKI, lôC. Cit.
(3) Leurs sommets sont partout denses siTr les continue de condensation de F ;

on le montrerait aisément.
(*) Pour abréger, nous ne donnons ici que l'esquisse de la démonstration: on

la rendrait aisément rigoureuse.
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a. Au voisinage de I, F' a des points de part et d'autre de F.

Désignons par T\ Parc déduit de F par la similitude (M,-, A, À-);
1̂  est arbitrairement voisin de T1 dès que / est assez grand;
FJ traverse donc aussi r au voisinage de I. Donc pour tout i assez
grand, il existe un triangle (M^-B'C') semblable à (ABC), ayant ses
sommets B' et C/ sur T.

6. Au voisinage de i, Ï ' est tout entier situé d^un même côté
de r; soit Ai ce côté, Aa l'autre côté. Si M est un point de F
suffisamment voisin de I et situé sur la circonférence d'un petit

cercle de A.j, l'arc F^ déduit de F par la similitude (,M, À, k ) a des
points dans A'j, et comme il est arbitrairement voisin de de F, il a
aussi des des points dans A^ ; donc F^ rencontre F en des points
voisins de I. Donc M est sommet d'un triangle (MB'C') semblable
a (ABC) et inscrit dans F; ces points M sont partout denses sur F
au voisinage de I.

Le lemme est donc entièrement démontré.
Remarquons que les triangles inscrits dont nous avons montré

l'existence sont infiniment petits en même temps que la distance
d'un de leurs sommets à I.

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème suivant.

TH^OHEME II ï. — Dans tout ensemble plan fermé et borné E,
et pour tout vrai triangle (ABC), on peut inscrire dans E une
infinité de triangles semblables à (ABC ). sauf peut-être lorsque
E est un sous-ensemble d^un arc simple.

Démonstration. — On a vu, au paragraphe 6, que tout espace
métrique compact qui n'est pas homéomorphe à un ensemble
linéaire fermé contient, soit un continu non jordanien, soit une
courbe simple fermée, soit un arc pointé. Donc si l'on tient compte
des trois lemmes précédents et du fait que toute coupure du plan
contient une coupure irréductible entre deux points, on voit que
tout ensemble exceptionnel du théorème est homéomorphe à un
ensemble linéaire fermé borné; comme un tel ensemble est
toujours sur un arc simple ( ' ), le théorème est 4émontpé.

( 1 ) MOORE et KLINE, Ann. of Math., vol. 20, 1919, p. 218-223.
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On en déduit aisément un théorème «analogue relatif «mx
ensembles plans quelconques non fermés.

CHAPITRE II.
ESPACES APLATIS. STRUCTURES TOPOLOGIQIES GLOBALES.

1. Espaces métrique» aplatil (Tordre 1. - ]Nous étudierons
dans les chapitres suivants des espaces métriques où, au voisinage
de tout point, les /i-points ( ' ) infiniment petits vérifient une
condition locale. Ce sera, par exemple, pour les triangles infiniment
petits, devoir un ou deux angles infiniment petits.

Afin de prévoiries propriétés locales et globales de tels espaces.
nous allons d'abord étudier des cas limites; par exemple le cas
où tout triangle inscrit dans Pespace a deux angles nuls.

Définitions. — 1° Nous dirons qu'un espace métrique est h\perp(an
(Tordre n s41 est isométrique à un ensemble de 6n-

•2° Nous dirons qu^un espace métrique est aplati dWdre n, si cliacun
de ses (n -+- a)-points est hyperplan d'ordre ?i.

Dans ces paragraphes 1 et 2 nous voulons démontrer par récur-
rence le théorème suivant qui révèle la structure 'des espaces
aplatis.

THÉORÈME I. — Tout espace métrique aplati d^ ordre n est :
soit hyperplan d9 ordre n\ soit composé de (/&-(-3) points
seulement; un tel espace s'obtient alors en ajoutant un point
à un {n-\-i)-points hyperplan rf1ordre n, choisi arbitrairement
(à l^ exclusion toutefois^ pour n^i^de certaines configurations
précisées dans la démonstration^); les distances de ce point aux
sommets du (n-^r ï)-points s^ obtiennent de façon unique par
une construction élémentaire faite dans un espace &n.

Un tel (n 4- 3)-points exceptionnel est dit (n + 3) -points
tordu; il n^est isométrique à aucun ensemble cartésien.

Démonstration. Cas de n=i. — i° Soient A, B, C., D
quatre points de Fespace E aplati d^ordre i.

( 1 ) Un /i-points d'un espace métrique est un sous-espace formé de n points.
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Supposons AR == maximum des dis lances mutuelles de ces
points.

Figurons sur une droite les points a, 6, c, rf, tels que a6 ==AB.
les 3-points {abc) et (abd) étant respectivement isométriques
aux 3-points (ABC) et (A-BDM

Si Fon a rd ̂  CD, le 4-points (abcd) est isométrique à (ABCD).
Sinon, en désignant par d^ (P les symétriques de d par rapport

à a et b respectivement, on a

cri' == < :D -=: ^d", d'où ce/' -=. r,d'
0 1 1

ac -+- ar/ == hc -+- h r / .

Il en résulte

AC == lîD : A D == BC; Vil = CD == \<: -h BC.

Le 4-points tordu ainsi obtenu peut se représenter comme formé
des quatre extrémités de deux diamètres d^une circonférence, la
distance entre deux quelconques de ces points étant la longeur
de Parc minimum qui les joint.

2° Supposons d^abord que tous les 4-points de E soient hyper-
plans d^ordre i . A et B étant deux points fixes de E^ on figure sur
une droite deux points a et b tels que a6===AB; à tout point M
de E correspond alors sur la droite un point m unique tel que les
deux 3-points (abm) et (ABM) soient isométriques.

Or si P et Q sont deux points de E, par hypothèse les 4-points
(ABPQ) et {ctbpq) sont isométriques; doncjoç == PQ. Donc Eest
isométrique au lieu de m sur la droite, lieu obtenu en faisant
varier M sur E.

Supposons maintenant qu'il existe dans E au moins un 4-poinls
tordu : (ABCD), ef^un cinquième point P; représentons encore
les points de E sur une droite à partir des points de base a et b.

On a par .exemple

AB = CD = AC •+- CB == AD -h Dfc.

Si les 4-points (ABCP) et (ABDP) ne sont pas tordus, on a

CP==cjo et D P = = r f p ;



le point/? ne peut se trouver sur cd puisque alors

. ( cp -h dp ) et | cp — dp ^ cd < ah == (\D ;

le point p ne peut pas non plus se trouver en dehors de cdy car
alors d'une part [ cp—dp | = cd << CD et d'autre part Inégalité
c/> -h dp ==: CD == a6 ne peut être vérifiée que lorsque p est en a ou
en A, ce qui est impossible puisque P est distinct des points A et B.

Donc l'un des 4-points (ABCP) et (ABDP) doit être tordu.
Si par exemple (ABCP) est tordu, p est confondu avec d\

donc (ABDP) doit aussi être tordu, sinon DP:==o, ce qui est incom-
patible avec la relation D ̂  P ; mais alors les points c, rf, p doivent
être confondus et l'on a

Cl) == DP == V(\=ab.

ce qui implique que CDP soit équilatéral, contrairement à la
propriété fondamentale de E.

Donc, s'il existe dans l'espace E un 4-points tor-du, l'espace se
réduit à ce 4-p^iuts.

2. Espaces métriques aplatis d'ordre n. — Le théorème du para-
graphe 1 étant supposé démontré jusqu'à l'ordre (/ / —i ) , nous
allons le démontrer pour l'ordre n.

\ ° Considérons un (n 4- 3)-points quelconque de E ; cet ensemble
contient au moins un (n + i)-points qui n'est pas hyperplan
d'ordre {n—i), sinon d'après le théorème, supposé vrai pour
Fordre (n—i ), comme (^-+- 3) ;> (n— t ) -4- -3', ce,(n + 3)-points
serait hyperplan d'ordre (n—i), donc aussi d'ordre n et le
théorème serait démontré pour ce ( n -+• 3 )-points.

Soit ( A < A a . . .A/^ PQ) ce {n 4- 3)-points, le (n 4- i)-poinls
(Ai Ai. . .Ay»_^ ) n'étant pas hyperplan d'ordre (n — i).

Dans un espace cartésien en, soit (a^ a^...(Zn+^) un (n -^ i)-poinls
isométrique à ( A ^ A 2 . . .An_n), à tout point M de E correspond
dans &n un point m unique tel que les deux (n + 2)-poinls
( A ^ A ^ . . . A/^i M) et (a^a^. . .a/^i m) soient isométriques;
soient/? et q les images de P et Q.

Si Fon a /?y==PQ, le (n -t-3)-pomts (A^Aa . . .An^ PQ) est
isométrique à (a^.j. . .a,i^^pq)\ il est donc hyperplan d'ordre 7?.



- 136 -

Sinon, remarquons que tout (?i 4- appoints obtenu en enlevant
un point Ai au {n 4- 3)-points donné est par hypothèse hyperplan
d'ordre n, et notons le ( . . .A^A,,.,. . .PQ); il est isométrique
a l'un ou l'autre des deux (/i4- 2)-points ( . . . a,-__i ay-n . . -piq)
et ( . . .a/ _ ia (_n . . -pq)^ le point pi étant le symétrique de p par
rapport à Phyperplan à {n— i) dimensions bien défini ( ' ) par.les
points (ai 4- a,, }- . . . 4- a/»-M — ai).

Comme pq ̂  PQ, on a donc

PQ == pi q ( pour ( = = i , " » , . . . , / / -f- i ).

De plus aucun des(/? 4- i)-points de la forme (. . . a,_i a/, ^ . . ./>)
n'est hyperplan d'ordre (^ — i ) ; en effet, supposons par exemple
que {a^a;^ . .a^^p) soit hyperplan d'ordre (n—i); comme q
et a, sont par hypothèse distincts,- il existe deux points distincts
(q et a i) qui sont chacun à égale distance de tous les points
p i ( f ; == i , 2, . . ., n 4- i), puisque les points 7? et pi sont confondus;
tous ces points sont donc situés dans un même hyperplan à (n — i )
dimensions, ce qui entraîne que les hyperfaces à (n —i) dimensions
issues de a^dans le simplexe (0102. . .o/n-i) aient en commun
une dioite, contrairement à l'hypothèse.

Donc, dans le {n 4- 2)-points (<^ 02. . .a,,-^/?), aucun des
( n 4- i y-points n'est'hyperplan d'ordre (ri — i) ; de même pour
le ( n 4- 2)-points (ai a^. . . a/,+i y).

Inversement, donnons-nous dans un espace <ê/i, un (/^4- appoints
( a i û a . . . an-n ^p ) tel qu'aucun de ses ( n 4- i )-points ne soit hyper-
plan d'ordre ( n — i ) . Soit pi le symétrique de p par rapport à
1 hyperplan à (n—i) dimensions déterminé par les points
(a^ 4- ai» 4- . • • 4- ^n-n — ^t) avec i == i , 2, . . . . (/z 4- i). L'hypo-
thèse faite sur le ( n 4- 2)-points donné entraîne que ces points
sont distincts; lorsqu'ils ne sont pas dans un même hyperplan
à (n—i) dimensions, il passe par ces points une et une seule
bypersphère à (n — i) dimensions; soit q son centre.

L'espace métrique constitué par(/î 4- 3)-pointsAiA2...A^ PQ
dont les distances mutuelles sont égales aux distances euclidiennes
des points correspondants dans <§„, sauf pour la distance PQ

( ') S'il était indéterminé, le (/i-t-i)-points (A, A;;... A^) serait hyperplan
<Tordre (n — i).
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qu'on prendra égale au rayon de Phypersphère précédente, est
par construction aplati d'ordre /î, sans être hyperplan d'ordre n.
C^est donc un (n -(- 3)-points tordu.

Discussion de la construction.— Le seul cas où l'hypersphére
n'est plus déterminée est le cas où les (n -h-1) points pi sont dans
un même hyperplan à {n — ï ) dimensions. Il faut et il suffit pour
cela que les projections de p sur les faces dusimplexe (0.102...a,^)
paient aussi dans un hyperplan à (^ — ï ) dimensions. Un calcul
simple montre que cela entraîne que p soit situé sur une certaine
hypersurface algébrique S» à (/2 -—ï) dimensions et de degré n
passant par les sommets du simplexe (pour n = 2, c'est le cercle
circonscrit au triangle a\a^a-^).

On pourrait croire que, dans certains tas, les points pi peuvent
être situés sur une même hypersphère à {n—2) dimensions,
auquel cas le point q serait indéterminé sur un hyperplan à une ou
plusieurs dimensions; mais, dans ce cas, les points { p ^ p i . . .pn+^p)
seraient sur une même sphère à Çn—ï) dimensions, ce qui
entraînerait que toutes les faces du simplexe (a< a.j. . . a,,_n ) passent
par un même point. Comme ceci est contraire à l'hypothèse, on
voit que lorsque p est sur Sn, il n^existe aucun point q corres-
pondant à p .

En résumée on obtient tous les (n + 3)-points tordus en
partant d'un (fi + appoints d'un espace &n-s dont aucun {n -4- i)-
points ne soit hyperplan d^ordré (n—ï), et tel que tous ses
sommets ne soient pas sur une même surface S,, déterminée
par {n 4- ï ) d'entre eux; le {n -^- 3)-points obtenu par la construc-
tion^précédente est alors unique et tordu.

Remarque I . — Remarquons que l'unicité du point q obtenu
à partir de p entraîne, ce qui peut se montrer aussi par la géo-
métrie élémentaire, que si Pon recommence à partir des points
(û^ 03. • .^/?-n q) la construction, on va déterminer un point
identique à p . La correspondante entrer et q est donc involutive.
Nous dirons qwles points p et q sont associés par rapport au
simplexe (a^ 02. . . dn^\ ).

Remarque I I . -— Nous avons trouvé le point q à partir des
points (a , . . .a,i+i/?) en faisant jouer à /?un rôle privilégié; si l'on



fait jouer le même rôle successivement à chacun de ces (n -r 2)-
pomts, on va trouver ( n -\- 2 )~points q auxquels correspond
d'ailleurs le même espace' tordu. Il en résulte aisément que
l'ensemble des hyperplans à (n — i ) dimensions médiateurs des
segments joignant deux à deux ces (n 4- â)-points q est identique
à l'ensemble des hjperpîans à {n — r ) dimensions déterminés par
les points (a, 02. . .a/,,-^).

a0 Considérons maintenant un espace E aplati d'ordre / i , et
contenant plus de (n -h 3) points; on vient de voir que tout
(n 4- 3)-points de E est, soit hyperplan d'ordre ?i. soit tordu.

a. Supposons que tous les (/i 4- 3)-points de E soient hyper-
plans d'ordre n. On peut toujours, comme on l'a déjà fait, supposer
que E contient un (n+ i)-points (A,Aa. . .A^) qui n'est pas
hyperplan d'ordre ( // — i ) ; on pourra alors associer à tout point M
de E un point m de Ê/(. à partir d'un simplexe (0102. . .o/A-n)
isométrique à (A^A^ . . .A,^).

Or par hypothèse, s; P et Q sont deux points quelconques de E,
les (TÎ+ 3)-points (AiÂ^. . .A/^PQ) et {a^a^. . .On^pq} sont
isométriques; d'où PQ==j?gr. Donc E est isométrique à un
ensemble de &,z, à savoir le lieu de m lorsque M varie dans E.

6. Supposons que E contienne au moins un (n 4-3)-point tordu
(A, Aa. . .A,^,PQ) et un autre point R.

Nous représentons encore les points de E par des points de &u
à partir du simplexe (a<o.>. . .0^-4-1).

Par hypothèse les points p et q sont associés par rapport
à (c^a^. . .cin-}-\ ). Deux cas sont possibles :

a. Le (n + 3)-points (A^A2. . .A,^, PR) est tordu; donc les
points p et r sont associés par rapport à ( a i û f y . . .a/^-n); y et /
étant les associés d'un même point sont confondus, ce qui n'est
possible d'ailleurs que si le (/i-h 3 )-points (A-iAa. . .A^+^QR)
est tordu, puisqu'on a supposé Q|^R; donc les trois points p .
q, r sont confondus. Or la dislance PQ, par exemple, est égale au
rayon d'une hypersphére construite à partir ç|e p , comme p, y, r
sont confondus, les trois hypersphères construites à partir de ces
points sont confondues, donc PQ ---= QR -==. RP et de plus le point
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(/?, q^ r) est centre d^une hypersphére inscrite dans le simplexe
PO(ai Oa. . . a,,,;-i ) et de rayon — ~

Ai et Ay étant deux des points A, A s . . . A/^i, le (n 4- appoints
de sommets (P, Q, R, A^ 4-Â24-. . . 4-A,^ — A,-—A/) est par
hypothèse hyperplan d^ordre n.

Désignons par M le point (/?, <y, /•) et par

( 0), 10', (./', Ct) -h 02 -t- . . . -4- dn ,l — a, — Oj )

les sommets du (n +- appoints de &„ isométrique au (n 4- a)-points
ci-dessus.

Comme tout point de Fensemble (a i 4- «2 4-... i- a,/-.-i — ai— a/)
est situé à égale distance des trois points &j, ûû', c^, ces trois points
forment un triangle éqnilatéral inscrit dans une circonférence
ayant pour hyperaxe rhyperplan à (?z — 2)-dimensions déterminé
par les points (a< + ûa 4- . . • 4- a,^— ai— ây). Donc &/ et co" soni
respectivement les symétriques de co par rapport aux deux hyper-
plans déterminés par cet hyperaxe et les deux points Oi et a/.

Ceci impose 6 == 120®, O désignant l'angle dièdre qui contient c»>
et qui est déterminé par les hyperplans (a^ 4- 03 4-.. . 4- a,^\ — a/)
et (a^4- aa --h . . . 4- a,̂  — aj).

Le simplexe (0103. . .a^4-,i) est donc équilatéral, puisque tou5
ses angles dièdres sont égaux et Pon arrive à une contradiction,
par exemple parce que co ne peut se trouver à la fois dans tous les
dièdres obtus formés par les faces du simplexe.

(3. Les (7i4-3)-points (AiA2...A,i+iPR) et (Ai Aa...A,^i QR) sont
hyperplans d^ordre n. Dans le (n 4- 4)-points (AiA^...A,,_n PQR),
les distances mutuelles des points sont donc égales à celles de leurs
images dans ér^ sauf la distance PQ qui n^est pas égale à pq. Le
point q est donc à une distance égale à PQ de tous lessymétriques
dep par rapport aux hyperplans à (/i— i)-dimensions déterminés
par les points (a^a.j. . .a/i-n r); aucun de ces hyperplans ne
contient/?, sinon on aurait PQ -=^pq\ il en est de même de q.

D^autre part il existe toujours au moins deux hyperfaces
à (n—i)-dimensions du simplexe (ai aa...a,,-+-i ) qui ne contiennent
pas r, sinon ce point serait un des sommets du simplexe; soit par
exemple (û^Oa. . .a,,--i) rhyperplan à (n—a)-dimensions qui
constitue leur intersection; les trois hyperplans à (?t—i)-



dimensions (a< aa.-.a/z.^a,,), (a^o^.-.a/^i a,,̂  ) et (ai 02...a»-^ /•)
sont distincts; les symétriques de p par rapport à ces trois hyper-
plans sont sur un cercle d'hyperaxe à (n—2)-dimensions
(0.1 a.j. .-.a^-i); donc le point q doit se trouver sur cet hyperaxe,
c'est-à-dire dans une face du simplexe ( a ^ a ^ . . .a,/.n),,' contraire-
ment à ce que nous venons de voir.

En résumé, si E contient un (/i -4- 3)-points tordu, il ne peut
contenir aucun iiuire point.

Le théorème est donc bien démontré pour Perdre n.

Application. — II résulte immédiatement du théorème 1 la
caractérisation métrique suivante des ensembles cartésiens :

Pour qu^un espace métrique E contenant plus de {n-\- 3)-
points soit isométrique à un ensemble de en, il faut et il suffit
que tout {n-i-ï)-points de E soit isométrique à un ensemble
de &n.

On en déduit aussitôt que, pour qu'un espace métrique E soit
isométrique à en, il faut et il suffit que : i° il vérifie les conditions
précédentes ; 2° à tout {n -+• i)-points K de E on puisse associer au
moins un autre point de E formant avec K. un {n -4- a)-points iso-
métrique à un ( n -+- 2 )-points quelconque de &n contenant un
(n 4- i )-points isométrique à K.

Ceci nous conduit à étudier des espaces métriques plus généraux
jouissant de la propriété suivante : Pour toute valeur finie de n.
chacun de leurs {n + i )-points est isométrique à un ensemble de
&n- Nous dirons que ces espaces possèdent le caractère euclidien
fini.

Il existe une classe importante de tels espaces : ceux que
nous appellerons espaces hilbertiens généralisés et que nous
noterons ê^.

DÉFINITION. — ^a désignant le a161"" nombre cardinal infini
après ^o, et 1 un ensemble d'indices de nombre cardinal ï<a?
l'espace f^^a pour points les ensembles de nombres réels l^jiei

tels que ^. (^i)2 sou finie (ce qui implique qu^il y ait au plus
ici

un nombre dénombrable de ces Xi qui ne sont pas nuls).
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La distance ô(a, b) entre les points a = = ( a ? i } et & = = | y ^ est

définie par ô2 ==V (.yi—y/- )?.
<€I

L'espace ê^ est bien un espace métrique et il est séparable
d'ordre ^y. ( ' ). D'autre part il est clair que tout /i-poînts ^e &^ est
isométrique à un Ti-points de <ê^, c'est-à-dire de l'espace de Hilbert.
Donc tout espace é^ possède comme ê^ le caractère euclidien fini.

L'importance des espaces <ê^ vient du théorème suivant que
notis nous contenterons dénoncer :

Pour qu'un espace métrique^ soit isométrique à un ensemble
de <ê ,̂ il faut et il suffit qu'il soit séparable d'ordre ̂  et qu'il
possède le caractère euclidien fini.

Donc tout espace métrique à caractère euclidien fini peut être
plongé isométriquement dans un espace ê^; ceux-ci apparaissent
donc comme des espace» universels.

Nous terminerons ces remarques en donnant une caractérisation
non plus des sous-ensembles de <ê^, mais de <ê^ lui-même :

Pour qu'un espace métrique E soit isométrique à l'espace de
Hilbert ê^, il faut et il suffit que : i° II soit séparable; 2° (2) A
tout (n + i )-points K de E on puisse associer au moins un autre
point de E formant avec K un (n+ appoints isométrique à un
(7i+ appoints quelconque de &n contenant un ( n 4- i )-points
isométrique à K.

3. Espaces topologiques séparés connexes à structure locale
linéaire. — Nous aurons besoin par la suite, connaissant la struc-
ture topologique locale d'un espace métrique, de déterminer sa
structure topologique globale. Nous allons, dans ce but, démontrer
quelques théorèmes, qui s'appliquent d'ailleurs à tous les espaces
topologiques.

Définitions. — i" Nous emploierons dans les énoncés les expressions :
Courbe simple fermée, arc simple fermé, arc ouvert, .arc semi-ouvert. Leur
sens est bien connu.

(1) C'est-à-dire que ̂  est le nombre cardinal minimum des ensembles de ou
partout denses. K

( 2 ) On peut remplacer dans cette 2 ième condition <§„ par «îî^+p
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2° Mous dirons qu'un espace topologique est un arc ferme^(rcsp. ouvert)
transfini s'il est homéomorphe à l'espace Ei (resp. E'j) ; nous dirons que
c'est un arc bitransfini s'il est homéomorphe à l'espace E..;, les espacesEj,
E",, Es étant définis comme suit :

Ces espaces se définissent respectivement à partir des ensembles totale-
ment ordonnés Fi, F'i, F 2 en convenant (1) d'appeler ensembles ouverts
de ces espaces les sommes d^intervalles ouverts de ces ensembles ordonnés.

Les. points de Fi sont les symboles (a, 0), a étant un nombre transfini
quelconque de première ou de deuxième classe pouvant être nul, 0 étant
un nombre ordinaire tel que o ^ 6 < i . On convient que (a, 0) < (Y, O')
lorsque a < y.' ou lorsque a = v.' et 0 < 0\

L'ensemble F'i est le sous-ensemble [ F i — ( o , u ) j de Fj .
L'ensemble F 2 est la somme ordonnée (— Fi)-+- F',, l'ensemble {— r\)

se déduisant de Fj en y inversant la relation d'ordre.

a. Il est immédiat qu'un arc transfini ou bitransfini a en tout
point un voisinage homéomorphe à un arc simple; ces arcs ne sont
pas pour cela des arcs simples. Gela résultera du théorème suivant :

THÉORÈME II. — Un arc transfini ou bitransfini r^est homéo-
morphe à aucun espace métrique^ donc en particulier à aucun
arc de Jordan.

Démonstration. — On sait que pour qu'un espace métrique
soit compact (au sens de Bourbaki), il faut et il suffit que toute
suite dénombrable de points de cet espace ait au moins un point
d'accumulation. Or il est immédiat que toute suite dénombrable
de points d'un arc fermé transfini admet un point d'accumulation;
et cependant ces arcs ne sont pas compacts, puisque le recouvre-
ment ouvert de E^, par exemple, par les semi-intervalles ouverts»
d'extrémités (o, o) et (a, o) ne contient pas un recouvrement
fini de E^ .

Comme tout arc transfini ou bitransfini contient un sous-
esnsemble homéomorphe à E<, ces arcs ne sont donc pas métri-
s»bles (tout en étant d'ailleurs uniformisables).

6. Remarquons que tous les arcs, simples ou transfinis,
rencontrés jusqu'ici sont des espaces topologiques connexes dont
tout point possède un voisinage homéomorphe à un arc simple.

( 1 ) VOIT' Boi'RnÀKi, lof', cit.
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Un raisonnement trop rapide pourrait faire croire que ce sont les
seuls espaces connexes qui jouissent de cette propriété. Voici un
espace E qui montre qu'il n'en est rien; il est construit à partir de
cette idée que, dans un espace topologique, un arc semi-ouvert
d'extrémité a peut avoir plusieurs extrémités associées b\ il n'est
pas sans analogie avec la variété de Prùfer à deux dimensions non
triangulable ( Voir STOÏLOW, Collection Borel, Paris IQ38).

L'espace E se compose des points x tels que — i <; x <; i et
d'un autre point A. Appelons intervalle ouvert de E, tout ensemble
de la forme

(a < x < f^) ou (— a < x < o; A; o < x < a).

Les ensembles ouverts de E seront définis comme réunions
quelconques d'intervalles ouverts de E, ce qui définit entièrement
la topologie de E. E jouit bien de la propriété locale demandée,
mais ne rentre pas dans les types d'arcs étudiés.

Remarquons toutefois que cet espace E n'est pas séparé (ou de
Hausdorff), puisque deux voisinages quelconques de A et du
point x = o ont des points communs. Le théorème suivant montre
que de tels espaces singuliers sont éliminés dans la classe des
espaces séparés

THÉORÈME III. — Tout espace topologique connexe séparé E,
dont tout point possède un voisinage homéomorphe à un arc
simple, fermé ou non, est : soit une courbe simple fermée^
soit un arc simple, ouverte semi-ouvert ou fermée soit un arc
transjini^ ouvert ou fermée soit un arc bitransfini.

Démonstration. — Soit M un point de E, -^ un arc simple,
qu'on peut toujours supposer fermé, et qui est un voisinage de M.
Si Yi^E, on peut prolonger y^ en l'une au moins de ses
extrémités par un autre arc y 2 \ continuons ce prolongement
toujours dans le même sens : On obtient les arcs y , , "^, ..., y,i, ....
Si l'arc semi-ouvert (y., 4- fa-4-. • .) n^a pas de point d'accumu-
lation, l'opération s'arrête; sinon, à partir d'un tel point
d'accumulation, qui est forcément une extrémité de l'arc
("^ 4- y-j-h. . • ) î on recommence l'opération, et ainsi de suite
transfiniment en donnant aux opérations successives des numéros
d'ordre correspondant à tous les nombres transfinis de première
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et deuxième classe. On n'est arrêté que si à un instant donné Parc
semi-ouvert obtenu n^a pas de point daccumulation ou si à partir
d^un tel point le prolongement n^est^plus possible, ou encore si
Fun des arcs obtenus a un point commun avec un arc déjà tracé :
Dans ce dernier cas, la somme des arcs y^ est une courbe simple
fermée.

Lorsqu^on n^est pas dans ce dernier cas, on opère sur la
deuxième extrémité de y< comme on a opéré sur la première;
lare Yi est ainsi prolongé dans, les deux sens.

En résumé, Fensemble obtenu G est, soit une courbe simple
fermée, soit un arc simple, soit un arc transfini ou bitransfini.

Je dis que C.^ E : Comme E est connexe, il suffit de montrer
que (E— C).C 4- (E — C ) . C === o. Supposons qu41 n^en soit pas
ainsi.

Soit P un point de E — C. C ; le point P possède dans E un
voisinage qui est un arc simple y et P possède dans C un voisinage
qui est un sous-arc 3 de y; si P est intérieur à ô, ô est aussi un
voisinage de P dans E; si P est une extrémité de ô, c^est que
Fopération de prolongement de C n^est pas possible à partir de P,
donc 8 est encore ici un voisinage de P dans E. Dans ces deux cas,
P ne peut être point daccumulation de ( E — C ) ; donc E — C . C
est vide.

Soit Q un point de (E— C).C; le point Q possède dans E un
voisinage qui est un arc simple y ; il existe une suite Q< Q*.». •,. Q/i • • •
de points de cet arc qui tendent vers Q, ces points faisant aussi
partie de C; comme ces points sont en infinité dénombrable, on les
a tous rencontrés, dans la construction de C après une a101"®
opération, oc étant un nombre de deuxième classe.

Les points d^accumulation de cette suite convergente se
réduisent à Q, puisque E est séparé; donc Q fait partie de C,
contrairement à Fhypothèse.

On a donc bien (E — C)..C == o.

Remarque. — Stoïlow a caractérisé les types tppolûgiques des
surfaces orientables et triangu labiés. Il serait intéressant de
caractériser, par une généralisation du théorème précédent, tous
les types topologiques des espaces lopologiqu& connexes séparés,
localement homéomorphes à un domaine plan ouvert simplement
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connexe. Parmi de telles variétés à deux dimensions, signalons
par exemple un « plan trarisfini » analogue à notre arc transfim.

On montre aisément sur ces variétés à deux dimensions, comme
sur celles à n dimensions, que deux points quelconques d\me
telle variété peuvent être joints par un arc simple, et que cette
variété peut être trianguléé par ̂  ou ^ simplexes.

4. Espaces topologiques séparés non connexes à structure locale
linéaire. — Nous énoncerons sans démonstration le théorème
général suivant.

THÉORÈME. IV. — Tout espace topologique séparée dont tout
point possède un voisinage homéomorphe à un ensemble
cartésien linéaire, est une somme topologique d'espaces
topologiques dont chacun est, soit une courbe simple fermée^
soit un sous-ensemble d^un arc bitransjini.

Pœmarquons que ce théorème peut remplacer pour nous le
théorème de M. Cohen, utilisé au Chapitre I, et relatif à la
caracténsation des espaces métriques homéomorphes à un
ensemble linéaire (^ ).

Nous allons ici, en vue des applications, démontrer un
théorème moins général que le précédent.

THÉORÈME V. — Tout espace métrique E, dont tout point
possède un voisinage homéomorphe à un ensemble linéaire
fermé bornée est une somme topologique d^ espaces topologiques
dont chacun est une courbe simple fermée ou un ensemble
linéaire fermée borné ou non,

Inversement^ toute somme d^ espaces topologiques homéo-
morphes à de tels ensembles cartésiens est métrisable,

Démonstration. —La deuxième partie du théorème est presque
évidente : En effet, tout ensemble linéaire fermé et toute courbe

( * ) Lorsque l'espace considéré est un espace métrique, le théorème IV résulte
d'ailleurs du rapprochement du théorème de M. Cohen et d'un théorème
de M. Sierpinski qu'on peut énoncer ainsi : Tout espace métrique localement
séparable est une somme topologique d'espaces séparables [voir SIERPÏKSKI, Sur
les espaces métriques localement séparables (Fund. Math,, pp. 107-113, t. 21)1.

LXXI. 10
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simple fcnuée sont homéomorphes a un ensemble plan ci de
diamètre <' i.

Soit y, g/ l'espace somme donne. L'espace métrique E est ainsi
;•

défini : Ses points sont ceux de 7 ei, la distance de deux points
i

d'un même Ci est égale à la distance cartésienne des deux points
dans le plan qui porte Ci ; la distance de deux points de deux a
(tiflerents est égale à i . Cet* espace E vérifie évidemment les
conditions requises.

Pour la première partie du théorème, remarquons que toute
composante connexe de E constitue un espace métrique vérifiant
les conditions du théorème III; si on le rapproche du théorème II.
on voit que toute composante connexe de E est, soit une courbe
simple fermée, soit un arc simple, fermé, semi-ouvert ou ouvert.

Les propriétés locales de E entraînent qu^aucun point de E
n'est point d^accumulation d^une suite de composantes connexes
de E qui soient des courbes simples fermées ou des arcs ouverts
ou semi-ouverts; désignons ces derniers ensembles, mnnis
(l'nidice, par les lettres respectives/,, o/. .v/, et posons

E,==K-^/,+^..

1̂  ensemble Es, ainsi que tout ensemble/, et oj est à la fois ouvert
et fermé dans E.

Sur chacun des arcs s/, de Ea, marquons un point A/;; ce point
divise s / , en un MC fermé A^B/; et un arc ouvert o\ ayant une
extrémité en A/.; posons

K,== E^—^o^.2'
fi

L'ensemble Ea jouit des mêmes propriétés locales que E, mais
de plus toutes ses composantes connexes non réduites à un point
sont des arcs fermés.

Soit ô un nombre positif donné. Tout point M de Ea définit un
ensemble C§(M) qui est Fensemble des points de E;{ qu^on peut
joindre à M par une chaîne finie de points, de pas au plus égal
A ô; tout ensemble Cg(M) est évidemment fermé et deux tels
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ensembles sont, ou bien identiques, ou bien distants l'un de Fautre
de plus de <5.

Il est évident que, grâce à la nature des composantes connexes
de E^, il existe pour tout point M de E;., un nombre ô têt
que Co'(M) soit homéomorphe à un ensemble linéaire ferme
borné, dès que ^<< ô.

Pour ô = = = i , notons par G» tout ensemble C-( (M) qui est
doméomorphe a un ensemble linéaire fermé borné.

Pour ô == ^» notons par G^ tout ensemble Ci (M) d^

r i~~l 1j E»—^'SCi_ | qui est homéomorphe à un ensemble linéaire
L i "J
fermé borné.

Tout point de E; fail évidemment partie d'\m et d^un seul de
ces ensembles G i _ .

«i
Considérons Fun quelconque de ces ensembles, soit C§(M). 11

ne contient qu'un nombre fini d'arcs A^BA, sinon il existerait
sur C8(M) un point d'accumulation d^arcs semi-ouverts o^.; donc
Go (M) peut être décomposé en un nombre fini d'ensembles
fermés disjoints dont chacun ne contient qu'un seul arc A/^B/,,
si dans ces ensembles, on complète maintenant chacun des

arcs A^-BA par son complément o\^ on obtient à partir de Cs(M) un
nombre fini d^ensembles à la fois ouverts et fermés, et dont chacun
est homéomorphe à un ensemble linéaire fermé; soil K i un t^l

ensemble. On a évidemment E2===VK.i_.
< -

Si Pon revient à E, on voit qu'on a pu le décomposer en
ensembles fi, o,, fc^, qui sont chacun à la fois ouvert et fermé.

2*

E est donc la somme topologique de ces sous-espaces, ce qui
démontre le théorème énoncé.

THÉORÈME VI. - Soif E un espace métrique dont tout point

possède dans l'espace complété E un voisinage homéomorphe à
un ensemble linéaire fermé borné. Il existe un sous-espace Ei
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de Ë tel que ECË) cE, ^01^ point de E< ayant dans E, ^
voisinage du type énonce.

Démonstration, — Désignons par E< Fensemble des points

de E ayant clans E un voisinage homéomorphe à un ensemble

linéaire fermé borné. On a E c E, c E et E< esl évidemment ouvert

dans É. Donc E, possède bien la propriété demandée-

11 peut d^ailleurs exister d^autre ensembles de E qui jouissent
des mêmes propriétés.

Remarque. — La structure lopologique de E( résulte du
premier théorème de ce paragraphe. Celle de E en résulte aussitôt.

CHAPITRE I1L
ESPÀCB8 MÉTRIQLEB PLATS.

1. Notions préliminaire». —Lorsqu 'un ensemble cartésien E
possède en un de ses points d^accumulation M une paratingente
unique A, toute droite joignant deux points voisins de M a une
direction voisine de celle de A; donc tout triangle inscrit dans V.
et infiniment voisin de M a deux angles infiniment petits.

Réciproquement, si tout triangle inscrit dans E et infiniment
voisin d\in point d'accumulation M de E a deux angles infiniment
petits. E possède en M une paratingente unique : Sinon il

existerait un angle a (o < a «< 7 t) tel qu41 y ait deux couples de

points de E : (M, M') et (N, N7) arbitrairement voisins de M,

avec MM', NN' ;> a; la droite MN faisant un angle au moins égal

à a avec NM' ou NW, Yw des triangles MNM', MNN' aurait un

angle (ou son supplément) compris entre - et -'? ce qui est
contraire à rhypothèse.

De façon analogue on verrait que la condition nécessaire et
suffisante pour qu'un ensemble cartésien E ait, en un de ses points
d'accumulation M, toutes ses paratingentes situées dans un même
plan est que tout tétraèdre, inscrit dans E et infiniment voisin
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de M, ail toutes ses arêtes parallèles à un même plan, à un angle
infiniment petit près.

On voit la possibilité de remplacer des conditions portant sur le
paratingent d^un ensemble en un point, par des conditions
portant sur des configurations infiniment voisines de ce point.

C^est grâce à ce moyen que nous allons pouvoir étudier
certaines propriété locales des espaces métriques.

Définitions. — i° Nous dirons que les points A, B, C sont sommets
d'un triangle ABC inscrit dans l'espace métrique E, quand A, B, G sont
des points de E. Le sens des expressions : angle» À, B. 6 du triangle ABC.
est évident.

2° Soit ABC un triangle et abc un triangle égal tracé dans un plan ;
par un point 0 de ce plan, menons les parallèles aux côtés de abc. On
voit aisément que le plus petit angle qui contient ces trois directions est
égal à la somme des deux plus petits angles du triangle ABC : Nous
appellerons cette quantité « courbure » du triangle ABC; elle esr

2 7C 2 7Îcomprise entre zéro et -— • Quand elle vaut —ï le triangle est cquilatéral.

3° On dit que l'espace métrique E est (.(plat » au point ^accumulation M
de E lorsque la courbure des triangles inscrits dans E tend vers zéro quand
leurs trois sommets tendent vers M.

On dit que E est plat lorsqu'il est plat en chacun de ses points.
On dit que E est uniformément plat lorsque la courbure des triangles

inscrits dans E tend uniformément vers zéro avec leur diamètre.

Remarque. — Pour les espaces cartésiens et de façon plus
générale pour les espaces à métrique tétraédrale, pour que
l'espace soit plat en un point M, il suffit que tout triangle inscrit
dans l'espace, infiniment petit et ayant un sommet en M, ait une
courbure infiniment petite. Mais ceci ne s^étend pas à tous les
espaces métriques.

2. Structure topologique des espaces plats. — Nous allons
étudier la structure topologique des espaces plats par deux
méthodes : D'une part en utilisant les théorèmes du Chapitre I,
d^autre part directement.

Première, méthode : Si E est plat en un point M, ce point
possède un voisinage borné V (M) dans lequel tous les triangles

inscrits out une courbure inférieure à ^5 par exemple. Diaprés le
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corollaire des théorèmes 1 et 1 1 , Chapitre I, le point M possède

donc dans E un voisinage homéomorphe à un ensemble linéaire
Fermé borhé.

Deuxième méthode : Si Eesl plat en un point M, soit V ( M ) un
voisinage de M dans lequel tous les triangles inscrits ont une

(ourbure -< 1" •

Soit P un point de V(M) dittinct de M et W Pensemble des
points de V(M) situés à une distance de M inférieure on
A 1 ' Mp 8égale a .^=^

11 existe un point au plus de W situé à une distance donnée de
P, sinon A et B étant deux tel» points, le triangle isocèle APB

inirait une courbure supérieure à "- » puisque

AU-J et ^<P\<5!).- \\ 4 - - '\

iVautre part, soient À et B deux points quelconques de W.
Si AB < e, on a PA - PB j < e. Si| P A— PB I < ̂ , onaAB<Yi(£).
Y}(&) tendant vers zéro avec £, sinon on pourrait trouver deux

poirils A cl B tels que la courbure du triangle PAB dépasse L' •
Ces deux résultats entraînent que W est homéomorphe à

l'ensemble numérique des distances de P aux points de W. celle
homéomorphie étant uniformément conlinue. Donc l'espace

métrique W est tel que W est homéomorphe à un ensemble

linéaire fermé borné; comme W est un voisinage de M dan» E,
on arrive au même résultat que par la première méthode.

En vertu du dernier théorème du Chapitre III on peut donc
énoncer :

TUÉOBÈME I. — Si E est un espace métrique plat, il existe un

espace E^ tel que EcE< CE, E( étant une somme topologique
d'espaces dont chacun est homéomorphe^ soit à une courbe
simple fermée^ soit à un ensemble linéaire fermée borné ou non.

Si E est uniformément plat^ on peut prendre pour E-i

l'espaceU.
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Le corollaire suivant résulte immédiatement du théorème :

COROLLAIRE. — Si E est un espace métrique compact piaf.
E est la somme d'un nombre fini de courbes simples fermées,
deux à deux disjointes^ et d^un ensemble disjoint de ces
courbes et homéomorphe à un ensemble linéaire fermé borné.

Remarque. — Ce théorème ot son corollaire s^appliquent
aussi aux espaces tels qu^au voisinage de tout point, les triangles

inscrits aient une courbure << y. << " •

3. Structure métrique locale.

Définitions. — i 'Nous dirons qiTun ensemble F d'un espace métrique E
.«Imet en un point ï de E un rayon continrent unique lorsque l'angle
en î des triangles MIN inscrits dans (F-^-I) tend vers o quand M et N
tendent vers I.

>.. Si deux ensembles F| et Fa d'un même espace métrique E admettent
chacun en 1 un rayon contingent unique, nous dirons que ces deux rayons

contingents font un angle a lorsque l'angle MIN tend vers a lorsque M
< ' t N rendent vers 1 sur Fi et' F 2 respectivement.

Remarque. — Si a 7^0, le point 1 ne peut être point d'accumu-
lation de F<.Fa. Si a === o, Fensemble F^+Fs admet en I un
rayon contingent unique; mais il peut exister trois ensembles F,,
Fi, F3 ayant chacun en 1 un rayon contingent unique, de même
que (Fi + F^), (Fi 4- F:;) sans qu^il en soit de même de (Fa 4- F ;).

Celte singularité empêche de donner de façon générale une
définition acceptable du contingent en un point d'un espace E;
une telle définition est au contraire possible dans un espace à
métrique tétraédrale, si de plus la métrique est pentaédrale, on
peut définir Sangle de deux rayons du contingent (ce dernier
peut d^ailleurs être vide en un point d^accumulation de Fespace).

a. Cas des espaces connexes, — D'après le théorème du para-
graphe 2, un espace connexe plat E est un arc simple ou une

courbe simple fermée. Soit AB un arc de E dans lequel tous les

triangles inscrits ont une courbure < < £ < ^ T ; si M est un point

quelconque de AB, je dis que AMB > TT — £. En effet quand M est
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infiniment voisin de B, l'angle MAB est infiniment petit; quand M

varie continuement sur AB, cet angle varie continuement, donc,

comme il doit être soit inférieur à — 5 soit supérieur à —-> il reste
» r 4

inférieur à ~; il en est de même de MBA; le résultat annoncé en
résulte.

En passant à la limite et en interprétant les résultats avec les
notations définies dans ce paragraphe, on obtient le théorème :

THÉORÈME II. — Tout point M intérieur à un arc simple plat
divise cet arc en deux arcs ayant chacun en M un rayon
contingent unique^ les deux rayons contingents faisant un
angle égal an.

b. Cas des espaces non connexes. — Le théorème précédent
est faux en général quand Pespace n^est pas connexe.

Voici un exemple d^espace plat F, non connexe, pouvant être
décomposé en trois ensembles ( ^ ) F<, Fa, F», n^ayant deux à deux
en commun qu^un seul point I, chacun de ces ensembles 'ayant
en 1 un rayon contingent unique, et les rayons contingents faisant
deux à deux un angle égal à r..

Les points de F sont des points situés sur trois segments LA,
IB, IC d^un plan. aux distances respectives de 1

ixu=^.' ^(iTrr-^ '̂ r^rh^ (" = ' - - ' • • • ) •
La métrique de F est ainsi définie : La dislance de deux points

situés sur un même segment est égale à leur distance cartésienne;
celle* de deux points situés sur des segments différents est égale
à la somme de leurs distances respectives à Ï.

On pose

Fi == 1 -+-^ A „ \ F 2 = Ï -+-^ Bn ; F:, = 1 -^ G,,.

Loi propriété annoncée se vérifie aussitôt.

( * ) La même construction serait possible en remplaçant 3 par n et même par t<o.
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Le même principe de construction permet de construire des
espaces plats possédant un point d'accumulation en lequel aucun
sous-ensemble infini n'admet de rayon contingent unique.

De tels espacés ne sont évidemment sous-espaces d'aucun espace
connexe plat.

Remarque. — Ces exemples paradoxaux montrent que si l'on
veu^ avoir des espaces non connexes plats à propriétés très voisines
de celles des ensembles cartésiens, il faut se limiter à certaines
classes d'espaces.

Le fait pour un espace plat devoir une métrique tétraédrale
élimine beaucoup de singularités : Tout espace plat tétraédral se
laisse décomposer au voisinage de tout point 1 en deux ensembles,
éventuellement vides, ayant chacun en 1 un rayon contingent
unique, les deux rayons contingents faisant un angle égal à TT.

4. Prolongement des ensembles cartésiens plats. — L'exemple
singulier du paragraphe précédent montre que tout point d'un
espace plat ne possède pas un voisinage qui puisse être plongé
isométriquement dans un arc simple plat.

Il n'en est pas de même des .ensembles cartésiens plats; la
démonstration en est presque immédiate, aussi allons-nous ici nous
occuper plutôt d'un problème global, en démontrant le théorème
suivant :

THÉORÈME III. — Tout ensemble borné uniformément plat E
d^un espace cartésien &n est un sous-ensemble d^un nombre fini
de courbes simples fermées^ deux à deux disjointes^ dont
chacune est une courbe à tangente continue, donc un
ensemble plat.

Démonstration. — Comme la fermeture de l'ensemble donné E
est un ensemble uniformément plat, nous supposerons par la suite
que E est fermé.

E possède en tout point M une paratingente unique A (M)
{voir § 1). La semi-continuité supérieure d'inclusion du pâra-
tingent (^ ) entraîne la continuité de A (M) sur E; par une méthode

( 1 ) Voir BOULIGAND, Introduction à la géométrie infinitésimale directe^
Vuibcrt, Paris 1932.
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classique, on peut prolonger cette fonction A (M) par une fonction
continue définie en tout point de l'espace [il suffit de prolonger
les n composantes scalaires de la direction de A (M) de façon
qu'elles ne s'annulent pas toutes à la fois]; en particulier A(M)
peut ainsi être définie en tout point isolé de E.

Il existe évidemment un nombre p >> o tel que, pour tout
point Mo de E, la sphère pleine 2 (Mo) de centre Mo et de rayon p
vérifie les conditions suivantes :

La droite A(M) en tout point M de E.Z(Mo) et la droite
joignant deux points quelconques de E.I(Mo) font avec A(Mo)

un angle << a, avec a <: — •
1 0

Soit Mo un point déterminé de E, S(Mo) la sphère de centre Mo

et de rayon p » et e la projection orthogonale de E. S (Mo) sur A (Mo).

La projection établit une homéomorphie entre e et E.S(Mo) :
Soient a et b les extrémités de e, A et B les points correspondants
de E.S(Mo); soient aei d[ les extrémités d'un des intervalles
complémentaires bornés de e, G» et D( les points correspondants
deE.S(Mo); soit enfin Eile milieu deCiD/; nous appellerons G/D<
segment conligu à E.S(Mo).'

Dans le plan [Ci-E,, A(C/)], traçons l'arc dE, d'équation :

r=^kx(o(.—a-)2, Faxe dx étant confondu avec CiEi, et dy
étant perpendiculaire à C/E^, les coefficients a et k étant choisis
de façon que la courbe soit tangente en d à A(Ci) et en E» à CiE».
On vérifie aisément que la tangente en tout point de cette courbe

fait avec QE» un angle au plus égal à C,E,, A(Ci), donc inférieur
à 20; donc cette tangente fait avec A (Mo) un angle << 3 a.

On définit de même un arc D/E,; la somme de E. S (Mo) et de

tous les arcs C/E, 4-Ei-D, construits sur les segments QD, contigus
à E.S(Mo) est évidemment un arc simple, y(Mo), d'extré-
mités A, B, dont la tangente varie continuement et fait en tout point,

avec A (Mo) un angle < 3 a < • ce lare est entièrement déterminé

par Mo ; il est situé dans la sphère S (Mo) et dans le cône de révo-

lution d'axe A(Mo) et d'angle au sommet^-
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Soient maintenant Mo et M< deux points quelconques de E; les
arcs v(Mo), y ( M i ) peuvent être disjoints; sinon, je dis que leur
somme ,est un arc simple à tangente continue. En effet r(Mo)
et y ( M i ) ayant un point commun, il en est de même de S(M,)
et S(M^) , et il est immédiat que ces sphères ont en commun un
point de E; soit Ma un tel point; Pensemble v(Mo) -}- ^(M, ) est
situé dans 2 (Ma) puisque S (Mo) et S (M,) le sont aussi. A partir
<le l'ensemble E.2(M.j)je peux construire, par la même méthode
que ci-dessus, un arc r(Ms) contenant E. i(Ma); or, soit C,-D( un
des segments contigus à E.S(Mo); c'est aussi un segment contigu
a E.S(Ma) : En effet les limitations des pentes relatives par

l'angle a << . entraînent que la projection c',d\ de C/D/ sur A (Ma)

est un intervalle complémentaire de la projection de E.S(Mg)
sur A ( M 2 ) ; si c\d'i n'était pas un intervalle complémentaire de la
projection de E.l(Ma) sur A(M^) , il existerait un point F/
de E2. (Ma) se projetant entre c\ et d[ ; le choix de p entraînerait alors
que F, soit intérieur à la sphère S (Mo); donc c^ ne pourrait
être un intervalle complémentaire de la projection de E.S(Mo)
sur A (Ma), contrairement à ce qu'on a vu.

En résumé, tout segment contigu à E.S(Mo) ou à E .S(M<) est
conligu à E.2(Ma); les arcs de raccordement construits à partir
de ces segments font donc partie de r(M.»)$ donc r(Ma)
contient y(Mo) et v(Mi) , ce qui montre bien que Y ( M y ) + y(M, )
est un arc simple à tangente continue.

Or comme E est fermé, tous ses points sont intérieurs à un
nombre fini de sphères S(-M); donc E est contenu dans la somme
d^un nombre fini d'arcs y(M); soient Y| , y_», . . ., Y/, ces arcs et

soit F==^v,.

Si P est un point quelconque de F, les résultats précédents
montrent que P possède sur F un voisinage contenu dans y ( P ) ^
donc un de ces voisinages est un arc simple. Donc toute compo-
sante connexe de F est, soit un arc simple fermé, soit une courbe
simple fermée, à tangente continue; ces composantes sont en
nombre fini.

Montrons que chacun des arcs simples éventuels pris parmi ces
composantes peut être prolongé en une courbe simple fermée plate :
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Soit C Fun de ces arcs, à sa distance à ( F — G ) et R, S ses
extrémités. On peut trouver deux points R', S' tels que

l t R ' = S S ' < 0 ,

les segments RS\! et SS/ formant avec G un arc simple CY à tangente
continue. On joint alors R' à S7 par une ligne polygonale d'un

nombre fini de côtés, située a une distance << - de C, de telle
sorte que cette ligne forme avec C/ une courbe simple fermée C\
Puis on remplace dans C7 les voisinages des sommets de la ligne
polygonale par de petits arcs de cercle de raccordement. La ligne C"'
obtenue est la courbe cherchée.

Soit F' Fensemble déduit de F par ces prolongements; deux
courbes simples fermées de F' sont disjointes/par construction,
ce qui termine la démonstration du théorème.

8. Mesure des espaces plats. — La structure locale des espaces
plats suggère qu^on peut sans doute leur attribuer localement une
longueur finie.

i° Cas des espaces connexes. — Un tel espace peut toujours
être décomposé en un nombre dénombrable d^arcs simples fermés,
ayant deux à deux au plus une extrémité en commun, tout triangle

inscrit dans un de ces arcs ayant u^ne courbure << e << r- -

Soit AB un tel arc.
Pour tout Y), on peut trouver une suite finie de points de AB

Au, A| , .... A// , avec Ao == A ; \n '-^ ^
et

A , A , M < ' / I | i = = o , i , . . . , ( / ? — i ) j ,

ces points étant numérotés dans Fordre de rencontre de A vers B
surAB.

On peut montrer, par un procédé classique ( ' ) , que ^AiAi-n
<

tend vers une limite finie ou infinie, indépendante des points Ai

( 1 ) Voir LEBESOUB, Leçons sur l'intégration^ p. 62, Paris, 1928.
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choisis, lorsque -n tend vers o. On appelle cette limite : longueur
deAB.

Si M et N sont deux points quelconques de AB, avec AM c AN,

on a vu au paragraphe 3 a, que AMN>>7r—£; un calcul simple
-montre que MN << ————— ; donc toute ligne polygonale y

inscrite dans AB et d'extrémités A, B a une longueur ^ telle

qwAB<L<-^B-'
1 == • COS£

Donc AB a une longueur finie l comprise entre AB et —)—'

Quand e -> o, -.-p -> i. On peut donc énoncer :AJD.

THÉORÈME IV. — Tout espace métrique connexe plat peut
être divisé en une infinité dénombrable d^arcs simples ayant
une longueur finie ; sur chacun d'eux^ tout arc infiniment petit
est uniformément équivalent à sa corde,

COROLLAIRE. — Tout espace métrique plat^ compact et connexe
a une longueur finie.

2° Cas des espaces non connexes. — Soient E un tel espace.
M un de ses points^ V(M) un voisinage borné de M dans lequel
tout triangle inscrit a une courbure < £ <^ - •

En reprenant la démonstration elles notations du paragraphe 2,
on voit aisément que l'ensemble W peut, pour tout nombre Y], être
divisé en un nombre fini d'ensembles de diamètre <.rî, la somme
des diamètres de ces ensembles étant inférieure à ——» en désignant

COS £ °

par d le diamètre de W.
Or on peut définir ainsi ta longueur d'un espace métrique F':

Supposons que, pour tout nombre YÎ, F puisse être recouvert par
un nombre dénombrable d'ensembles Vk(fî) de diamètre dk<^r].
Soit alors L(-yî) la borne inférieure de la somme ^,dk pour tous

, k

les recouvrements relatifs à r?. L(ïî) est une fonction non décrois-
sante de Y?. Nous noterons :

Longueur extérieure de V === lim[L(7î)].
r,>o
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Dans le cas où F est un arc simple, on peut montrer que sa
longueur est la même avec cette définition qu'avec la définition
basée sur les polygones inscrits.

Pour l'ensemble W, la remarque précédente montre que sa

longueur extérieure est inférieure à ——• On peut donc énoncer :
COS £ r

THÉORÈME V. — Tout espace métrique plat possède en chacun
de ses points un voisinage de longueur extérieure finie; pour
un point donnée le rapport de la longueur extérieure d'un
voisinage, au diamètre^ de ce voisinage^ est inférieur à un
nombre qui tend vers i quand ce diamètre tend vers o.

COROLLAIRE. — Tout espace métrique compact plat a une
longueur finie.

6. Généralisations. — Tous les résultats de ce chapitre sont
susceptibles de se généraliser immédiatement par les mêmes
méthodes, à des espaces que l'on peut appeler « plats d'ordre n ».

Prenons par exemple / i=a. Pour tout tétraèdre cartésien, il
existe un plan tel que le plus grand des angles de ce plan avec les
arêtes du tétraèdre soit minimum; si a est ce minimum, on
appellera 2 a la courbure du tétraèdre.

On dira qu'un espace métrique es.t plat d'ordre 2 en un point M si lout
4-points inscrit dans E et éventuellement isométrique à un tétraèdre
cartésien, a une courbure qui tend vers o quand ses sommets tendent
vers M.

On peut montrer que si l'espace métrique E est plat d'ordre y

au point M, ce point possède dans E un voisinage homéomorphe
a un ensemble plan fermé borné : La démonstration est analogue
à celle du paragraphe 2 (deuxième méthode); il faut introduire
deux points Pi et Pa qui jouent le rôle du point P delà démonstra-
tion du paragraphe 2.

Après avoir défini l'aire d'un espace métrique, on peut montrer
que si E est plat d'ordre a en M, si l'on désigne parV(p) l'ensemble
des points de E situés à une distance $p du point M, le rapport :
aire(Vr) . ' n ' . i . 1— , r est inférieur a un nombre qui tend vers i quand p - > o .
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Pour les ensembles cartésiens uniformément plats d'ordre 2 se
pose, comme pour Perdre i , le problème de les plonger dans des
variétés à deux dimensions douées d'un plan tangent continu.
Nous réserverons cette question pour la deuxième partie de ce
travail, à cause des développements qu'elle exige.

Remarque. — iNous avons défini les espaces métriques plats
d'ordre 2 sans supposer-ces espaces tétraédraux. On aurait pu
de même définir les espaces plats d'ordre i en les supposant
simplement doués d^un écart régulier ne satisfaisant pas forcément
à Finégalité triangulaire ; la plupart des propriétés des espaces plats
se conservent alors, mais un arc simple plat suivant cette nouvelle
définition peut avoir une longueur nulle :

Exemple. — Les points de E sont ceux d'.un segment de
droite [o; i ^ ; si x^ y sont deux points de ce segment repérés par
leurs abscisses, on pose dans E

dist.(.r, r ) == I .?• — y \ ' 1 (fi > i).

Des singularités analogues se produisent dans les espaces
métriques plats d'ordre 2 qui ne sont pas tètraédraiix.

CHAPITRE-IV.
ESPACES MÉTRIQUES SEMI-PLATS.

1. Notions préliminaires. — L/étude qui va suivre a pour
origine un fait sur lequel nous reviendrons en détail dans la
deuxième partie et qui, dans un cas particulier consiste en ceci :
Sur toute géodésique d'une surface à plan tangent continu de &:\^
le rapport de la longueur des arcs à leur corde tend vers i quand
leur diamètre tend vers zéro.

Il en résulte que si ABC est un triangle inscrit dans celte
géodésique, le rapport de son plus grand côté à la somme des
deux autres tend vers i lorsque ce plus grand côté tend vers zéro;
on vérifie aisément qu'il est équivalent de dire que le plus petit
angle du triangle tend vers zéro en même temps que le diamètre
de ce triangle.



- 160 —

En conformité avec les idées directrices de rintroduclion, nous
allons faire une étude des géodésiques en nous basant sur cette
seule propriété; nous étudierons ainsi du même coup une classe
assez^vaste de courbes qui, nous le verrons, ,ne sont pas forcément
rectifiables.

Afin de pouvoir appliquer nos résultats aux géodésiques
relatives à des métriques plus générales, de Finsler par exemple,
nous ferons le moins d'hypothèses possible sur la métrique des
ensembles étudiés.

Définitions. —i. On appelle « épaisseur » d'un triangle la valeur de son
plus petit angle.

a. On dit que l'espace métrique E est semi-plat au point d'accumulation M
de E lorsque Pépaisseur des triangles inscrits dans E tend vers o quand
leurs trois sommets tendent vers M.

On dit que E est semi-plat lorsque! est semi-plat en tout point.
On dit que E est uniformément semi-plat lorsque répaisseur des triangles

inscrits dans E tend uniformément vers o avec leur diamètre.
3. On dit qu'un espace métrique E est ^épaisseur a lorsque tout triangle

inscrit dans E a une épaisseur au plus égale à a.

4. On appelle coefficient de déformation d'un arc simple cartésien AB

le rapport de la distance au sens de Fréchet ( l ) entre AB et AB, à la
longueur AB.

2. Structure topologique des espaces «emi-plats. — La structure
topologique des espaces semi-plats s^étudie entièrement par les
mêmes méthodes que celles employées pour les espaces plats.

On montre d^abôrd, en s^appuyant sur le corollaire des
théorèmes 1 et II du Chapitre I, que si E est semi-plat en M, ce

point possède dans È un voisinage homéomorphe à un ensemble
linéaire fermé borné.

Il suffit alors d\ititiser le dernier théorème du Chapitre II,
paragraphe 4 pour énoncer. :

THÉORÈME I. — S i E est un espace métrique semi-plat^ il

existe un espace métrique E< tel que EcE< CE, Ef étant une
somme topologique d1 espaces dont chacun^ est homéomorphe^

( ' ) FBÉCHFT, Les espaces abstraits^ p. i5^; Paris, i92<S.
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soit à une courbe simple fermée^ soit à un ensemble linéaire
fermée borné ou non.

Si E est uniformément semi-plat^ on peut prendre E< = E.

COROLLAIHE. — Même énoncé que pour les espaces plats, en
changeant l'expression « plat » en « semi-plat ».

Autre méthode. — Nous avons dû, pour énoncer le théorème
précédent, utiliser complètement le théorème II du Chapitre I.
Nous allons le retrouver par une méthode plus directe, qui nous
renseignera en même temps sur la structure métrique locale des
espaces semi-plats.

Soit E un espace métrique semi-plat en M; l'espace E est aussi

semi-plat en M$ donc il existe un voisinage V(M) de M dans È
qui est d'épaisseur. a /pour tout a <; ^) . Diaprés le théorème 1

du Chapitre 1̂  V(M) est compact, si l'on a pris V(M) fermé

dans E, ce qui est toujours possible.
On est donc ramené à étudier les espaces compacts d'épaisseur oc.

Si l'on peut montrer que toute composante connexe d'un tel
espace est un arc simple ou un point, il résultera du lemme 3 du
théorème II ^Chapitre I) et d'un résultat déjà invoqué de
M. Cohen (Chapitre I, paragraphe 6) que cet espace est homéo-
morphe à un ensemble linéaire fermé borné.

3. Représentation schématique plane. — Soit E un espace
métrique compact d'épaisseur <x. Si l'on avait <x === o, le théorème
du Chapitre II, paragraphe 1, montre que E serait, soit isométrique
à un ensemble linéaire, soit un 4-points tordu. Lia question se pose
de savoir si celte conclusion varie continuement avec les
hypothèses, autrement dit si l'on a une conclusion analogue
lorsque a est petit. Nous avons besoin pour cela d'une représen-
tation schématique de E.

Soient à le diamètre de E et A, B deux points de E distants
de d, soient, dans un plan de référence, deux points a, b tels
que àb === rf, et n l'un des demi-plans déterminés par la droite ab.
A tout point M de E on associe le point m de II tel que le triangle
amb soit isométrique à AMB. On dira que m est l'image de M

LXXI. I I
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(un même point m pouvant d'ailleurs être Fumage de plusieurs
points M).

Comme E est d'épaisseur a, l'image de E est située dans une
région A de H limitée par a6, doux segments portés par des demi-
droites faisant un angle a avec a6, et deux arcs de cercle de
rayon d centrés en a et 6.

Nous avons obtenu la structure des espaces d'épaisseur oc === o
en écrivant que dans tout triangle MNP où MiN>MP^JNP, on a

M N = M P - + - N P .

Lorsque l'espace est d'épaisseur a 7^ o, celle égalité doit être
remplacée par

M N = = M , P - h N P — e . ( o . M N , a v e c o < e < i et t o = = 2 s i n a •
~ " 2

En utilisant cette nouvelle égalité on arrive, par un calcul assez
fastidieux, mais facile, au résultat suivant :

i. Ou bien pour deux points quelconques P et Q de E, on a

|PQ—/?y[ <3<i).rf.

a. Sinon E se décompose en quatre ensembles disjoints (St,
d$, (3, 05, de diamètres inférieurs à sud, tels que 0L et (&
contiennent A et B respectivem 'nt et tels que si a, (3, y, S sont
des points quelconques de (9L, tô, (3, <©, respectivement^ on ait:

û?—-ap<(orf; û?—v8<(x)û?; lav—pS;< 2()Do?; | aS —- ̂  \ < îW.

Ea faisant dons ces inégalités û>)==o. on retrouve les. résultats
relatifs aux espaces aplatis. 11 y à donc bien continuité des
conclusions.

Remarque. — Lorsque a est assez polit, le deuxiènne cas ci-dessus
n'est évidemment pas possible pour les espaces Connexes. Donc
ceux-ci possèdent un caractère de régularité que-ne possèdent
pas toujours les autres.

La présence de 4-Poînls tordus ou plus généralement
« a-tor«lus » (^entraîne pour l'espace une concentrntion au

(1) Cette expression qualifie les configurations obtenues dans le deuxième cas
ci-dessus. •
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voisinage des sommets de ces 4-points. Voici un exemple d'espace
semi-plat E où ^e caractère est poussé à l'extrême :

Soit Oo, 0<, ..., 0(, ... une suite infinie de nombres positifs
inférieurs à i et tendant vers zéro. Les points de E sont les suites
infinies :

ai as... a,... (avec a^ssi, 2, 3 ou 4).

La distance des deux points (0,1, Œo, ..., a,,...), (61, éai • * - î 611 •-)
est égale à : p x 6o*8< • • •^11 n étant le nombre de chiffres de la
tranche initiale maxima qui est la même dans les deux suites {ai}
et {Ki\, p étant égal à 2 ou i suivant que a/i+< et bn^ sont de
même parité ou de parités distinctes.

On montre aîsément que E est homéomorphe à l'ensemble
triadique de Canlor, et qu'il est uniformément semi-plat.

E a pour diamètre 280 ç1 s^ décompose <pn quatre ensembles de
diamètre a O ^ O ^ tels que si A, B, C, D en sont 4 points respectifs,
ils forment un 4 points tordu avec :

À R pn
6o== AC == CB == BD ̂  DA = ̂ - == -^-;

il en est de même pour chacun de ces ensembles, et ainsi de suite.
On conçoit que la présence dans un espace d'épaisseur a de

4-points a-lordus modifie beaucoup sa structure métrique. La
structure de cet espace apparaît donc comme résultant d'un dosage
de 4-poinls a-tordus et de 4-points « a-alignés ». Pour conserver
aux espaces non ronnexes leur caractère «linéaire » local, il
faudrait éliminer les 4-points a-tordus.

Voici une façon de le faire : (ABCD) étant un 4-points de E,
soit d = AB son diamètre et l la plus petite des Sommes
(AC+CD 4-DB), (AD 4-DC-4-CB); appelons ̂ -^ «épaisseur»

du 4-points (ABCD); on réalise la restriction demandée en
imposant pnr exemple à répaisseur des 4-points inscrits dans E de
tendre vers zéro avec leur diamètre.

Nous n'utiliserons d'ailleurs pas cette remarque, car nous
étudierons surtout les espaces connexes.

4. Structure métrique locale des espaces compacts quelconques.
— Soient E un espace métrique compact d'épaisseur a, M un point
de E, et E (p) l'ensemble des points de E situés à la distance p de M.



-- 464 —

Si A et B sont deux points de E(p), le triangle isocèle AMB a
son angle en M au plus égal à a ou au moins égal à TT—20.
Le point A étant fixe, soit e\ (p) Pensemble des points B de E(p)
tels que :

AMB^a et soit ^(p) = E(p ) — ei (p).

Si P et P' sont deux points de ^a(p) , on a PMP'^a,

sinon PMP^TT—sa et alors 2pcosa^AP, AP', PP'^2p, ce qui
entraînerait pour le triangle PAP' d'avoir une épaisseur supérieure
à oc, du moins dès que a < arc cos (— i + ^/3) -#.^î°.

Un raisonnement analogue montre que si P et P/ »ont dans

< ? < ( p ) et .^a(p) respectivement, on a PMP^TT—20; et que si P

et P' sont dans ^ i (p ) , on a l^MP'^a.
Donc e\ (p) et ^(p) ne dépendent pas de A et Fon peut énoncer

le résultat :

THÉORÈME II. — Dès que a -< arc cos(— i 4- \/3), il existe une
partition unique de E(p) en deux ensembles ^ i (p ) et ^a(p) tels

que PiMP^a ou PMP^TC—2 a suivant que P ̂  P'font partie
d'un même ^-(p) o^ rf^ rfôï^.c ^i(p) différents.

tjorique p varie, ces deux ensembles varient continuement, en
ce sens que si p tend vers po, on peut numéroter convenablement

les ensembles ^i(p) pour quePon ait PMP'^ a 4-£ ou PMP'^ÎT—2a—e
suivant que P et P' sont ou non dans nu seul des deux ensembles
[<?< (p) -4- ̂  (po)L [^(p) 4- ^î(po)], e tendant vers zéro avec (p—po).

Si donc il existe un nombre po tel que pour o < P ^ p o ^es deux
ensembles <° i (p ) et ^(p) ne soient jamais vides, on peut par
continuité donner un numérotage bien défini à ^(p) et ^(p) dès
que les ensemble» ^i(po) sont numérotés.

5. Structure métrique locale des espaces compacts connexes. —
Soient E un espace compact connexe d^épaisseur a << 43° et M un
point de E. Quand on fait varier p de -4- oo à o, la connexité de E
entraîne que tout ensemble ^'(p), dès qu^il existe popr une valeur po
de p, existe et varie continuement pour les valeurs de p<;po ;
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sinon E pourrait être décomposé en deux ensembles à la fois
ouverts et fermés.

Lorsque, pour tout p, E(p) se réduit à un seul ensemble ^i(p))
on dit que M est une extrémité de E; sinon on dit que M est
intérieur à E.

Dans ce dernier cas, posons Ci = = = ^ ç ( ( p ) (i== i ou 2); les deux
p

ensembles (ci-i-M) sont fermés et ont pour intersection M, donc
ils sont connexes et M est une extrémité de chacun d'eux.

Donc tout point M de E est, soit une extrémité de E, soit
une extrémité commune à 2 continus dont Pintersection est M et
la somme E.

Si A et B sont deux points de E, soient Ci (A) et Ca(A) les deux
continus déterminés par A; Pun deux, soit Ci(A), contient B; le
point B partage c^ (A) en deux continus c\(B) et Ca(B) dont Pun
contient A. Donc E est partagé en 3 continus (éventuellement
vides) par A et B, Pun deux ayant pour extrémités A ei B.

Eludions la structure de ce continu r d^extrémilés A et B.
Dans le demi-plan de référence II, à partir des points a, b

images de A et B, soit y l'image de r;y est évidemment un continu
et, par hypothèse, il est coupé par le cercle (a, ab) suivant un

Fig 2.

ensemble dont tous les points sont distants de 6 d'au plus

a.aé.sin^; de même pour le cercle (6, ab)', donc y est entièrement
situé dans le contour figuré, partie en gros pointillé, partie en
trait plein, sur la figure 2.

On a donc : diamètre ( r)^3.a& = 3.AB. Or si M est un point

de FéquidistantdeAet B, on voit sur le schéma que AME >7r—2 oc,
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donc M est point intérieur de r; M divise F en deux continus
d'extrémités respectives (M, A) et (M, B), avec

MA == MB == ——— (avec 2 cosa > i).
. •2COSIA v /

En répétant ce procédé de division indéfiniment, on voit que F
est un arc simple d'extrémités A et B puisqu'on peu île décomposer
en un nombre fini de conlinns de diamètres arbitrairement petits,
et formant une chaîne régulière entre A et B.

Revenons à l'espace E; un point intérieur quelconque A de E
partîige E en deux continus E^ et Ë2; on peut trouver sur E( une
suite dénombrable de points partout dense; un point M de cette
suite détermine un arc AM unique; soitE7, la somme de tous ces
arcs; par construction, E\ est partout dense sur E| et c'est un
arc semi-ouvert ou fermé. Si E', est fermé, il est identique à E< ;
si E\ est ouvert, soit B, un point de (E, — E^); Parc ABi de E< est
partout dense sur E( et il est fermé, donc il est identique à E<. De
même pour Ea ; donc E <îst un arc simple.

Nous avons donc démontré, par une méthode constructi^e^ en
ne faisant aucun appel aux théorèmes du Chapitre I, le résultat
suivant : <

Tout espace métrique compacta connexe et (V épaisseur as. est
un arc simple^ pour tout a tel que (x.<^arccos(^—i+^/3).

Précision. — Nous avons vu qu'un arc AB d'épaisseur a a un
diamètre au plus égal à 3.AB. On peut améliorer cette inégalité.

Dans le schéma du demi-plan II, considérons le contour en
trait plein, limité en partie par 2 arcs de cercle de rayon
po==2a6.sin- centrés en a et 6; y ne peut avoir de points
extérieurs à ce contour. Supposons en effet que y ait des points

sur les arcs <p< <pa et 93 94 ; soient m et n deux tels points ; on a

an.— a/n>4.a6. sin2 -;~ 2'

pour les points correspondants M et N de AB, on a donc

MNS4.a6.5iiP01.
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Or
BM^BNsaaés in?» donc ^ÎBÏÎ>a.

2 ~~

Comme Inégalité MBN == a est possible, on n'aboutit pas à une
impossibilité; mais celle-ci apparaîtrait si Pon augmentait arbitrai-

rement peu le rayon eo = 2. ab. sin - •

Donc si Pi et Ps sont deux points quelconques de AB, on a

PiP2^(APi4-AP2) et (PPi-t-BPs),

d»où
Pi Pî^ I [APi-+-BPi4-APs-h BPî],

Or le schéma montre que

AP(-+-BP(^aA-^-2po=a6(I-^-4sina) pour i == i ou 2,

donc
PiPî^abd -+•4sinaV

d'où

THÉORÈME III. — Le diamètre d^un arc AB d'épaisseur a est

au plus ( j ) égal à AB ( i -4- 4 sîn a )•

6. Quasi-symétrie des arcs semi-plats.

Définition. — On dit que deux ensembles F et F' d*un espace métrique E
sont quasi-symétriques par rapport au point I de E, s'il existe une
homéomorphie entre F et F' telle que si M et M' sont deux points

ïivt /\
homologues quelconques, --—7 tende vers i et MIM' tende vers ?c lorsque1M
M tend vers I.

Cette homéomorphie est dite alors : une quasi-symétrie.

(1) On peut améliorer cette borne supérieure de même qu'on peut préciser le
domaine dans lequel est située l'image de AB dans n. Il serait intéressant de
déterminer le diamètre maximum des arcs d'épaisseur a et de corde donnée,
ainsi que le domaine minimum de n qui contient les images de tous les
arcs AB d'épaisseur a.
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THÉORÈME IV. — Tout arc simple semi-plat en un point
intérieur est divisé par ce point en deux arcs quasi-symétriques
par rapport à ce point.

Démonstration. — Soit G un arc simple semi-plat au point 1
intérieur à C. Il existe un sous-arc A1B de C (Tépaisseur

a < arc cos ( — î -+- \/3 ).

Soit rfun nombre inférieur à IA et IB ; soit, sur Parc IA, A,, le premier

point à partir de 1 qui soit à la distance - de I (n = i , 2, . . .); on

définit de même Un sur IB.
Etablissons entre IA et IB une homéomorphie II qui fasse

correspondre 1 à lui-même et A,( à Bn (/i == i, 2, . . .).
Les résultats des paragraphes 4, 5 montrent que H est une

quasi-symétrie entre les An et les B^; soit maintenant a un point

deAnAn^, b son homologue surB^B^.^ et a l'épaisseur de A,, B^;
dans le triangle IA^A».^, on a

donc

^^^ I / l a\
A^IA^i<a, d'où A^A,,.M< 7 , ^ » + 2 s m ^ } :

diamètre An A,i+i < ( i -+- 4 sin a ) -I ( î- -+- 2 sin a ) •
\ ' 2 / 7 Î \ 7 Î î /

Donc la distance de a à An (reap. b à B,,) est avec IA,, daii^ un
rapport qui tend vers zéro avec -^; donc

la <\ , î
•„•->• î et a I b ->- ÎT lorsque — ->- o.lo - n

Le théorème annoncé en résulte aussitôt.

Remarque. — Pour les arcs non semi-plats, mais d^épaisseur ix.
connue, il existe en tout point une quasi-symétrie d^ordre a aisée
à formuler.

7. Prolongement des arcs semi-plats. — Le théorème précédent
nous renseigne sur la structure locale d^un arc semi-plat en un
point intérieur; ce théorème ne s^appliquant pas aux extrémités,
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une diflTérence dans la structure locale de l'arc au voisinage d'un
point intérieur et d'une extrémité semble possible à priori. Nous
allons voir qu'il n'en est rien.

LEMME. — Si l'espace métrique E est la somme de deux arcs
simples IA et IB semi-plats en 1 et quasi-symétriques par
rapport à ï^ce point 1 possède dans E un voisinage qui est un
arc simple semi-plat en I, et dont 1 est point intérieur,

Démonstration. — Le point 1 est un point isolé de l'inter-
section de IA et IB; sinon, soit { M i j une suite de points de cette
intersection, tendant vers I. Le point M, étant considéré comme
situé sur IA, soif M^ son quasi-symétrique sur IB ; Mi et M^ sont,

sur l'arc IB, ,— ->i et M^ÏM^->7T quand M(-^I , donc M(M^ est
équivalent à alM,, ce qui est incompatible avec le fait que \e
diamètre des arcs IM^ et TM^ est équivalent à leur corde^ lorsqu'ils
sont infiniment petits.

La structure topologique de 'E en 1 en résulte aussitôt.
La démonstration du fait que E est semi-plat en 1 est presque

immédiate dans le cas où E à une métrique tétraédrale; elle est
plus délicate dans le cas général. Nous allons en donner le
principe en traitant complètement un cas limite; la démonstration
générale s'en déduira en introduisant quelques e, et en se souvenant
que, si AB est un arc simple d'épaisseur a, on a, pour tout point P
deAB,

AP-+- BP == AB[i-4-0.^(a)] avec o< 6 <i ,

'n (a) tendant vers zéro avec a.

Supposons que IA et IB soient isométriques à un même segment
de droite, la distance des points a et b décès arcs tels que la == 16,
étant égale à ïïay pour tout point a; nous allons montrer que
cette symétrie par rapport à 1 entraîne que \a -j- 16 soit isométrique
à un segment.

Nous noterons les points par leur distance à I; soit a un
point de IA et x un point variable de" IB avec x<ia. Posons
dist.(a, x) ==/(.r); f{x) est une fonction continue et telle
que /(o) ==a;/(a) ==2 a,
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Pour x^ < x^ on doit avoir rinégalité triangulaire

/(^i)^/(^)-t-(^-.ri) ou encore l^ûizl^ll < , ;
a?2--a'i

donc /(^) a ses nombres dérivés supérieurs droits au plus égaux
à i. Comme sur l'intervalle (o, a), la variation de/(a?) est égale
à a, f{x) a donc i pour dérivée à droite en tout point; donc

/(a?) = dist.(a, x) = OH- x.

E est donc bien isométrique à un segment.
Nous allons voir mainlenant que tout arc simple IA semi-plat

en 1 peut être prolongé en un arc semi-plat en 1 et dont 1 est point
intérieur; nous n'imposons d'ailleurs pas à l'arc prolongé d'être
situé dans un espace ̂ métrique donné, question qui sera examinée
seulement pour les arcs cartésiens.

Définition. — Élant donnes un espace métrique E.et un point 1 de E,
on appelle espace prolongé de E par rayonnement autour de I, et l'on
note E^(I), l'espace métn'iue suivant :

Ses points sont ceux de E et ceux d^un espace E' en correspondance
biunivoque avec E, 1 étant le seul point double de cette correspondance.
La distance de deux points de E est donnée par la métrique de E; la
distance de deux points de E' est égale à celle de leurs homologues dans E;
la distance d'un point M de E à un point M' de E' est égale à IM -+- IM'.

Cette métrique satisfait à l'inégalité triangulaire : Soient par exemple
M< et Ma deux points de E, M' un point de E'.

On a
| IM.i — 1 Ma | < Mi M 2 < IMi + IMs.

Or
MiM'=IMi- t - IM' ; M2M'=IM3-^-1M / ,

d'où
[ MiM'— M^M'K Mi Ma< | MiM'-hMsM' l .

EXEMPLE. — Si E est homéomorphe à un plan, E,.(l) est
homéomorpheà un cône de'révolution à deux nappes.

Quoi que soit E, les sous-ensembles E et E' de E,.(I) sont
isométriques et quasi-symétrique? par rapport à I. Il résulte donc
du lemme précédent le théorème :

THÉORÈME V. — Si un arc simple E d'extrémité? 1 est semi-plat
en 1 ^ 1 ^ espace Er(I) prolongé .de E parrayonnement autour
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de 1 e s t aussi semi-plat en ï et Er(I) est un arc simple dont!
est point intérieur.

COROLLAIRE. — Si Vare E est semi-plat^ Vare E/.(I) est aussi
semi-plat.

Pour certains espaces E, il existe d'autres prolongements plus
naturels que le précédent.

Définitions. — i° On dit qu'un espace métrique E est tétraédral en un
de ses points ï lorsque tout 3-points de E forme avec 1 un 4-points iso-
métrique à un tétraèdre cartésien.

2° On appelle espace prolongé à'1 un espace ^tétraédral en I, par
symétrie par rapport à I, et l'on note E.y(I) l'espace métrique suivant :

Ses points sont ceux de E et ceux d'un espace E' en correspondance
biunivo]ue avec E, 1 étant un des points doub'ies de la correspondance.
La distance de deux points de E est donnée par la métrique de E; la
distance de deux points de E' est é^ale à celle de leurs homologues dans E.
La distance d'un point Mi de E à un point Ma d»* E' s\)btienl ainsi : On
construit dans un plan un triangle im\m^ isométrique à IM.iMç, on
prend le symétrique m'^ de m^ par rapport à ï, et l'on pose MiMg= mi/ng.

Comme tout triangle M^ MalVIi de E forme avec 1 une figure
télraédrale, il en est de même de MiMaM7.,, ce qui montre que la
métrique définie satisfait bien à Pinégalité triangulaire.

Les points doubles de la correspondance entre E et E'sont les
points de tous les couples A, B de E tels que

ÎA = IB AB
2

Les ensembles isométriques E, E' sont cluasi-symétriques par
rapport a i .

Si E est un arc simple d^extrémilé 1 et semi-plat en I, la
structure locale de E en 1 élimine les points doubles au voisinage
de I. d'où le théorème :

THÉORÈME'VI. — Si un arc simple d^ extrémité ï est tétraédral
et semi-plat en I, l^ espace Ej(Ï) prolongé de E par symétrie
par rapport ai est semi-plat en 1 et admet en 1 un voisinage
qui est un arc simple dont 1 est point intérieur.
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8. Mesure des espaces semi-plats,

Définition. — Soit y(^) une fonction continue et croissante de d,
avec 9(0) == o. Supposons que pour tout nombre f\ > o, l'espace métrique E
puisse être recouvert par un nombre dénombrable d^ensembles U^'ri) de
diamètre dk< "n.

Soit alors *?1l(ri) la borne inférieure de la somme ^.9(^0 pour toutes
À-

les décompositions de E en ensembles U^(T() ; JTl(ri) est une fonction non
décroissante de f\. Nous noterons

Mesuré d'ordre e ( d ) de E == jn®(^)(E) = lim [JÏI(T,)J.
71>0

LEMME. — Tout espace métrique E d'épaisseur a telle

que co == 2 sin - << ^î a une mesure nulle dJ ordre d^^1 dès2 ̂  r
lo^(i •+• Sa))que r ;>

log(.
i-t-8oj /

II suffit évidemment de démontrer le lemme pour les espaces E
de diamètre fini. Or si d est le diamètre (Tun espace cTépaisseura,
il résulte immédiatement du résultat du paragraphe 3, que cet
espace peut être décomposé en deux ensembles de diamètre
inférieur à

d , , dd'+'Sw)
— -4- 4 ̂  d = ————————- •
2 '>

Or i+8co<;2, donc si E a un diamètre borné, on peut par
divisions successives, le décomposer en un nombre fini (Tensembles
de diamètre inférieur à un nombre y? arbitraire : Soient U^y?)
(k = i, 2, . . . , 7 i ) les ensembles (Tune telle décomposition et

S(^)=^W1-^
x-

Tout ensemble Vk(rî) peut être décomposé en deux ensembles

de diamètre inférieur à k I"h co;; la somme S'(Y?) relative à cette
nouvelle décomposition est telle que

s^x.s^)^)1".
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^ I + 8 CD y

on obtient donc, par décompositions successives, des sommes
8(10) arbitrairement petites. Les quantités JH( Y?) sont donc nulles,
d'où le lemme.

Remarquons que o g — f a ^ - > o quand co ~v 04 donc si un
^(rn^)

espace est semi-plat en un point I, il existe, quel que soit r> o,
un voisinage de 1 dont la mesure d'ordre d1^7' est nulle.

II résulte alors du théorème du paragraphe 2, le théorème
suivant :

THÉORÈME VII. — Tout espace métrique E, séparable et
semi-plat^ a une mesure nulle (Tordre d^ pour tout r >> o ( 4 ).

Remarque. — La présence dans un espace d'épaisseur a, de
4-points a-tordus, diminue la mesure de cet espace; par exemple
Fensemble construit au paragraphe 3 a une mesure nulle d'ordre dr

pour tout r^> o.
La question se pose maintenant d^étudier la mesure des espaces

semi-plats pour des fonctions 9(0?) dont Perdre de croissance est
compris entre celui de d et de d^ (pour tout r). L^élude des
arcs cartésiens semi-plats nous permettra d^élucider cette question.

CHAPITRE V.
ARCS SIMPLES CARTÉSIENS SEMI-PLATS.

Le fait pour un espace semi-plat d^être isométrique à un
ensemble cartésien élimine de cet espace certaines configurations

(1) Ce théorème ainsi que son iemme nous renseignent sur les triangles inscrits
dans un espace métrique, lorsque la mesure d'ordre d^1' de cet espace n'est
pas nulle.

Plus spécialement, on sait que, dans tout ensemble plan d'aire intérieure non
nulle, on peut inscrire des triangles équilatéraux et même de forme quelconque.
La question se pose de savoir s'il en est de même des ensembles plans de mesure
d^ordre d1' infinie pour tout r «< a.
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rencontrées par ailleurs : soient par exemple A, B, C, D un
4-poinls cartésien d^épaisseur a; ces points sont sommets (Tun
tétraèdre : soit AB sa plus grande arêle. Si Von représente
schémaliquement ( 1 ) ce 4-Poîatsdans un plan H à partir des
points a, b (avec db == AB), il est immédiat que

C D — c û f | ^ 2 A B sina;

donc uri tel 4-poin^s ABCD ne peut être a-tordu (2)»

1. Caractérisation des arcs simples semi-plats. — N o u s avons
déjà remarqué le caractère « linéaire » local des espacesSemi-
pluts; nous pouvons préciser beaucoup ici cette remarque.

LEMME. — Tout arc simple cartésien d^épaisseur oc, a un
coefficient de déformation (a) au plus égal à ((»)4- 2&)2),
avec (•)=== a sin".

Soit AB un tel arc; divisons le segment AB en n parties égales
par les points successifs A(»=A, A.|, ..., A,, ..., Aro=B; en
parcourant AB de A vers B, soit ai le premier point rencontré
qui se projoUe orlhogonaîement en A< sur AB. Comme tout point
de AB est situé à une distance do AB au plus é^e à çô.AB, on a

ai-t a^ ^ / ( A^ Y •+- (2 a), AB )t == A B tV^-Tœ*.

Comme tout point de Parc ai_^ai est situé à une distance du.
segment a^a» au plus é^ale à ^.at^.\ai cl que tout point du
segment a»_ia, est situé à une dislance de A/._<A( au plus égale

à (o.A^A^, la dislance maximum entre un point dea^ ai et un
point de AI__(A, esl au plus égale à

([,,-K^-^-^]=,(O.AB -4- &D.af—i 0,4- A(_iA<< ABl (x) -+- (x) 1 / •î- -+- 4o)2 -+- -- | = 8.~ | y 71- n

( 1 ) Voir Cliap. IV. § 3.
(2) Cette rernarque montre qir* les ensembles cartésiens non Connexes n'ont

pas de propriétés très différente^ de celles <teî ensembles connexes. Il serait
intéressant de voir si tout ensemble carte .ien fermé, borné, semi-plat est un
sous-ensemble d'un nombre fini de courbes, simples fermées semi-plates»

( ï) Voir Cliap. IV, § 1. Définitions.
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Etablissons une homéomorphie quelconque entre AB et AB,
qui fasse correspondre a; à A< (pour i= o, i, . . ., n). L/inégalité
ci-dessus montre que la distance entre deux points homologues
reste inférieure ou égale à ô.. Or S tend vers AB(ûi) -4- 2&)2) quand
n->aD^ d'où le lèmme.

THÉORÈMES J. — L a condition nécessaire et suffisante, pour
qu^un arc simple cartésien T soit semi-plat est que le coefficient
de déformation des sous-arcs de T tende uniformément vers o
avec leur diamètre.

Démonstration. — Comme Vépaisseur des sous-arcs de F tend-
vers o avec leur diamètre, la nécessité de la condition résulte du
lemme précédent.

D'autre part, soient a, 6, c trois points de F, c étant sur Parc ab ;
si A est le coefficient dé déformation de a6, la dislance de c à ab
vaut au plus A.a6,donc lYpaisseur du triangle abc vaut au plus
arc tang (2 A); d'où la suffisance de la condition.

Remarque.— Appelons « écart relatif» d\in arc a(3, le rapport
de A à a(3, h étant la distance maximum d^un point de <x(3 à a(3.

On peut alors remplacer dans le théorème F expression
« coefficient de déformation » par « écart relatif »,

2. Quasi-symétrie et prolongement des arcs semi-plats. — La
quasi-syméirie des arcs semi-plats par rapport à chacun dé leurs
points intérieurs a été montrée de façon générale; pour les arcs
cartésiens, cette quasi-sjmétrie entraîne, qu^/i tout point les
contingents antérieur et postérieur sont symétriques par
rapport à ce point.

Tout arc semi-plat peut être prolongé en chacune de ses
extrémités. Ce résultat se précise ici : Soit LA un arc simple
cartésien semi-plat en I, et IA le symétrique de 1A par rapport
à I. Une démonstration identique à celle du Chapitre IV,
paragraphe 7, montre que Pensemblé IA-+-IA' est au voisinage
de 1 un arc simple semi-plat en I, et dont 1 est point intérieur.

Donc^ le fait pour un point d'un arc cartésien semi-plat^
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d'être intérieur à cet arc, n^ entraine aucune précision sur les
propriétés de ses voisinages.

Remarque, — Si ÏA est un arc plan, semi-plat en I, une
partie du résultat précédent se généralise : Si IA' est Parc déduit
de IA par une rotation quelconque autour de I, le point 1 est
point isolé de IA.IA'. Tout se passe comme si IA avait une allure
rectiligne au voisinage de I.

3. Représentation canonique locale des arcs semi-plats. —
Nous verrons mieux la forme locale d'un arc semi-plat en donnant
de cet arc une représentation canonique.

Soit IA un arc cartésien semi-plat en I; posons IA==rf. et
soit A( ( ( = = = 1 , a, . . .) le premier point de IA qu'on rencontre

à partir de 1 et tel que IAi== -^ Lorsque l'o est assez grand, la

ligne brisée A^A^i. . .A^. . . est évidemment un arc simple
d'extrémité I. L'angle de deux côtés consécutifs de cette ligne
tend vers o avec , parce que IA est semi-plat en I. On peut faire
disparaître les points anguleux de cette ligne par de petits arcs de
cercle de raccordement; on obtient alors un arc simple la tel que

l'angle V de la tangente en un de ses points M avec le rayon IM,
tende vers o avec IM. De plus, toute sphère (1, p) coupe
l'ensemble ÏA+Ia suivant un ensemble de diamètre d tel que

- tende vers o avec p; cet arc la donne donc une bonne image

simplifiée de IA en I. Nous allons voir que la est semi-plat en I.

LEMME. — Tout arc simple cartésien IA, ayant une tangente
en tout point M distinct de I, et tel que l^angle de cette
tangente avec IM tende vers 0 avec IM, est semi-plat en I.

Il existe évidemment un sous-arc IA' de IA qui n'est coupé
qu'en un seul point par toute sphère de centre 1 ; sur un tel arc

on a, avec les notations classiques, ds = ——5 et si M< et Ma sont
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deux points de IA' on a

i\nr 1 r^ ^|jp, ^^ '
donc

M^Ms-,——:——T->i lorsque pi et ps-^o.
1 P i—Pî l

Comme |p i—pa I^M/Ma^MiMa, on voit que M^Ma, M<Ma
el | p ^ — p a l sont des innaiment petits équivalents lorsque pi
et pa-^o. Donc, si M^MaM» est un triangle inscrit dans LA/,
le rapport de son périmètre à son plus grand côté tend vers 2
lorsque ses sommets tendent vers I, donc son épaisseur tend vers o.

Le théorème suivant résulte du lemme et des propriétés de
Parc la:

THÉORÈME II. — A tout arc cartésien IA semi-plat en I, on
peut associer un arc la semi-plat en I, rectifiable^ ayant en
tout point M distinct de 1 une tangente continue qui/ait avec
IM un angle tendant vers o avec IM, et tel que Vensemble
IA -4- la soit coupé par la sphère (I, p) suivant un ensemble de
diamètre p.e(p) [e(p)->o avec p].

Un tel arc la fournit ce qu\m appelle une représentation
canonique de IA.

COROLLAIRE. — On peut prolonger tout arc cartésien semi-
plat C en une courbe fermée semi-plate C<, telle qu^en 'tout
point de (G< — G) existe une tangente qui varie continuement
sur(C,—C).

Cas des arcs plans. — Soit la un arc plan fournissant une
représentation canonique de l'arc plan IA semi-plat en I.

Soit 9 == 6(p) Péquation polaire de la dans un système de coor-
données polaires de pôle I. On a tangV == •P7; comme V tend vers o

avec p, Féquation de la s^écrit

P-. ==/(p) ou 8=^• / ip- )^p (avec p et po>o),
wr -'po P

/(p) étant une fonction continue qui s'annule pour p === o.
LXXI. 12
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Inversement, toute fonction de cette forme fournit un arc serai*
plat en tout point, et dont les sous-arcs infiniment petits ont une
longueur équivalente à leur corde.

EXEMPLE I. —2^- (avec J0>o) reste borné en module
quand p -^o. Alors 0(p) a une limite quand p -> o. Donc la courbe
a une tangente en I.

EXEMPLE II (4). —/(p) ==——=======:• On trouve la courbev^œp=^\
EXEMPLE IIL — On trouvera des courbes ayant en 1 un para-

tingent incomplet en choisissant convenablement f (p ) parmi les
fonctions de signe variable»

Exemple :

on trouve

».n[.o^)]

/(p) = ———7TT~*
^(P)

e=co.[iog.^)].

Le paratingent et le contingent constituent ici un angle de
deux radians.

Ces divers exemples) joints au fait qu'on peut toujours prolonger
un arc semi-plat par symétrie) montrent qu'en un point intérieur
à un arc semi-plat, il peut ne pas j avoir de tangente ; nous verrons
que Fensemb de tels points peut former tout un résiduel de l'arc.

4. Masure des ares plans semi-plats. Théorème d'existence* ~
Nous allons examiner ici le problème que nous nous sommes posé
à la fin du Chapitre IV à propos de la mesure des espaces semi-
plats.

(1) L'exemple p = e— '̂ a été donné par M. Bouligand comme exemple d'une
courbe spirale dont les arcs infiniment petits sont équivalents à leur corde
[ Vw.r BOLLIGAND, Essai sur l'unité des méthodes directes, § 29 (Mém. S. ft.
de Liège, t. 29)].



- 179 —

Définition. -- Nous dirons que la fonction <p(<a0 est normale et définit
une mesure d'ordre <f(d) normale lorsque :

i° <f(d) est une fonction continue, croissante et convexe, définie pour
o^d^do^ avec <p(o)==o.

<p(rf) d1^20 fi et "T5T tendent vers ° avec df pcw tout r > o.

3° II existe un nombre positif Â-o différent de i, tel que

9(W) ., »-—— ->-! quand d-^o.k^(d) 4

La condition (3) est naturelle et ne sert qu'à régulariser le mode
de croissance de <p(ûî ) ; on montre en effet aisément que toute
fonction y(rf) vérifiant les deux premières conditions, est telle que
pour tout nombre k >> i, on ait

?(A-âO . .. . .T®(^^1———>i et liminf.l——- \==i.^(d) rf^o L^î(û0j

Nous voulons démontrer le théorème suivant.

THÉORÈME III. — Pour toute mesure d'ordre <p(d) normale^
il existe des arcs plans semi'plats F dont tout sous-arc infini-
ment petit a une mesure d^ordre ^(d) équivalente à 9(e)»
6 étant la corde de cet arc,

COROLLAIRE. — La mesure de f peut ^obtenir comme limite

des sommes ^,<p(û^) relatives à des partitions quelconques deT
k

en un nombre fini d^arcs simples^ sous (a seule condition que
le maximum des diamètres de ces arcs tende vers o.

Démonstration. — LEMME 1. — Si <p(ûî) est normale^ on a,

pour tout k > o, lim [ ^^ l ^ i . Cette limite est atteinte uni'

fermement lorsque k est compris entre deux nombres positifs
non nuls.

Lorsque Fégalité du lemme est vérifiée pour un nombre A', elle
Pest évidemment aussi pour son inverse. Supposons donc Ay< i.

i;4 l̂̂ ; ii4,̂ T°'|=..
d>oL*»T(.rf)J a^-oL*0?(A-orf)J '
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d'où
,. r?^î^)ilim ' . =i
^oL^iH<U

et de façon générale
lim[|^]=,.
rf^oL^u^ûOj

Soit alors À: un nombre inférieur à î ; il existe un entier n tel
que A'ï</r<i. Or la convexité de 9(0?) entraîne, coniine le
montre clairement un graphique de la fonction, que

?(Ar^) ^(kd) y(rf) ̂
^(<^ A:,p(^) < <^ûQ ~J[•

Comme
,. f (^^/) T
^ol^Ài^J-1-ri-^ol A:o9^;j

le lemme est démontré pour tout A-< î , donc aussi pour k quel-
conque. L/uiiitormité de la convergence résulte/de la dernière
inégulité écrite.

LEMME 2. — Lorsque ^(d) est normale^ Inéquation

^(SO-yW

est vérifiée par un nombre pn unique tel que

Pn^\-—— ==!-+- 0,14.1,
Pn

les nombres positifs (Xn tendant vers 6 avec •I-) et la série ̂  an

étant divergente.

On peut poser p^ ==^-t- «4, avec a<;>o. Supposons le lemme
démontré pour tout entier jusque n inclus.

1/équalion
/£^ti\^ ?(^o)

T^5/i-n J 5/<-<-i

a évidemment une solution unique en pn+\. Il résulte de la
convexité de y (d) que

I f n . fn^^ y K-Çltl^
5 5n < 5n-M < 5n ou ! < p^ < °-
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Posons
Pn-^t
———— == I-hOn-n.
Pn

On a, en formant le rapport membre à membre des égalités qui
définissent/?,» et/^-i, .fëi

Pn 1ô^7^•Vô^- 1 - 1 /5/l-M

Donc
JP.\
yl ^7 l^ / /

J^çT^L'^^i^Vô^^ J°l- » / p^— \^A^)
l-+-a^4-i,

Or le premier membre de celle égalilé est de la forme -—-r-»

avec k === —^-; il lend uniformément vers i puisque k est compris

entre i et 5; donc a/i.+, tend vers o avec -•

Si la série ^a.< était convergente, pn aurait une limite finie p^.
n '

Or
(P^\

? < f)/l / ^ 9(^0).
/ /^ \ /?/» *
V ô ^ /

On aurait donc

[ ^(P!L\~\
,. T ^ ^/ / (P^n)lim ———— |=———••
i-^x / ^ \ ^30

V ô 7 ' / J

Ceci est on coniradiclinn avec la deuxième propriété fonda-
mcninle do 9(6?). Donc/?n== (i 4- «< ) (i + a..»), . . ., (i -h a/») tond
vers l'infini av<'c n.

Construction d'un arc simple r. — i° Puisque (Xn, lend vers o

avec —» on poul loi jours .supposer d^ assez petit pour que tous

les a,, soîoni inférieurs à un nombre ao donné.
A partir d'un scguicnl arbitraire AF, de longueur/, construisons
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une ligne brisée ABCDEF dont tous les côtés sont égaux, B etE
étant sur ÀF, et CD étant parallèle à AF {fig. 3 ).

Fig. 3.

Si Pon pose

on a

Posons

On trouve ("•«o'- 5a
[-ha*

Si Pon a pris «o< o' 1! correspond alors à tout a/i de notre suite
ci-dessus un angle aigu [i/i qui tend vers o avec a^. Quand <x/i est
petit, (3^ est équivalent à ^/ôa,i, donc la série ^3/i diverge.

n

On va maintenant construire à partir de AF une ligne brisée
AB'C'D'E'F dont les côtés sont égaux à la longueur ï ci-dessus,
mais dont on impose la valeur des angles -^ et ya de AB' et E'F
avec AF (y, et ys sont ^ ou < o).

Les points B' et E' sont bien déterminés et Pon a B'E'>BE;
puis on construit G' et D' de façon que B'C'D'E' soit un trapèze

Fig. 4.

isocèle. On a évidemment (fig1' 4)

ê=^>ê=6
et

À^s; 2 n - [AJÎ̂ -4. C '̂J = îs - C^B -̂h T. —Ains^ ê-h x - A^E".
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Donc
» — ÂB^< it — 6 •+- ̂ B '̂— ».

Or

«-B==p et lA^-^B^+B'̂ E^F^+ î̂g ,̂

d'où

|x-ÀB^'|^+T.+^^$P+3T,

en désignant par Y la plus grande des valeurs absolues deyi ety»'
.On peut donc joindre A et F par une ligne polygonale de cinq

côtés égaux à l ' et telle que l'angle de deux côtés consécutifs ait
un supplément au plus égal à ((î 4- 3 y)*

Nous dirons que la ligne AB'C'D'ET est la ligne brisée
construitesur AF et relative à ( a , Y < , Ta)»

2° Nous supposons <Xo choisi de telle sorte que Po< -3"' ce qui

esl réalisé si «o < — •
On se donne un segment/AB de longueur de.
Le premier stade de la construction consiste à construire surAB

la ligne brisée relative à (a^, o, o).
Supposons qu'au Ti1*"8 stade de la construction, on obtienne une

ligne polygonale Ln d^extrémités A et B, dont tous les côtés soient
égaux, et dont tous les angles de contingence (supplément de
Fangle de deux côtés consécutifs) soient inférieurs à apo»

Soient M un sommet de L^, MM< et MMa les côtés qui y abou-
tissent. On a

î t — 2 p o < M i M M a ^ w .

Traçons les deux demi-droites ML^ et MLa qui ont même bissec-

trice intérieure que M< MMa et pour lesquelles

L^Mta _ M^MMii _ ?n-<-i
-"T""--—ï—•'"T"^

à moins que ( ^ — M1MMir ) < •^ » auquel cas on prend pour ML4
\2 2 / . 3
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et MLa les deux demi-droites perpendiculaires à la bissectrice

deAUlMs.
Aux deux extrémités du segment MM< , par exemple, sont

attachées par deux constructions analogues deux demi-droites

faisant avec MMi des angles y, y' au plus égaux à •^ • Sur MM(

on construit alors la ligne brisée relative à ((3/i-n, y, y'); les angles
de contingence de cette ligne pentagonale $ont au plus égaux

à((3/M-i+3y ou 3y')^ 2 (3/14-1 ; d'autre part L)MLa> MiMMa; donc
si l'on désigne par L,i^.i la somme des lignes brisées ainsi construites
$ur les côtés de L/i, on voit que tous les angles de contingence
de Ln-n sont inférieurs à 2^0-

Je dis que lorsque no-> oo, le maximum des angles de contingence
de L^^ tend vers o. D'une part, en efiet, tout angle de contingence
de la ligne construite sur un côté de L^ est au plus égal à 2 (3^-n et
ronsailquep/t-^oavcc --, D'autre part, si M est un sommet de L^,
soito',1 rangle de contingence de M sur L,i (pour 7i^7io)î à chaque
stade de la construction, or/i diminue de j-l:t-l> ou bien devient et
reste nul; comme la série des (3,i est divergente, -On est donc nul
à partir d^une certaine valeur de n. Comme sur L^ il n'y a qu'un
nombre fini de sommets M, il existe un entier N tel que sur L^,
tous les angles de contingence soicntau plus égaux à 20^, 6^ étant
le plus grand des angles (3/ pour i^> n^, comme On,-^o avec -I-5 le
résultat annoncé est démontré.

3° Nous voulons montrer que les lignes L/i ont une limite qui
est un arc simple.

Désignons par Pô le losange somme des deux triangles équi-
latérî^ux de baseAB et supposons défini Pn jouissant des propriétés
suivantes :

Pn est une somme de quadrilatères ayant pour diagonales les
cotes de L,(, ces quadrilatères étant disjoints doux à deux à moins
qu'ils ne soient construits sur deux côlés consécutifs de L^, auquel
cas ils ont en commun un s.ommet de L/i; si M^Ma est un côlé
de L/,, le quadr i la tère { M, Ma} consiruit sur MilVL est la somme
de deux triangles -Mi PMa et MiP'Ma symétriques par rapport
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à MiMa; le triangle M^PMa, on bien est équilatéral, ou bien a un

angle à la base égal à ^ l'autre, PM(Ma par exemple, étant
0

compris entre •^ et ( — — — 4 - - n o" étant l'angle de contingence
0 \ 0 1 l\ 2 /

de La en M.
P/ï+< se définit ainsi s M(Ma étant un côté de L,,, considérons

l'arc M( Ma de L,,_n ; il se compose de cinq côtés; on construit sur
les Irois côtes inédians des quadrilatères sommes de deux triangles
équiîaléraux; sur les autres côlés, prenons iecôléMiN par exemple,
on construit un quadrilatère, formé d'un triangle M^QN et

de son symétrique par rapport à MiN, avec QJNM| == - et

QMiN == PM< Ma— y, Y étant la valeur absolue de l'angle de MiN
avec M|MO. Soit P/(^-| la somme de tous les quadrilatères ainsi
construits sur les côtés de L^+.| ; il résulte aisément de L» limitation
de (XQ que les cinq quadrilatères de P/t-n construits sur les côtés

de l'arc M i M a de P/^i, par exemple, sont situés dans le quadri-
latère j M< Ma j ; on montre de même que P/^-n j mit des propriétés
énoncées ci-dessus pour P^. On pourra donc définir P^+a, etc.

Ou a P,,-n C P/t. On pose F === | j (P/<). Il est immédiat, comme
n

le diamètre des quadrilatères de Pn tond vers o avec -j que F est

un arc simple d'extrémités A et B; c'est aussi l'ensemble limite
des lignes Ln.

4° L'nrc F contient, pour tout 71, les sommets de la ligne I-n*

Soit M,Ma un côté de L,, ; loifl point de l'arc M < M a de L,»_^ est à
"PC distance 9u segnieat M i M a inférieure à

P ^"J-1 -._ P /oR , Çn ̂  \ ̂  3 Cn P/, t-i
t'/i +.1 -—-- -+- t<n M ̂  2 ]pn ̂ i -+- —q— 1 S ———:——— ?

G/» et C^-n étant respectivement les longueurs des côtés
de L,/ et L/Î-M.

Le même rusonncinont s'applique aux côtés de L»,î , L/i+ai etc.

Donc tout point de l'arc M ( M a de T est à une distance du scg«.
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ment M« Ma inférieure à

3 3 3
^ Cn P/i-hl -+- « Cn-n Rn-n -+•. . . -+- -. C/i-+.< ̂ n-+-l+i ;+- • • •

<|^e,(i+|^...+^...),

8^ désignant le plus grand des (â^i (<== I, 2, ...) et k un nombre
posilif fixe. L'écart relatif (<) de cet arc est donc inférieur à - k^

Soient maintenant P, P' deux points quelconques de F; soit n
le plus petit entier tel que L/i ait deux sommets au moins sur PP';

Ln a alors neuf soinmets au plus sur PP' ; P et P' sont donc sur

un arc M^Ma de F, M< Ma étant un côté de Ln_a, etPoîiaPP^ ̂ ^î.

Si donc P" est un point quelconque de PP', un calcul élémen-
taire montre que l'un des angles aigus du triangle PP'P7' a son

sinus inférieur à 759^_3. Or n tend uniformément vers rinfini
lorsque PP'->o puisque M|Ma<;25PP'; d^autre parole diamètre
du triangle PP'P^ tend vers 0 avec PP' puisque T est un arc
de Jordan; comme Qn—2->o avec •̂ 's on* peut donc affirmer que

Tépnisseur des triangles inscrits dans r tend vers 6 avec leur
diamètre. Donc T est un arc semi-plat.

5° Montrons mainfenant que la mesure selon <p(rf), de F est
égale à ©(do)- Nous reprenons les notations du Chapitre IV,
paragraphes.

Pour tout sous-ensemble U^(Yî) de F, on a

diam.[iîT("^ = diam.tU^-n)] = ̂ ;

si a et b sont les extrémités de U^(Yî) sur F, le diamètre St
de Parc ab est évidemment tel que — ̂  i lorsque YÎ ->-o.

Donc si l'on s'astreint à thoisir les Vk(fï) seulement parmi les
sous-arcs de F, on ne modifie la fonction 3YL(ri) que par un facteur
qui tend vers i lorsque Y) ->-o; on ne modifie donc pas la mesure
d'ordre <p( r f ) de F.

,(1) Voir la remarque du Chap. V, § 1,
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D'autre part tout recouvrement de r par des sous-arcs contient
un recouvrement fini; la mesure de F peut donc s'obtenir par des
partitions de T en un nombre fini d'arcs ne se recouvrant pas.

Considérons une telle partition de T en aies de diamètre <YÎ,
et soit PP' l'un de ces arcs. On peut définir comme au n° 3

^""'>\, -̂S. • PP'

ci-dessus un arc TM^Ma contenant PP' tel que -r < .. .. <i,' * 20 MiMî
M^ et Ma étant deux sommets consécutifs d'une ligne Ln-a* D'après
leJemme 1, on peut poser

^(PP-) _ PP-
^(MiMs) "~ M i M a ^ l / î

£4 tendant vers o avec Y?.
Or, convenons d'appeler « mesure provisoire » d'un arc quel-

conque ab de T le nombre p-Çab) a msî défini : C'est la limite
quand 7i->-oo de la somme Sy(Cn) étendue à tous les côtés de Ln
qui ont leurs sommets sur ab. Il résulte aisément de la définition
des an et de la relation*

J ^ _ P P ^ ,
25 <- Mi M, <

que
ÂP^) PP' , . .
^-^^MTM;0^^(Ji^MiM,;

£a tendant vers o avec Y}. On a donc

?(PP^ ^(pfi) (l-4-ei)

Î(M1M3) ^{W^^

Or, par construction

^(MiM^^^M^O; donc <p(PP') == ̂ (p?) ̂ -±^.

Donc, pour la partition considérée de r on a, compte tenu du
fait que le diamètre des arcs infiniment petits de T est équivalent
à leur corde

^(rf,) «^^PP.)(^)(, + ..)=.(,+ .,)^,x(pp>),
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les £3 et 64 tendant vers o avec r). Or

^(pp^^r)^^).

L'égalité précédente montre donc que la mesure d'ordre cp(rf) de F
vaut <p(û?o) puisque cette mesure peut être approchée autant qu'on

le veut par des sommes y<p(^).

Le même raisonnement montre que la mesure de ton tare M( Ma
de F est égale à sa mesure provisoire lorsque M< et Ma sont deux
sommets d'une ligne L^; un passage à la limite montrerait qu'il
en est de même de tout sous-arc de r.

On a vu que pour les arcs ab infiniment petits, on a
p.\ab) ~ <p(a6). Comme mesure de a&==/x(a6}, on a mesure

de a6~<p(a6); toutes les sommes > < p ( û î ^ ) relatives à une parti-

tion quelconque de r en un nombre fini d'arcs, tendent donc
vers la mesure de F lorsque la plus grande corde de ces arcs tend
vers o.

Le théorème et son corollaire sont donc entièrement démontrés.

5. Étude des tangentes aux arcs plans semi-plats. — Soit G un
arc plan semi-plat. Si C est un segment de droite, il possède mie
tangente en tout point.

Sinon, l'ensemble des directions des cordes des sous-arcs de G
a la puissance du continu; soit alors MN une corde quelconque

de G; il existe sur MN un point P distinct de M et N en lequel

la parallèle à MiN laisse MN tout entier d'un côlé; comme MN est
semi-plîit, ses contingents antérieur et postérieur au point P sont
symétriques par rapporta P et, comme ils sont situés dans un même
demi-plan, ils se réduisent à deux rayons opposés portés par la

parallèle A à MN; MN possède donc une tangente au point P.
A deux cordes MN, de directions distinctes, correspondent deux
points P distincts; comme d'autre part on peut répéter le même
aisonnement sur tout arc de G, on peut énoncer :
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TiiépKÈME IV. — L'ensemble des points d^un arc plan semi-
plat G, en lesquels C possède une tangente^ est partout dense
et a la puissance du continu sur tout sous-arc de C.

Il résulte (Tim théorème de M. A. S. Besîcovitch ( 4 ) que
Fensemble des points d'un ensemble plan E, en lesquels E possède
une tangente, est de longueur finie ou dénombrablement infinie (2).
Ce théorème est directement applicable aux arcs sem'i-plats C.
En tenant compte du fait qu'un ensemble de longueur finie a.une
mesure d'ordre <f(d) nulle lorsque <f(d) est normalç, on peut
énoncer :

Pour chacun des arcs T construits au paragraphe A,
l^ensemble des points où T a une tangente a une mesure
d'ordre <^(d) nulle (3).

Ce résultat souligne la complexité de ces arcs r semi-plats.

6. Exemple singulier d'arc plan rectifiable semi-plat. — Sur
tout arc simple y reclifiable, on sait que l'ensemble des points
où y n'a pas de tangente a une mesure nulle; mais cet ensemble
peut être topolo^iquement très touffu, pendant que son complé-
mentaire sera topologiquement très rare. même si l'arc y est semi-
plat. Nous allons le montrer par un cas extrême.

THÉORÈME V (A). — II existe des arcs simples plans recti fiables
semi-plats^ dont les arcs infiniment petits sont équivalents à

( 1 ) BESÎCOVITCH, On tangents to général sets of points (Fund. Math., 22,
p. 49-53).

(2) Un ensemble est .de longueur dénombrablement infinie s'il est la somme
d'une suite déaombrable d'ensembles de longueur finie

(3) II semble que sur tout arc plan semi-plat AB, l'ensemble des points
où AB a une tangente ait une longueur au moini égale à AB; cela serait à
vérifier.

(4) Ce théorème donne une réponse à une question posée par M. Bouligand :
il montre qu'on ne peut pas limiter l'ensemble des points où manque la tangente
sur une courbe rectifiable dodt l'arc est un infiniment petit équivalent à la
corde (voir BOULIOAND, Introduction'à la géométrie infinitésimale directe,
p. 222, problème IV). Dans la IIe partie nous préciserods cette réponse en
imposant à la courbe des conditions plus restrictives.



— 190 —

leur corde, ̂  sur lesquels l9 ensemble des points sans tangente
forme tout un résiduel (1).

Nous n'entrerons pas dans tous les détails de la construction,
qui est analogue à celle des courtes r du paragraphe A.

Appelons art élémentaire (/i, a), Parc PQ. ainsi construit : Sur
la spirale d'équation polaire p==e'~01, soit p le premier point à
partir du pôle 0, tel que l'arc Op ait répaisseur a; puis, sur Op,
soit P le premier point à partir de p en lequel la tangente soit
perpendiculaire à la tangente en p.

La tangente en p étant orientée dans le sens de parcours de'P
vers/), portons sur cette tangente une longueur pq==. 71. Pp
(n entier positif) et soit yQ le symétrique de pP par rapport à la

médiatrice de pq. L/arc simple PQ==P/?+/^+^Q coupe
orlhogonalement PQ. On voit aisément que répaisseur de PQ tend

vers o avec ( a 4- ^-p

A partir de PQ, on peut construire une courbe infinie de forme
sinusoïdale : II suffit de prendre le symétrique QP' de PQ par

rapporta Q» et tous les arcs qui se déduisent de PQP' par des

translations de la forme ± k. PP' (k = i, 2, ... ).
Prenons pour axes de coordonnées les droites : fy portée

par PQ, et Py perpendiculaire à Pa*; soity==/(/i,a}(^) Féquatipn
de la courbe infinie construite.

L^arc semi-plat cherché L sera Pensemble limite des arcs Li,
La, ..., L^, ... d^extrémités A et B et ainsi définis :

L( étant supposé construit, soit li sa longueur et n le minimum
de son rayon de courbure aux points où il est défini; en tout point
de L(, on peut définir une normale orientée par continuité à partir
de la normale en A orientée arbitrairement; si M est un point
de Li, tel que AM==;r, e tN un point de la normale en M à L,,
tel que MN===y, on dira que N a pour coordonnées (.r, y ) par.

(1) Complémentaire d'un ensemble de première catégorie au sens de Baire.
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rapport à Lr Désignons'(Tau ire partie diamètre de l^arc élémen-
taire (<, r ) par di\ et par") x\ le plus petit entier au moins
égal à x.

L, est Parc élémentaire (i, i) dont on désigne les extrémités
par A, B. L» étant supposé défini, L^-n a pour équation par
rapport à Li

„ l—/- F ̂ d^^\i'li\~\^ra^^^^L^^iTriJ-
Nous admettrons, la démonstration en étant longue et facile,

que les arcs L( ont un arc limite L. D'autre part un calcul simple
montre que les li sont bornées supérieurement; donc L a une lon-
gueur finie, d'après.-un théorème classique de Hilbert (1). On
montre aussi que tout arc infiniment petit de L est équivalent à sa
corde : D'après une remarque du Chapitre IV, paragraphe 1,
L est donc un arc semi-plat.

Etudions l'ensemble dus points où L a une tangente.
Sur l'arc Li, soient M', M, M." trois points d'intersection consé-

cutifs de Li et Li.̂ .1. L'arc MM' de Li a une forme voisine de celle

de l'arc élém.entaire ( î , ^ ) ; soit m< le premier point de MM' à

partir de M où la tangente fait un angle de î avec la tangente en M

au même arc; soit Wa le point analogue sur MM". Si P est un

point fixe quelconque de m^ ma et Q un point variable sur MM',

la variation angulaire du vecteur PQ est au moins de y lorsque Q-

parcourt MM'.
Or l'arc L» converge très vite vers L; il y a donc des points deL

dont la distance à P (ou à Q) est petite par rapport à w< ma ; si p
et q sont deux tels points de L voisins de P et Q respectivement,

le vecteur pq tourne d'un angle supérieur à i^-—e) lorsque q
varie sur L en restant à une distance de p inférieure à p M',.
s tendant vers o avec -•

* ) Voir BOULIGAND, loc. cit.
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On voit donc que pour qu'en un point p de L il y ait une

tangente, p ne doit pas être voisin, au sens précédent, d'arcs m\ m^
relatifs à une induite de courbes L(.

Revenons à Parc m^m^ de L(, et soit /^(resp. na) l'un des
points de L qui sont les plus voisins de-mi (resp. Wa); pour tout

nombre i\ L contient ainsi un nombre fini d'arcs n^n^ deux à deux
disjoints, dont les longueurs ainsi que celles des arcs complémen-
taires tendent vers o avec -•i

Pour ( donné, soit m, le minimum et M,- le maximum des

diamètres dos arcs n\n^ et des arcs complémentaires; par
construction —t1- tend vers o avec ^; donc l'ensemble des pointsmi i r

de L qui, à partir d'une valeur /o de <, ne sont situés sur aucun

des arcs ouverts n\ n^ relatifs à Li ( < > > ^ o ) est un ensemble fermé
totalement discontinu.

Or une remarque faite ci-dessus montre qu'un'point p de L en
lequel L a une tangente ne peut être situé sur une infinité

d'arcs /ii/i^. Donc l'ensemble dos points où L a une langenle est
contenu dans une réunion dénombrable d\'nsombles fermés totale-
ment discontinus : c'est donc un ensemble de première catégorie
et son complémentaire est bien un résiduel.

Remarque. — C'est la forme locale des courbes L<; qui entraîne
les propriélés de L; L/ se présente sous forme d'une courbe
formée d'arcs relativement longs et presque rectilignes réunis par
de très petits arcs à forte courbure. La longueur des premiers
éléments explique la densité métrique de l'ensemble des points
avec tangente, mais la présence perturbatrice des seconds éléments
empêché une structure topologique touffue .pour cet ensemble.

(Manuscrit reçu le a novembre i943.)


