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UNE NOUVELLE COURBE DE TRANSITION POUR LES
RACCORDEMENTS PROGRESSIFS : LA RADIOIDE
PSEUDO-ELLIPTIQUE;

Par M. EMILE TURRIERE,
Professeur à la Faculté des Sciences de Montpellier.

Généralités sur les courbes de transition.

1. Le problème de la voie ferrée, et celui, plus récemment
posé, de la route ont imposé l'emploi de courbes de transition
pour raccordements progressifs.

Il s'agit de passer d'un alignement droit BA d'arrivée à un
second alignement droit AB7 de départ (ou vice-versa) en se
raccordant sur un arc circulaire qui appartiendrait, en principe,
à un cercle de centre Go, rayon R.o {cercle primitif).

La variation brusque de courbure serait dangereuse, en raison
des effets de la force centrifuge. Celte variation de courbure
constituerait une absurdité pratique et une grave erreur théorique.
On ne saurait donc passer directement d'un alignement droit à un
arc circulaire et inversement.

La solution adoptée est de déplacer ou déformer le cercle
primitif (Co, Ro) :

a. En conservant le centre et diminuant le rayon ;
b. En conservant le rayon et déplaçant le centre de Co en G

sur la bissectrice ACoC des alignements (AB, AB^).

Le profil définitif (profil en longueur) de la voie, comprendra
ainsi :

i ° Une partie BO rectiligne ;
2° Un arc OM de courbe de transition;
3° Un arc circulaire MM';
4° Un arc M'O' de courbe de transition ;
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5° Une partie rectiligne O'B'; l'ensemble étant symétrique par

rapport à, la bissectrice de l'angle BAB'.

Les courbes de transition, assurant une variation continue de la
courbure, devront essentiellement avoir des points d'inflexion 0
et 0' avec OB et O'B' pour tangentes inHexionnelIcs. En M et M',
elles seront respectivement osculatrices au cercle définitif (C, R).

Fig. i.
B^

Déjà, vers i854, de telles lignes de transition furent insérées
entre cercle et alignements droits à l'occasion de l'établissement
de voies ferrées du sud de l'Autriche (courbe en anse de panier).

En i863, de telles courbes furent utilisées couramment sur la
ligne du Brenner. En même temps, sur toute la longueur de ce
raccordement, le dévers croissait uniformément de zéro à sa valeur
sur la courbe circulaire.

En 1867, W. de Nôrdiing, alors ingénieur en chef de la
Compagnie d'Orléans, introduisait ces notions en France et
donnait sa solution des raccordements paraboliques.

La circulaire ministérielle française du 28 juin 1879 préconisait
l'emploi de la parabole cubique de Nôrdiing

— xï

^ ~~" i35 ooo

avec la vitesse V, le dévers d et l'angle i de dévers :

V == G^1", cl = —5 , tangi = 0,002.



- 64 —

Dans ses études sur les rivières à fond mobile, Fargue ( ' )
introduisit en 1868 la spirale volute qui notait autre que la
clothoïde ou spirale de Cornu. Il indiquait, en même temps,
une solution théorique par une nouvelle courbe qu'il nommait la
bisinusoïde^ et en 1884, une autre solution par les spirales
sinusoïdes.

En 1869, Combler reprenait la solution de Nôrdiing par la
parabole cubique.

En 1868, paraissait une importante étude mathématique de
Tour t ay ( 2 ) ; le problème était posé dans toute sa généralité et
résolu par l'emploi d'une courbe d'équation intrinsèque

K = ï( .s-)
conduisant aux formules

x = j ds ces y s ( s ) fis .

y = j eh sin j 9(.ç)</.v .

analogues à celles de Fargue.
En 1876, E. Collignon ( : l) étudiait la question sous un point de

vue strictement géométrique.
Toutes les recherches de cette période initiale aboutissaient à

la thèse de doctorat de Maximilien de Leber ( 4 ) (1892), consacrée
aux radioïdes suivantes : la parabole cubique, la clothoïde,
l'élastique, la lemniscate de Bernoulli.

Le problème de la construction des pistes de vélodrome fut

( ' ) L. PAROLE, Étude sur la corrélation entre la configuration du lit et In
profondeur d'eau dans les rivières à fond mobile {Annales des Ponts et
Chaussées, 1868, i" semestre, p. 34).

L. FAROUE, Note sur le tracé des rives de la Garonne {Annales des Ponts
et Chaussées, 1884, i" semestre, p. 4i1).

L. PARQUE, La forme du lit des rivières à fond mobile, 1908, p. 63 et i'-,5.
( J ) TOLRTAY, Note sur les raccordements paraboliques de la voie en plan

{Annales des Ponts et Chaussées, 6e série, t. VI, i883, 2» semestre, p. 387-408).
Voir aussi p. 6 1 2 du même volume quelques lignes insérées, à la demande
de Fargue, au si iet de la Note de Tourtay.

(3 ) E. COLLIGNON, Problème des raccordements {Association française pour
l'avancement des sciences, Clermont-Ferrand, 5e session, 1876, p. 87-104).

(4) Maximilien de LEBER, Calcul des raccordements paraboliques dans les
tracés de chemins de fer, 1892 {Thèse soutenue en juin 1895}.-
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résolu en 1893 par'Carlo Bourlet^) au moyen de la clothoïde^
tandis que la lemniscate était spécialement étudiée, sous le rapport
de son application au problème de la voie, par Adam ( G ) ( iSgo).

En 1902, M. d î0cagne( 7 ) revenait sur l'application de la
clolhoïde aux voies ferrées et publiait les tables qui ont depuis été
constamment utilisées.

Le problème des voies fluviales, qui, primitivement, avait été
étudié par F^argue était repris par Mocqucry ( 8 ) ( 1881) et par
Fargue lui-même ( i884), puis en 1911 par Armand f 9 ) , qui
considéra à nouveau la bii sinusoïde.

Ce ne fut, par contre, que plus récemment que se posa la
question du relèvement des virages des routes.

En France, une Commission du Touring-Club édicta, en 1903,
quelques règles qui ne furent pas suivies.

En 1914-1918, au cours de la Guerre, les routes furent élargies
systématiquement dans les virages, en France et en Amérique.
Des travaux stratégiques, en régions accidentées, furent entrepris
au Maroc. Dans la région de Fez. il fut fait usage de raccor-
dements progressifs pour virages fortements relevés.

Mais, depuis la Guerre, une abondante littérature a été consacrée
h la question routière et principalement aux courbes de transition.

En France, MM. J. Bize et Malegaric ( 1 0 ) ont publié une série
d'articles présentant le plus vif intp . , ainsi qu^une bibliographie

( s ) Carlo BOLRLET, Traité des bicycles et bicyclettes^ suivi d'une appli-
cation à la construction des vélodromes, 1884, p. 82-88.

( 6 ) ADAM, Emploi de la lemniscate de Bernoulli pour les raccordements,
;ivec tables applicables aux tracés de chemins de fer {Annales des Ponts et
Chaussées, 1895, 2e semestre, p. 383).

( 7 ) D'OCAONE, Sur les raccordements à courbure progressive pour voies
ferrées {Annales des Ponts et Chaussées, 1902, p. 70).

(8 ) MOGQUERY, Courbes de raccordement des canaux {Annales des Ponts
et Chaussées, 1881, n° 56).

( 9 } ARMAND, Travaux d'amélioration du Rhône {Annales des Ponts et
Chaussées, 1 9 1 1 . 2e semestre, n° 70).

( 1 0 ) J. BIZE, Calcul et implantation des courbes de transition des virages
sur .les routes {Annales des Ponts et Chaussées, 1932, 1 e r semestre, p. 3oo-323).

Charles MALEGARIE et Joseph BIZE, Application des raccordements progressifs
aux sinuosités des voies terrestres et fluviales {L'Ingénieur-Constructeur
1935, n° 246, p. 35o5-35i7; n° 247, p. 3569-358a; n° 248, p. 3653-3656).

GALATOIRE-MALEOARIE, Tracés de routes à courbure continue. Raccor-
dements à courbure progressive par l'emploi de la lemniscate de Bernoulli.

LXVH. 5
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étendue relali veinent à ces diverses courbes. Comme travaux
récents, il convient de citer ceux de MM. Larras et Couprie. :

En Belgique, M. J. Lamoen ( ' ' ) leur a consacré une longue
étude et a calculé de nouvelles tables.

En Angleterre, le Professeur Royal Dawson et M. H. Criswell
ont publié des études techniques sur l'emploi de la spirale de
Cornu ou lalemniscale ; ces études sont du plus grand intérêt (1 2).

En Italie ( 1 3 ) , Pintérêl spécial qui vient d'être apporté aux
aulostrades a provoqué la publication de recherches importantes
de Luigi Stabilini, F. Corini, F. Balatroni, L. Lamagna,
C. Columba, et les graves accidents sur Fautodrome de Monza

Relèvements des virages {Annales des Ponts et Chaussées, 39 trimestre,
1919, p. 332^.

MALEGARIE, Virages et raccordements progressifs ( Revue générale, des routes
et de la. circulation routière, juin 1934).

LARRAS, Profils en long et profils en travers de chaussées dans les entrées
de virages relevés (Annales des Ponts et Chaussées, t. VII, juillet 1936,
p. 74-87).

COUPRIE, Note sur les caractéristiques des routes modernes, (Annales des
Ponts et Chaussées, août 1938, 2e semestre, n° 5, p. 179-249).

(n) J. LAMOEN, Le tracé des raccordements progressifs (Annales des tra-
vaux publics de Belgique, IQ33).

( 1 2 ) F. Royal G. DAWSON, Eléments of curve design for road, raitway and
racing track.

F. G. Royal DAWSON, Graphie solution of road and raiiway curve prohiems
with thé aid of lemniscate transition curves.

F. G. Roy al DAWSON, Rectifging road curves (Roads and Road Construction,
2 janvier et i" février, 33 p.).

F. G, Royal DAWSON, Road curves for safe modem traffic ( E. F. Spon,
London), avec tables.

H. CRISWELL, Highway spirals, banking and vertical curves ( a pocket book
for Higway Engeneers).

H. CRISWELL, Les courbes de transition (Roads and Road < Construction,
décembre 1935, p. 4o5).

H. CRISWELL, Tables de la spirale pour projets de grandes routes (Roads
and Road Construction, février 1936, p. 37).

( 1 3 ) Luigi STAHILINÏ, Raccordi a una pista ciclistica (Giornale del genio
civile, 1923).

Felice CORINI, Saggi sul problema stradale moderno (II politechnico, 1930).
Francesco BALATRONI, Le curve nelle strade automobilistiche (II politec-

nico, i933).
Luigi LAMAGNA, Sul moto in curva di un treno stradale ( II politecnico, i933).
C. COLLMBA, Les courbes de raccordement des routes et la lemniscate (II poli-

tecnico, 1936).
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pendant que se courait le grand prix d'Europe ont prouvé la
nécessité de ces recherches.

Je citerai aussi les travaux de M. Peler ( ) i ) dans la Revue
suisse de la route^ et de J. Funcke, dans le Strassensbau ( 1 5 ) .

2. Les courbes spéciales utilisées dans la technique des raccor-
dements progressifs entre un alignement droit et un arc circulaire
peuvent être distribuées en deux groupes suivant la constitution
même des développements en séries représentatives de la variation
de leurs courbures en fonction de F angle a de déviation de la tan-
gente courante.

Un premier groupe comprend la parabole cubique, la lein-
niscate de Bernoulli (radioïde aux cordes), la courbe élîistique
particulière (radioïde aux abscisses), la clothoïde (spirale volute,
spirale de Cornu, radioïde aux arcs).

Chacune déciles dépend essentiellement d'un paramètre et reste
homothélique à un type de courbe complètement déterminée.

Un second groupe, en plus du paramètre de similitude, est
caractérisé par la présence de paramètres affectant la forme essen-
tielle de la courbe. C^esllecas de la famille des spirales sinusoïdes
d'équation polaire

r1' = a"- sin/i6,

qui comprend comme cas particulier ( / i==2) la lemniscate de
Bernoulli, et dont les importantes propriétés géométriques ou
analytiques les font intervenir en de nombreuses questions. Leur
emploi au titre de radioïde possible avait été préconisé en 1868 par
Farguc pour les travaux en vue de la régularisation du lit de la
Garonne. Et, à Poccasion des mêmes études, Fargue introduisit
aussi comme radioïde sa curieuse bisinusoïde, dont remploi est
rendu difficile par la complication des transcendantes ( I B ) .

( 1 4 ) PETER, Des courbes de raccordement {Revue suisse de la route, juillet 1928).
( ls) J. FUNCKE, Ausbildung von Strassenkreusungen innerhalb geschlossener

Ortschaften {Der Strassenbau, i5 sept. 1934).
(1 <) Pour la bibliographie et la partie historique, voir mes Notes suivantes,

aux Anais da Faculdade de Ciencias do Porto : Sur diverses courbes planes,
t. XXII, 1987, paragraphes 34 et 35; Sur les courbes de transition dans les
virages, t. XXIII, 19^, p. i9-3a.
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Récemment (Tailleurs, dans son remarquable Mémoire,
M. J. Lamoen après avoir longuement étudié les radioïdes du
premier groupe revient rapidement sur la question de la bisinu-
soïde de Fargue, mais n'en poursuit pas Inapplication.

Aucune de ces diverses courbes ou famille de courbes no réalise
la condition optima pour le calculateur de ne dépendre, soit
dans la représentation analytique, soit pour l'expression de sa loi
de rectification, que de fonctions élémentaires. Il s'introduit dans
tous les cas des transcendantes : intégrales elliptiques ou eulé-
rienncs, intégrales de Fresnel, intégrales du double-sinus. L'emploi
de tables permet, il est vrai, l'utilisation de ces courbes dans la
pratique, le travail ayant ainsi été préparé aux techniciens. Mais il
convient de songer à la théorie, au cas où un examen profond de
la question exige le retour à des équations exactes. C'est ainsi que

si l'on recherche le maximum du rapport— i les tables montreront

l'existence d'un maximum; mais comme la fonction varie peu au
voisinage du maximum, l'emploi de tables ou de séries lentement
convergentes n'est pas fait pour donner avec une précision conve-
nable la valeur correspondante de la variable.

En diverses circonstances, la préférence à accorder à telle ou
telle courbe de transition a été discutée; dos raisons techniques,
dans le cas de longs parcours où les courbes cessent d'être assimi-
lables, peuvent donner la priorité à la spirale volute, malgré l;i
complication des calculs anerents.

P. Appel! (17), se plaçant sous un point de vue géométrique, qui
n'est d'ailleurs pas celui des techniciens, a déduit du calcul varia-
tionnel que la meilleure radioïde était la courbe élastique. Par
considération de l'énergie de l'élastique, il s'agit de rendre minima,
dans des conditions précisées, l'intégrale

r (h_
J R2

suivant l'arc de la courbe. La courbe élastique générale dans le
plan dépendant d'un nombre surabondant de paramètres,

(n) P. APPKLL, Courbe de raccordement et élastique plane {Bulletin de la
Société mathématique de France, t. XLIX, 1 9 2 1 , p. io5-io6).



— 69 —

M. G. Remoundos ( l a ) a complété la solution de P. Appell pour
une meilleure détermination de l'élastique. El d^ailleurs cette pro-
priété de l'élastique, courbe découverte par Jacques Bernoulli en
1694 et étudiée par Jean Bernouilli, avait été mise en évidence par
leur neveu et fils Daniel Bernoulli. La question fut plus ample-
ment étudiée, en 1744? pa1' Euler dans son Mémoire sur les lignes
jouissant de propriétés de maximum ou minimum.

Mais quel que soit l'intérêt mathématique qui s'attache à de
telles questions, ce n'est pas sous cet aspect qu'il faut considérer
le problème pratique. Et sous ce point de vue, les belles propriétés
géométriques de la lemniscate de Bernoulli lui réservent une place
prépondérante dans les études récentes.

La radioïde pseudo-elliptique.

3. Les conditions qui, sous le point de vue précisé plus haut,
doivent dicter le choix d'une radioïde pour les raccordements
progressifs sont les suivantes :

i° La courbe doit admettre un point ordinaire d'inflexion et
aussi une courbure croissante;

2° Elle doit être recti fiable. Même si dans les calculs d'approxi-
mation en vue de la résolution du problème fondamental il est fait
usage de développements en séries, il convient d'être en posses-
sion de formules rigoureuses (en particulier pour la rectification
de la courbe), qui permettront de vérifier les résultats.

Il est nécessaire que les formules, permettant d'exprimer certains
éléments, en fonction d'un paramètre angulaire (l 'azimut Q ou
l'angle a d'inclinaison de la tangente courante sur la tangente
inflexionnelle) soient relativement simples, aptes aux calculs, et
de précision satisfaisante.

Les éléments sont : les coordonnées de position (a-, y) du point

( 1 8 ) G, REMOLNDOS, Sur le raccordement des lignes et la courbe élastique
plane (C. 7?. Acad. Se., t. 174, 20 février 1922, p. 5i9-52i).

G, REMOLNDOS, Sur le raccordement des chemins de fer et la courbe élas-
tique plane {Bulletin de la Société mathématique de Grèce^ [31. iQ'îa, p. 25-
27)-
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courant M de la courbe ou ses coordonnées polaires (r, ^ ) ; le rap-
port^.

Malgré PindéterminaLion dans le choix de la solution du pro-
blème théorique de Géométrie, ce choix n'est pas tellement libre
d'une courbe techniquement convenable. Et, c'est ce que prouve
le fait qu'il ait été nécessaire d'avoir recours à des courbes aussi
compliquées, quanta leur représentation analytique, que le sont et
la clothoïde et la bisinusoïde de Fargup.

Les diverses courbes utilisées présentent des inconvénients :
la parabole cubique, la lemniscate, la sinusoïde ou la tangentoïde,
l'élastique de Bernoulli dont la rectification ne peut être effectuée
qu'avec des fonctions elliptiques; les spirales sinusoïdes dont la
rectification fait intervenir des fonctions qui dans certains cas
dont les fonctions eulériennes. *

L'équation cartésienne de l'élastique ne peut être exprimée élé-
mentairement et elle dépend aussi des fonctions elliptiques. Quant
à la clolhoïde et à la bisinusoïde, toutes deux rectifiables par défini-
tion, ce sont deux courbes dont les coordonnées du point courant
dépendent toutes deux de transcendantes exprimables par des
intégrales.

Parmi les diverses courbes douées d'une inflexion soumises à
l'examen sous le point de vue de leur utilisation possible au titre
de radioïde. j'ai retenu une courbe inédite (en tant que courbe
spéciale) ( ' ) dépourvue de propriétés géométriques il est vrai,
mais qui semble devoir donner satisfaction pour les faibles incli-
naisons. C'est la courbe d'équation

/ x . ^(i) tang— == th —0 m m ^

par son allure générale elle s'apparente avec la tangentoïde

- XY = w t a n g ^ ;

mais alors que la tangentoïde n'est rectifîable qu'au moyen de

( 1 ) La courbe représente pourtant une fonction ayant Je nombreuses appli-
cations. Rlle est l'image de la loxodromie spliérique dans le système où les
coordonnées sont la longitude et la latitude.
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fonctions ellipliques. la courbe signalée ci-dessus se rectifie élé-
mentairemenl.

Pour une raison qui apparaîtra plus loin, je la nommerai la
radioïde pseudo-elliptique'^ elle appartient, lorsque m varie, à
une famille de courbes homothétiques, comme il convient dans le
problème des raccordements, m sera appelé le paramètre de la
radioïde.

Les calculs seront faits sur la courbe particulière de la famille,
ayant l'unité pour paramètre ( m = = i ) . Il sera aisé finalement de
conclure pour la courbe convenable correspondant à la valeur véri-
table de ce paramètre. Ce sera la méthode de réduction des calculs
préliminaires sur la radioïde réduite.

4. La radioïde réduite aura donc comme équations l'une ou
l'autre des équations suivantes qui sont équivalentes entre elles :

t a n g X = t h Y .

s insX = th '2Y,

cosaX . ch-^Y == i,

tang?.X == sh? tY ;

-^/tar^X-^).Y = L o ^ A / tangfX-4-

Elle admet la bissectrice des axes ( X r ^ = Y ) pour tangente
inflexionnelle à l'origine 0 des coordonnées. Los bissectrices des
axes (OX, OY) étant prises pour axes (Oa?, Oy).

La courbe admet l'asymptote X = -b •

Les formules de changements de coordonnées seront '.

(3) y72-^^7-^' v/^j^^Y—X.

La figure représente les anciens axes OX, OY et leurs bissec-
trices (0*r, Oy) L'arc utile de la radioïde est figuré en trait plein
de l'inflexion 0 jusqu'au jarret j\ Sur la branche infinie marquée

en pointillé, de j à l'asymptote X == - est marqué le point cri qui

correspondrait théoriquement au maximum de o".
En y, est représentée la naissance de la développée.
Pour la construction de la courbe, voici les précisions concer-
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nant la normale au sommety

abscisse de Q X = 17,4,
ordonnée de N Y == 0,904,

Point P' X = i , Y =o,386.

Fig. a.

Les calculs se font en introduisant le paramètre angulaire T
défini par les formules

(4) tangX

d^où

<û)

dX
(h i
dx
(h i

sina —

=thY=-c

i
-4-T2

V/2
— — T 4

T2

d\
ï (/T

, $:
rfï

tanga ==

—ï cosa

(0

,̂

<-C<I);

i
I — T Î '
V/2 T2

1-T^ .

1

\/ 1 -1- T4 \/ 1 -1- T4

Le rayon de courbure R a pour expression

I (I+T'^

(6) ^(i-T4)'

; cosaa ^/sin2a.
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La rectification s'effectue par la formule cTintégration suivante •

(7) ,=^-/^^=/
^y/ i -hT^ ^ _ /"a rfa

— T 4 ^o cos2a^sin2a^O ^0

Sous sa forme algébrique, l'intégrale dépendant d'un radical
portant sur un polynôme du quatrième degré, il semble à première
vue que l'intégration doive dépendre des fonctions elliptiques. Il
en serait ainsi pour la courbe plus générale représentée par
l'équation

t h Y = = ^tangX;
en posant

tangX = T » thY = CT,

la rectification s'effectuerait par l'intégrale

,=ct/T^^ ̂ y^^dr
elliptique. Mais, dans le cas particulier où c prend la valeur c == i ,
on se trouve en présence de l'intégrale pseudo-elliptique sur
laquelle l'attention aurait été précisément appelée par Euler ( ^ ) et
qui serait le premier exemple d'intégrale de cette nature.

La forme trigonométrique montre que c'est bien un cas de
pseudo-ellipticilé. Il suffit de mettre l'intégrale sous la forme

C cos2aa?a i F ^(sin2a)
s=- 1 ——F.——. . . == ^ / T T ~ T ~ — — / . _ ?/— cos 2 a dï _ ]_ F

cos22a i/sin2a {ît J ccos2 2 a ^/sin2a 2 J cos3 2 a y/sin2a
en posant
(8) s in2a==<) / 2 , ( o < ^ < i ) ,

( 1 ) Cette intégrale aurait été considérée par Euler dans une lettre à Condorcet.
Voir à ce sujet le P.-S. de la lettre du i5 mai 1778 de Fuss à Condorcet, publiée
par G. Darboux.

G. DARBOUX, Lettres de divers mathématiciens {Bulletin des Sciences mathé-
matiques^ 2e série, t. III, 1879, p. 200-228).

Cli. HERMITE, Sur une formule dî Euler (Journal de Liouville^ 3e série, t. VI,
i8So, p. 5-i8f).

E. CATALAN, Sur l'intégrale d'Euler

/ dx \fT^'xk

i-^J I—JC4

(Nouvelle correspondance mathématique, t. VI, 1880, p. i5r-i55).
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^ s'ex prime élérn entai rement

^ -/t'-^-'«A 1 - 4^

(10)

> ^ = = Arctang^-+-Logl/^-1 == Arclang^ H-Argth ' l ,

^ = + V i — ^ 1 ;

4' s'exprime en fonction de T par la formule

^ = \/'î. ^ '
V/ I -+ -T -

Finalement, le rapport

^ïï
prend la forme

(n) 23- = ^ V 7 ! — ^ Arctangd/ -+- Logl/^4 !
_____ f y ] — w \

== 4^ V'i — ^4 i Arctan^^ -4- Arg- th^ \

(logarithme naturel').

o. Centre de courbure. — Soient (^, r/) les coordonnées par
rapport aux nouveaux axes (Oa?, Oy) de ce centre.

Elles se déduisent de celles du point courant (.y, y) delà courbe
par les formules
(^ \ S -^ -^^^ -Rs ina ,

( ^ ==y -4-v ==y -̂ - ^ cosa.
Posons

^ == — R sin a < o, v = R cos a > o ;

.̂ et y sont les coordonnées de Pextrémité (H. d^un vecteur ayant 0
pour origine et équipollent au rayon de courbure. Ce point (R a
pour coordonnées polaires R et a par rapport à 0 et la direction Oy.
Il décrit la courbe nommée la radiale (radiale de ïucker) de la
courbe étudiée. La radiale de la radioïde pseudo-elliptique a donc
pour équation polaire

K cos 2 a ^/sin2a = i,

et pour équal/'m cartésienne

2 ^UV ( fJL2 — V2 )2 = ̂  -t- v--^ ;

c'est donc une sextique unicursale; p. et v s'expriment rationnelle-
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ment, on effet, en fonction de T,

^==—T-————, V 2 V =
I —— -:* ' T 1 —— T4

Dans ses études sur la forme des lits de rivières, Farûrue ( ' )
s'est précisément préoccupe de la question de figurer par une
courbe la loi de variation de la courbure en fonction de l'inclinaison
je Pélément. Cette courbe déterminant la succession des courbures
n'est autre que la radiale si la fonction représentée est le rayon
lui-même R(a) ou une transformée par inversion de la radiale si
la fonction représentée est la courbure. Le mieux, semble-t-il, est
de représenter en coordonnées polaires la variation de la courbure
en fonction de l'angle a. Dans le cas présent, la courbe f igura t ive
(inverse de la radiale) a pour équation polaire

r'2 == ces'2 2 0 x sin 'i 0 ;

pour les petites valeurs de l'inclinaison de la tangente, l'inverse
de la radiale se comporte comme la lemniscate 7^= sin 20, l'allure
générale est celle d'une fausse-lemniscate, avec disparition de
l'axe de symétrie 0 = <- -4

6. Développements en séries. — Les développements en séries
de T ou 4' sont expressifs et immédiats. Ils sont convergents pour
T < i ou ^ << i . L'asymptote, inclinée à a --= 4°°? correspond à T:= i
ou ^ == i.

X = Arctangï, V = Ari;lhT,

^-T^T-T^--" ^^T^T
/- / T1 ^ T4/'/ T1 ^ T4/' \

T 1 + - , -I- — -+-.. . •4- -—————— -»-... ),
\ 5 9 4 / ^ - + - i /

X = t 2 T 1 + . -I- — -+-
\ 5 9

,- / I T'- T8

V == l/-> T'' ( - -1- — -+- —— -+- ... -+- -,—————-v \3 7 i l 4/^-4-3
ds _ _i_

^ == I -h ̂  -h 4/8
^ ~ T~^

=^^^^i^..^^-^..V5 = ^ 1 -+- Y- + , . . . , ,• \ ) 9 ^p ^~
_f.^,(^2,^L1,.
y 2 \ 10 7-

1 \ "> 9 47^-^-i /

- ^Tf l -^- -^-T^-l- I^T8-^-. . .Y
î \ 10 7^ /

^ -_..,^—.-if' , ^ ,i~¥\^\fi »/ i _ ,L4— == 7 == ^•s l/ 1 — ^* 1 -4- —— -h —
K • • • 1 ^ 9

( l ) L. FARGUE, La forme du lit des rivières à fond mobile., IQO'S; pièce
annexe VII : Instruction sur l'emploi des gabarits de courbure, p. 1 7 7 - 1 ^ 1 .
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En première approximation

(.3) ,=^(,_.^_^.,y
Pour obtenir rapidement les expressions, développées en séries

de T1, des coordonnées du centre de courbure, le mieux est de
déterminer Fenveloppe de la normale au point coi i rani M, normale
dont Inéquation est ici

^'•îr'=^{l^+ïY^(^^-^(Y^-^ï)-^•••\
^r^^8= 8 V / 2 T ( I • + - — — — ^ - + - ^ - T( 8 J., 7.9

-4- ——^T12-^.. .-^ ————————————— T^ -+-... f.i i . i - î ( l / ? — i ) ( 4 / ? -+- ï ) )

La dérivation en T (série absolument convergente, 7 <^ i ) donne
tout d^abord ^expression de •/; et celle de E en résulte ausssitôl
après

d4)
Ç =4^ T J 1 - ̂  3^ - -) x'—...- -———-/'-...[,

' (^ 5 \) î ï 47>-n )

,=:^i-^^î,^3-^,^t__^^.,i.
' T (8 3 7 il 4 / ? — i (

Ainsi que le montrent ces diverses formules, les deux variables
angulaires T ou ^ seront introduites concurremment, en tenant
compte de la simplicité des développements. Ceux-ci d^ailleurs
sont rapidement convergents; le rapport de termes consécutifs
dans ces diverses séries est, à partir d^un rang peu éloigné, com-
parable à T1, les séries se comportent pratiquement comme la pro-
gression géométrique de raison T4 ; et, ici, T'' est de l'ordre de 0,1
et T de o,56.

J'indiquerai aussi Pexpression de la coordonnée axiale ^ qui
pourra être utilisée dans la construction de la tangente courante.
C'est M. d^Ocagne qui a montré initialement Fintérêt, dans certains
cas, de ces coordonnées. Les variables sont alors Pangle a d^ncli-
naison de la tangente courante et Pabscisse ^ de sa trace sur Ox.

En coordonnées axiales {\, a), Inéquation de la tangente est

x •==. A -\- y cola;
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(TOÙ les expresssions
, . , , ^/A , ^ A

r = À s m 2 a ? A = = ^ A = =^

x == A -4- // sina cosa,

des coordonnées (^y ) du point de contact et colle
R = \" sin a -+- 9, /. cos a .

du rayon de conrhnre K.
La tangente a pour équation, dans le cas de la radioïde étudiée

dans le présent travail,

T2 a' —r == •/. v •-' ^•'</{ "' )
avec

( l5) f(^'}=—— .- ^— -4- -^- -h...+ ——————^-——————
• ' i . î ).; i ) . j i ( i // - i ) < i/^ -H i ;

d^où, pour la représentation en coordonnées axiales,
T--» == t an^a ,

À =-.•2^'•<-:/(-:),

formules permettant à Poccasion de déterminer la position de la
tangente.

7. Tableau résumé pour les séries. — Voici le tableau des
divers développements en série de T ou a des principaux éléments
dans la théorie de la nouvelle radioïde

tan^a = -:2.

[ y.'1 iq "I i i [ a2 a1 1
~-=^ ^f,^3«^J' ^^U-^-^F

[- a' a , 1 l l [" a2 at "|

^['"T'-'J' ^-. [•-T-4-J'

"-^[-Ï-^^' T t= ï2[-^2-;?at]•

Courbure :

^R= ̂ '^^^ -^ ==00520^ sin lia.

^^[—-î-']-^'^-^}-,=>/„[,-^-.^.]=^.[,-j.^^..].
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Coordonnées (a*, y ) du point d'oscillation de la radioïde :

- / -^ -^ - r îl > 1 1 ( ) i•r = ̂ . T ( i -+- -;- -4- ) == ^ aa i -+- .. a2 -4- —— a^ ,
\ » <)/ L k) ^* J

- . /i T - -:s \ a y 2 a F i3 , î33() 1
y==V--(^^,)=^——[.-.^a^^^a-j;

^-.^^..4^^.^ )<)3 .s1
L i * îl - • 1 > ^ 7 J

T 3H , ->2() -|== 2 a i -h . a2 -»- ————;——— a1 ,
L 4^ 2; x 2 > x 7 |

——: ,- r '23 "'^'^ i
^ == ^ ./-'-+- F^ = t/2 •: I -̂  T1-»- -————-—————-:S

L <»0 4<» X î<i x 7 J

- r H) î6" i=V.a[^^^^^^^>J;

,-=2-(,-^--.^-)=.ari-^a.-4-^a.1,
H \ ' < > ;-2 / L î° 7^ J

.^ - . .^r1 ^^ , ^ ..i_ i^r i - ) 9^, ^T ^1
H L^ î'^ n x »(. \j "- ^ [ 1 \'A ^ 1 1 x 9 x 4o J-

Coordonnées du centre de courbure ( £, •/; ) :

^== ^——hi., ^=^cosa;

s r ï 1 3 1i^ i
ïï^l/-^^^}
-^ — a! — ^^
H " (. K^"^2^

^^-[-^-^^^(-ë-S2])'
-^f-^N^hl-S-]-

^'l'.^9^ ''^'^^i,
Ç a L 1 ) ai x 9 x 7 J'

^J.-^a^——li-^;
T| L ' * î x * x 7 J

^112=•<',[l+f>2:i+:;i2l]•

VçîT^=-^-ri+3^+^'^1
\Î2\. '4 J
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Longueur s de l'arc à partir de l'inflexion :

.^J,^,^"^——^—29-.4
' L 10 7-2 i b x i 3 r.î8 x 17 J

.s- = v/2a fi -+- -^-h 41 sA
' \ 1 3 90 /

.? , r ' ' . 25 « i / '28 > 32 \(T = - = •.? T2 l — .- T^ -t- - T8 == -2 a ( 1 — — a"2 -+- , , a^ ).
R L J 9 J \ 1 5 4^ /

8, Vérification de la formule de M. Bize. — Pour évaluer la
longueur d'un arc de lemniscate de Bernoulli, une formule empi-
rique équivalente à
(16) ,.=ç+^-+-4R)

a été proposée par M. J. Bizc ( ' ), Ingénieur des Ponts et Chaussées
du Vaucluse ; dans cette formule, Ç, Y? sont les coordonnées du
centre de courbure de la lemniscate relatif au point M de contact
de la tangente d'inclinaison a; R le rayon de courbure en M.

La radioïde pseudo-elliptique donne lieu aux développements
suivants en séries de T :

V^R=I-^T^ÇT'S^.-(,_?,.-.^.),
8 . 16 ,

^2TT,==I+^-KyT8,

/ •̂  ï8 \

^V-T^-T'---} '

puisque tanga ==T'2. D'où successivement
r- rj -h4R 38 . ig3 .

*/2^J———-——= i -»- —^T* -(- -^- ïS
• ji io 70

/- Ï Î -4 -4R r I I <. r331 <i
^a-T-=TL I+TT^1^T8}

^?(^4R)=^.(i-.^^^^4

/•- / 3 . II »\5 == v'2 T ( 1 •+• ——T4-^ ——T 8 );
v \ 10 72 /

( 1 ) J. BIZE, Calcul et implantation des courbes de transition des virages
fur les routes (Annales des Ponts et Chaussées, 1932, 1e r semestre, p. 3oo-3a3).

CH. MALEGARIE et J. BIZE, Application des raccordements progressifs aux



les deux dernières expressions ont mêmes termes des premier el
cinquième ordre en T. L'emploi pour la radioïde pseudo-elliptique
de la formule de Bize comporte donc une erreur relative

(-Î1——— - i^T^ ——^———^.
\9 x 140 6;>/ 9 x 280 J

la formule donne une valeur approchée par défaut de la longueur

de l'arc avec une erreur relative de l'ordre de - - - - • Pour a ===: 7; (cor-70 6 v

respondant à un angle a d'une dizaine de degrés); celte erreur
relative est donc en valeur absolue, i . i6~^, et la précision en est
remarquable, tout aussi bien que dans le cas de la lemniscate do
Bernoulli. Mais alors que pour cette dernière courbe l'approxima-
tion était par excès, c^est le sens contraire pour la radioïde pseudo-
elliptique.

Le jarret.

9. La radioïde présente un sommet (le jarret) au point

^ = y 'l> == 0,759 83'i î, T = o,563 76,

où le rayon de courbure est minimum. En ce point
i ,-- » / • >

ces 4 ^ = y i tan g a == \/3 — ^ -2, tang2 a = — »

a == 1^3^56"= o,3o7 7404 ,
=T9g59 ' i4 \

, =0,62040- R = = i , 6 n S 5 j .

Les coordonnées du jarret sont : par rapport aux axes OX et OY,

X == o,n3 36o, Y = o,638 33,

par rapport aux axes Ox et Oy,

^=o,8i438, y == 0,088 3^,
0 == 6° 10'44".

sinuosités des voies terrestres et fluviales (L'1 Ingénieur-Constructeur^ n* 246,
juillet-août 1935, p. 35iî et 35i3).
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•L^s ooo-rdonaées dn centre de courbure par rapport aux ases 0 a*,
Qy, sont

S =0,326 i5, r^ =1,6-2446;
d'où

^==0,2009, - 4, 9807.

L'angle polaire de ce point, par rapport à l'axe Oy, est 110^!'.
Le centre de courbure associé aujarreiy est point derebrouffse-

ment de la développée

S = ̂ —Rs ina , -iQ =y-h Rcosa,
/ . d^ dR . ^ ^A
(17) —=--——snr« —*= —<;osa.

aï dy. dy. dv.

Ces formules générales montrent qu'en un jarret (û6R==o), on a
dç dr\
— = o, —•= o.
di î dji

La normale au jarret j rencontre l'axe OX en un point d'abscisse
X,t== ï7,426 et l'axe OY en un point d'ordonnée Y,t== 0,9041.

La droite X == i est rencontrée au point
X = i , Y =o,3864.

Ces données numériques permettent de construire avec préci-
sion la normale an jarret, et, par suite le cercle de courbure, ce
qui est précieux pour la construction de l'arc utile de la radioïde.

10. Tout point situé entre le point d'inflexion et ce point de
rayon minimum de courbure donnera donc un raccordement
correcte dans le sens qu'il ne se présentera pas pour l'alignement
droit, sur la partie de raccordement de la radioïde des points ou
les rayons de courbure seraient inférieurs à celui du cercle à
raccorder ( ' ) .

La limite 0^=17° n'est pas atteinte dans les applications envi-
sagées dans le Mémoire de M. Lamoen, où la plus grande valeur
de a considérée est S^W.

Mais si l'existence du jarret sur la courbe de raccordement est

( 1 ) Os LA HIRE, f(€nw.rques ^ur la forme de quelques arcs dont on se wrt
dans l'architecture (Mémoires de l'Académie royale des Scienoes, 1702
p. joo-io3). De la Hire signale ce défaut « que les ouvriers appellent le jarret
et qui est précisément blâmé dans l'architecture ».

LXVII. 6
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blâmable, il n^en est nullement de même de Parrivée en jarret sur
la partie circulaire d^un virage. Il semble au contraire que
Y arrivée en jarret soit recommandable ' : puisque, en telle cir-
constance, le cercle de raccordement se trouve de ce fait même
être sur osculateur à la courbe de transition. On pourrait même
tolérer que le jarret fut très légèrement dépassé sur Parc conservé
de la radioïde.

D^ailleurs Combler ( 1 ) a systématiquement introduit le jarret
dans ses courbes de raccordement.

La courbe affine de la chaînette a reçu le nom de courbe à
deux nez^ lorsqu'elle présente deux jarrets symétriques (en plus
du sommet de clef). A la suite de Rankine, elle a été utilisée par
T. Alexander et A. W. Thomson comme courbe de voûte. Ils ont
indiqué un certain nombre de constructions de tels arcs de
courbes ( a) .

La caténoïde de cette espèce a été réalisée pour la construction
de deux ouvrages importants, tous deux en maçonnerie : en 1891,
le pont de Verjux, sur la Saône, et en 1900, le nouveau pont
d^Orléans sur la Loire (3).

Pour le pont de Verjux (pont Boucicaut), si remarquable à
divers points de vue et notamment par la hardiesse des voûtes,
Tourtay a utilisé la projection de chaînette comme courbe
d'intrados. Il résulte des données numériques (comme résultat de
calculs et non au titre de condition imposée) que les jarrets sont
presque atteints et très voisins des naissances sur le prolongement
de Parc utile. C^est un cas analogue à Parrivée en jarret, pour les
raccordements; c^est une sorte de retombée en jarret pour le
pont.

Par contre, il résulte des données (données théoriques) de
Legay, pour son nouveau pont d'Orléans, que la fibre moyenne de
cet ouvrage contient effectivement les jarrets sur Parc retenu.

( 1 ) COMBIER, Courbes de raccordements (Annales des Ponts et Chaussées^
1869, t. II, p. i48).

(2) T» ALEXANDER et A. W. THOMSON, Two-nased catenaries and their applica-
tion to thé design of segmentai arches ( Transactions of thé royal Irish Aca-
démie, t. 24, 1888, part 3, p. 43-99).

(3 ) Courbes de voûtes surbaissées en maçonnerie ou en béton armé [BuletinuC
Societatii Poiiteîhnica din Komdnia (sous presse)]»
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Enfin, puisque! a été fait état de la condamnation des jarrets, je
crois devoir relater, diaprés Dieulafoy (1) , le mérite artistique de
V ogive persane^ qui comporte précisément des jarrets et dont il
a été fait un usage systématique [dans les ponts de toute beauté
construits par les anciens persans.

Revenons maintenant au jarret de la courbe pseudo-elliptique.
La figure 3 représente un virage avec arrivée en jarret : Oj est

Parc de radioïde jusqu^au jarret; j j ' est un arc de 3o° circulaire
appartenant au cercle surosculateur; j ' O ' est Parc symétrique de
Oj de la courbe pseudo-elliptique. Au total, une déviation angu-
laire de la tangente de 6^034/ empruntant 3o° au cercle.

Fig. 3.

Au jarret

la courbure est
^==0,7598355, ^+

/I -h ̂
Lognati/ ——1- == Argth ̂

Arctang^ =37° ̂ ^^

= 0,9958250,

= o,649 766 6,

: 0,822 795 8;

( 1 ) DIEL'LAFOY, Notice sur la construction des ponts en Perse [Annales des
ponts et chaussées i883, 2e semestre, p.23-48 (spécialement 34)].
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or s= o,5io465o.

11. De Leber a mis en évidence, pour la radioïde aux abscisses,
le point qu'il nomme le sommet de séparation et dont le rôle est
de partager en deux arcs équivalents l'arc de l'élastique, de
l'inflexion au sommet propremeat dit. En ce point a == 24°28'i i".

Pour la lemaiscate de Bemoulli, l'arc analogue de l'inflexion au
sommet avait été partagé en deux partie égales par Fagnano( i^Sq)
dans ses 'recherches qui eurent une si grande influence sur le
développement de la théorie des fonctions elliptiques. Pour la
lemniscate, d'équation polaire

r^-^ a2 sinsO,

le point de division en deux arcs équivalents de l'arc o << 0<<4 0 0

correspond à
^=^(v/2-l),

sin'26 = ^/2— i,
6 = i2° 14'oô",
a =36° 42'15'.

Dans le cas de la radioïde pseudo-elliptique, le milieu de l'arc O/,
de Pinflexion 0 au jarret y, correspond à

^ = 0,409;
a = 4°49'.

12. Le maximum de cr

^T=~^^=^+S(Î-3^'

L'équation ,- === o se présente sous la forme

I=7^+-Ii^+-l5-^+-l9-^^ , ^•4-3 ^ , .
5 5.9 9.i3 1 3 . 1 7 (4 / i—3)(4n-^ i ) î

en posant
z = ̂ S

on reconnaît l'existence d'une racine z comprise entre ï- e t -^ >
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légèrement supérieure à 0,6. Par approximation,

z == 0,610 66,

^==o,884o, T= 0,6987,

a=«25"4I /48^

le point correspondant a pour coordonnées (par rapport aux axes
OX, OY)

X=o,6o65, Y =8,855o.

La valeur de o" maximum est alors, en fonction de la racine
précédente 4'?

y^T~^
^--s^rr'

avec
<Tmax= 0,5842

5=i,io25, R=i ,8 i3 .

Le point correspondant (o\i de la figure i ) est nettement au-dessus
du jarret et par conséquent n'est pas situé sur l'arc utile de la
courbe.

Le rapport or, dsin^la partie utile, va donc en croissant de zéro
à la valeur o, 5 io4 qu'il atteint au jarret.

Formules pour la surlargeur.

13. La surlargeur ?, primitivement considérée par Fargue, est
représentée par la différence entre le rayon primitif et le rayon
diminué ( ^ ), $on expression est donc

(18) e^—B',

dans le cas du paramètre m; par suite

e == me,

en introduisant la surlargeur réduite e == ri — R, calculée sur la
radioïde réduite.

Les développemenis de Y) et R en fonction de <x donnent celui

(*) M. DE LEBER, Calculs d^s raccordement f paraboliques dans les tracés de
chemins de fer, Paris, 1892, p. 8 et a3.

J. BtZB, Calcul et impiwtettiw des ewrbes de transitions des virages sur
les rwfes ( Anna f es des Pontt et Chaussées, 1932, i"seme»Ue»p. 3oo-32î)»
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de e : pour la radioïde pseudo-elliptique,

^ -^[î-^ H-
^ _ V ^ r 85 1
â?a ~ 8 L î° Ï

Pour les faibles valeurs de rinclinaison a, la radioïde pseudo-
elliptique donne donc une surlargeur sensiblement égale au quart
de l'ordonnée du point d'osculation ( ^ )

Le maximum de e ne se présente pas sur l'arc utile de la
radioïde. Il correspondrait à une valeur théorique

12
85

i
7'

-ï- == 0 , 1 10 1,yi ai ==0,8757;

le point correspondant serait au delà du jarret. C'est donc au
jarret lui-même que se produit le maximum de la surlargeur
(fonction croissante depuis l'inflexion initiale). En ce dernier
point

K = i,6n 85,
r\ == 1,62446,
y == 0,088 3*2,
e = 0,012 6,

^==o,i42, == 0,012 8.

( ' ) C'est la formule de la circulaire V. 698 du réseau P. L^ M., 1928, p. 21.
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Formules empiriques.

14. Considérons la fonction

/ . L -+- M cosx(21) y ==———:————,J smx
dont le développement est

/ N J° l T? — 3 M / 7 M \ )
(22) J^ ^——ÏÏ———x î^ (^——— ——— î ^ 4 '.r ( 6/? \ 36o 24/? / l

en posant L -f- M ==/?. Si l^on introduit un angle a,

(23) X = p 0 i ,

le développement prend la forme

co ^i.^-'̂ -^-'̂ H-
Comparons au développement de -

2 i l 28 , 208 .\
- = = - ' l-+- — a2-h- — a4 v •
ff a ( 1 l5 ;5 a » '

l'identification exige que/? soit racine de Inéquation bicarrée

jo4 •+- îSp^ — — x 208 = o,

7^= i2,3662,
p = 3,5i66:

L et M sont définies ensuite par les formules

S"-3^-?).
( L + M = p ,

ce qui finalement donne la formule empirique pour o-

i L =3,40607,
(26) ] M = o , n o 5 3 ,

f p =3,5i662,
/ ^ 2sinoa
(27) ^L-^Mco»^'
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On peut prendre une formule à peu prés équivalente à la
précédente, mais à coefficients réduits

(28) ^- '̂iî
34 -i- cos y a

avec </= 7.

On peut aussi utiliser une formule plus simple mais moins
approchée

<29) .= ^"14a ;9 -»- cos 4 a

cette dernière peut être rendue plus correcte en posant

/ -^\ 5sin4a(Jo) 7==—————— -4-2 a".
9 -+- cos 4 a

Examinons la valeur pratique des formules empiriques au voisi-
nage du jarret, point extrême de l^arc utile de la radioïde pseudo-
elliptique. La valeur de o- trouvée directement est

Ici
= o , ô i o 46.

c o s 4 3 c = - » ?in 4 a ==—•—;

d'où Irï valeur approchée par la formule empirique (q = 4)

10 L 2T, = ——î—, = o,ôo5o8,
2o

7 — 7| = 0,005 4l ,

20 ' = 0,003 52.

L^erreur commise avec l'emploi de la formule (29) est donc i.io"1;
soit une erreur relative a. io~''.

13. Considérons de même le développement de la fonction ^
?

(3l) a——i^^a-^-l^-^^;
ç i5 9 x 25 x 7

la représentation de cette fonction par l'expression

P -^ Q cos/? g
sin/?a
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exige que soient remplies les conditions suivantes :

P-^Q=^,
(^ . , \ > 118< 32 ) pî —

<-^—
4 x i3 x i48q/^-+- ̂ p1— — — • 'y = o, /^= 26,021,

"' ;< y

i / ? =5,1010,
( 3 3 ) P=4 ,942»o ,

( Q =o, i582o.

Je prendrai la formule approchée à coefficients simplifiés

TI y 368 -+- 7 cosoa
S 75sin5a

Le développement de Ç est

r i / 5q , 35 \
^aV^T^^V)5

les coefficients respectifs de a* dans les développements de a ^
35 ^et aÇ sont 12,2906 et-,.; d'où

xf^-U^o.ô?^^.(]-)-'•'
Au jarret a==- î r e r reu r est donc approximativement 0,024

entre les développements limités en séries.

16. Minimum de ^

/3n rl = p•+• Qcos/>g ^ /Tri\ __ <J -4- Pcos^a
Ï ~ sinjoa ^ dy. \\/ ~~ ~ p s i n ^ a '

Ce minimum de ç* qui se produit au point de rebroussement de la•»
développée (centre de courbure associé au jarret) est donc défini,
dans Femploi de la formule empirique, par

cos/?a=— ^.
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La condition de réalité des équations de l'équation linéaire trigo-

noméirique, quand ^ est donné, est d^aulre part

(f^Q-iP-,

et, par suite, le minimum est

minimum ^ = ^P 2— Q^ V ^ ( P — Q ) ,
ç

(en tenant compte de P 4- Q =p)'
Avec

p = 5,ioio, - =0,196040, P — Q = 4 , 7 8 4 6 o ,

on trouve ainsi
minimum -^ == 4?94o3;

/?a = " -4- p, 3= i^o^",

-î:- = i^g^', ^ = o^i'Sô",

a = ^"oo'lî^,

ce qui représente une erreur par excès de 22'.
Avec

7-5, P-Q=I1,

^=^=0,2038415, ^=4,9067

cos/?a =— —— =—0,019621 787,

5a = 9l0o5?23ff, a == I80I3'o5ff;

I^erreur par excès est portée à 35', ce qui représente une erreur
relative de i/So16"^ (dans le cas le plus défavorable).

Résolution des problèmes fondamentaux. Méthode trigonométrique.

17. Deux problèmes se posent principalement dans la technique,
suivant que le rayon est conservé ou le centre de courbure.

Dans les deux cas, les formules empiriques qui ont été données
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ramènent la question à la résolution (Tune équation

L -+- M cos u
(36) ———:————==<^v / smu

dans laquelle L et M sont les coefficients constants admis, et où a
est la donnée (o- ou ^ suivant les cas) du problème. Quant à u,
c^estun multiple déterminé u ==/?a de Tinclinaison de la tangente
de la radioïde. La résolution de F un ou de Vautre problème est
donc réduite à Inéquation linéaire classique de la trigono-
métrie élémentaire.

18. Méthode de calcul pour le tracé d'un raccordement
progressif en radioïde pseudo-elliptique entre un alignement
droit et un cercle (raccordement à rayon conservé). — Données :
longueur L du raccordement, rayon Ro du cercle.

Première partie de la solution. — Détermination du point de
raccordement sur la radioïde réduite.

L et Ro étant imposés, a est connu
L

^ R o -

Le point A de la radioïde réduite, où le rapport „ prend cette
valeur <r, est déterminé par la résolution de Inéquation transcen-
dante (11) en ^ ___

_____ /I -4- ^ )
2<r == 4 ' V 1 — 4 ' 4 Arctang^-+- L°gl/ ~~~T ('

Comme a' et ^ sont relativement faibles, on prendra, en première
et seconde approximations,

^=<T, ^=(T.+.^(j3.

Partant de cette valeur approchée, on résoudra assez rapidement
Inéquation transcendante par les méthodes habituelles.

La connaissance de ^ entraînera celles de ^, R et a
/I.4- <L

25==Arctang^-i- Logt/ ——^

^ =^V/l—(j^

»in2a==^2, tanga==T2;
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cToù la position du point A dans le plan, ainsi que celle du centre
correspondant de courbure (coordonnées Ç, Y?).

Deuxième partie. — Le paramètre m de la radioïde
X Y

tanff — == th —771 m
se détermine par similitude

L Re
^.--iP

les éléments calculés, ^ et R, correspondant sur la radioïde réduite
t a n g X = = t h Y

aux éléments donnés L et B.o. Aux coordonnées x^ y, ou X, Y de
la courbe réduite correspondront les coordonnées j?, y, X, Y du
point correspondant de la solution. De même au centre de cour-
bure (^, ri) pour la courbe réduite, correspondra le centre (Ç, r^).
Les formules de correspondance seront

x = mx, y = my,

1==^ç, Ti=mT,.

Observer que, dans tous ces calculs, il n^est fait usage que pour
une seule opération des tables de fonctions hyperboliques. C^est
pour dégager la valeur numérique de Pargument Y (à partir de la
valeur précédemment déterminée de r) par 1& formule

thY = T.

Formule différentielle de correction. — L a dérivation du
produit

^==.x^ ,

par rapport à la variable ^, donne
ch , ,——- i i—3^
^-^-^T^^^5

^T^^3=^'(Î~3^);

^=^^-,jL^y
d^ ^V 10 / '

en première approximation (pour ^ très petit)

ch -==. i clai,
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Cette formule permettra, lors de la résolution du problème
fondamental (détermination de a connaissant o"), de déduire la
valeur de a d^une valeur assez approchée.

Au voisinage immédiat du point de courbure maxima (rfR == o),
dcr se réduit à

d<s == d'y..

19. Application I, — Etablir un raccordement progressif en
radioïde pseudo-elliptique de i5"1 de longueur entre un
alignement droit et un cercle de 5o"1 de rayon. — La donnée est

_ i5 _ 3
5o lo

La table des valeurs de o- donne
a =9°, 0=0,29985;

a=9°,io', T=o,3o484;

Pinterpolation donne
a == 9° oo' i 5",
^ == o,556 02,

Arc tang'^ = 0,507 455 == 290o4/32",

A r g t h ^ = 0,6270;
d'où

s =0,5672,

R = 1,8910, -=o,5288,
K

<j = o,3ooo.

Trigonométriquement, la question -se pose ainsi. Il s^agit de
trouver a pour <7 == o,3. Les tables indiquent que a est voisin de 9°.
Le terme correctif sa5 est donc sensiblement, pour cette valeur
de a, égal à

2a s= 0,000 i99 2;

il faut donc égaler la fraction trigonom étriqué or, à
o, 3oo o — o, ooo 199 2 = o, 299 8oo.

et résoudre Inéquation linéaire
5 sin4a •

—————— = o, 2Q9 8oû,
9 -+- cos-4a ' îyî7 ?

16,6778 sin4a — cas 4 a =c 9;

a =9° oo'4^'.
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Le paramètre m est ensuite calculé par la formule

m= ̂ ^ô^o.

La confrontation de ce résultat avec ceux donnés par M. J. Lamoen
résulte du tableau d^ensemble suivant des valeurs de tanga :

Clothoïde.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . o. i5i ->36
Lemni sca l e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . o. i5i 236
Nord i i np : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . o, i5i 706
E l a s t i q u e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . o , i 5 i236
Parabole cubique . . . . . . . . . . . . . . . . o, i 55 074
Pseudo-elliptique . . . . . . . . . . . . . . . . o, i58 i65

20. Application II. —Etablir un raccordement progressif en
radioïde pseudo-elliptique de lo"1 de longueur entre un
alignement droite! un cercle de ico"1 de rayon. — La donnée est

i
10

L^interpolation donne la valeur de ex. Voici les calculs de
vérification :

a = 2° 52'45^
•̂  == o,3i6 75o 5,
T = 0,224 261 6;

Arc lang-^ =0,3067490= ̂ ^^i^,
Arg th'b = 0,327 855 4;

R =3,i73o4o, l. =o,3i5i6 ,R
s == o,317 3o2,

m = 3Im,5I6.

Tableau de comparaison des résultais de M. J. Lamoen pour
les valeurs de tanga :

Lcmniscate...................... 0,049 7§3
Nordiing........................ o,o5o o63
Élastique........................ o,o5o 073
Glothoïde........................ 0,050073
Parabole cubique ................ o,o5o 176
Pseudo-elliptique ................ o,o5o 293
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ai. Méthode de calcul pour le tracé d'un raccordement progressif
en radiolde pseudo-elliptique entre un alignement droit et un cercle
(raccordement à centre conservé). — Les données sont les coor-
données Ç, Y) de position du centre de courbure. De l'homothétie
des diverses courbes, pour les valeurs arbitraires du paramétre w,
il résulte que le rapport ç est la donnée principale. Le problème
n'est autre que la détermination de F intersection de la développée
de la radiotde avec une droite issue de 0.

Ceci est vrai de toutes les radioïdes. Contrairement à ce qui se
produit pour la conservation du rayon, la question actuelle dépend
d'une équation du troisième degré seulement dans deux cas :
celui de la parabole cubique et celui de la lemniscate de Bernoulli.

Dans le cas de la lemniscale, cette équation est même suscep-
tible d'être mise sous une forme remarquablement simple. Je
reviendrai sur la question, me bornant à relever le fait que, si 9 est
l'angle polaire du point d'osculation avec le cercle de la lemniscale

r2= a2 sin 26,
on a

(37)

ç ï -(- 2 cos2 0^=tange^^,

-^tange18"^3;-^ e t ang^O -+- ï î

d'où, en iïpposant

l'équation du troisième degré en tang0. Mais, en posant

(38) t a n g 6 = = l h M ,

l'équation prend la forme définitive

(89) t h 3 M = c .

La résolution est donc immédiate, avec usage de tables de la
fonction tangente hyperbolique, la formule

(4o) ^=3^

fait ensuite connaître le rayon polaire du centre de courbure de la
lemniscate.
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Cette circonstance d-e calcul, qui ne me paraît pas avoir été
jusque présent mise en lumière, rend remploi de la radioïde^ux
cordes d^roe simplicité remarquable, dans le cas présent de lai
conservation du centre. Mais, pour être conaplet, je vais néanmoins
poursuivre Pélude du problème pour la radioïde pseudo-.elliptiquje.

22. Application III. — Raccordement à centre conservé. Les
données sont les coordonnées du centre de courbure

ç=7î^oo, T[=7o"l,oo.

.Nous avons à déterminer a par la condition

y,
^.0.

La résolution trigonomé trique donne

a = = 5 < > 5 8 3 8 .
tan^a == o, io4 658.

Le tableau de comparaison des divers résultats de calcul de
M. J. Lamoen. pour cet exemple, sera ainsi complété (valeurs de
tanga) :

Nordiing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . o,100 672
Lemniscate. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . o, 100 695
É l a s t i q u e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . o,100 695
Glothoïde . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . o,100 695
Parabole cubique . . . . . . . . . . . . . . . . o,10-2 852
Pseudo-ell ipt ique. . . . . . . . . . . . . . . . . o, io4 658

Je reviendrai, dans un prochain article, sur la comparaison des
diverses radioïdes entre elles (1) .

( 1 ) Bulletin de mathématiques et physique pures "et appliquées de lJ École.
Polytechnique Roi Carol //, 1937, t. IX.

— Sur les raccordements progressifs à centre conservée p. i5o-i54.
— Essai sur une théorie générale d'une classe de courbes de transition

pour les raccordements progressifs^ p. 127-150,
— La surla ^eur des routes dans.les virages (sous presse).
Anais da Faculdade de Ciencias do Porto .: Raccordements lemniscatiques

(.à rimpres.Bion).
Voir aussi la thèse, actuellement sous presse, de M. HOURFAR (Taghi), Sur

l''étude générale des radioïdes,
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Conclusions.

La radioïde pseudo-elliplique présente Pavantage d^être recti-
fiable par une formule simple.

Dans les applications, elle donne des résultats numériques qui
la classent plutôt aux côtés de Ja parabole cubique.

Elle permet une arrivée rapide au jarret, après une déviation
angulaire de la tangente a = 17° 37'56" et pour un azimut polaire
du point d'osculation avec le cercle 9 === 60lo /44 / /• Alors que pour
la parabole cubique ces mêmes angles sont

a =24°oÔ'4i",
6 == S^S^;

que, pour Pélastique harmonique, ils sont

a = oo»,

6 = 3oo5ô'3off,
et, pour la lemniscate,

a=i3ô°, 6 ==45°,

tandis qu^il n^y a pas de jarret sur la clothoïde.
Les méthodes approchées paraissent suffisantes jusque une

déviation a = 10° sur la courbe de transition (voies ferrées de
largeur normale). Au-dessus (chemins de fer d4ntérêt local,
routes, lacets des routes en montagne) il semble difficile, pour le
moment^ de se prononcer sur la valeur des nombres admis dans
la technique. La discussion des formules empiriques relatives à la
surlargeur^ prescrite en termes vagues par les circulaires
ministérielles (28 juillet iQSo, 29 mars i()33, 17 juin 1986) est
loin d'être close. On prend en général

,H-
(formule qui correspond à — = 3- ci-dessus donnée). Plusieurs

auteurs préconisent une formule

LXVIl.



mais elle conduit à ce résultat étrange que la longueur du raccorde-
ment serait constante et égalç à 36'". Il y a donc lieu d'hésiter à
lier une limite supérieure de a à la considération d'une surlargeur
mal définie algébriquement.

Mais les dispositions adoptées dans la pratique paraissent
permettre l'emploi des formules empiriques jusque l'angle de 17°
de déviation extrême du cas de la radioïde pseudo-elliptique.
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