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SUR LES SINGULARITÉS DES FONCTIONS ANALYTIQUES;

Par M. ARYEH DVORETZKY,

Jérusalem (Palestine}.

INTRODUCTION.

Le sujet de ce Mémoire est la détermination de la position des
singularités d'une fonction analytique f{s) donnée par son
développement de Taylor

/'( 3)= <7ft-+- ai 2 -4-. . .-h ( I n Z" -^-, . .,

à partir des coefficients de ce développement.
Le Mémoire est divisé en deux parties. La première, composée

des paragraphes i\ 2 et 5, s'occupe des singularités situées à
l'intérieur et sur la périphérie du cercle de méromorphie ( ^ ).

La formule classique de Cauchy-Hadamard donne le module de
la singularité la plus rapprochée du point z=o. M. Mandel-
brojt ( t j ) a trouvé, en utilisant la transformation d'Euler, une
expression générale et simple pour Y argument de la singularité la
plus rapprochée du point z = R située sur le cercle de conver-
gence | z = R. Ces recherches furent continuées par M. Denjoy (:t).

Les résultats de M. Hadamard, publiés dans sa célèbre Thèse (4)
concernant les modules des singularités de f(z) situées à l'inté-
rieur du cercle de méromorphie m'ont servi ( 5 ) pour déterminer

( 1 ) Voir note ( r2 ).
P) C. /?. Acad. Sci., t. 204, 1937, p. i456. Voir aussi la remarque de

M. Valiron citée par M. Hadaroard dans sa Noie, ibid.^ p. i458.
( 3 ) C. R. Acad. Sci., t. 204, 193;, p. 1611; ibid, t. 205, 193;, p. 453.
( 4 ) Journal de Mathématiques^ 4* série, t. 8, 1898, p. un.
( s ) C. /?. Acad. Sci., t. 205, 19.37, p. 4o().
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les arguments de ces singiilarités, et de plus, dans le cas où le
nombre des pôles à ^intérieur du cercle de méromorphie esl
fini, pour déterminer les arguments des pôles situés sur le cercle de
méromorphie. Dans certains cas je suis arrivé même à déterminer
l'argument de la singularité non polaire sur [ z \ = R^ (R^ désigne
le rayon du cercle de méromorphie) qui est la plus rapprochée du
point ^ = = R ^ . Dans le présent Mémoire, je complète ce résultat.
Le résultat équivalent au résultat de M. Mandelbrojt ( 2 ) est un
cas particulier de notre théorème VIII (le cas de Villa). Mais
l'expression obtenue par M. Mandelbrojt possède l'avantage d'une
simplicité plus grande. Nous comblons cette lacune à l'aide du
critère de M. Hadamard sur les singularités des fonctions ana-
lytiques, qui nous permet d'obtenir une expression plus simple
dans le cas particulier considéré au théorème Villa.

La seconde partie du présent Mémoire comprend les para-
graphes 3, 4 et 6 et s^occupe des singularités de f(z) au voisinage
d'une singularité située sur le cercle de convergence | z \ = R, qui
est un point d'accumulation de points singuliers de /(^). Pour
traiter ce sujet il faut introduire les notions de l'angle singulier
direct et de V angle singulier indirect, L'angle singulier direct
de f(z) au point b==Re^ est l'angle ^(6), où ^(b) est. le

nombre minimum dans l'intervalle o ̂ ^(b)^ ->po1111 lequel à
tout £ >> o on peut faire correspondre p ^> o tel que le domaine

o < , 3 — b < p ; ^-+- ( b ) -4- £ < arg( z — b) — y < T.

ne contient pas de singularités d(îf(z).
D'une , manière analogue on définit l'angle singulier indirect

(cf. Définition VIII). Dans ce Mémoire nous parvenons à exprimer
cet angle comme une fonction des coefficients du développement
de Taylor de /(-s). Dans certains cas nous obtenons en outre des
informations sur la nature des singularités (polaire ou non polaire)
et leur densité au voisinage de la demi-droite d'origine b et de
direction y 4-^4-(6).

Puisque les théorèmes préparatifs sont démontrés sous la seule
hypothèse que l'ensemble des points singuliers est un ensemble
fermé et que lés pôles sont des singularités isolées, les para-
graphes 1-4 s'occupent d'ensembles généraux.
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Je fais remarquer pour faciliter la lecture, qu'en passant des

ensembles généraux S == Si + 82 au problème des singularités

S sera l'ensemble des singularités def(z),
S, sera Pensemble des singularités polaires de/(^);
S.j sera Pensemble des singularités non polaires de/(^);

et Ps (pour se Si) la multiplicité du pôle s.

1 . La notion de distance et de ses dérivées.
a. Cas d^un point fixe fr.
La distance D(a, b) d'un point quelconque a au point fixe b du

plan complexe est définie pour tout point a de ce plan par
D(a, b)= D(o)= i h—a !

D(a) est une fonction continue de a.

THÉORÈME I. — Soit a ̂  oo et D(a, b) ̂ - oo. La dérivée
f ) D ( a ^ - r e ^ } \ ,. D(<7 -+- r e^) — 0 ( a ) , - . , ,
————-?-———— | == hm ————————————— = 1) (a)»<// |r=-t-o /•>•+<» /

existe pour tout a (a réel fixe) et Von a

—l^iy (CT)a^ - i - l .

Plus précisément : pour a == b

D / (6 ) a==I pour tout a.
et pour a-^-b

D^r/)^^ — cos[arg(6 — <ï )— a].

Démonstration. — Au cas a == b la proposition équivaut à
HmT- == i. Pour a^h\e théorème dit que

,. \b—a—r e1^ \—\b—CL \ r / , ,lim ^—————————————————• =—-cos[arg (6—a } — a ) . ;
r^-t-o r

Cette proposition se vérifie immédiatement en écrivant explici-
tement

| b — a —r e101 \ '=== ^/j h —- al '2-*-/ '2—'? b — a r cos[arg(A — a )—- a ).

6. Cas d'un ensemble fermé ( s ) ,

( e ) Pour* plus de simplicité nous nous bornons aux ensembles fermés, qui
seuls présentent un intérêt dans nos applications. : '
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DÉFINITION 1. — La distance R(a, S) d'un peint quelconque a
à l'ensemble fermé (borné ou non) j s \ == S est définie pour tout
point a par

\\( n : S ) == R ( // ) = min | s — « '.
.-. ç S

H (a) est une fonction continue de a; S étant fe&mé il existe
un sç. S pour lequel | s—a|==R(a).

DÉFINITION 11. — Soit a^. S et soit R(a) < oo ( 7 ). L'argument
du point le plus rapproché (de S relatif à a) respectif à la
direction a (a réel) est le nombre

c)(<7; S)a= o^Oa (o^(. j(<?)a^îï),

déterminé par

a)(<< ' )y,=1 min ! a rg(5—a ) — a j
; A'- n. |-=;A,fl;

quand a est fixe et s parcourt tous les éléments de S pour
lesquels \s — a \ == R(a ).

Remarque. — Puisque S est fermé, l'un au moins des points
a -h R(a) ̂ a±ù)^' nppartient à l'ensemble S.

THÉORÈME II. — Pour tout a^S pour lequel R(a)<<oo, et
pour tout <x réel existe la dérivée

^R(a -+- r e ^ ) ,. R (a -4- r e1»-)— Ria )
————-———— == lim ———————————————- == K ( a )a

<7/' /-.-(-»» /•->>-+-<» /'

<?/Von a
— i^K'Ca)^ -n.

Plus précisément.
\\'(a)oi=^—cos(x)(a)a.

Le Théorème II est un cas particulier du Théorème III, qui sera
démontré au paragraphe suivant.

2. Les fonctions R,i(a) et leurs dérivées aux points a^S. —
Soit j ^ j = = S un ensemble fermé de points. Soit S< un sous-
ensemble de S qui ne contient que des points isolés de S, et soit
Sa== S — S< Fensemble complémentaire de S<.

( 7 ) Celle condition élimine le cas où S ne contient aucun point fini, ainsi que
le cas a -- x».
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A tout s e S sera attaché un nombre p, de la manière suivante :

ps est un nombre naturel pour s € S 4 ,
^== -(- oo pour s ç Sa.

Nous appelons ps Pordre du point s. Le nombre P == ïps (la
somme s^étend à tous les points s de S) sera l'ordre de 1^ en-
semble S (8). P << oo ou P == oo, selon que So est vide ou ne Pest
pas.

DÉFINITION III. — La n1^ distance Rn(a), (i^$P).
[o^B.n(a)<oo] est définie par les inégalités suivantes :

(0 ^ 7 .̂
| s—a\ ̂  Rn(a;

(•2) ^ ps<^n pour tout s > o.
l . < — ^ . | < R n ( f f ^ — £

On voit aisément que cette définition a un sens bien défini.

Si > Ps^1^ pour p == po, cette relation est valable a fortiori
\s-a\ ̂  p

pour p^p'^po. Puisque /i^P, elle est valable pour p == 4- oo.
Soit maintenant p^ la plus petite valeur de p pour laquelle la
relation est valable (Inexistence de p" est assurée, parce que S est
fermé). Cette valeur p7' satisfait aux: conditions de la Définition III.
De plus, p" est Punique valeur qui satisfait en même temps à (i)
et (2). Aucun nombre supérieur à p" ne satisfait à (a) et aucun
nombre inférieur à p" ne satisfait à (i).

Remarque. — Si nous supposons que chaque s est formé de ps
« points simples » confondus et si nous ordonnons ces points
simples (autant que possible) selon leur distance de a, la
distance D(a, s) au n1^6 point simple sera égale à Rn(o)«
R^(a) (s^il y en a) est la distance entre a et Ss.

Etant donné a, déterminons pour tout n (l<^n<^^)^ un

nombre nf par
n=n(a)= ^ /?,.

l.«-at<Bn(a)

( 8 ) Quand S n'est pas dénombrable on dira que P == oo.
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Si n est un nombre naturel on a o^n1 <^ n et il s'ensuit

( 3 ) ^ ps^rt—n'^i,
;.y—rt!=--ftn(a)

Pour le cas n = 4- oo on a, puisque tous les points-limite de S
appartiennent à 83

<3^ ^ /?.s=30.

\.f—a \-=R-»'{a}

On peut convenir que n —- nf == 4-00 si n! === oo, et la formule (3)
sera toujours valable.

DÉFINITION IV. — Le n^"^ argument ( i S ^ ^ P ) » de S
relatif a a, a^S, R^(a)<<oo ( î > ) respectif à la direction a
(a réel), est le nombre <j>),i( a)» ===(»)„( a, S)a, ( o ^ ( O n ( a ) a S ^ ) <
avec les propriétés
( i ) ^ p s ^ n — H .

: 3— a \ r- R,, (/?,) ; 1 ars ' •»• — a) — a | < (*)„ (fli,^

^. Ps^n — '? pour tout £ > o.{ : ) ' } ^ ps^. n — n pour tout £ > o.
; .T— u ( -=:ftn KI» , | ara; (.? —a} — a j < <i)̂  (/i)^— £

Remarques. — La légitimité de cette définition peut être
démontrée de la même manière que celle de la Définition III.

ûi)i (a)a s^identifie avec le w(a)^ déterminé par la Définition I I
et c»)^(a)a s^identifie avec c»)(a, 83)^.

Les fonctions R^(a ) sont des fonctions continues de a et elles
satisfont même à des conditions plus rigoureuses que celle de la
continuité. Nous démontrerons le

THÉORÈME III. — Pour tout a et tout n, (i ^ ^ S P ) < pour
lesquels o < Kn(a ) < oo et pour tout a réel il existe

yR^(a-h-r^a) R,,(a -+- re^\ — Rn(rt ) -,
—————,—————- == lim ——————————'•——•————- ==• n / , ( / / )o(.

dr r=:-K) ^^-4-0 y

et l'on a
--ïgl^(a)a^-4-l.

Plus précisément,
^i(o0a==—coso^(a}a.

( 9 ) Si K,(a) -= ao on peut définir simpleBtfeht.hï^(<i)^==,o.
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Remarque. — Si Kn(a) = oo, (i < ̂  P), on a aussi

R,,(a-4-r ^a) = ao.

et en définissant alors B.^(a)a== — i pour tout a réel, le théorème
sera valable aussi pour le cas Rn(a) == oo.

Démonstration. — Nous démontrons notre proposition pour
le cas particulier a=o, a == o (par cette restriction la démons-
tration ne perd pas sa généralité). Alors notre proposition
équivaut à

( 6 » lim sup R A ^ ( ^ > ~ R / ; ( o ) <-cosœ„(o)o .
r>-^-0 r ~

^, lin. .nf«^)-R««'^-co^(o)o-
r^-t-o r

Pour plus de simplicité supposons n < oo. La démonstration
pour le cas 71 === oo découle du cas /i == i par les remarques sur
R^(a) et co^ (a)a faites après les Définitions III et IV.

n est fini et, par conséquent, n' <i n

max [ 5 — o ! = max ; s \ == R,,'(o')' C0').
;.<-0|<R,(0) ! .^ i<R, .o ,

ne même il est clair que

A =R^(o)— R,»(o)>o.

\
11 s'ensuit que pour tout o < r < - le cercle j z — r \ < Rn(o) — r

contient tous les ^eS qui sont compris dans î^!<:R, i (o) ; et le
cercle i z — r I < | Rn(o) e1^^9— r I contient le cercle

z — r \ < R ^ ( o ) — r

et l'arc arg5|Sco/i(o)o de | ^ |==R^(o ) , et par conséquent

^ Psï ^ Ps-^- ^

i s—r | < ! Rjo^^molo—r I i s j<RJo) | s \ =R^(o), | args j S (*»,(o),
^ Zj ^-^ 2. ^

'^n' -i- ( /i — 71')== n

< 1 0 ) Si /i' == o nous définissons Rg(o) == o.
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el (d'après les remarques qui suivent la Définition III)

R^^IR/^O)^^).,--,.].

A l'aide du Théorème 1 on obtient (6).
Pour démontrer (7) remarquons que :

i ° Dans le cas &)^(o)o = o, il est clair que pour tout o <: r < R/i(o)
on a R /» ( r ) ^R , ( (o )—r , et par conséquent

,. . .R, , (^—R,<(oK ,. R , , ( o ) — / ' — R ^ ( o ) , ,lim inf——-—-————-—^ l*1" —-————————-—=— i == — cost.),,(o)».
/•>-r-0 /• /•->--M) /'

2° Dans le cas o <^ ci)^(o)o ^TT, on a pour tout o << ô^co,i( 0)0.

^ f > s < ï l — f l ' .

Sur l'arc
( \ o ) : 1 .̂  1 == R / , ( o ) , | arg^ | ̂ c) , / ( ( ) )u—o,

il n'y a pas de points-limite de S. Dès lors on voit qu'il existe un
voisinage suffisamment petit de cet arc qui ne contient aucun
point de S en dehors de ceux qui sont situés sur l'arc lui-même.
C'est-à-dire, il existe y ==y('ô) > o pour lequel

^ Ps<n—'l\

! . < - ^1<T ,5ÇA . Î

et, par conséquent, pour tout o << r << ± on a

V />.,< n-^-(n—fi)= //,

[ s—r | ̂  | R ,(o) e^»^»)»)-^—/' |

pOUr tOUt (t)n (o )o ̂  S ^> 0.

A l'aide du théorème 1 on obtient

^ inf^^-^^-cos^o),-^,
/•>-t-0 /*

pour tout û t )n(o)o^â >• o. c. Q. F. D.

Remarque. — La Définition IV et le Théorème III ont un
sens et sont valables aussi pour'le cas où a€ S<, pourp^<; w^P.
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3. La notion de la dérivée inférieure à R/(A)a a^ fwntbe. S.
— Soit { ^ j = = S un ensemble fermé et soil b -^ oc nn point isolé
de S. Dans ce cas il existe

^K^^^K^
r/••^-I-U

et pour tout a, on a
R'^^liin7*"0

Car R(fr -+- re1^) ==r pour r assez petit, 6 étant un point isolé
deSe tR(6)==o .

DÉFINITION V. — (3 = (â(S) est une direction d'accumulation
(des points s) de S en 6, si pour tout s^> o et tout p > o /e
domaine (©(p, s)

o < ' ,s -— A 1 < ?, ' ar^(.5 — &) — ? | < s

contient au moins un point s e S.

THÉORÈME IV. — Po^r que j3 ^o^ M^C direction ^accumu-
lation de S <°7i 6. il faut et il suffit qu'il existe deux suites de
nombres positifs p« et en sujettes aux conditions

(S) l imp,t==o,
// ->-' »

(o) lim ^ = o.
vî" / ( ^ x P / l

^//^ quà Z3intérieur de chacun des cercles Cn :

\ z — ( b - ¥ - p/ ,<?1?) ' < £/i (/< = i , ? - , . . . }

se trouve au moins un point s e S.

Démonstration, — La condition est suffisante. Soit o < p.
i > g > o. Dans ce cas, pour n suffisamment grand, nous avons

'•-', " ^'
c^est-à-dire pour /i^/io, C/i se trouvera à rintérieur de ^0(p, s)-,
et dès lors il existe se S à rintérieur de d3(p, s).

LXVI. i3
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La condition est nécessaire. Soit

0 < ? < i, o < £ < -, et ^i € S4

à Pintérieur de Û3(p, e). Déterminons p< = [^ |, e^ == £p^. Dans ce
cas, s ç, G( et Ci se trouvent en dehors du domaine

./£l,!lÊl),^ f^, 11 El'
\ •2 2 2 y\ 2 2 2 /

qui contient un point s^ e S, qui est situé à Pintérieur de Cs

1 £! Pi
P2= ^i, ^=7 -2-P2.

En général, le domaine
^/p^p^

\ 2 2 2 /

contient un point Sn+^ € S, qui se trouve dans le cercle Cn-^-i

. I , S/î pn
P/l-l-1 — 1 ^^i-t-l h ^-H = — —— P/l-Mî

qui est en dehors du domaine

/Q ( P^4"1 ^+1 P/14-l^(P/î-t-l 2/Î4-1 P»+-l\~r'~~r\ 2 î 2 2

qui contient un point 5,1+2 € S, etc. La suite des cercles Cn est
infinie, et il est évident que les suites p,, et £„ satisfont à (8) 01(9).

DÉFINITION VI. — L'angle extérieur direct de V ensemble S
ciu point b respectif à la direction a est le nombre

défini par
?a(^ [o^?aW^L

ç^(6)=min(7c , p — a ) ,

lorsque (3 parcourt toutes les directions d'accumulation de S
en b dans l'intervalle a ̂  (3 < a 4- TT.

U angle extérieur indirect de S en b respectif à a e^ fc
nombre

°a(^ [O^ÇO^^L
défini par

?»(&)= min [?c, — ( p -a)]
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lorsque (3 parcourt toutes les directions d'accumulation de S
en b dans l'intervalle a — TT ̂  (3 ̂  a.

L'angle extérieur symétrique {de ^ en b) respectif à a
^ 2<pa(é) où

ça(6)=min[?S(6), ^(6)].

Remarques. — L'ensemble des directions d'accumulation de S
en b est fermé, et par conséquent, si yî(è) "< TT,

a-4-Ça(6)

est certainement une direction d'accumulation de S en b, et dans
l'intervalle a<^x^<x 4- <pa(&) il ^y a pas d'autre direction d'accu-
mulation de S en 6, c'est-à-dire que <pa(^) ^t tel que pour tout
e ^> o on peut déterminer p == p(s) >• o. pour lequel le domaine

o< l^ — 6 ] < p , a^ arg( ̂  — b) ̂  a -+- 9^(6) — s

ne contient aucun point ^eS. Aucun nombre supérieur à <pa(^)
ne possède cette propriété. On peut faire des remarques analogues
à propos de cpa(6) et de 9<x(6).

THÉORÈME V. — Soit b e S et soit 90 (b) ̂  3T ? a/or^ // existe B/(6)a
[fa dérivée de B-(-s) au point b dans la direction oi\et Von a

R'Wa=i.

Démonstration, — R(6)==o et notre proposition se réduit à
. R(6-hn?<a) .

lim inf ———•———^^i,
r>-»-0 ^

R(^-^^^) .lirn sup—-—————• <i.r^-t-o • r -

La première inégalité découle de R(& 4- re^^r. Pour démontrer
la seconde il suffit de remarquer que pour tout (3 r >> ) e >> o on
peut déterminer p = p ( £ ) > > o t e l que le domaine

o < [ z — b | < p, ! arg(^ — b) — a | < K — s

ne contienne aucun point de S, et l'on a pour tout o << r <^ ^>

R(6-4-^<?<a)^rsinf î c — A
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c^ est-à-dire

:i.,.(.î-).. R(6-+-^ Ia). . / î t ^lim inf—-——————i > sin ( - — e '/• - \2f> •+•0

La dernière inégalité est valable pour tout ^ > £ > o et par

conséquent le premier membre ^sin^ = i. c. Q. F. D.

THÉORÈME VI. — Soit b € S et soit <pa(6) ̂  -; alors la dérivée
inférieure de R(-z) au point b dans la direction a est égale
à smq>,(fr). C^ est-à-dire

R'(6)a= lim f̂ R^ ̂ -rgla) =sinsa(^).
— r->-+o /'

Démonstration. — Dans le cas ^y.{b) == ^ notre proposition

découle du Théorème précédent. Reste à démontrer le cas

o^0a(6)<^.

Supposons b = o, a == o. Alors notre proposition se réduit à

lim i n f — v - — / = s i ^ C o ( ( ) ) .
,.>-^-« r

Supposons que ^oC 0 )^ 0 [sl 9(^( o) := o î l3 démonstration se
simplifie beaucoup]. Pour tout cp( , (o )>£>o on peut déter-
miner p == p(e) > o tel que le domaine

o< -;;<?. ; arg<sf < o. . (o)—s

ne contienne aucun point de S, c^esl-à-dire

R ( r ) ^ / - s i n ( 9 o ( o ) — £ )

pour tout •î- >> r > o, et par conséquent

l im infîli^sii^oW—e),
r^-t-o ^

et aussi ̂  sin <po(o).

D^utre part, pour tout ? — ?o(o) > e > o, le domaine

Q<\Z\<Q. \^rg2 <0. , (o)-4-£
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(p>o quelconque) contient un nombre infini de points A e S,
c'est-à-dire qu'il y a toujours r >> o arbitrairement petit pour
lequel

K(r)</-s in(9»(o)-4-£),
d'où

lim inf -——^<8inoo(o)./•^-M» r ~
c. Q. F. n.

A l'aide de l'exemple suivant nous démontrerons que R'(&),,
(6çS), n'existe pas toujours; en effet, nous verrons qu'il est
possible que ^/(^^(la dérivée supérieure de R dans la direction a)
soit égal à i , en même temps que R'(6)a== o.

Soit S composé des points

s»= ~~7, ( A A = 1.2, . . . ),n'1

et du seul point-limite de cette suite, c'est-à-dire s == o. Du Théo-
rème V découle •

^(tQa^11 pour ~ ^ a ^ ^—*• •

Le Théorème VI dit que

K'(o)a = sin 1 a '; pour — '— ^ a ^ '-

et en particulier R'(o)o== o. Mais
— Rfr*'^)K^o),::: lini sup ————-=i

r^-^-o r

pour tout a. Puisque, pour l'ensemble considéré, R^'e^^R^')
et pour

. — l J- i \
fft ~~ 2 ( n11 '+' (^-^i)^' )

on a
R(^/ î)== •;r^^(-^rT7^r

et par conséquent
,. R(^)lini —^—'- = i.

C. Q. F. U.
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4. La notion de R^(&)a dans le cas é eSaC ' ) . — Les cas

intéressants sont ceux dans lesquels b ç. 82 est un point-limite de S.
Alors

/ •^R , , ( ^ -+ ' / - ^ )^Ri (^ -^ /^a)^o

pour tout i^$P et tout a, e t R n ( 6 ) = o . Le Théorème V reste
donc valable pour tous les n en écrivant R,i(a) au lieu de K(a),
mais la généralisation du Théorème VI n'est pas aussi simple.
Dans ce cas nous avons besoin de la notion de l'ordre d'une
direction d1accumulation, que nous définissons (dans l'ordre des
idées du Théorème IV) de la manière suivante.

DÉFINITION VII. — (3 est une direction d'accumulation
d'ordre k (k naturel ou + oo) de S en 6, s^il existe deux suites
de nombres positifs ç)n et s,, qui satisfont (8) et (9) et pour
lesquels

5>^
.< € Cn

où Cn désigne le cercle \z — (b -h p/^P) | < £n.

Remarques. — Si (3 est une direction d'accumulation de
points s voisins de b pour lesquels toujours ps^k^ elle est certai-
nement une direction d'accumulation d'ordre k de S en b. Mais (3
peut être une direction d'accumulation d'ordre fini A" quelconque
sans que les points s de voisinage de b soient tels que ps^> i ? P^1*
exemple :

Soient données deux suites p,, et £n qui satisfont (8) et (9) et
soit S composé des points

^/
b -+- p,t e1^ -+- ê^e n ( n = i, 2, .. . ; / = o, i . . . . , / < - — i )

et de leur point-limite b et soit/?,?== i pour s 7^ &, alors (3 est une
direction d'accumulation de S en b de tout ordre fini malgré que S
ne contienne que des points d'ordre i (à l'exception de 6).

( l l ) Dans ce paragraphe nous reprenons les notations B.,,(a), jo,, P, etc. du
paragraphe 2, et

R ( h l rp101 ^^(^a^ Inn i n f " " ' 0 ' / puisque RJ6) = o.— r^+o r
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Mais si p est une direction d'accumulation d'ordre infini de S

en 6, il est clair que ^ est une direction d'accumulation de
l'ensemble 83 en 6.

Si (3 est une direction d'accumulation d'ordre k de S en b elle
est certainement de tout ordre k1 tel que i ^ k ' ^ k .

THÉORÈME VII. — Soit < p ^ ( A ) == o, ou bien

o < 0 a ( 6 ) < ^ et ^(b)<^(b).

Pour que Inéquation
^'/.('6)a= sin?a(^)

^o^ valable il faut et il suffit que a -h 9a(^) •y0^ ̂ ^ direction
d^ accumulât ion (Tordre k de S en b.

Démonstration, — (Pour plus de simplicité posons b = o,
a=o) . La condition est suffisante. Puisque R ^ ( a ) ^ R i ( r t ) nous
avons, d'après le Théorème VI,

l-î/.('o)u^"i0o(o).

Reste à démontrer que
^/ . (o)o^s in?o(o)-

Mais on a (pn et £n ayant la même signi-fi cation que dans la Défi-
nition VII)

^k(——9n-—.} <——^———sinçoCo) -+-£„,
\cos?u(")/ - cosço(o)

puisque le cercle G/» est compris entièrement à l'intérieur du
cercle de rayon

——-^——sinoo(o)-t-e«
cos?o(o) /

autour du point —p^——- Par conséquent.r cosco(o) A

R, / P^ \

——^^^-^smooCo)-4- ^00590(0),
pra ?"

cosoo(o)

et à cause de (9)
R',(o)o^sinço(o).

La condition est nécessaire.
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i" cp(»(o ) === <->. De R4(o^o —^ o on déduit qu'il existe une suite On
qui tend vers zéro et pour Laquelle—"/ -^o, et d^ici découle

que o est une direction d'accumulation d'ordre k de S en 6.

2° -: > cpo(o) > o. Il faut démontrer que pour tout A > o

arbitrairement petit il est possible de déterminer deux nombres
positifs &'«< A, &'<< A.p' de façon que

2;̂ >/..
. ç <:'

où G' désigne le cercle

De R,.(o )o"== sin9u(o) découle que pour tout " —^, , (o )>>o>>o

il existe une suite de nombres positifs A,, -^o telle que»

^A-(^ / / )^// s inf3o(o) -+- ^].
Le cercle C,,

^ — tïn \ ̂ ^n sin[5(,( o ) -4- o ]

se trouve (pour / i^^o) entièrement dans le domaine

\ ar^ ^ ?.i(o) -+- ^<
et pour

^ , ^s \ / . ^ ^ . » ( 0 ) — — — Ç , ' ( ( ( ) ) \
// ^ fli ( Ô ) ̂  /<o ( SI 0 < rî < ——————————— ) i

tous les points s € C,i sont situés dans la partie de ce cercle pour
laquelle —ô '<^a rg^—(p( , (o )<Cô , et si ô'>>o est suffisamment
petit, la partie commune de C/i et du domaine

— ô'< nrg^ — ç,,(o) < o

est couverte par le cercle de rayon

2 ^ 4 V^n sin( 9«(o) -+- o) fin ô ^ f\h.t \ o

autour du point
p'^'?o(o)== A,, coso,,(o) <'«?<•"').

Pour n suffisamment grand on a certainement

?' == h,i ces On ( o ) < \
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Ct

< 4.0 .
- coso«(o)

La dernière expression esl inférieure à À, pourvu que ô soit choisi
suffisamment petit. < . o. F. n.

3. Les arguments des singularités des fonctions analytiques
dans le cercle de méromorphie ('-'). — Nous appliquons les
développements des paragraphes précédents pour déterminer les
arguments des singularités à l'aide des résultats classiques
concernant leurs modules.

Nous ferons usage des faits que l'ensemble des points singuliers
est fermé et que les pôles sont des singularités isolées. (On peut
remarquer que les relations générales entre les modules des
singularités d'une fonction analytique et leurs arguments ne
peuvent pas être plus précises que les relations générales entre les
modules des points d'un ensemble fermé, dont l'ensemble complé-
mentaire est un domaine, et entre leurs arguments. Car on peut
faire correspondre à tout domaine une fonction quiestholomorphe
dans ce domaine seulement).

Soit

y(s) == (/0-4-/7l 3-^. . .-+-<7,,3"-h. . . . 3 < 1< = Hj, R > 0.

une fonction analytique uniforme dans tout le plan. S désigne
l'ensemble de tous les points singuliers de/(^), Sa l'ensemble de
toutes les singularités non polaires. S< l'ensemble de tous les
pôles. Soit ps (pour .veS^) l'ordre du pôle .y. (Dans le cas

-où f(z) n'est pas uniforme, nous ne considérons que sa branche
principale) ( 1 : { ) . On peut citer les résultats classiques do
M. Hadamard concernant le n^^ pôle à l'intérieur du cercle de

(") Le cercle de méromorphie, autour d'un point rt, est le cercle maximum
îrolour de ce point à Yintérieur duquel ne se trouve aucune singularité non
polaire. Si a = o nous dirons simplement cercle de méromorphie.

( 1 3 ) II suffît pour notre but de considérer les singularités situées dans et
Sur tous les cercles de méromorphie de f { z } autour de tous les points <i, avec
| a \ == r, /• > o arbitrairement petit. Ces cercles ne contiennent pas de
singularités non polaires et la branche considérée ne peut pas s'y ramifier.
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méromorphie sous la forme

(10)

où
ln-\(^}

f Z == /• ̂ / a // == 1, •>, . .. ).

/_i^<;) = i pour tout <;.
1 1 1 / /••"<>( - , 1

/,,(3)= lim sup l/--———!î
m -> » V W . [

et en général,

W =lim sup {/D^' P |̂
//i>» i L /// • J 1 // = 0, I , -A, ... ).

et oiï
f^'11! z.} /' W 4 • l ' ( ^ >

/// ! ( /// - » - i ) ! ^ /// - + - / / ) !

M^j- ^________ J\'^-^{ s)
( /// -+- // ) ! {In -4- n: -+- i ) ; ( /// -(- -2 /< )î

Et

(n) R^(^ )= lim R,,(3).
/(>-K

Du Théorème IÏI découle

THÉORÈME VIII. — Pour tout a réel on a, pour tout i ̂ ^i^P.

p/ , x ,. H , , ( / - e ^ ) — R , , ( o )R / / ( o )a= hm ——-———————————= — coso),/(o)a.
r->--^-0 /'

oà co,i(o)a désigne le plus grand nombre pour lequel le nombre
des pôles, dans le cercle ouvert \ z \ << R/,(o) et sur F arc

j a r g s — a ^ ( x ) , , ( o ) a — s

de [^|==R,t(o), est (pour tout £>o) inférieur à n (nous
comptons tout pôle avec sa multiplicité et toute singularité
non polaire avec la multiplicité 4-00).

Remarque. — La supposition n^P est nécessaire, mais dans le
cas où P < oo, la fonction se réduit à une fonction rationnelle.

Le Théorème VIII contient les cas particuliers suivants.:

THÉORÈME VIII a. — Pour tout oc. réel

D'/ ^ r R^^^——ï^o) , .R (o )a= lim ————-—————==—coso, (o)a.
/•^-4-0 /'
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et au moins un des points Ri ^[a±tol(o)a] est un point singulier
de Y(^); de plus^ parmi tous les points singuliers de f(z)
sur \ z \ ==R, il est le plus rapproché du point z = R <o/a.

THÉORÈME VIII b. — Soit P = oo, alors pour tout a réel

R,(o),= lin, m^-tUo^
/ • >--)-<> ^

^ aî  moins un des points R^ o^01^^»»0»01] ̂  un point singulier
non polaire de /(^), et parmi tous les points singuliers non
polaires de /(^), situés sur le cercle de méromorphie, il est le
plus rapproché du point z = R^ ( o ) e^.

Ordonnons tous les pôles de f{z) intérieurs au cercle de
méromorphie diaprés leurs modules croissants, et tous les pôles de
même module diaprés leurs cosinus croissants. Dans le cas
où p e'^ et p e~^, (o << 9 << 7r) sont des pôles tous les deux, nous
situons pe"1"^ avant pe"^.

Dans le cas où il n'y a qu'un nombre fini de pôles à l'intérieur
de ^ |<<R^ , nous continuons d'ordonner de cette manière tous
les pôles situés sur l'arc méromorphe ouvert symétrique maximum
des deux côtés du point z = R^ (un arc méromorphe est un
arc sur lequel ne se trouve pas de singularité non polaire).

Si, de plus, on n'a qu'un nombre fini de pôles sur cet arc, nous
ordonnons après eux la singularité (si elle existe) située à l'extré-
mité de Parg positif de l'arc. Si ce point est un pôle (ou même
régulier), nous ordonnons après lui la singularité de l'autre
extrémité, qui est alors certainement non polaire.

En numérotant les éléments de l'ensemble que nous venons
d'ordonner (chaque pôle avec sa multiplicité) on pourra appeler
le n^^ élément le ^ièmc « pôle ». Cela posé on peut déduire du
théorème VIII le

THÉORÈME IX. — Le n1^6 « pôle » de f(z) se trouve à Vun
des points

R^^±^(o)o.

Rn est donné comme fonction de coefficients du développement
de Taylor de /(^) par la formule de M. Hadamard (10)
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et un (0)0 par

^—n.(o)i. ^t i < /') . .lim —————;————— =—cos (..)„( o),».

Afin de déterminer avec lequel des deux points coïncide le ^lcme

« pôle » il faut considérer F expression (•),i^(o)a ( n ) pour
a == <o,i(o)(c S'il existe un plus petit nombre naturel Â"o pour
lequel ^n'-^k^ o ou ^u'^-a7> R//. on sait que parmi tous les « pôles »
situés aux deux points Â 'o—i pôles coïncident avec R,( (?^*>'•(u'".

Dans le cas où un tel nombre ke n'existe pas R ^ = = R ^ ,
et R,i é?1 '̂*'01" est une singularité non polaire de / ( ^ ) . et il est
le Ti1''1"" « pôle ».

Remarque. — On peut déterminer d^une manière analogue la
position exacte de la singularité non polaire mentionnée dans le
théorème VIII 6.

Pour simplifier l^identification de Fun des deux points oé2'^^
p < R ^ , avec un pôle on peut utiliser les résultats de M. Hadn-
mard ( '•) concernant la somme des arguments de lous les pôles
situés sur | z \ == p.

On peut remarquer que si i2 est un point-limite de la suite
c»),,(o)o, un des points R^ e^1^ est une singularité non polaire
de ./(^). Si cette suite contient un nombre infini de nombres
différents, on peut même dire qu'un de ces points est une singu-
larité essentielle def(z).

Complément, — Le théorème susmentionné de M. Mandel-
brojt ( 2 ) donne le même résultat que le théorème Villa et, de
plus, il à Favantage de n^avoir besoin que dévaluer la dérivée
(à droite) de

lim SUp '^ïim-^ C^/fm-l^ -»-...-»- C^,,/^,
m -̂ - ao

où rexpression sous la racine est une fonction de h qui dépend
des paramètres a^, a,, . . ., an et le théorème Villa exige une

(u) n' désigne le nombre de pôles à ^intérieur du cercle \z \ == R,
(voir paragraphe 2).
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évaluation de la dérivée (à droite) de

/o ' (z )= Hmsup i/
(w>à» |y

où l'expression sous la racine dépend de presque tous les a,,.
Mais, à Faide dû critère de M. Hadamard (4) , il est aisé de voir

qu'on peut remplacer l'expression susdite par

s
F^(^)=^C^,,<r,,^s^

^=o

si g = g( m) satisfait à la seule condition
y

(12) liai inf °- = A > o,
/« -^ oo W

et F^*^^) ne dépend que de ̂  + i coefficients.

6. Sur les points singuliers au voisinage d^une singularité
située sur le cercle de convergence. — Nous retournons aux
sujets traités dans le paragraphe 4. Donnons à S et R la même
signification que dans le paragraphe o. Soit Y un nombre réel
et b = R C'Y. En nous basant sur la définition Vf nous définissons

DÉFINITION VIII. — Uangle singulier direct de f(^) au
point b == R<?'T est le nombre ̂ (b) donné par

^(6)==5i-9^v(^). .

L^ angle singulier indirect def(z) en b == R^T est

^-(6)=^-çî^(6).

Remarque. — Si b e S est un point isolé de S, on a
^(é)=^-(6)=o.

Puisque
;^.^» ^>î^^

on a
o^^è)^, o^-(^)^.

2 &
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Si ^(6)>o, la direction y+^(6) est une direction d'accu-
mulation de S en 6, et dans Pintervalle y -+- ̂ (b^^x^-Y -h ^ il
n'y a pas d'autre direction d'accumulation de S en 6. On peut
faire des remarques analogues par rapport à 4>-(6).

Du Théorème V découle immédiatement

THÉORÈME X. — L'angle singulier direct ^(R^'Y) est

égal à XQ— -î où XQ désigne le nombre minimum dans l^ inter-

valle ̂  ^a'^TT, pour lequel la relation

.. R(R<5<V-^-^^(T-+-•»•))lim —^——————————i = i
r-^+o r

est vérifiée.

Une conséquence immédiate du théorème VI est le

THÉOBÈME XI. — Si ^(R^'ï)>o, on a, pour toutes les
valeurs x > ^ qui sont suffisamment rapprochées de T C?

,. . R(R^T.4-re'(T-^)liœ inf———————————i = sin[.r—(L-+-(Rtf^)'|.r>+o r i- T \ /j ,

Par cette formule ̂ (b) est filé [car on a toujours o^4-^)^].
Pour des valeurs r suffisamment petites on a

R(R^+r^-))J ^^pir^^1^^^^^4-^!!"1

(m>x> ] V .̂t 1 1 '

où le second membre dépend seulement des coefficients du
développement de Taylor de/(^), et par conséquent ^(b) est
une fonction explicite (assez compliquée) des coefficients def(z).

Si (3 est une direction d'accumulation d'ordre A- de S en 6, nous
appelons (3 une direction d'accumulation d'ordre k en b de « pôles »
de/(^).

Du théorème VII découle

THÉORÈME XII. -— Soit 4'-"(R^Y)>o. Pour que la direction
y4-^+(R^Y) ^^ ^ç direction d'accumulation d'ordre k des

« pôles » de S en b il faut et il suffit que pour tout TC <x<n
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on ait

^(R^T)^=I^(R^T)y+,, (is).

(Ici aussi R^(R^Y)Y+;r est exprimé à Faide des coefficients
def(z) seulement.)

Puisque tous les points limite des singularités de f{z) sont
des singularités non polaires de /(^), il résulte qu^en remplaçant
dans les Théorèmes X et XI

par
inR^T-^r^ï-4--'')) = Rl(Re l ï-+-re^(v-+-^)),

R^R^T-t-r^T-^)),

on obtient des informations sur les singularités non polaires
de /(^) au voisinage du point R^'Y, qui sont analogues aux
informations données par les Théorèmes X et XI sur les singu-
larités (polaires ou non polaires) de f(z) au voisinage de ce poinl.

Dans le cas où à Pintërieur du cercle de méromorphie ne se
trouve qu^un nombre fini de pôles, on peut étendre nos résultats
sur les points singuliers dans le voisinage du cercle de méro-
morphie.

( l s) Si cette condition est vérifiée pour une valeur x de l'intervalle

^ < ^ < ^ + + - ( & ) ,

elle est aussi satisfaite par* toutes les valeurs ^ < x ^ ic.


