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UNIVALENCE ET AUTOMORPHIE
POUR LES POLYNOMES ET LES FONCTIONS ENTIÈRES-,

PAR M. LUCIEN HiBBERT.

Dans le présent travail, nous nous proposons l'étude des lignes
d'égal module et des lignes d'égal argument d'une fonction analy-
tique, et plus spécialement d'un polynôme et de sa fonction inverse,
en nous attachant' particulièrement à la détermination des cellules
d'univalence et des groupes d'automorphie. Nous donnons-, en
outre, des extensions à certaines fonctions entières.

Dans le premier Chapitre nous étudions d'abord la structure
locale des familles R (courbes d'égal module) et V( courbes d'égal
argument), tant au voisinage d'un point ordinaire qu'au voisinage
des points spéciaux. Passant ensuite à l'étude globale des deux
familles et du réseau orthogonal qu'elles forment, nous montrons
comment la répartition des courbes d'égal argument en pinceaux
élémentaires permet de déunir deux types de cellules d'univalence
au sens de M. F. Marty; les cellules montantes et les cellules
descendantes particulièrement intéressantes dans la théorie de
l'hypergroupe d'automorphie, ainsi que nous le montrons dans la
suite.

Dans le deuxième Chapitre nous étudions la surface des
modules (déjà rencontrée accidentellement par quelques auteurs)
et nous en précisons certaines propriétés, telles que la disposition
des familles log R et V et la nature des lignes doubles dans le cas
où la surface se rapporte à la fonction inverse d'un- polynôme. Nous
étudions complètement la structure locale de ces lignes doubles
notamment au voisinage d'un point de ramification de la fonction.
On arrive à. la conclusion assez curieuse que, sauf pour cer-taines
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valeurs particulières des coefficients, on a la même structure que
pour la surface de Riemann de la fonction.

Dans le troisième Chapitre, nous étudions, pour les polynômes,
les groupes locaux et les hypergroupes locaux d'automorphie. Et
nous arrivons à cette conclusion que les cellules, montantes ou
descendantes, telles que nous les avons particularisées, jouent pour
l'hypergroupe d'automorphie, exactement le même rôle que les
domaines fondamentaux pour le groupe des fonctions automorphes
classiques.

Dans le quatrième Chapitre, nous montrons comment les
notions ci-dessus indiquées peuvent s'étendre aux fonctions
entières, particulièrement dans les cas les plus simples, et dans le
cas où la fonction entière n'admet aucune valeur asymptotique
finie.

CHAPITRE I.

LE AÉSBÀV FONDAMENTAL DES POLYNOMES.

1. Notations et rappel de propriétés classiques. — P est le
plan complexe; z la variable complexe; z == x 4- iy. L'axe des x

est l'axe réel; l'axe des y, l'axe imaginaire, z=re^\ r == \0z ;

9==arg0^.

Z== P(s)= AoS / l-^-Al^n- l-^-A2^-2-^-. . .-^-An-l^-+-A/,.

est un polynôme du degré n de la variable complexe z. Les Ao,
Ai, ..., Ayi, réels ou complexes, sont les coefficients de P(^).

^ ( z ) = p ( x , y ) ^ - i q { x , y \

P^t y) et ^(^ Y) sont des polynômes réels harmoniques.

P^^R^

R est le module de P(^), R== [ Z ( === |P(^)|. V est l'argument de
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PO?);V.=argZ==argP(^):

R2

V

Fig. i.
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Log R e< V ^OTI< des fonctions harmoniques de x et de y :

A[logR]==o,
AV =o.

Les lettres a^ 03,..., a,i désignent les racines du polynôme
P(^); P(a i )=o, P(CT2) =o,. . ., P(an)==o. En ces points, et
pour les valeurs correspondantes de x et de y, p et <y s^annulent

^^.r)^0? 9f(^.r)=o•
Les leUresy^y2î • • • î j i y . • . '>jn-\ désignent les racines de P'(^),

dérivée de P(^). Et quand ji ne coïncide pas avec une racine ai
de P(^)« nous désignons P(ji) par Ji :

J .=P(yO.

Les courbes R == const. sont toutes les courbes de la famille R,
quand R, positif, croît de zéro à +00; pour désigner une courbe
spéciale de cette famille, nous employons- la notion R ==: R ^ , . . . y
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R ;= R, ou R==:Ra, c'est-à-dire la courbe R eu la branche ^e
courbe qui passe par le point a.

De même^ les courbes V ^== const., sont toutes les courbes V,
quand V prend toutes les valeurs depuis zéro jusqu'à +27; inclu-
sivement. Pour désigner une courbe spéciale de cette famille V.
nous écrirons V == V<, V == Va,. .., V == Vi ; ou encore V == Va,
afin d'indiquer la branche qui passe par le point a.

Si a est un point simple de P(-s), P(^) 7^ o :

P(a-^-A)=P(a) -^ -P / (a ) / l -^ - p^ AS -+-....4- p( /?)(a)/^.

Dans le cas où a === a< est une racine simple de P(^) :

P(a-4-À)==P ' (a )A-4- . . . -+- p (nKa)^;

si, au contraire, a == a/- est racine d'ordre q :

PW(a), Pt^a),P(a+À)== ——v—/l<7-4-...+ ——-r—h'1.' ' q\ n\

En un pointy'i, racine d'ordre (y—i) de la dérivée P'(^) ^

P(,,^^=P(,.^P^^...^P^A'..

Points homologues par rapport à P(^). — Deux points sont
dits homologues si P(^) prend la même valeur en ces deux points.
Les zéros ai de P(^) sont des points homologues.

Nous désignerons par ki lès homologues des points j 4 , qui ne
sont pas eux-mêmes des points Yi.

2. La famille d^égal module ou famille R. — Les courbes
R = const. sont aussi appelées des lemniscates [on obtient la
leïimiscate classique de Beriioulli, quand P (^) est du secodad degré
et pour la valeur R == J [, que prend R au pointy\J.

Toutes ces courbes R== çonst, ont, comme oh le sait,, uw défi-
nition géométrique commune :

\ P(z) | = [ Ao | z — ai 1 ' z — 0.2 ] . . .\ z — an ! = const.,

ce sont les lie îx des. points dont le produit des distancer à n
points fixes est constante



Étude des R en un point ai, zéro d'ordre q de P(^), ( y ^ î ) -
p((7)P%2

<7Î
— On peut écrire, en posant ai = o et —^ == i :

| P (^ ) |= |Z7-4- . . . | = £ ,

r^\ i -+-... | =£2 ,
/•S// =

d^autre part, on peut trouver une quantité positive y. qui tend
vers zéro avec e et telle que :

•p.<ii-4-... • ^ î

£2 S2

—— <^-y< ——•
I - h ^ A 1 — ^

donc

(i)

Autour du point ai les courbes R forment une famille de
courbes fermées entourant a^ s^ écartant très peu d'une famille
de circonférences concentriques ayant ai comme centre et
comme point limite. Le point ai est un point centre de la
famille R.

Étude des courbes R en un point j^ zéro d'ordre {q—i), de
P'(^), (<7^i ) . — Si Pon prend y», à Forigine, on a :

P(^)=a-h^7-h...,

et Fon suppose a réel et positif.
Remplaçons z par re^ = r[cos0 4- ïsinô] :

P(z) = a -+- r7[cosy6 •+- isinqQ] -+-...,

| P(z) 12= a2-4- 2ary cosqQ -»-...;

la courbe P(^) | 2=a 2 est

2arycosy6 -^ /•y-4-^...] = o,
OU

cosyô—t̂ [...] =0.(2) • cosyô-t-^[. . . ] = o.

En coordonnées polaires, l^origine est un point multiple d'ordre
q avec q tangentes distinctes, et 2 q demi-tangentes formant une
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étoile régulière autour de l'origine. Donc par un point y», zéro
(Tordre {q—i) de P ' Ç s ) , il passe q branches distinctes de la
courbe R/.== [Ji |.

Au voisinage du point y/ :

[ P ( ^ ) | 2 _ a 2
== ri cos q 6 -4- ry-1-1 [...),

2û(
ou

(3) M = r<7 cosqQ -(- /•y^f.. .].

Discussion. — NOUS supposons a >> o.

i° M>o , | P ( ^ ) ] > a :

2Â'7T

~T~~' ̂  =

^ ^Q^^

Fig. 2.

2^

^I>IP(j^A)|.

^•

'^^'py^^l.^^
pipy^i>ip(j^^i.
i^p.--L
î^o ^

lp</^<lpte^)l<
p.<»<r3>^
., ?0~

2° M<o, [P (^ ) |<a :

2Â'?r ^ . 2Â:^ 3îc
^ 2^ = ""y"" s^'

| P ( z ) \ < a; R/_^ <; Ry .— Autour de ^i, il y a q branches dis-
tinctes de R==Ry-+-A» dans les angles (I), (III), (V).
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[ P(^).[ = a; R^/< = Ry. — II apparaît eny\, un point multiple
d'ordre q à tangentes distinctes.

| P ( ^ ) j ^> a; Ry.^A > R/« — Les y branches de R == RV-+-A sont
dans les angles (II), (IV), (VI) et s^éloignent du point y»,
R croissant.

Le point ji est un col (V ordre q pour les courbes R. — Dans
le cas particulier q = i , le point ji devient un point ordinaire (a)
de P(^). Par ce point il passe une seule branche de R===R^,
admettant en a une tangente unique, et au premier ordre près^
la famille R au voisinage de a prend V aspect 09 une famille de
droites parallèles à cette tangente.

Étude des R au voisinage du point à l'infini.

Z = P(s)= Ao^-h Al-s / ^- l-+-.. .-^-A„.

Si l'on pose :
z-p, ,-;,,

on a
AoZ'-t- AiZ'.^-^. ..-+- A^Z'^— ̂ '̂  o;

pour Z'--= o, l'équation a n racines nulles; donc, d'après la théorie
des équations algébriques :

Jj- 1 -|
z== Z^La-^- pZ^-h^.J;

d'où :
1

z=r ^[a+pz^..J ,
i r __i _ -2

z =Z / 7[<2-^-&Z - ; Î-4-Z~ / 7(...) ,
i i

^^aZ^^^Z"^...);

en identifiant on trouve

^=Ao, 6 = — - ^ ,
/ îAo

et enfin

(4)

A_
. ( Z V A1 ^7-^ ,
• ^ ^A . / -^Ao+ z ^ - - ^
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Posons

F est Taffixe du centre de gravité des zéros de P(^)? on a

r=-4,nAo

( y \ /< _ _t

- A » ) -^^""(•••)-"(^
Donc pour R assez grand. R === | Z |, la courbe R est une courbe

fermée intérieure à une couronne circulaire de centre I\ dont
le rayon moyen augmente indéfiniment et dont l'épaisseur

_ i
tend vers zéro comme R "du moins.

Le point à Finfini pôle d^ordre n de P(^) est un point centre
de la famille R.

LEMME I. — Toute branche d^une courbe R pour une valeur
déterminée de R est tout entière à distance finie.

En effet | P(^) | augmente indéfiniment quand z va à Pinfini.

THÉORÈME I. — Toute branche fermée de R== Ri contient au
moins une racine ai de P(z).

Ce théorème est classique et supplique à toute branche fermée
de |/(^)| == C, f{z) étant holomorphe.

THÉORÈME II. — La courbe R == R< est formée d^un nombre
fini de branches fermées.

En effet | P(^) [2 = G2 est une courbe algébrique, donc elle a un
nombre fini de branches et chacune déciles est fermée.

Étude globale des courbes R. — Nous faisons l'hypothèse que
P(-s)==o admet seulement.? racines distinctes a^ 02 , . . . , <^.
Dans ces conditions, il y a seulement (s—i) points ji distincts ou
confondus d^ordre i. Deux points ji confondus d^ordre i donnent
un point ji d^ordre 2; (q—i) points ji confondus donnent un
pointy,- d^ordre (q—i). En un pointy, d^ordre i, deux branches
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distinctes de R, R <<R^, se réunissent en une seule; en un point
ji d'ordre (q—i), q branches de R se réunissent en une seule.
Ecrivons donc les modules R^ dans l'ordre non décroissant [Ji |,
Ja ! • • • • ? \^s-\ \ et examinons ce qui se passe quand R croît à

partir de zéro.
La courbe R==o se réduit aux s racines distinctes de P(^).

R croissant, autour des s zéros, il se forme s branches fermées dis-
tinctes de R, qui restent distinctes jusqu'à ce que R ail atteint la
valeur [Ji |. Supposons j\ d'ordre {q—i), j\ d'ordre 2 et y'a
d'ordre i, et de plus [ J, | == Ja = | Js |. En j^ q des s branches
se soudent en une seule; eny"2î trois des (s—q + i) branches qui
restent se soudent encore en une seule; il ne reste plus que
(s—q—i) branches. En j\^ deux de ces dernières se soudent
à nouveau; le nombre des branches distinctes descend donc
à Çs—q—2). Chaque fois qu'un point ji est atteint, ce nombre
diminue; comme il y a en tout (s—i) points y'i, chacun d'ordre i,
le dernier point ji atteint la courbe, R n'a plus qu'une seule
branche fermée. Soity'A le dernier point j i; R>R^, la branche
fermée unique de R, tend vers le point à l'infini quand R augmente
indéfiniment.

3. La famille d'égal argument ou famille V. — Étude de la
famille V au voisinage <Vun zéro ai de P(^) d'ordre y ^ i . —

On peut écrire en posant ai= o, et q , == i :

P(^) = ^y-i-.. .==/•?(cosy6-+- is iny6)-4- . . . ,
RcosV -+• î'RsinV = [r7cosye -4-...J-+- i^ smqQ -4-...],

ou encore

R = [r9 cos(ç 6 — Y ) -+-...] -t- i[rv sin(y 6 — V) -<-...],

(6) o=sin(^8—V)-hr[. . . ] .

Les courbes V = = o admettent pour demi-tangentes au

point z=o, les demi-droites Q == o, 0= <lkv- (ï^k<^q—i). Ces

demi-droites forment une étoile régulière autour du point 0 et q
angles égaux à -7:*
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Donc pour chaque valeur de V, il pari du point 0 q branches

Fig. 3.

+L^

Fig. 4.

de V, dont les demi-tangentes en 0 forment une étoile régulière.
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Quand V croît de o à 27;, ces q demi-tangentes tournent autour
de 0 dans le sens positif et balaient chacune un des q angles

[o^, o^^2",

où OAo représente 6 == o, et OA/, représente 0== î-^.

Définition des pinceaux montants. — Quand V varie de o

à 27T, la demi-droite OA dans l'angle [OA/,, OA^j balaie l'angle.

du bord de OA^ qui représente V == o, au bord de OA^ qui

représente V==27T (en donnant à chaque demi-droite OA( un
bord o et un bord 27:); les courbes V correspondantes forment
un pinceau de courbes, qui prend naissance au point 0 et sur
lesquelles z s'éloignant de z = o, le module R de P ( z ) croît.

Cest ce pinceau que nous appelons pinceau montant. Autour
de ai zéro d'ordre q de P(^), il y a q pinceaux montants^ qui
se réduisent à un seul q == i. Le point ai est un nœud pour la
famille V.

Etude des V en un point j^ zéro d'ordre {q—i) de P'(^),
[<y^ i ] . — Reprenons la forme

P(z) = a-^^<7 -»-...,

où a est réel et y; === o, V^== o.
L'équation des courbes V devient

(7) o == asinV-h /"7sin(V— q 6 )-+-. . . .

En y'i, l'équation est siny0==o, ou 0 = Â^; il y a donc 29
demi-tangentes et iq branches de V, formant eny*(= o, une étoile
régulière. Ces iq branches constituent un point multiple d'ordre y,
puisque les 2 q demi-tangentes sont deux à deux en ligne droite
formant q tangentes distinctes.
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Mais
| P(^) [2 = R 2 =^-+-20^005^6 -+-... (1);

ïk^qaand z s^éloigne de ji sur les branches 0 = —^? R croît, tandis

que R décroît quand z s^éloigne sur les branches 0 = '•————'-'
En ji, R ;= a> o ; lorsque R << a, R tend vers a le point z qui cor-

respond à R se trouve surPune des branches Q = '————j que nous
appelons les branches d^accès à y,, R continuant à croître à
partir de R== a, le point ^correspondant à R passe sur une des
deux branches 0=== î—î, qui encadrent chaque branche d^accés,

ce sont les branches d'éloignement.
Quand donc z suit une branche d^accès de V == V/p dans le

sens R croissant, arrivé en y, R continuant à croître, z passe sur Pune
des deux branches d'éloignement qui encadrent la branche d^accés

et font avec elle, chacune respectivement un angle — • Nous disons

( 1 ) Voir p. 85.
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qùç la branche d'accès s^est cassée en y, et c^est ce phénomène
que nous appelons une cassure. En y'i, on trouve q branches.
d'accès et q branches d'éloignement qui s'alternent autour

de ji en faisant un angle égal à -•
Étudions maintenant la distribution des courbes V autour de y.

Reprenons Féquation (7)

o = a sinV -l- r^ sin(V — q^) •
ou

w rysin(y6 —V)-l-...= asinV;

à un infiniment petit d^ordre supérieur près l'équation des
courbes V se réduit à Inéquation

(9) j'ff sin(<7 6 — V ) = a sinV ;

y
et en posant <p == ô —- »

(10) rV sïnq 9 === a sinV.

Discussion. —'• i° sin V > o

l^n<e-v<(^
q ~~ q ~ q

î)r.

2° sinV<o
( i k - - 1 ) ^ ̂  V^2 (Â - -M)^

q - ci - q

Donc sin V -< o, et tendant vers zéro, il y a q branches de V
J 1 1 <2Â:-+-l)7ï <0< 2 (À- -l-l)îT ,r , ,dans les angles-———— = = -—————; V = o, ces q branches

arrivent au contact et forment, en y^===o, un point multiple
d^ordre q à tangentes distinctes; sinV > o, on trouve de nouveau

i , , i , 2 / r w ^ ^ ^ ( 2 Â : - + - i ) ^q branches dans les angles •—— < Q < ————— •
^ b q = = q

JLe point j\ est un col multiple d'ordre q pour la famille V, —
Dans logeas particulier < y = i , le point ji devient un point -ardi^
naire a de P(^). Par ce point, il passe une seule branche d'e Va
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admettant en a une tangente unique; et au premier ordre près, la
famille R au voisinage de a prend V aspect d^une famille de
droites parallèles à cette tangente.

Fig. 6.

Etude de la famille V au voisinage du point à l^ in fini
Reprenons la relation (5) ( ' ), et écrivons-la sous la forme

(n^
/ R Y /(Z^±S) .

î== [ ^ ) e " ^^-^yo)-^

en posant r == .CQ-r-y'o-
On trouve immédiatement pour Inéquation des asymptotes

JV^^1y—ru
X — XQ

== tan( 1 - 2 )

Les asymptotes aux courbes V vont donc toutes passer le point
[,3?o4- ^yo]j a^ixe de F.

Au point à rinfini il aboutit n branches de V == o, formant une

( * ) Voir page 88.
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231étoile régulière. Il y a donc n angles égaux à —; quand V croît
de o à 27T, chacun de ces angles est balayé par une branche de V
tournant dans le sens négatif autour du point à Pinfini.

DÉFINITION. — Pinceaux descendants. — Les courbes V dans
chacun des n angles forment un pinceau. Ce sont des pinceaux
descendants, car R décroît quand z s^éloigne du point à F infini
sur l'une quelconque des courbes du pinceau.

Le point à Vin fini est un nœud de la famille V et de ce point
il part n pinceaux descendants.

Fig. 7-

Étude d'une branche de la courbe Y == a. à partir d'un zéro ai
de P(z)i K croissant de o à +00. — Sur la branche de V --= a, on
peut suivre le point z correspondant à R sans être jamais arrêté,
R croissant. En un point ordinaire a, on a

À = ¥(a) dR
~F^~a~

et Pon passe du pointa au point (^4-A) correspondant à (R-+- rfR).
En un point j\ chaque branche d^accès se casse en donnant deux
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branches d'éloignement sur l'une desquelles R continue à croître :

^_^ P(^) ^ , .~ ^ ' p ^ ( y . ) R / +""
et l'on passe du point /i au point ji-\-h^ sur l'une des deux
branches d'éloignement.

On est donc jamais arrêté, et R croissant, indéfiniment l'affixe
du point z correspondant à R s'éloigne à l'infini.

Nous citerons encore* quelques propriétés importantes des
courbes V.

THÉORÈME III. — II ne peut exister à distance finie aucune
boucle fermée, soit formée exclusivement de portions d'une
même courbe V, soit de portions de différentes courbes V.

La première partie du théorème se démontre immédiatement
en remarquant que argV est une fonction harmonique égale
à R[tlogP(^)]; donc V == a ne peut pas être une courbe fermée.

Pour démontrer la deuxième partie on fait la représentation con-
forme du domaine limité parles différentes courbes V sur le plan Z
en utilisant la relation î=PÇz). L'image du domaine fermé
serait un domaine ouvert limité par des portions finies de demi-
droites : ArgZ==const$ l'image contiendrait le point Z==oo. Le
domaine lui-même contiendrait ^==00, ce qui est contraire à
l'hypothèse.

THÉORÈME IV. — Sur une courbe V = a, qui joint un zéro ai
de P(^) à un autre zéro Okde P(^), il y CL au moins un point /i.

En effet, le long de cette courbe

i/W^P^Q2,

f(ai}= o, f(ak) == o; la somme (P2 -4- Q2) passe par un maximum
et l'on a, en ce point,

P^Q^o;
ds fis •

p
et comme 7. == const.

^-îs-"



m en conclut

Or

—OT —

dp _ dq _
ds ~^ ^/s '"""

dP dP <5lP .
-j- == 3- cosa -4- — sina,as as; ày

rfQ àP àP .
—y- ==c— — cosa -4- — sina,ds oy àx

avec

donc

c^est-à-dire

dx , d'y
cosâi==—» sina=s=—--

û^ ds ï

^P _ ^P _
5ï "' ̂  ~'0*

/^O-o.

Sens de circulation sur les branches fermées de R === coast. —
Sur une branche fermée de R au voisinage d^un zéro de P(-s)y /e
point z correspondant à V tourne flans le sen» positif par
roippûrt au zéro quand V croit.

Ce sens de circulation se conserve de proche en proche R crois-
sant, se perpétue à travers les raccordements aux points /y po.ur
devenir le sens négatif autour du point à Finfini.

f
Description globale de ta famille V\ — Prenons V 7^ Vy, la

courbe V admet n hranchéSy qui ne présentent pas de cassures.
Quand V croît de o à ax, les n branches toarnem auUnir des
zéros ai de P(^) et autour dm poinit à l'infini <^ cassent aux
points /„ et balaient le plan P tout entier.

Réseau de P(z}. — L'ensemble des deux familles R et V forme
dans P un réseau orthogODAl. Sur les mailles de ce réseau P(^)
prend n fois toute valeur réelle ou complexe.

4. Cellules d'uai valence. Étude détaillée 4e la juxtaposition
de pinceaux montants (*) . — Considérons un pinceau mon-
tant partant d'un zéro en de P(^). Si a, est racine simple, il

(1) Voir page < î >
LXVÎ. »



pari de a» un et un seul pinceau montant; la branche V === o
coïncide avec la branche V==27r. Si au contraire a» est racine
d'ordre y, de P(-s) il part de a/, q pinceaux. La courbe V :== o,
de l'un des q pinceaux, ne coïncide pas avec la courbe V===27T, 4u
même pinceau; ces deux courbes limitent le pinceau, et font en Ui
un angle égal à —; en tournant autour de qi dans le sens positif
et dans le voisinage de a,, on voit que la courbe V^=27r d'un
pinceau est la courbe V===o du pinceau suivant. Nous allons
examiner séparément le cas de a^ racine simple, et le cas de aï-
racine d'ordre q.

i° ai racine simple. —11 part de a'i un seul pinceau ; la branche
V == o de V, coïncidant avec la branche V === 27T. Afin de donner
au pinceau des courbes limites, au voisinage de a», nous regar-
derons la branche V == o en ai comme ayant deux bords, un bord
V= o, et un bord V == 2îr; ces deux bords forment les frontières
du pinceau au voisinage de a,.

Suivons R croissant le point z qui correspond à R sur chaque
branche de V intérieure au pinceau. Sur une au moins de ces
branches, soit la branche de V == a, comprise dans le pinceau
o$a^27r, on doit rencontrer un point y». Si, en effet, on ne ren-
contrait pas un tel point, le pinceau d'origine a» couvrirait tout le
plan P, et le polynôme P(-s) serait du premier degré.

On doit. par conséquent, rencontrer un point y»;. la rencontre
se fait sur une branche V === « de V dans le pinceau ou sur la fron-
tière du pinceau. En ce point y,, la branche de V === a se casse en
deux branches ou éléments de cassure V== a, qui font partie de la
frontière du pinceau à partir de j\. R croissant, on suivra le point
correspondant à R sur les deux branches de la cassure en j\
jusque l'infini, en restant sur la frontière du pinceau. A chaque
valeur de R, R >• Ry^, il existe un seul point sur chacune des deux
branches où P(^) preud la même valeur R^V^. ^ensemble des
deux branches à partir de la cassure en ji délimite un domaine^
qui/orme une ZONE D'ENCLAVE dans rétendue occupée par le
pinceau. Celte zone d'enclave s'étend toujours jusqu'à l'infini,
puisque*les deux branches de cassure ne peuvent pas se rencontrer
à distance finie, sans donner naissance à une boucle fermée)
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limitée par les branches (Tune même courbe V === a, ce qui n'est
pas possible.

Donc, en chaque point y/, le premier j\ rencontré par le
point z représentatif de R, R croissant à partir de ai sur une
branche de V == a, il apparaît une zone d'enclave du pinceau.
Les points j\ étant en nombre limitée le nombre des zones
d'enclave sera aussi limité; il y en aura au moins une et au
plus (/i—i).

Toutefois, si V^==o, ou 27T, la zone d'enclave déterminée ne
sera plus enclavée dans le domaine même du pinceau, mais sur la
frontière du domaine. A partir de y'i, V==o ne coïncidera plus
avec V== 2 TC, dans le pinceau.

Tout pinceau prenant naissance en une racine simple de P ( z ) ,
couvre tout entier un domaine du plan P au voisinage de cette
racine; et est limité dans ce même voisinage par les bords V = o,
V == 27T, de la branche de V== o, de V qui passe par la racine. Si
sur V==o, il n^y a aucun point j^ le pinceau comprendra
dans V intérieur de son domaine au moins une zone d'enclave;
si au contraire sur V== o, il y a au moins un point j^ il se peut
qu'iln^ y ait plus de zone d'enclave à l'intérieur du pinceau;
la zone d'enclave se trouvera sur la frontière du pinceau.

2° ai est racine d'ordre q. — Considérons dans le voisinage
de a», un des q pinceaux d'origine ai\ la branche V == o, du pin-
ceau choisi, sera l'origine du pinceau; et la branche V==27r,
l'extrémité du même pinceau. Et suivons les branches V == a de V,
o^a^-+- 27r, comprises dans le pinceau. Sur les courbes V === o,
V ==2 TT du pinceau, le point représentatif z de R peut être suivi
de R = o à R ==4-00; le pinceau extérieurement est complètement
délimité. A l'intérieur du pinceau, il peut se présenter deux cas.
Dans le premier cas, il n'y a pas de point fi dans le pinceau; le
pinceau est un pinceau uni qui s'étend de Oi jusqu'à l'infini ; dans
le second, il y a un ou plusieurs points y», d'arguments distincts,
le pinceau présente une ou plusieurs zones d'enclave.

L'ensemble des q pinceaux d'origine a, présentera donc des
zones d'enclaves^ soit intérieures aux différents pinceaux^

7.
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soit sur la frontière des pinceaux, ces dernières provenant des
points j i , où V^== o; car s'il n'en était pas ainsi les q pinceaux
couvriraient le plan P et P(z) serait de la forme (z—a^.

Relations avec les cellules d'univalence de M. Marty. _ Soit un
pinceau montant tel que nous venons de le définir, prenant nais-
sance en ai, zéro simple ou multiple de P(^), limité extérieure-
ment par une branche V = o, de V en a,, et une branche V == 2^,
deV au même point; et limité intérieurement par les deux éléments
Y^ de la cassure au premier point j^ que le point représentatif z
de R rencontre sur Vy^ quand R croît à partir de zéro. II peut
exister, en effet, sur une même branche de V = a d'un pinceau,
plusieurs points/,; celui de ces points^ à partir duquel les deux
éléments de la cassure Vy .̂ font partie de la frontière du pinceau,
est le point fi qui est de module j J ^ j le moins élevé. Aux autres
points y, sur V^, un seul des deux éléments de la cassure form& la
frontière du pinceain.

La portion de la famille R, découpée par le domaine du pinceau
comprend toutes les valeurs de R, depuis zéro jusqu'à l'infini,
puisque sur chaque branche de V==a , intérieure au pinceau R
varie de zéro à +o>; les éléments de R qui la constituent forment
avec les branches de V du pinceau un réseau orthogonal. Excluons
du pinceau là courbe V -= 2 7t; et à partir de chaque point ji point
de départ de cassures, excluons celui des deux éléments de la cas-
sure qui se trouve à la gauche d'un observateur, qui debout en u
sur le plan P regarde à l'intérieur de la zone d'enclave créée par la
cassure. Nous obtenons un domaine du plan P, dans lequel P(^)
prend une fois et une seule chacune des valeurs complexes du
plan P, y compris zéro et la valeur infinie.

Le domaine ainsi défini est une cellule d^univalence au sens
de M. F. Marty (1).

THÉORÈME V. — Dans chaque zone d'enclave, il existe au
moins une racine de P(z)^ et par conséquent au moins une
cellule <funivalence.

0) F. MARTY, Sur la répartition des valeurs d'une fonction fnéromorp/ie
(Annales de la Fac. des Sciences de Toulouse, 1931). — PAUL MONTEL, Leçons
sur les fonctions univalentes ou multivalentes^ Chap. I, p. 10, Paris 19.33. '
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En effet, la représentation conforme de la zone d'enclave sur le

plan des Z par la relation Z = P(^), applique les lignes frontières,
branches de V == Vy^, sur les demi-droites V = V^ du plan des Z,
demi-droites joignant le point Z = o au point Z == oo ; et l'applica-
tion se fait sur les parties de ces demi-droites comprises entre R
et l'infini. L'image dans le plan des Z, d'un point z = a de la zone
d'enclave, V ^ ^ V ^ , sera en dehors de la demi-droite V=:V^.
De ce point, que nous désignerons par Z<,, nous pourrons tracer
un lacet continu aboutissant à Z :=; o. et ne rencontrant pas la
demi-droite V == Vy^. L'image de ce lacet sur le plan P sera un
chemin complètement intérieur à la zone d'enclave et conduisant
en un point ai racine de P(^).

La zone 'd'enclave comprendra donc toujours au moins une
racine a-i de P(^), qui sera F origine d'au moins une cellule
Sunivalence tout entière située dans la zone.

THÉORÈME VI. — Uimage dune cellule d'univalence est une
étoile de Mittag-Leffler.

L'image comprend, en effet, tout le plan des Z, moins les cou-
pures. qui sont les demi-droites V = o, à partir de Z === o, pour
les racines multiples; et les portions de demi-droites V === V^,
depuis les points Ry^., images des points ji où la cassure se fait
jusqu'au point à l'infini.

Découpage du plan P, en cellules d'univalence par les pin-
ceaux montants. — Soit ai une racine d'ordre q de P(^), nous
supposons construites les q cellules d'univalence partant de ai.
Considérons ce qui se passe çn une cassure au point j ( , cassure
dont les deux branches forment la zone d'enclave, dont y, est le
sommet. En supposant ji racine d'ordre ( q — i ) de P(^) î il y a
q directions à partir de ji sur lesquelles R décroît quand le point
représentatif de R s'éloigne de j\, et qui sont des branches de
V -=V^ et aussi q directions, également des branches de V — Y,
sur lesquelles R croît à partir dey'i. Les q branches d'accès de /,
conduisent à q racines distinctes de P(^) ; ai étant une de ces
racines. Les (q— i) autres racines sont dans la zone d'enclave.

Construisons les cellules d'univalence admettant ces (q—i)
racines comme origines. Deux cas peuvent se présenter : ou bien
la zone est remplie, ou bien elle ne l'est pas. Si elle l'est, il n'y a
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plus qu'à s'occuper des autres zones d'enclave; si elle ne l'est pas,
le domaine restant, après la construction des ( q — i ) cellules,
forme une ou plusieurs nouvelles zones d'enclave. On recommen-
cera sur chacune des nouvelles zones, l'opération que nous venons

d'indiquer. Et comme P{z) n'admet pas d'espaces lacunaires
et'que d'autre part le nombre des racines de P(^) est limité.
au bout d'un nombre fini d'opérations de remplissage^ les
zones d'enclaves seront toutes entièrement recouvertes. Le plan P
tout entier sera pavé de cellules d'univalence. que nous appel-
lera Jis les cellules montantes.

Les branches de V == o, ou V===V^, rejetées par une cellule,
sont absorbées par une cellule limitrophe, puisque toute branche
de V == V^, R > Ry^, à gauche pour un observateur debout en ji
et regardant dans la zone d'enclave, est à droite pour un observa-
teur vis-à-vis duquel la première cellule est dans la zone d'enclave,
de la cellule à laquelle il est lié.

o. Cellules d'univalence. Études de la juxtaposition des pinceaux
descendants (1). — Considérons les n pinceaux descendants qui

( 1 ) Voir page 95.



— 103 —
partent de l'infini. Ces n pinceau! balaient le plan P, tout entier.

Ils admettent comme lignes frontières :

i° V = o. — La branche de V = o, du pinceau suivie de façon
continue d e R = 4 - o o à R = = o .

2° V==27T. — La branche V===27r , du pinceau suivie de
R=ooà R = = o .

3° V === V7^. — Les deux éléments de cassure de toute branche
d'une courbe V à l'intérieur du pinceau, à partir du premier
point y,, que Pon rencontre en suivant sur cette branche le sens
de R décroissant, à partir du point à l'infini.

Cellules (Vuni'valence. — De la même manière que pour les
cellules montantes, on voit que les n pinceaux descendants
forment n cellules d'univalence que nous appellerons les cellules
descendantes.

6. Quelques exemples. -
seule cellule d'univalence.

Réseau de Z a. — II y a une

Fig. 9.
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Réseau de Z :
Fig. 10.

V=7l V=Tl
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II y a un point j\ et un seul, le point z := o. En ce point

Z==-4 , Vy,=-h::.

La famille R est de la forme

(^2-4-^2)2__8(^2__y2)^.i6= R2==cOIlSt.

A ce point /, R^ == | Z | == 4

(^2_^y2)2__8(.y2__^2).^i6 = l6;

(•^2^.^2)2__8(^2__^2) = o;

la courbe R --= Ry;-== 4 est une lemniscate de Bernoulli.
Les courbes de la famille V sont données par l'équation

ix y
= 4 tangV = consl. ;x—y^-^

tangV(.r2 —y2) — ixy = 4 tangV ;

ces courbes sont des hyperboles équilatères admettant toutes le
point 0 comme centre.

En y\, V^=7r; tang7r==o; Inéquation précédente se réduit à

2^'=o, x = o, y = o,

ou aux deux droites *r == o, y == o.
La fonction Z:= s 2 — 4 divise le plan P en quatre demi-cellules

d'univalence, que nous numérotons 1, II, III, IV. Les demi-
cellules II et IV contiennent les branches de V, de V ^= o à V == T:;
les demi-cellules 1 et III contiennent les branches de V, de V ---= TT,
à V === 27T. Nous pouvons grouper les demi-cellules de deux
manières différentes en cellules d^univalence.

Premier groupement. — i 1 ® cellule, 1 et II;
2e cellule, III et IV.

Deuxième groupement. — i1 '® cellule, 1 et IV;
2e cellule, II et III.

Toutefois, seul le premier groupement donne les cellules
montantes.

Réseau de Z === z^ — 3z'2 4- 2 z. — Racines de Z

CTl=0 , 0 2 = = I , 03=2.
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Racines de TJ

yi-^+^J, y.=^[3-v/3].

zo^3—^^], z(,.)=i-ll[i-v/3];

^ / l — u?

iZ( / i ) = R À = ' Z ( 7 2 ) =RA.
D'autre part

R2== [.y3_ 3a'y2— 3.r^-^ 3y2-^- 2.rp-+- L ^ ^ y — y ^ — <^y -+- 27? ;

les courbes R==const. sont des lemniscates du sixième degré; et
puisque

lairgv = ^r-.r3-^^^b .c3— 3^r9— 3^-+- ây2-^ ïx

les courbes V == const. sont des cubiques planes sans point double.

Fig. 12.

Lorsque tangV est nulle, V==o ou TT, la cubique se réduit
rhyperbole :

ïx^—y^— Qx -+- 2 = o,
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qui coupe Faxe des x aux points j\ et j 2, et qui admet cet axe
comme axe de symétrie. Les deux asymptotes ont comme coeffi-
cients angulaires w-i == 4-y/3, m^=—^/3; et elles passent par le
point x = i ,

II y a six demi-cellules numérotées I, II, III, IV, V, VI. Elles se
groupent en cellules d^univalence de trois manières différentes :

Premier groupement. — [I, II]; [III, VI]; [IV, V].

Deuxième groupement. — [II, III]; [IV, V]; [VI, I].

Troisième groupement. — [I, II]; [III, IV]; [V, VI].

Le premier groupement donne les cellules montantes. Les
frontières des trois cellules du premier groupement sont marquées
sur la figure.

Réseau de Z == z'^—6^4- 5-s.

Fig. i3.

V=2îi |V«0 V=0 V=rt V»K V=TC

Racines de Z
o?i==o, C T S = I , 03=0.
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Racines de Z'

y ,=^ [6 -V2 Ï ] , /.= ^ [()-+- V7^].

^U'ï)^ nt—^-^:^1^ ^^

Z(y,)==-^[ 2;-4-7 V ÎT ] =-39,37;

a rgZ(7 i )=o , ar}îZ(/2)=-h;:.

Courbes R == const.

1<2== [.r3— 3.ry^—t).r2-+-6y2-^- 5^]2-^ Ï ^ y —y 3— i2a*y •+- 5y]2.

Courbes V == const.
^ .r4 y — y ! — i 'î JT y -»- 5 ytangv = ———-——-—-—-———-——— •./••!— 3.ry'2— bc/.'2-»- (»y--(- ) X

Courbe \ •==. o ou TT, tangV == o

^ l/'^J/' — y3 — ! 2 '^y "̂  ^y== u '•>
elle se compose de la droite y == o, et de Phyperbole

3 j"2 —y'2 — 12 x -+• j = o,

dont les sommets sont en j\ et j 2, et le centre au point .r == 4- 2 ;
les deux asymptotes ont pour coefficients angulaires m^ == H- ^/3,
m^=-—\/3.

Demi-cellules. — I, II, III, ÏV. \ , VI.

Cellules montantes. — [I, II]; [ïll, IV]; [V, VI].

Réseau derL=zl(z—/), i -=y / i . — Racines de Z : Oi== o,
racine double; 02== /.

Racines de 7J : j\ == o ; ̂ '2 = y

z</,)=o, z(y,)=^;
a r g Z ( y i ) = indéterminé, ar^Z(y.2) = ^ .

Au voisinage de Porigine, Z est très rapproché de Z ==— i z 1 ;
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en posant ^ == r^°, on trouve Z = = = r 2 ^ 4 / , \ -== ô — ^ ; le

pinceau de demi-droites, V ===26' qui part de 0 comme origine,

îg. i4.

subit une rotation de 4- -; V == o, 9 == ^ ; V == 27; ; 0 == TT + r

Au voisinage de

z = /, Z = = — ( s — / ) - ^ . . . . s — / ' = = / • tî^O. Z=r^ ' (^7;^

la rotation est de—TT.

Courbes R == const.

Z = [ ̂ :î — 3 .ry2 -+- 2 .ry ] -i- / [ 3 x^y — y3 — .r2 -i- y2 J,
R2== [.r3— 3<y2-»- •2.ryp-h [3^2J—y3— ^2-4- y2]1,

Courbes \ -= const.
3.^2y__ ya__^2^_y2

tang\ = ——„ .,' ,————^-•0 j-.t__j^y2-|_^^.y
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La courbe V == - ou — a pour équation

rf*3 — 3 xy"- -+- 2 xy = o,

.2 l^.^>t>—3y i>-+-2y]==o;

elle se décompose en deux courbes ,r==o, x2—3y24-2y==o.
La première x= o est l'axe des y, la seconde est une .hyperbole,
admettant Wi==4-y/3, W2=—\/3, comme directions asympto-

tiques, les points [^==0, y==o], F^ == o, y == jl, comme

sommets; et la droite x === o, l'axe des y, comme axe de symétrie.
La courbe tang V= o

3 x^y — y3 — x9 •+• y2 == o,
/

est une cubique unicursale, le point double est à l'origine; et les
tangentes au point double ont pour coefficient angulaire m = ± i.

Les autres courbes tang V = const. sont aussi des cubiques
unicursales, avec Porigine comme point double.

Les cellules montantes 1 et II sont séparées l'une de l'autre

par les deux branches de V^-h"? qui se casse enj\=2-1^
2 0

tandis que les cellules II et III ont comme ligne frontière une
branche de V==o. C'est en général ce qui arrive; les branches
des courbes V, servant de lignes frontières aux cellules d'univa-
lence, peuvent correspondre à autant de valeurs de V distinctes
de zéro qu'il y a de points ji distincts.

Le deuxième schéma, relatif aux cellules descendantes, montre
bien qu'elles peuvent différer des cellules montantes.

Réseau ûfeZr^—^+iô.

Racines de Z,

Ol=2 , 09=26 2, CTS = — 2 , C T 4 = = 2 6 2 .

Racines de î! : j\ = o, racine triple.

Z(y\)=i6, Vy,=o.

Z =(^^6.y2y2_^y4-_i6).4.4/^y(^2._y2).
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Courbes R === const. :

Rs = [^4^ e^y+y' '—I6P+let^—y2]2^2^;

ce sont des lemniscates du huitième degré.

Courbes V = const. :

tan^V = 4^y[^2-^]
to <r*-i- fi/.c4-^-6;y2y2-4-y*—l6ï

ce sont des quartiques.

Courbe V == o :
4(a.2^y2).yy=o;

elle se décompose en les droites suivantes :

x = o, y == o, y == a-, j = — a?.

Cellules d^univalence. — Les quatre cellules montantes pro-
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venant des quatre racines sont numérotées .1, II, III et IV. Elles
peuvent être divisées en demi-cellules. Autour du point j\=o,
et j\ = oo, Z admet le groupe de rotations

iTt

z.^ = z\ e î .

Réseau de Z == . z ' ' — i3^2 -i- 36. — Racines de Z = o :

^i = — 3 , a'i-=—9, ( 7^=2 , <^==3.

Racines de Z' :
, /r3 . . /T3yi=-^/^, y.==o, ;,=+^-^,

z(y,)=-^, z<7,)=36. z(/o=-^,
4 4

Z == [^'•—6.^97^-^-y4—I3^-+-I3y2-^- 36]-+- / [ / t^^— 4.T73— 26^7].

Courbes R == const. :

Rs = [,r'. — 6 x^y'-1 -+- y^ — 13 ̂ t2 +• 13j^ -+- 36 ]2 -^ [4 x^y — 4 .cy3 — 26 xy^- ;

ce sont des lemniscates du huitième d^gré.

Courbes V == const. :

4 ̂ "'̂  — 4 ̂ v — 26 ,rytang\ == jr^— 6.r t2y2-+-y l—l3^q-n37^-4-36 î

ce sont des quarliques.

Courbe \ == o :
2 .Z-J [ 2 X^- — 2JF2 — 13 ] = 0.;

elle se décompose en :

x = o, y == o, 2 .r'2 — 2y2 = 13 ;

c'est-à-dire Faxe dos.z1, Paxe des y et l'hyperbole 2J.2—2^== i3,
dont les asymptotes ont pour coefficients angulaires m = ±: i et
dont les soi: mets se trouvent aux points j\ et /s.

Cellules d\univalence. — 11 y a quatre cellules d'uni valence
montantes; nous les désignons par I, II, III et IV; elles peuvent
être divisées en demi-cellules.
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UNIVALENCE ET AUTOMORPHIE
POUR LES POLYNOMES ET LES FONCTIONS ENTIÈRES.

( suife )

PAR M. LUCIEN HIBBERT.

CHAPIÏKE II.
LA SURFACE DES MODULES,

7. Étude générale de la surface des modules. — Soient 1' (^},
une fonction analytique de la variable J. et A, un point du plan
complexe P, où F ( 3 ) existe; F(^) -= \\.e^. En A, on élève une

->
perpendiculaire AS au plan P sur lequel on a distingue deux faces,
tine face positive et une face négative -, avec

-^
AS =. logK;

.si K ^> i , logR >> o, AS est du côté positif du plan P ; si au con-
traire, K<: i , logR<:o, AS est du côté négatif du même plan

—^ -->
R := i , AS = o, S se confond avec A ; K = 4- oo, AS est infini, S
esta l'infini du côté positif; H == o, AS est encore infini, mais du
côté négatif du plan P.

DÉFIMTIOJN. - Lorsque A. parcourt le plan P, les points S
décrivent une surface que nous désignerons par Sr(^) ou sur-
face S de la fonction F(<3) . ou surface des modules de la fonc-
tion F( ' z) ( f ).

THÉORÈME VU. — La pente du plan tangent à S au point
d'affixe z est é^ale à \ v •

i r 2 W ;

Ce résultat, a rapprocher de celui de Jensen, s^obtient facilement,

( 1 ) JENSEN, Acta Math., 36, i<)i2, p. np.
LXVl. 9
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car si

F(^)=P(^)-h/Q(.ry),

Z = Lo? ! F ! = I Lo!i(P9-^- QS).

on a
p^^O^ P^+Ç^

^Z ~àx ' ̂ r ^Z ^y ^r)y
p ~ ôx ~~ P2-!- ̂  î <7 ~- ̂  ~" P^-h Q2 5

or, d'après une formule connue de géométrie différentielle, la

pente tang^ est donnée par la valeur ^ l / f ^ ) -4- ( — - ) • D'où

(P^^Q^)^(P^^Q^)2

.„,,, = ^————^-^————^- ,

ce qui, en vertu des formules bien connues :
()P f)q r)\> ,<) , / r /p\- ^V== , = — , ; ^ - == i i -t_ » - i ,
àx <)y <)y ().r \ <).r / \ <).r f

est équivalent à
i F'( " ' ) îtang^Y == -L——-̂ . on tangY^ldog l - ' y .

THÉORÈME VIII. — Pour qù'en un point commun les deux $ur-
faces Sp^ et Sp^ soient tangentes, il faut et il suffit que l'on ait._ " pi/ p/
outre \ F^ | = Fa 1 la relation — == — •* i 1 2

En effet
r(s)

^-^-FfîT

comme p\ — iq\ = p-i— iq 2, il vient :

^(^)_ ^(3)

i'.(3) F,(S)'

La surface Sp(-s) d\in polynôme a une seule nappe; la sur-
face SQ(^) où Q(^) est la fonction inverse d'un polynôme, a, en
général, plusieurs nappes.

Cependant le nombre de nappes distinles n'est pas toujours égal
au nombre de branches distinctes de Q(^ ).

Exemple : P(^) ̂ ^^ Q(^)==Ç/^. La fonction Q(^) a une
nappe bien que Q(^) possède n branches distinctes. Appelons Z i ,
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Z.j, .... Z,i ces n branches, on a

Z i'i/—(• = ci v/.z,

où ei est une des n racines n^^ de Punité. Si donc Z^ et Z^ sont
deux branches quelconques, pour toute valeur de z, ces deux
branches ont le même module :

\ Zi\ = 1 Z/- .

et les nappes correspondantes de SQ(^) coïncident. La sur-
face Sn^ a donc une seule nappe; mais Pon peut considérer
qu'elle a n nappes confondues. On démontre d'ailleurs facilement
le théorème suivant.

THÉORÈME IX. — La condition nécessaire et suffisante pour
que deux branches distinctes, Z^ et Z/^ de Q(^), donnent deux
nappes confondues de Sg(^) est que Von ait la relation Zi = e^ï/,
(9 réel et constant).

r»

En effet, | Zi | = [ Z/,. [ ; la fonction analytique ;- a son module
—k

constant. Cette fonction se réduit donc à une constante;
et y == const.

Le réseau isotherme de la surface des modules. — Le réseau
[logR, V] de F(^) est la projection sur le plan P du réseau topo-
graphique de la surface S (^).

Les courbes de niveau se projettent suivant les courbes
logR == const. ; les lignes de plus grande pente, suivant les courbes
V == const.

Supposons donc tracé le réseau topographique de Sp(^); et
numérotons logRi la courbe du niveau qui se projette suivant
logR == logRi; de même Vi, la ligne de plus grande pente qui cor-
respond à V == Vi.

Au point situéàPinlersection de la courbe de niveau logR ==logR^,
et de la ligne de plus grande pente V == V/,., F(^) prend la valeur
R^^. La surface Sp(^), une fois cotée, donne donc une repré-
sentation concrète de Pensemble des valeurs que prend F(^),
quand z se déplace dans le plan P.

Dans le cas particulier d'un polynôme P(z) = Sp^ se subdi-
vise soit en cellules d^univalence montantes ayant leurs origines
aux points logR= —oo; admettant comme lignes frontières
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uniquement des courbes V == const. ; et aboutissant toutes au point
logR== +00; et coupant le plan P, suivant les courbes logR==o,
soit en cellules d'unwalence descendantes^ ayant comme origine
logR == + oo. et aboutissant aux points fo^-R = —oo.

Surface Sy,; de Q(^) , ^ fonction inverse de P (^ ) . — A
chaque cellule montante de P (^ ) (il en sérail de mente pour le.s
cellules descendantes) correspond une branche de Q(^). Si P ( ^ )
est du degré n. P(^) contient n cellules montantes: SQ,^ possède
n nappes N^.

Ainsi P ( ^ ' ) = ^ f l a // cellules d'univalence; à chacune de ces
cellules correspond une branche de Q ^ ) = = = y j ; les nappes IN,
correspondantes de S^(z')^ sont confondues et SQ^- ne présente
qu'une nappe. Cependant les n nappes de Sy,- sont tout à fai t
distinctes du point de vue de la théorie des fonctions: pour une
même valeur de z , sur cliaque nappe on t rouve une même valeur
de R-, mais des* valeurs de V deux à deux distinctes, puisque le
réseau R»?^ de Q(^) est univalent.

Examinons maintenant comment l'on peut passer d'une cellule
montante de P(^) à la nappe N(; de Sy(^) qui lui correspond.
Soil une nappe Nç de Sy( -s), liée à une cellule choisie parmi les //
cellules de P(.3). Au sein de la cellule et sur les portions de Li
frontière de la cellule qui lui appartiennent, P(^) prend une fois
et une seule fois toutes les valeurs du plan complexe P, y compris
la valeur zéro et la valeur oo. A Z = = P ( ^ ) correspond le plan P
tout entier: et à ^, les valeurs de z. faisant partie de la cellule
d'univalence. Z décrivant le plan P, log z \ décrit un élément de la
surface Sy , „ ) d eQ(^ ) : Vêlement qui correspond a la cellule d^uni-
valence décrite.

Tant que l'on est à l'intérieur de la cellule d'univalence, aucune
difficulté ne se produit: à chaque valeur de ^. il correspond un et
un seul point de SQ^,, et le réseau SQ^ est fonction uniforme
de z. La relation entre z et le réseau de SQ(^) est biunivoque. Mais
sur la frontière de la cellule, il n'en est plus de même.

C/est ainsi que, dans le cas particulier de la figure 17 : eu Ai et
en Aa, Z ^ = R | ; en B| et en B_), ^L^=^\ en G',==G.> et en C;,,
Z;(^=R:i; en C:{ et en C',, Z^R;;^1^; en D^ et D(.,, Z/.=R/.; en
D,, et D,, Z ==R, e^s.\ en D, et D,, Z == R-, e1î . On tire de là,
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pour la fonction inverse :

Ai=Q(Zi), \ ,==Q(Z,) (Ai^A.J.
Bi=Q(Z,), B,=Q(Zo) (Bi^B.),

et

( ^=Q(Z3) , C,=Q(Z3), C,=Q(Z3) (Ci^Cs^C; , ) ,
€3= Q[R3<^], C\== Q[IWVA] (€3^ C,),

et de même pour les autres points.

Fig. 17.

Dans Finversion, les courbes V = const. viennent suivre les
demi-droites 9 == const. du plan P; si Pon représente un point
quelconque du plan P, A par exemple, par A== re^^ les courbes
R=== const. suivent les circonférences r = const. de centre 0.

Appelons C^a;, la cellule d^univalence dWigine a», et numé-
rotée (i) autour de ai ; et Sc^- la portion de surface S^p qui cor-
respond à cette cellule. Cette portion de surface SQ se présente
comme une nappe uniforme, excepté sur les demi-droites 0 = o,
à partir de r = = o ; sur 0 = V^, à partir de r = = = R ^ = = j J < |; sur
9=V^ à partir de r=ï{^=\J^\. Les points SQ(O), Sj^, S^,
^e ^c,,a,î sont des points de ramification de Sg.

Les portions de SQ, provenant des cellules contiguës à la cellule
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Ci,^, admettent les mêmes points de ramifications SQ(O,, J< , J,., que
Sci,a,î c1 aussi les mêmes cassures dans les plans verticaux passant
par l'origine et contenant les demi-droites, Q = o, Q = V^, Q='\ ̂
[cassures qui proviennent du fait que 0 = V^ , R>>R^, à chaque
valeur de ^, il correspond deux valeurs de Q(^) sur S^j; à
partir de 0, J< . Ja, et le long des cassures verticales, les SQ des

Fig. 18.

cellules contiguës se raccordent au SQ de C^;. Les raccordements
se faisant de proche en proche, les différentes branches de Sn
finissent par former une surface SQ unique, qui est la surface SQ de
la fonction Q(^).

Mais la fonction Q(^) est univalente, quand Z parcourt toutes
les cellules d^univalence de Z =P(^), en prenant n fois Fensemble
des valeurs Re^ [R variant de zéro à 4-00, V de zéro à -|-27r],
z parcourt une et une seule fois le plan complexe P. Si donc nous
traçons le réseau [logR, V] de SQ(^, le réseau composé d'une
cellule montante et d'une cellule descendante s'étalera sur les
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n nappes N^ de SQ,^; prendra naissance au point log5 == — oo de
ce pointa s'étendra aux n nappes Nç de Q(^), en passant par
les coupures qui sont les intersections des nappes deux à deux
pour aboutir an point log-; •— —a;.

Il y a intérêt par conséquent d'étudier ces coupures.

Etude de la surface 5y(-, au voisinage d'un point J/ . — Si

Z = . ï - t - A / , ( s — y y / - » - V, -+,,( s — yV/-i -»-... ,

on a, suivant la théorie classique.
i

^ = / + Bi(Z — J)^ 4- B,(Z — J y7 -+-.. . .
en posant

Z — J = ̂ /.
et identifiant,

//'/ = A ,̂ M'/ ( |Î1 -+- Bq M -h . . . YI •+- A y-,-1 /̂-r 1 ( BI -+- BS M.-4- . . . ̂ /-H -(- . . . ,

i = A^+^BpBïA^A^B'r1)^-.-...,

Bl= r^'
1———^——,i +--

^A, ^

Et Pon calculera, de la même manière, par récurrence By, B/,...,
qui pourront a priori être nuls pour certaines fonctions particu-
lières.

La représentation analytique des différentes nappes dr
Sy,^, au voisinage de % == J,, est donc fournie par la relation

^=Ji+ -L (Z - J,)7/ -h ~ ̂ / f [ (Z - } ; ) 1 -4-. . . ,

A^ y A 1 / ^
t

c^ ^o/i passe d'une nappe à une autre en multipliant (Z — S i ) ' 1 .
•ikrJ

par e f! [À- -= o, i , . . .. (q — i )], c'est-à-dire par les différentes
racines q^'11^ de V unité.
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Elude de l'intersection des nappes autour de % ==J/, et dans

Fig. 19.

Coupune

Fig. 20.

Coupupe

le voisinage de Z==J / . quand q ^2 [y^. 19, ao. 21]. — Nous
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avons les relations ( Z — J / ) = = = p^^
. 0 . '2 0/ ° /1° /:i-0 ,L0

==y,-4-pB,^ -^pâB^'v" .^-^îH,^^/ - ^ p î H ^ ' / /

=y/-^pBi<? '/-i-p^B^ 7 - 4 - p : î H

I'Q \ z ^ = j i j , - + - o [y,! •s i2 =.// y/ -+- ? Ui Bl ^ </ -+- j i ^1e v

r - - ^ -. .
^ | Bi Bi -h j i B, /• '/ -4- //: \\î e ''

[_ / 0 - • f j •"'-0 -•1°1
• ?3 B, B, e // -+- l î , B, ̂ ~/ ^ -+- yB, /-' ̂ - -h y B.i ̂ - ' ̂  |

Pour passer (Tune nappe à une autre, il faut remplacer e ^par



i0_^,,
e L </ j et l'on classe les intersections en ^ / — i ) types, eu don-
nanl à A-, les valeurs i , a, 3, . . . . ( ( / — i ) . chaque intersection
figurant dans deux tvpes complémentaires suivant le point pris
comme premier point.

.' /• -.
Pour MlupliHer, posons e ' <1 ^, l'équation de la nappe

îi.ssociée du type K. sera

I .o _ . () -i
( i , i , ^^=y/ . / , -h? /l^^^^.+yiî^-^^l

| ^ .. - -i^ 1-4- ^ \\\, II i -+- j , \\.,e 'l '^. -h /,. |$, e 'I ;/. J

r / 0 - /0
-<- r-u1'»»1^--^ '/^-^- ^ i 1 1 - ^ ' <1^

^ :'. 0 ;•. 0 -[
-^.//lî:^ ; / s+y/ ls^ - / '/';/sj

1 / - '0 -/'•io

-+-^[ l îJ^-^-^î, l î : ;<' / v ^-+- lî,l^- / v ̂

/ i - 0
 , . -^.° . 1

+./»î-.^ '/ Ï/'-r-./lî'^ v ;; |
r ^ ^.o .:-,o

-+-?;•|li,H:^/'/:/-^- l^lî:^ '^/.-^niH^ v ;/'
-/:;0 • - 0 - • • ( 0 '|

-+- H« H^ / v r^./B,/ ^r^-h./B^"7 ^^ 1
-4-................................................

et l'équation des coupures du type K s^obtiendra en é^ahint à
zéro la dillerence de (i3) et de ( i 4 ) '-

\ - / ° . - / ° ]( i :^) ? [j,i$,(i-r^ ' / -4- / i$ , ( i -:/,)^ '/|
| - .. / 2 0 / -.. -/^l^^Ly/ii,(i-;^ v-^/, j î ,( i-^)^ . / )
l- ^.0 ^.0

-4- ?••'• 1 Hi h,( i — ;/, i^' ^ -+- I}, |î,(i — ^.)e t ^
:;0 _• : ; 0 ' |

-^ . / / t în( ï - Ï Ï )^ (/ -^.//lî^.i-r/'^ ' 7 1
1 / • J o - / 2 0

-^-? lLh•B:<(l-Ï/J.)^ // -^.B:,(i-Ï?)^ ^
/'^ - '•fr]^/Mi-r^^-hyl^i-;^ ^J

r / 0 - / 0 / : I f )
+? i*|B.R:;( l—^)^ /^-+-H,l^^ -^)^ / 7 ^ B , | ^ ( ( _ ^ ) < . / v '

/^0 - /••° _ - ̂ l
-+-H/B,(,_^)/~\ -^B,(i_r;)/ v ^-/,|^(,_^)^ ^|

................................................................
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Discussion. — i° j ̂ - o. — Le premier membre de Inéquation

(i5) est une fonction analytique de 0, réelle quand Q est réel.
Lorsque p tend vers zéro, l'équation (i5) peut être remplacée par
l'équation limite

( 1 6 ) ./»M'
• 1 _ • °

.^.),/Y^y^(i_;/,)^=o.

De cette équation, on tire

,.̂ _^M !̂̂  (+L)I—^;
y/lî,(i-;<.) '•-;<•'
__ ^ . / ^ -2/-7: ^^ . / •2 /• 7: \

1 — — ^ . / ( î : - — — — )——— = e \ v /;-ï—— .̂' = ̂ v v
i — ^/-

260 T ^^ 7—— = arsL -+- r. — ——— -4- ?. h r. ;
<7 (!

0(,= ^ar^L -h î—' — |\^ -4- ^AT:.

lorsque h varie nous avons deux valeurs de Q dans un intervalle
de longueur 2^71. Nous en déduisons que l'on a deux coupures
d^un type donné; car quand p est très voisin do zéro, l'équa-
tion ( i5) , d'après un théorème connu, admet une racine voisine
de Q -= Ôo, et qui tend vers 0^^ p tendant vers zéro.

Comme il y a q— ï types et que chaque coupure est comptée
deux fois, il y a lieu d'en déduire que le nombre total des coupures
est de q— ï .

Si q est pair les deux coupures d'un même type sont des tan-
gentes superposées, si q est impair leurs demi-tangentes sont
opposées. Mais de toutes façons si nous prenons l'ensemble de

toutes les coupures, les projections de leurs - tangentes se répar-

tissent sur deux directions^ la moitié sur chacune pour q impair,

la moitié 4- - sur l'une et la moitié — - sur l'autre si q est pair.

Considérons le cylindre droit de base Cj. (Cj étant la circonfé-
rence de centre J.j et de rayon p), et sur le cylindre suivons [ z j-*.
En utilisant dans la formule (i3) seulement le terme du premier
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degré en p, nous trouvons :

( iK) \z s= J'i^-^- ?? J i ^ ï ' c o s - ^ e — O o ) - ^ . . . ;

6 — Ou == o derroî t . . . . . . . . . • z î = ': j i ; |2 -+- 9. o | y\ B) ^ ( maximum)',

O—Ot^—; : » ......... ! 3 ^^ y / j 2 - » - • > o I y^Bi ; cos-^;

^ îT
0 — 9o == ' 2 r »> . . . . . . . . . ^ î -=- ; j'i '2 -»- 9. p ' yi Bj | cos — •

0 — Oo = ± y ̂  c r o î t . . . . . ^ [2 = ' j î 'î -+- 2 o I j i ; Bi j ( minimum ) ;

e — Co^4:^ -»-i)^ » . . . . . : 5 , ^ = ' y i ^ - t - ^ p i .AB| ^cos^ "4"1^1 ;
6 — Op = -iq r, >. ..... ' s |2 == ' y/ !* -4- •? p j i Bi j ( maximum).

La figure 'A\ donne la disposition relative des différentes
nappes autour de Sj^ et dans le voisinage de ce point. On trouve
bien q nappes et (q — i) coupures.

2° ji-=--- o, B^^ o. — Inéquation limite tirée de (i5) devient

/-) - , - , -^
BiB,( i - - ' :Â-)<î < / -^-B1B,(I-^)<? '7=o,

^t l'on retrouve le résultat trouvé en (17) .

La relation (i3) donnant \ c. [> J devient

r '° -^t F 1(-20) ! z '';-= p 2 B , B i - + - p ^ L » 1 ! ̂ ^ 7-^- B, Ro^ // | -+- ? ^ [ . . . | -+- . . . ,

c'est-à-dire en conservant les termes en p2 el p0 seulement, une
relation approchée analogue à la relation (18).

77 y a encore (q— î) coupures partant de S^^ et q nappes
présentant autour de Sj; le même aspect que sur la figure (21).

3° B.j == o, . .., B(n_i) ==. o, Ba/i 7^ o, ji-=- o. — L/équatiou.
limite tirée de (i5) est pour les indices k tels que Ç^~1 soit racine
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cllective de l'unité
. ,^ - \ 0

^- ,̂ - </

,l^r H , B l . _ ; r 1 ,|.-1-'-1-^

"L itiKj ,_:'<'-• -
o.i) B,y,,<.]-^1 ' )< • ' '/ -+-I}|H,,(|—:;' 1 ),,'"' '/ =„;

f--'"'-"0 r HiB,,|,-sr' /ir--"'-'"'^e " 4-n7d7rtt"-l 7 1 ;

•l { I I — 1 ) 0 2 ( // — 1 ) /. 7: ,
-—————— = arffL -4- :: — —————^— -^ y /. r ;// y

/,,^ (. _ _'/_ .,,..,r . y77 , k - , ^/^\ ' 2 ) ^ — ————————— < 1 1 H L; -(- ———————— —t- 1\ î~ -1— ——————— *
•.•>(// —

 I ) ' '-) ( /' — 1 .• ( " — 1 >

Le nombre des valeurs de h dépendant du terme ( l ̂  ' " ) » il y

<nura donc 2 (71—i) coupures du type /.'; nombre susceptible de
s'élever encore si Ç^1 est égala t . La discussion complète nous
entraînerait trop loin.

D'autre part, on obtiendra les coupures en suivant la variation
de 1 .s|2, sur le cylindre de base C^, par l'intermédiaire de la for-
mule (33), où l'on aura gardé les deux premiers termes :

[ . H — 1 . 0 _ . l // — 1 l Q 1

! z ;2= otiBiHl-^- G^-I H, \ ï . , ï ' ' ~ -+- B i î î ^ " ' — | -h....

Supposons que l'équation ^22) ai t donné ' ^ l vitleurs de 0^ for-
mant autour de J/ une étoile régulière. Lne discussion analogue à
celle faite au moyen de la formule ( i^) donnerait { u — i ) coupures
pour chacune des / valeurs de Q obtenues en groupant les valeurs 0
et (0 + 7r). En eud, si 0 est racine do (22), (^ r- 7;) l'est aussi ; le
nombre des racines est pair, et l'on peut toujours désigner par 2 /
co nombre. Il y aurait donc (q— i ) pour chacun des groupes ô et
<^-(-7r) , au total l ( q — i ) coupures.

Par conséquente une fois déterminé le nombre 2 / des racines
de Véquation (22), le nombre des coupures en S^ et au voisi-
nage de Sj^. est égal à l^q - - i) au, moins.

Si q n'est pas premier ce nombre est même susceptible de
s'élever; il n^est enfin pas exclu qu'un type déterminé donne lieu
<A superposition des nappes.

Etude de V intersection des nappes autour du point a V infini.
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Posons Z, = R^6; il vient (F))

s = -'-, -h r -+- X 71 B.,-^ Z ^Bi -+-...;

\71

\

"s =-= ^ -+- r -h z^Ro-t-^ ^Bi -»-...;
A71

(23) ;3j2=—ii—^rr

(AoAo) '

[ r • 0 i- .0-| r.» . :• 0 i> . 2 0 -
K -\,'-;+1.^-'« ^I^^-'V^^,-

-^ AS J |.\ii A;
, rB, .,:•'> p., -,i°-i
K -2e " ^ ̂  "

\ \ . '1 \/t 1L-*o 'o J
, r •••'o .•i0 r> .'.o i»1 1 T; ., '— . — t - - H, / — |î., — ( - .

-+- r^ | BI 1^ /t -+- H i l <" " -+- —, e " -+- ---^ ^ /< -4-. . . .

Pour obtenir les différentes nappes autour du point à rinlini
• 6 • \^±lkJL\ • ?.

nous changerons e n en ^ l /' ^=6 /<^; il vient

(•->4) 12*,-==—i^+rr
( A o A o r

[ r ;0 r • 0 'I FR •'^ R ••20 "I-.K ±^^^-^J+ ^^-r^^^
A;; X;; J L A S A Ï J

^p^^-'^l
LA;; A;; J

r- •î-° -:io-
~"iT? Blr'''"-^-^^ il''<•• '"'^>

Ïî. ,10^ B, -.l6-,1
+ -^e ";/•-»- —e " .̂
i w rH |.\ o .» o j
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L'équation des coupures est la différence de (a3) et (2^) :

-y^ !-;/,)+ -\<" ^0-^)

^

(26) o =

v̂o

JO-^,-^^)
T f u •- '° iî •••;0^l1^'^,.^^--^

-V;

• r". '^
A;;
.> .:;0
I) ) — < — /-^ "( l- , / -^
^

i rï> • : { u i^ •:;')
-^Kil^.'-'O-^^^^O-^)

\/.1 \^-A;;

•^.

+^ B.r^'//-( i-;?)-4-n,r^ ^(i-rï)

r» . t 0 ., . » 0+l>^(^(l-ïn+I^.-^(,-;,)
^ x;;

Discussion. — 1° r ̂  o. — L'équation limite est

(of.) ^(1-^)^-^(1-^'
^<

<*llc appartient au type déjà étudié plusieurs fois et nous donne
deux coupures du type k donnant lieu à deux tangentes super-
posées •ou opposées (en projection); donc dans l^enscmble nous
avons comme plus haut n—\ coupures exactement et sur un
cercle de centre infini le module a un maximum et un minimum.

20 r= o. — En ce cas si B^ est le premier coefficient utile non
nul, Inéquation limite deviendra

. -2 m 0 o -i m Ui» . i in \19 m f y. ï m \ < ——
— — ( i — ; ^ )e ni-ïr")^—^ "^(,_^'")<,-—=

\ n
-x o

ce qui pour le type générique nous donne 2 m coupures au lieu de

2 dont les ^ directions asymptotiques en projection forment une

étoile régulière à mou 2m branches; mais pour certaines valeurs
particulières de k il peut y avoir augmentation du coefficient m,
voire même superposition.
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Conclusion. —Si nous nous reportons à la signification géomé-
trique de 83 et r respectivement nous aurons en résumé pour
appliquer à SQ(^ avec Q fonction inverse du polynôme P(^) :

1° En un point de ramification permutant q nappes, si logR
est fini il y a exactement q — i coupures ;

2° Si logR == 4- oo ou logR = - oo il y a en général q — \ cou-
pures; mais ce nombre est augmenté {et peut même donner des
superpositions de nappes) si pour le point à F in fini (logR == -}- oo).
le centre de gravité des zéros du polynôme P(^) est à F origine:
si pour le point logR == —oo [l'origine est zéro de la dérivée de
P(3)]A^,-0 .

Quant aux projections des tangentes (ou des directions asymp-
lotiques), elles donnent une direction si q -==- 2. deux directions
pour q quelconque dans le cas normal, im{rn >> i ) directions
pour les types génériques du cas exceptionnel, une étoile régulière
à plus de m branches pour les types spéciaux du cas exceptionnel.

Autres cas d intersections de coupures ; coupures parasites.
— LJue coupure prend naissance si P(z')==--a a deux racines de
îuènie module. Généralement les deux nappes de la surface S
ayant deux plans tangents distincts, en un point générique de la
coupure, elle n'est pas recoupée par une autre.

Ayant vu ce qui se passe pour .1 F' | =-= o (le plan tangent dis-
paraît), on peut se demander si les deux nappes peuvent être tan-

gentes. Cela entraîne la condition ( ' ) que le rapport — ait la même

valeur complexe sur les deux branches. Ce n'est pas possible vu le
nombre de conditions exigées pour le polvnome.

Par contre, si trois racines de P(^) ^a ont même module,
nous aurons trois nappes deux à deux non tangentes qui vont se
couper en donnant naissance à un Irièdre de coupures issues d'un
même point de S. Sur le polynôme générique, ceci se produit en
des points i oies. Sur des polynômes spéciaux il y aura des lignes
triples ou multiples, et des nœuds d'ordre plus élevé que 3, sur
les lignes doubles.

( l) C/. page L,
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En tous les cas il y a lieu de conclure ceci : sauf aux points J,,

la théorie de Pinterseclion des surfaces montre que tous tes arcs
de coupure y aboutissant ont une demi-tangente et peuvent être
groupés par paires (à demi-tangentes génériquement opposées,
exceptionnellement confondues) qui se prolongent de telle sorte
que les demi-morceaux de nappes qii^ils séparent se prolongent
deux à deux continûment.

Car en tout autre point qu^un Si la coupure peut être traitée
localement comme étant Pintersection de deux surfaces analytiques
ot ayant chacune un plan langent déterminé. En un point Sj^ enfin
il peut passer une nappe non ramifiée; il suffit que le point // cor-
respondant ait un homologue de même module. Il pourrait même
înïiver que deux ji homologues aient même module. En ce cas il
apparaîtrait en Sy'/, outre les bouts normaux de coupure déjà envi-
sagés, d^autres bouts que nous appellerons branches de coupures
supplémentaires.

Reste maintenant à poser le problème des coupures parasites.

DÉFiMirroN. — Les coupures parasites sont celles qui ne
passent ni par les branches normales des Sj, ni par le point à
l'infini. — Une coupure parasite est tout entière à distance finie.
Si Pon a Q(^) fonction inverse de polynôme cette coupure est
branche complète finie de courbe algébrique donc elle est fermée.
Il est manifeste que le long d'une coupure parasite et dans le voisi-
sinage de cette coupure, on rencontre toujours au moins deux
nappes de Sg^,.

Appelons Gp la projection de la coupure sur le plan des Xi, et
considérons sur SQ(^) le domaine intérieur à [SCp] qui ne contient
pas z = oo.

Et soient (N^Cp) et (N.jCp) deux nappes s'appuyant sur la cou-
pure/S Cp), qui se projette suivant Cp. En appelant r^ le module
de z sur (N^Cp) et r^ le module de z sur (NaCp), on a r\ = i\. le

long de (SCp) et log — === o.

THKORÈME 10. — 77 existe à ^intérieur de Cp, au moins un

point Z pour lequel log ̂  nest pas régulière.

i-xvr. 10
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En effet, s^il n^en était pas ainsi, log -1 nulle sur (SCp) et régu-

lière dans Cp, resterait toujours nulle, ce qui n'est pas possible
puisque les deux nappes sont supposées distinctes. Ce point est
soit le point .z = o, soit un point Sj^.

Nappes de la surface SQ(^. — Du point de vue local, au voisi-
nage et autour d'un point Sj^. de Sy,;,, et au voisinage d'une coupure
quelconque, il est facile de distinguer des nappes distinctes de
SQ^). Mais du point de vue global, peut-on toujours distinguer des
nappes de SQ^) ? La réponse est affirmative $ du point de vue globale
on peut toujours distinguer n nappes de SQ(^ en dehors des nappes
Ne ( ') qui correspondent aux cellules d'univalenco. Ecrivons, en
effet, les équations

Z= \o^-+- A i z111-^ -h... -+- A,,,

et considérons pour chaque valeur de Z, les n valeurs ^ i , ^._», . . . ,^/,
de ^. En général, ces n valeurs sont distinctes, et supposons-les
classées en module

,3) ! ̂  ! .Z-i ^ ' .33 1 ^. . .^ <?/<•

Il y a plusieurs cas à considérer :

i° | ^i | ̂ > | z^ ^> \ < j ; { , . . . > j ^,, !. — Cela seulement dans un
domaine quelque petit qu41 soit. 11 j a n nappes distinctes, que
nous désignerons par N i , .N.j, . . . . N,,.

2° [ ̂  > | z^ | = j z:^ [ == j ^,, j > ; j;., ' . . . > ^,/ j . — Ces égalités
ont lieu pour toute valeur de Z; il y a seulement ( r t—2) nappes
distinctes.

3° | ̂ i | === | ^2 \ == • • - == | ^/i i * — Ce cas que nous avons déjà
vu ('), donne n nappes confondues en une seule.

Toutefois P(^) étant générique en un point Z au moins, on
aura \ z\ \ >>[ ^2 j >>...>> j ,̂, [; et F on pourra distinguer
n nappes Ni, N3, . . ., N,, de Sy,;,.

Famille normale de surfaces S^). — La famille /iî./o, . . . .
fn. ... est holomorphe et bornée dans A; nous lui faisons corres-

(*) Voir page 37.
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pondre la famille de surfaces S^, Sy^, . . . , Sy^. . . . , et nous
gardons les portions de ces surfaces qui correspondent au
domaine A.

A toute suite extraite de la suite des fonctions j^, y'a? • • • • / / i ? • • • ?
tondant dans A vers une fonction F(^), correspond une et une
seule suite tirée de S^, Sy^, . . ., Sy^, . . . , et tendant uniformé-
ment dans A, vers la surface Sp.

Quand F est une constante finie ou infinie, Sy est un plan paral-
lèle au plan P sur lequel le réseau [logR, V] a disparu.

En général, à toute propriété de la famille f^ f^^ . . ., f,^ . . .,
normale dans A, correspond une propriété de la famille de surfaces
s./̂  s/^ • • • î ^fn'

CHAPITKE m.

HYPERGROUPES D'AUTOMORPHIE (1) DES POLYNOMES.

8. Détermination des groupes locaux (Pautomorphie des poly-
nômes. — Etude du renversement autour d'unélément d'une
branche de courbe V constante. — Rappelons d'abord quelques
conséquences du théorème de Schwarz sur le prolongement analy-
tique. Soit

P(3) = = p ( J ' . y ) -^ i q ( x , y),

V = arc lang^'^ ^ ) ?p ( ^ , y )
V == o ou TÏ, tangV = o == ^^^-î7? ( ] { x , y) = o;p{ x ' ) y )

quand on donne à V une valeur constante, y est une fonction ana-
lytique d e x ' y et comme toute courbe V==const. a au moins une
branche réelle, en développant en série y en fonction de x autour
d'un point générique (*r, y) de la courbe V, les coefficients du
développement sont nécessairement réels.

Prenons donc x == £, y = g \t)\ il vient

3=^-4-iy== £ - ^ - i ^ ( t ) = G(t).

(1) F. MARTY, Ann. Écol. Norm., 3e série, 53, fasc. II, 1987, p. y.
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avec T -= t -h /T. Lorsque le point z ---= .r 4- /y décrit une branche
de la courbe V == consl.. ï -~= <, T ==o, puisque T est réel, et la
fonction G(T) est une fonction analytique qui existe sur un ser-
ment de l'axe réel du plan des T; la fonction T '-==. H(-s), inverse
de z == G(T), est, elle aussi, une fonction analytique, définie quand
x et y décrivent une certaine portion d'une brandie de la courbe
V == const. Pour ces valeurs de x et de y. \\\ fonction ana ly t ique
T = = H ( ^ ) est réelle.

Considérons maintenant la surface S de la fonction T -— H(^) .
La relation T r= H ( J ) représente de façon conforme le plan des ^
sur la surface S de ï == H ( ^ ) , ou sur une portion de cette surface.
Pour plus de précision, supposons que nous ayons défini

sur une portion de branche de V-= consl., telle que l'ensemble
des valeurs de T correspondant à z (x et y décrivant V == const.).
fassent partie dans le plan des T d'un domaine du plan des T, ne
se recouvrant pas, à l'intérieur duquel z=G(T) est uniforme et
univalente. La fonction T^=iî(z) sera elle aussi uniforme el
univalente, dans le domaine correspondant du plan des ^.

A ce domaine du plan de z correspond une portion à une seule
nappe de la surface S, Sn(s,, de H(-s). Entre le réseau [logKi. V ]
de cette portion de surface, et le réseau [logr, Q] du plan des ^,
qui en est l'image, et qui comprend l'élément de courbe V ̂  const.,
qui a servi à définir la fonction z == G(T), il y a une correspon-
dance biunivoque. A la portion de courbe V == const., correspond
sur SH(^), un élément de Faxe réel, puisque le long de cette portion
de courbe T est réel.

Appelons D-r et Dz les deux domaines, l'un sur SH,;,, 1 autre
dans le plan des z. entre lesquels la correspondance biunivoque
ci-dessus indiquée existe. L'un quelconque des deux domaines
est l'image de l'autre. Le polynôme P(^) est défini sur D^; le
long de la courbe V= consl., son argument est V: la fonction
e-^PÇz) est donc réelle le long de V == consl. sur D,-.

Par l'intermédiaire de T -== H(^), e-^P(z) est définie aussi sur
Dr. Et, de plus, elle est une fonction réelle le long de l'axe des T
réels. Dans Dr, de part el d'autre de l'axe réel. e~iyP(z) prend
donc des valeurs conjuguées, aux points symétriques par rapport
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( j (<) est une fonction analytique que nous écrirons 5 — = G ( T ^ ) ,
à Paxe réel. AL deux valeurs de T, symétriques l'une de l'autre par
rapport à l'axe réel des T, correspondent deux valeurs de e~ '^P^),
conjuguées Pune de Pautre.

Donc, si dans Dr, ^'"^P^) était connu d'un seul côté de T
réel, le prolongement analytique de e-'^PÇs) à Paulre côté se
trouverait réalisé sans difficulté, puisqu'il suffirait de donner à
e^^PÇz)^ en chaque point T _ i , symétrique d'un point T^ du
domaine d'existence par rapport à T réel, la valeur conjuguée de
celle que e^PÇz) prend en Ti.

Le prolongement analytique, une fois réalisé sur D-r» Pest aussi
sur Dz, De la sorte, sur le plan des ^, P(^) se trouve prolongé de
Pautre côté de la courbe V== consl., en supposant quelle ne soit
connue que d'un côté de cette courbe.

C'est à ce prolongement analytique d'un côté à Pautre de la
courbe V == const. ou d'une portion suffisamment restreinte d'une
branche de cette courbe, que nous donnons le nom do renverse-
ment autour de la courbe V = const.

Ce renversement est caractérisé par deux fonctions analytiques

./•^= çi(^i.yi),

y-î. = ç0^'!. ,n).

qui transforment {x\^ y< ) en (^27^2)* Celte transformation con-
serve les angles, mais ne conserve pas les sens.

Par prolongement analytique des fonctions cpi et (ps? le renver-
sement peut être étendu de proche en proche.

Etude du groupe local d'automorphie au voisinage de ai
racine double de P(^). — Pour cela, construisons le réseau
[logR, V], au voisinage de a,, jusqu'à la première branche fermée
de R autour de a^, qui passe par un point y,, ce sera une branche
de R •-= Ry,.

Du point ai parlent deux branches de V •==- o ou 2?r, opposées
Pune à l'autre en ai\ et admettant la même tangente en ce point.
De même, il part deux branches distinctes de V==7r ; elles aussi
opposées l'une à l'autre, et ayant la même tangente en Or Le
domaine D^, couvert par l'ensemble des branches fermées des
courbes R autour de a,, depuis R^= o, jusque R == R^, est
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divisé en quatre portions, numérotées I, II, III, IV sur la figure 22,
en tournant autour de ai dans le sens positif.

Fig. 22.

Par renversement autour de V == V^, ou de la branche
de V == V.jt, qui part de a,-, et forme la frontière entre 1 et II, le
domaine T vient s'appliquer sur le domaine II. De même le
renversement de II autour de la branche de V = 27:5 qui forme la
frontière entre II et III, applique II sur III. Le domaine III vient
sur IV, par renversement autour de la branche frontière V -===. STT.
Et IV à son tour vient sur I, par renversement autour de la
branche V ==27:.

Mais deux renversements donnent une représentation conforme;
un renversement conserve les angles, et change le sens; deux
renversements conservent les angles et rétabli s sent le sens primitif.
Deux renversements valent donc une transformation conforme.

Les renversements autour des branches de V-n et Va^ en a,
donnent la représentation conforme, qui applique 1 sur III; et c'est
la même représentation conforme qui applique II sur IV; IV suri;
IV sur II. Appelons-la ^== Q^\z).

Appliquons-la deux fois

zff=^^^(z)]=Qwçz).
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Le domaine 1 revient sur lui-même, de même que II revient sur II,
III sur III, et IV sur IV

^-)(z)=z:

O^^z) se réduit à la transformation identique.
La transformation z = 9 ( t ) ( z ) conserve le point a», et

engendre autour de ai un groupe cyclique d'ordre 2. Mais Q^ ' ' { z )
est uniforme seulement dans le domaine D,/. Au delà de ce
domaine Q^^Çz) existe toujours^ et devient multiforme. Si l'on
étudie ^^(s), et son prolongement en dehors du domaine D^.,
qui a servi à le définir, il s'introduit non plus un groupe, mais un
hypergroupe.

Etude du groupe locale au voisinage d'une racine a/,
d'ordre q, de P(^). — Construisons encore le roseau [logR. ^ ]

de P(^) au voisinage de a-^ jusqu'à la première branche fermée
de R autour de a^ qui passe par un point y / , ce sera une branche
deR=:Ry,.
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Du point a/, partent q branches de V --= o on MTC, et q branches
de V —= TT. Ces 2</ branches prises dans leur ensemble, divisent le
domaine D^, compris à Fintérieur de la branche fermée
de R ==Ry'(, ( j i i i entoure a,^ en a</ domaines : I, II, ..., ( ' i Q — I ) ,
aQ, de forme angulaire, admettant le même sommet a,,

('.es domaines I , II, . . . sont alternativement balayés par le
demi-faisceau unitaire d'origine a/, dans lequel les branches de V
en cii prennent toutes les valeurs de V ^= o à V ----•;- TT, en tournant
dans le sens positif autour de a,, et par le demi-faisceau unitaire^
dans lequel V prend toutes les valeurs de V =-= TT, à V —= 271, cii
tournant toujours dans le sens positif autour de a,. Le domaine 1
comprend le demi-faisceau V = o, V -= TT; le domaine il, le demî-
faisceau V -= 7:, V ^ ^ T T ; le domaine 111, \ .---=-- o, V--7T; cl
ainsi de suite, jusqu'à ce que l'on retrouve le domaine I .

Par renversement de I, autour de la branche de V ----. 7:, en <//,
qui lui sert de frontière, 1 vient en 11. De même 11 va sur 111, pnr
renversement autour de la branche de V == aîr, en < / / , qui lui serl
de frontière. On passe par conséquent de ï à ÎIl, par une trans-
formation conforme z=0^}(z). (Test la même transformation.

•qui amène ÏIÏ sur V, V sur Vil, ( a Q — I I ) sur T, aQ sur ÏT.
Répétée deux fois, elle fait passer de 1 à \ ; répélée q fois, elle

ramène 1 sur I . La transformation ^) est donc équivalente à la
transformation identique, et ^ ^ ( J ) entendre un groupe de trans-
formations d'ordre ff. Ce groupe conserve a,, et l'on a

00(2). e^(s)== 6") [e") (3) | . . . . , W{ :.) =1 -,
c^est-à-dire qu' i l est formé de / ) [ 1 ) ( ^ ) et de ses itérées successives.

Dans 1)^, tous les éléments du groupe sont des fonctions
uniformes de z. Mais à F extérieur de 1)^., ^ ( 1 ' ( z) ses itérées
successives et leurs produits de composition deviennent des
fonctions multiformes.

Etude du groupe local au voisinage d'un point / / . — En un
point/ , , racine d'ordre ( c y — ï ) de P ' (^) , on a

P(7)/ /. \ |> i / / i i ) / -, \
p< s) = •'̂  —/—^ -•"^ TT^Ht-^-./-^-1 -^ • • :

la fonction de [P( -3)—.I / | admet une racine d'ordre y, au point
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^ — = y / î par conséquent autour du point y / , un groupe local de
rotations; et un domaine Dy,, d^uniformité du groupe. Mais il est
manifeste que si [ P ^ ) — J / J admet un groupe, P(s) admettra
le même groupe et dans les mêmes conditions, c^est-à-dire avec
le même domaine d^uniformité.

Ce groupe, dont Inexistence est ainsi indirectement démontrée,
peut être retrouvé directement. En effet, les branches de V = V y ,
qui passent par le point y/ , divisent le domaine autour dey/ , en ' ï < f
angles curvilignes, deux à deux adjacents, ayan t en y/ leur sommel
commun, et ayant leurs côtés suivant les branches de V -̂-- V / ,
en y t.

Un quelconque de ces y^y angles curvilignes, par renversements
successifs autour des branches de V = V^ en y/ et dans le voisinage
de y/, reproduit tous les autres angles. Deux renversements con-
sécutifs donnant une transformation conforme, on reconnaît de ce
fait, autour de ji Inexistence d^un groupe de rotations d^ordre f / .
Ce groupe est uniforme seulement dans le domaine D, dont L<
frontière est une branche de R==R^, y'/ étant le premier point y
de [P(^)—y/] , que les branches fermées de R autour de ji ren-
contrent, quand on fait croître R pour [P(-3)—J/ | à partir
deR:=o.

Dans le domaine ainsi délimitée P(^) admet un groupe d^
rotation autour de j i et conservant j , ; et ce groupe est d^ ordre </.
Si' ^^{-s) est la fonction qui jointe à ses ((/ — i ) itérées succes-
sives forme le groupe^ le prolongement analytique de Q^\z) et
de ses (q -— i) itérées ne donnera plus en général des fonctions
uniformes.

Étude du groupe local à V'infini. •— Considérons la famille R,
autour du point à Finum de R --=- -h oo, jusque R^=Ry/,«,y/^ étant
le point ji ou un des points y, rencontrés à partir desquels les
courbes R forment une famille de courbes à une seule branche
tendant vers le point à Pinfini comme point limite.

Appelons D^ le domaine compris entre Pinfini et \\ji,n. Les n
cellules descendantes partant de Pinum, divisent le domaine D^
en'/i domaines D^, D^, . . . . D,,^, qui tournent autour du point
à Pinfini dans le sens négatif.
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Appelons 6 ' l l l (^ ) la transformation qui amène !),„, sur D.,^. La
même transformation / > 1 1 ( ^ ) îiinéne D.^ sur D:.,^, D,^ sur
D^, ..., D,,^ sur D,^.. LH transformation 0 ^ ) { z ) --= ^"l^1)^)]
amènera D,, sur D,,, . . . , D,^__i,, surD,, ; ̂ '(^ == ^''[^-''(J)]
amènera D,, sur D^. . . ., D^_,^ sur D,.,. Enfin

o^- ' )(^)=e(»^-"[ |o->'^-) | j j

amènera D,, sur D^,, et D,, sur D^ ; 6 ' / / ! ( ^ ) conservera D,, ,
D.^, . . . , D,,^ : ^ ' / ' ) ( ^ ) == ^ c^est la transformation identique.

Dans le domaine D^,, î7 existe donc un groupe local de rota-
tions conservant le point à l'infini, et effectuant la rotation des
domaines D^, 1).^, ..., D,̂  dans le sens négatif autour de
Vinfini.

Tableau (.faction des opérations du groupe.

^K D-2< . . . \\H- - S , ̂  l^/<-l)x i^^

O10 l^x l )3x . . . ï)( , ,-n< D^ I ) , ,
0^'^ 0:̂  04< . . . l » , / . 1 ) , < 1),.
^ ( : î ) ^-^ D.x ... n,< «),,. n,.

0(^-') D,^ Di.. . . . D( , /_ ; ) . ])(,<-2). D^-i,<
0^) Di, 1),, . . . 1-)(,,^.-, D(,,-I), D,^

9. Étude des hypergroupes locaux. — Hypergroupe local à
l'infini. — Appelons Ci , 62, . . ., Cn les n cellules descendantes
partant de Pinfîni, et cherchons à définir une opération donnant
un résultat bien déterminé sur chacune des cellules descendantes
et se réduisant à ÔO, ô'2^ ..., ^ ' • " ' ^ si on Putilise sur les morceaux
de ces cellules comprises dans D^.

On vérifie immédiatement le lemme suivant :

LEMME II. — L'ensemble des points que tous les prolonge-
ments analytiques de ^ ' ) (z)font correspondre à une cellule Cj
est une soms \e de cellules Ce

En effet, Ô 1 1 ^ ^ ) étant une automorphie, ses prolongements trans-
forment toute courbe en une courbe homologue, tout arc de
courbe V en un arc de courbe \ .



— 141 —

Supposons que la cellule Ck soit partiellement couverte par les
images des points de Cy, la courbe frontière entre la partie couverte
et la partie non couverte sera l'image d'une portion de la frontière
de Cj, donc un arc de courbe V.

Cet arc V n'est pas V = = o ; car il serait frontière de Q. Il est
par conséquent l'image d'un arc de courbe Vy/ de la frontière
de Cy. Cet arc est borné supérieurement dans le sens des R crois-
sant, sur C/; son image dans Cyc aura son extrémité supérieure à
distance finie. Cette ligne ne constitue pas une transversale deC^.
Il y a donc contradiction, et le lemme est démontré.

Remarquons que ce lemme est encore vrai pour les cellules
montantes.

LEMME III. — Si tous les prolongements analytiques de Q^^z)
font correspondre à une cellule C/ donnée a cellules C/,
toutes les autres cellules G/donneront aussi a cellules.

Gela tient à la constance du nombre de déterminations d\me
fonction algébrique.

Formons alors un tableau d'actions, en prenant pour première
opération, celle qui, à partir de C^, donne non seulement Ça, mais
encore C^, Cy,, C^, par exemple.

Cette même opération appliquée à Ça donnera C:{, C^_^, C/y+i.
C,.^,, à C;i donnera C/,, C^.^, Cy^, C^+.^; et ainsi de suite
jusqu'à ce que l'on soit retourné en G^.

Soit G:» la première cellule non obtenue en faisant sur C, la
première opération. La seconde opération donne €3 à partir deC<,
et d'autres cellules C^, Cy^, C^, C^. Nous poursuivons de même
cette seconde opération sur Co, C:i, ..., C,,, jusqu'au retour à Ci.

Si ces deux premières opérations ne permettent pas d'obtenir
toutes les cellules Ça, ..., Cn, à partir de Ci, nous définirons une
troisième opération; et ainsi jusqu'à ce que Pon puisse passer
de C< à une quelconque des (n— i) cellules Ça, €3, ..., Cn.

Appelons H^, Ha, . . . , H,, les opérations ainsi obtenues.
L^opération H< comprend 00 ( z ) . ô^-1)^), 0(y.,-D (zY

Q^^(z)', l'opération Ha comprend ô^(z), 0^^~^(z)^ 0^2~°(^),
e^-^(z), Q^-1)^). Et l'on trouverait de même les Q^(z)
représentés par les opérations H3, ..., H^.

Les opérations H < , Hs, . . . , H^ sont en nombre au plus égal à
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(n — i ) [n degré du polynôme P(-s)J, et le tableau de ces opéra-
lions permet de constater que leurs combinaisons donnent nais-
s.uice à un hypergroupe.

TABLBAL'. — 1 est l'opération identique.

\ < 41 (^ ( ̂  . . . < .„ i C/^

H ) cy< ̂ i c^ (-^, - 1 ^i. €;,,, -2 ... . . . . . .

( ^/i? '̂l ^/i-M? ^/rt 1 <-^/i-.-2. ^ ^ ^ - ï ... . . . .

( C 3 , < ^ C^ C^., <^. <^,-2 ... . . . . ..

H 2 ^ C^^, ^r» ^//.^ . 1 < ^/•., 1 ^//g-:i. ^-^^- •2 • • • . . . .

Il/

De ce tableau, on déduit les combinaisons des opérations
H,, Hy, . . . . H / , c^est-à-dire l'hypergroupe local à l^infini.

THÉORÈME XI. — f^ hyper groupe local à l'infini se confond
avec l'hyper groupe global (hypergroupe d'automorphie de
M. F. Marty).

Il suffit, pour le voir, de remarquer que toute fonction d^auto-
morphie de Phypergroupe global transforme le point à Pinfini en
lui-même, seul pôle du polynôme, et est aussi, par conséquente
une fonction de Phypergroupe local.

Donc à V infinie tout polynôme ^(s) admet un hypergroupe
local qui permute entre elles autour de Vinfini les cellules
descendantes Ci, Ça, . . ., Gyi partant de l^ infinie conserve le
point à l^ infini et coïncide avec l7 hyper groupe global de P(^).

Hypergroupe local en un point a^ racine multiple d7 ordre q
de P(^). — Considérons les q cellules montantes autour de a/, et
appelons les C-iOi, €201, (\\a-^ . . ., C</ai. Définissons une opéra-
tion Ha,^, ayant une action bien déterminée, sur Ci a,, appliquée
à Ci a», elle donne par exemple CaO,'. En général elle donnera à
part ClOi, d'autres cellules montantes, qui peuvent prendre nais-
sance soit en a», soit en d^autres racines a^ de P(^). Et cherchons
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du même coup Faction de li^a, sur toutes les cellules montâmes
deP(^) .

Si Ha^i, à partir de C^ai, ne donne pas toutes les cellules
autour de a», nous définirons de la même manière que H^a^
HÎ, ^o . • • ? Vir, ci.!, donnent, à partir de C<a/ , toutes les cellules
montantes autour de a/.

Les opérations H< ,a , , . . . , H/ , a/, jointes à l'opération iden-
tique l, engendrent par leurs combinaisons un hypergroupe, que
l'on peut déduire complètement du tableau d'actions des opéra-
tions H^, Oi, . . . ., H,., a,, I, en nombre (r + i). où r est nu plus
égalâ t—!) .

Nous obtenons de cette façon un schéma de Fhypergroupe local
en <2i; mais comme, dans le schéma, nous ne ferons pas en général
entrer enjeu toutes les cellules montantes, c'est-à-dire que l'on ne
pourra pas passer de C,a/ à une cellule montante quelconque,
l'hypergroupe local en ai ne coïncidera pas avec l'hypergroupe
global, il sera un sous-hypergroupe de l'hypergroupe global.

Hyper groupe local en un point j,. — Posons :

} ï , ( z ) = p f ^ — J / :

P i (^) admet eny^ une racine d'ordre q.
Le point-y est pour P^), ^origine de q cellules montantes. 11

existe donc en y\, un hypergroupe local, sous-hypergroupe de
l'hypergroupe global de P \ ( z ) .

Mais P(5) admet toutes les aatomorphies de [\(z). En y/,
P(^) admettra donc lui aussi un hypergroupe locale sous-
hyper groupe de l7 hyper groupe global de P(^).

CHAPITRE I V .
EXTENSIONS AUX FONCTIONS ENTIERES.

10. Réseau fondamental. — Courbes R : Structure locale. —
Au voisinage d'une racine simple ou multiple à distance finie et au
voisinage d'un point j\ d'ordre (q — i) à distance finie, la struc-
ture locale est la même que pour les polynômes.
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Au voisinage du point à l'infini, qui est un point singulier
essentiel, la structure locale n'est simple que dans des cas par-
ticuliers.

Structure globale, — La structure globale de la famille R, elle
aussi, n'est simple que dans des cas particuliers. C'est ainsi que
pour R Uni, les branches de R ne sont pas nécessairement fer-
mées, et le nombre de ces branches peut être fini ou infini.

Courbes V : Structure locale. -— Au voisinage d'une racine
simple ou multiple à distance finie et au voisinage d 'un / ; d'ordre
(<y — i) à distance finie, même structure que pour les polynômes.

Au voisinage du point à l'infini, la structure locale n'est simple
que dans des cas particuliers. Ainsi que nous allons le préciser au
paragraphe 12 ci-après, elle est en liaison avec l'existence de
valeurs asymptotiques.

Structure globale. —Prolongement d'une courbe V^/ à partir
d'un point a à distance finie.

Dans le sens montant : Toute courbe V est prolongeable dans
le sens montant jusqu'à l'infini. Elle constitue visiblement pour la
fonction entière un chemin de détermination, mais qui n'est pas
nécessairement un chemin de détermination infinie.

Dans le sens descendant : Dans le sens descendant, foule
courbe V est prolongeable soit jusqu'à un zéro à distance finie,
soit jusqu'à l'infini. Dans ce dernier cas, le chemin de détermi-
nation conduit à une valeur asymptotique finie.

THKOREME. XI 1. — // n'existe pas de circuit fermée formé de
branches d'une ou plusieurs courbes V et entièrement situé à
dis tan ce fin ie.

En effet, l'image du domaine A limité par le circuit, donnée par
la fonction inverse, serait un domaine borné, l imité par des por-
tions de demi-droites arg Z = const. Dans un pareil domaine, on
peut tracer un chemin Z allant à l'infini sans rencontrer la fron-
tière. L'image de ce chemin dans le plan des z serait dans A.

11 existerait dans A une valeur de ^ pour laquelle on aurait
| Z | = oo, ce qui n'est pas possible.
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THÉORÈME XIII. — Si la fonction entière réadmet pas de
valeur asymplotique finie ( ' ), les pinceaux montants existent
et pavent son domaine d'existence en cellules d^univalence.

Sous les hypothèses données, zéro n'est pas valeur asymptotique.
Soit donc a/ un zéro, il en part un pinceau monlant au moins qui
se termine à l'infini, car, si une de ses courbes V n'était pas
complète elle serait chemin de détermination finie. Donc le
pinceau sera une cellule d'univalcnce.

Considérons maintenant l'ensemble de tous les pinceaux issus
de tous les zéros. Supposons que ce pavage ne couvre pas tout le
plan et soit a un point non couvert. Prolongeons la courbe V^
dans le sens descendant; elle ne peut s'éloigner indéfiniment car
on aurait alors un chemin de détermination finie; elle ne peut
sortir de la région non couverte par un point à distance finie; car
elle y rencontrerait une autre courbe V frontière de pinceau ; ce
serait un point j, et la théorie déjà faite pour les polynômes
montre alors que l'on peut reprendre le prolongement de V dans la
zone non éliminée. Donc la courbe ~Va se terminerait en un zéro
qui serait dans la zone éliminée et appartiendrait à un pinceau de
ce zéro; il y a contradiction, c. Q. F. n.

tl est par contre impossible d'exclure a priori l'existence de
pinceaux incomplets ou de courbes V incomplètes, si l'on admet
l'existence de valeurs asymptotiques finies ; nous verrons cepen-
dant dans ce qui suit des exemples où cela est possible. Cela
tiendra à ce que toutes les courbes V y sont complètes^ c'est-
à-dire vont de la valeur asymptolique zéro à la valeur asympto-
tique oo.

1 1 . Fonctions entières de la forme î=ezn. — Étude de la
fonction entière Z == e-". — Ramenons le point singulier essentiel

à distance finie par la transformation z= -• La fonction entièrer zi
devient Z == "̂, dont le point singulier essentiel est en z == o.

( * ) Théorème Valiron-Iversen. Cf. G. VALIBON, C. fi. Acad. Se., 166, 1918,
p. 882.
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1 ^c«s0—/s in0î
Z = \\ e^ = <?? ;

In.sO
1< = ^^

l o g K = - cosO.p

Les courbes logR==const. sont des circonfén'nces langenles
en 0 à Paxe imaginaire; la courbe R == o se rcduil à Fnxe iinagi-
naire lui-même, tandis que les courbes R == o et R = oo se rédui-
sent au point 0.

Courbes V {Jig. a4) :

V ==— -s in6 :

les courbes V sont des circonférences tangentes en 0 à l'aie réel.
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La courbe V = o se réduit à F axe réel; les courbes V == ± oo se
réduisent au point 0. Les courbes V > o sont au-dessous de Paxe
réel; les courbes V < o sont au-dessus du même axe.

Les courbes V prennent naissance en 0, R = o, du côté de

l'axe imaginaire qui contient la partie négative de Oa-, pour
ciller aboutir en 0, du côté de Vaxe imaginaire qui contient la

partie positive de Ox, Elles sont donc complètes,

CHEMINS DE DÊTEHMINATION. - La partie négative de l'axe réel
suivi jusqu'en 0 dans le sens positif est un chemin de détermina-
tion zéro. De même, toutes les courbes V suivies dans le sens R
décroissant sont des chemins de détermination zéro.

La partie positive de l'axe réel. suivi jusqu'en 0 dans le sens
négatif, de même que toutes les courbes V suivies dans le sens R
croissant sont des chemins de détermination infinie.

CELLULES D ' U N I VALENCE : i° Cellules montantes. — A partir
de Paxe réel, V == o, considérons les courbes : V = 2 TT, V == 4 TT, ...,
V = 2 n TT, . . . au-dessous de Faxe réel, et les courbes : V = — 2 TT.
V --=—47r, .... V ==—2/iTT, ... au-dessus de Paxe réel. Quand on
fait varier V de V = 2/i7T, à V = 2(/i 4- i)?;, la courbe V balaie
une cellule d'univalence. Les cellules sont montantes, dans le
sens qui va do côté R==o du point 0, côté ci-dessus défini, au
côté R = 4- oo du même point.

Cellules descendantes, — Les cellules descendantes sont les
cellules montantes parcourues en sens inverse.

Groupe d^automorphie.

Les points de rencontre des circonférences

^ ==::h2îT, V==L4^ï . . . , V===b2/i î î

avec Faxe imaginaire, sont les points z = ± —I
2 TC i ^ 2 n7: i

LXVI.
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Pour passer de la cellule limitée par V = o, V = 27r, à toutes
les autres cellules, il faut avoir recours aux transformations

^=——L__,
± 2/zni •+- -

z

ces transformations forment un groupe cyclique d'ordre infini.
C'est le groupe périodique simple; l'itération indéfinie d'une quel-
conque des fonctions de ce groupe conduit au point z = o.

Etude de la fonction entière : Z == e^'. — Posons zn= R^1^,
nous trouvons

Z = 1^^== <?H,cosVi^RiSinV^

en ramenant le point singulier essentiel à l'origine par la transfor-

formation, z = -ï on pose encore -^ == Ri e^*, et Fon trouve de
même

i
Z == e^ •==. é>RiCOsV,^RisinV^

où R^ === —^î Vi ==— n9.

Il vient

logR = Ri cosVi = —cos/iO,p/i

V = Ri sinVi = — — sin 716.
P"

Courbes R :
LogR = Ri cosVi = — cosnQ.pn

Traçons les n cellules descendantes de Zi == -^5 à partir
i

de z === o. Sur chacune de ces n cellules e'^ se conduira comme ez

sur le plan P tout entier.
Soit la première cellule Ci, limitée par 0 = o et Q = — 2 W ? que

l'on décrit en faisant tourner la demi-droite 0==const., dans le

sens négatif autour de l'origine d'un angle Q = —7LK-'

Les demi-droites Q = — —? — -^5... sont les courbes logR ==0,.in in & >
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R= i. Dans Panelc 9 — •TL- >9>— -^? cosnO estnéeatif, WRest& 2n = = in ° °
aussi négatif, on est dans la porlion de cellule C< comprise entre

Î^V^-^î R prend toutes les valeurs comprises entre o et i ;

R == o, log'R === — oo, R< == + oo, on est au point 0.

Dans l'angle + -^-^ô^— -3r-? logR>> o, R prend toutes les
2 H — — 2 Tt

valeurs comprises entre i et 4-00. II y a donc alternativement des

angles R = o et R==oo, égaux chacun d'eux à -^5 et séparés par
les demi-droites R •===. \.

Les courbes logR == const. forment dans chacun de ces angles
une famille composée d'une branche de rosaces à 2 n branches, tan-

r\ ^ j ' ,1 " a (9- ^ — l t ? ; o ( 2 Â - - 4 - l ) ^sente en 0, aux deux demi-droites Q = -—————i 9 = -—————?0 ' 2 n in
qui encadrent l'angle. Les branches de rosaces R = i se réduisent

, . , . û ( 2 Â - ± : l ) 7 Caux demi-droites 0 == -—————-•
2/2

Courbes V (y^. 20) :

V = Ris inVi=— -ï- sin/i6.
P71

ï.
Les branches de V •==- o sont les demi-droites ô == — • Sur lesn

demi-droites Q = '•————^—? R croît à partir de R = o, en s'éloi-

gnant du point 0 ; et en 0, R = o. Sur les demi-droites 9 = —î»

R == oc en 0, et décroît à partir de l'infini, quand on s'éloigne de 0.

Dans les angles —:—^ ^ 9 > —-—l——— ? V est positif et croît de
, , j. 1 1 i (2À -+- l)îï \,^^ 2(/l-^-l)îCzéro a +00, tandis que dans les angles — -————— d9d— —————?

V est négatif et décroît de zéro à — oo.
V = =h oo, les courbes V correspondantes se réduisent au

point 0. Dans un angle quelconque — '-— ^^—-—————9 la

branche de V== const. est une branche de rosace à n branches. V
variant, cette branche de rosace forme une famille, tangente en 0

ï .1 • 1 ' f\ 2À7T „ (2À-+-l)îC , , .aux deux demi-droites 9=— ——? 0===— -—————y se réduisantn n
V===fcooau point 0, etV == o aux deux demi-droites précédentes.
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Dans le sens R croissant, les courbes V prennent naissance en 0
dans les angles R = o, pour aller aboutir en 0, R== 30, dans les
angles R = oo.

CELLULES D'UMVALENCE : i° Cellules fnonlantes. Faisons
varier V de V=2 /^7 r , à V=2(Â '+ i )7 : : si À est positif dans
chacun des n angles V > o, nous balayons une cellule d'univalonce,
ayant son origine en 0, R == o, et son extrémité également en 0,
R == QO- En donnant à k toutes les valeurs entières de k == oc.
à K.=-4-co, nous obtenons le pavage do P en cellules mon-

i
tantes de e^'.

2" Cellules descendantes. — Ce sont les cellules montâmes
parcourues d e R = = + o o à R = = o . c^est-à-dire en sens inverse.

Groupe d'auto m orphie. — Dans un même angle

^>o>^-1)^
. n ~ ~ n
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ori obtient facilement les transformations qui permettent de passer
d'une cellule quelconque a une autre cellule quelconque.

Mais les transformations élémentaires ne sont plus des fonctions
uniformes, en les étendant à tout le plan, on obtient des fonctions
multiformes. Et le tableau de composition de ces fonctions multi-
formes donnerait un hypergroupe. Toutefois, comme pour le poly-
nôme, les éléments de rhypergroupe transforment chaque cellule
en une somme exacte de cellules.

12. Les fonctions entières de la forme Z === e^iz '. — Nous rame-
nons le point singulier essentiel à distance finie par la transforma-

tion >• == ^ î et nous posons

?(;)=«,,..„
d'où

IOÎ:K == Ri cosVi,
V = Hi sinVj.

Les n cellules descendantes de ? ( - ) ? qui partent de 5--=o,

i » ( 4 )jouent vis-à-vis de la fonction entière e '-z ' le même rôle que le
\_

plan P joue vis-à-vis de e'3.
Dans une circonférence de centre z=o. et de rayon suffisam-

ment petit, le réseau fondamental de P ( - ) se rapproche d'aussi

près que Fon veut du réseau de —^ et tend vers lui le rayon de la
circonférence tendant vers zéro.

Nous pouvons donc dans Pélude de e w au voisinage et autour

de z == o, remplacer le réseau de P ( •I ) par le réseau de —^ •

Courbes R. — Pour simplifier, faisons A()== i , le réseau de ~^

coïncide avec le réseau de -^ • Quand Ao ̂ é. \, on passe du réseau

de -^ au réseau de -^p par une rotation autour de z == o, et par la

multiplication des modules par un nombre fixe.
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On a donc

logR = Ri cosVi,

au voisinage de s = o, les courbes V^ = (2Â" + i) ^5 qui sont les

demi-droites — Q == (2 k -+-. i) —f sont les branches de R == i.

Dans les angles (2 k + i ) — ^— 0 ̂  ( 2 /: + 3) •JrL ? cos V-, est néga-

tif et R est compris entre zéro et Punité. Dans les angles

(2 k -4- 3) -^- < — 6 < (2 k -4- 5) ̂ -,
' i n - - ' / ïn

cos Vi est positif et R varie de Punité à 4- oo.
Dans chacun de ces angles, pour les valeurs de R suffisamment

grandes ou suffisamment petites, suivant que Pangle est un angle
R == o, ou un angle R==+ oo, h chaque valeur de R il correspond
une branche de rosace à n branches, tangente en 0 aux demi-
droites

— 6 = ( 2 Â ' - t - i ) ^ - , — 6 = = ( 2 k +3)^-.

R croissant à partir de R == o, les familles ou les branches de
R, dans les angles R === o, croissent^ se raccordent entre elles.
aux points j\ de P(^), pour venir se confondre^ R suffi-
samment grand, avec les n familles ou avec les branches de R,
dans les angles R == oo.

Courbes V :
V = Ris inVi ;

au voisinage de z == o, et dans une circonférence de centre z == o,
et de rayon suffisamment petit, les courbes Vi =/CT: sont les demi-

droites 9 == ^—n •n
T\ i i , ( a A - t - i ) ^ ^ ^ ^ a f A - 4 - D T C . ,r , ./.Dans les angles + -————— S— 0S —————î sinY< est négatif

et V est négatif; tandis que dans les angles

2(^^ -1 )^ < _ Q < _ ^ (2A- t -3)^
n = = n ?
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sinVi est positif, V est positif. Sur les demi-droites

_^(2A+I)^ _^2(A^-I)^

/i n

V est nul, V == o. Il y aura donc des angles V > o et des angles
V<o.

Pour les valeurs de V très grandes en valeur absolue, mais
négatives, la courbe V a n branches, qui sont n branches de
rosaces, formant une famille dans chacun des n angles V<< o, et
tendant vers ^ == o, V tendant vers —oo. Ces rosaces sont tan-

, . , . 2 ( Â ' - + - l ) 7 c ( 2 A - 4 - 3 ) 5 trentes en z = o, aux demi-droites ————— ? -————-—•0 7 n n
De même, pour V très grand positif, la courbe V a n branches,

qui sont encore n branches de rosaces, formant une famille ten-
dant vers z = o, dans chacun des n angles V > o, V tendant vers
+ oo; et tangente aux mêmes demi-droites que précédemment.

Le sens croissant pour R, sur les courbes V, va des angles
R === o, aux angles R = -}-oo.

Quand V croît à partir de V ===—oo, les courbes V, dans le
voisinage de z == o, ferment n familles dans les angles V <; o ;
ces n familles s'accroissent avec V, se raccordent entre elles
aux points ji de P(z)^ pour venir coïncider avec les n familles
des n angles V >> o, quand V positif est suffisamment grand.

En tous les cas, toutes les courbes V sont complètes.

CHEMINS DE DÉTERMINATION. — Toute courbe V suivie dans le
sens croissant est un chemin de détermination infinie ; et dans
le sens décroissante de déterminationnulle.

CELLULES D'UNIVALENCE. : i° Cellules montantes. — Considé-
rons Faire balayée par une branche de V, quand V croît de ïkv:
à a(Â:4-i)7r. Si, dans le balayage, V rencontre un point y», elle
se casse et nous gardons les deux branches V/'i de la cassure
au point j\ sur V/i, dont le module est le moins élevé. L'ensemble
des courbes V:=2/:7r, V^--= {k +1)^, et des cassures conservées

pp.)
délimitent une cellule montante de e w.
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En prenant toutes les courbes V == a /TTC, partant des angles
pfl'1R = o, on obtiendra toutes les cellules montantes de e z / .

a° Cellules descendantes. — On considère les domaines
balayés par V, tournant autour de son extrémité R r= oo. Les
courbes V== 2<:7r, V == 2(/r + i)7r, et les deux branches de toute
cassure, à partir du point j, de Vji dont le module est le plus
élevé, R allant en décroissant, forment les frontières d'une cellule

P(T)
descendante de e w. En prenant toutes les branches de V =- aKir
parlant des angles R == + oo, on obtient toutes les cellules descen-

pf 1 ^
dantes de e ^ / .

Hypergroupe d'auto inorphie. — Dans chacun des n angles
V <; o, faisons croître V. et marquons les branches de V = a RÎT,
que nous obtenons jusque la première cellule montante d'univa-
lence contenant un point y/.

Faisons de même dans les n angles V > o. iMous aurons ainsi
2/1 domaines, dans chacun desquels nous pourrons trouver les
transformations qui font passer d^une cellule montante à une autre
cellule montante.

En prolongeant de toutes les manières possibles ces transforma-
tions, nous aurons des fonctions multiformes, elle tableau décom-
position de ces fonctions multiformes ne donnerait plus un groupe,
mais un hypergroupe.

Pour cet exemple encore, en se basant sur le fait que toutes les
courbes V sont complètes, nous pourrions établir la propriété fon-
damentale, à savoir que :

Toute transformation de Vhypergroupe représente une
cellule sur une somme de cellules.


