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SU-R UNE CLASSE DE FAISCEAUX COMPLETS DE DEGRÉ 2;

PAR M. E. VfissroT.

.rai étudié autrefois (1), sous le nom d''équations (aux dérivées
partielles du premier ordre, linéaires et homogènes) de Lie et de
systèmes de Lie^ les équations aux dérivées partielles et les
systèmes d'équations différentielles ordinaires associés de la forme
respective ( L > )

o==T/=^MOXa/, X/,/=^8(^. ••-^)^

( A, a == i, 2, ..., /• ; p == i, •2, ..., il ),
et

—i ==^a(^)Sa , î (^ i ' ....^), ( a = = l , 2, . . . , / • ; / = = I, 2, . . . , n),

où Xi, .... X/. constitue un groupe de transformations infinité-
simales.

Une généralisation naturelle est constituée par ce que j'appel-
lerai des faisceaux de Lie^ à savoir des faisceaux complets, d'un
degré/? quelconque, qui ont pour base^p transforma dons infinité-
simales de la forme

UA/=^--+-?A,a("i, .... M/»)Xa/ ( À = = I , 2 , . . . , /?; a =1,2, . . . ,r) ,

où Xi, .. ., X,. est toujours un groupe à un nombre quelconque n
de variables. L'intégration d'un tel faisceau équivaut à celle du

( !) Voir, en particulier, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse,
t« VIII, 1894, mém. H, et t. X, 1896, mém. C,

(2) J'emploierai couramment, comme on le fait dans le calcul tensoriel, la
m

notation ci^b^ ( a= i, a, ..., w), pour désigner la somme ^ ' a^b^. Pour plus
assi

<le netteté les indices de sommation seront, à^exclusion des antres, des lettres
minuscules grecques.



— 430 —

système complet U</=. . .=U/,/===o, ou du système de Pfafi,
complètement intégrable,

dxi= cOaSa, î (^ i - . . . , ^ w ) , Wh= ?.3/i(Mi, .... H p ) du^
(A, a = = i , 2, ..., /•; i = i , a, . . . , / / ; ?=l . -2. ..../?).

Un exemple en est donné par ce que Lie a appelé les équations
fondamentales de la théorie des groupes continus finis ( ' ).

Les pages qui suivent sont consacrées à un cas particulier que
j'ai rencontré au cours de recherches sur la méthode de Darboux.
relative à Fintégration des équations aux dérivées partielles de
second ordre F(.r, y, ^, p , y, r, s, t) = o. H s'agit des faisceaux
complets de degré 2, de la forme

^/= ̂  -^ ?a(^, ^')La/, V/= ̂  + <^( u, i')M,/ (a == l. •>. .... /•».

où L<, . . . , L r et M,, . . . , M , sont deux groupes simplement
transitifs réciproques :

W L,/=^.a(^. ...,./•,) ^uxy. , .
. . ( l? a = I î 2, • • • • /^•

(3X1) Mif=^^(^. ....^)^
<IXy^

Je montre comment on peut ramener à celle forme tout faisceau
complet de degré 2,

U/= ̂  + X,(u, ..,. .... .,,)̂ , V/= ̂ ' -. ,.(. .,... ..., .,,)̂

( a = i , 2, ..., /l),

à variables u^ v séparées ; et comment on peut se limiter au cas où
les 9» ne dépendent que de u. et où les 4'i ne dépendent que de r.

Je donne ensuite, pour tout faisceau de Lie,

W U/=^+ç,(^)La/, V/=^+^(P)Ma/ (a = l, 2. ..., n,

ainsi associé à un couple, X?, JTL, de groupes simplement transitifs
réciproque, une méthode d^intégration qui se rattache à la théorie
de la structure des groupes continus finis.

OS. LIE et FB. ENGEL, Théorie des Transf. Gruppen, t. I, <*hap. II, p. y;.
Les équations en question sont les équations (5), p. 34.
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Les deux groupes G et Jîl étant les deux groupes paramé-

triques d'une structure 2, pour laquelle le produit de deux
transformations, T(^ ...,<,,,= T(^ .̂  T,^.^) est défini par certaines
équations paramétriques^ ou équations de structure^

C/,= ÛA(ûi, . . ., rtr; 61, . .., br) (h =1 , •2, . .., 7*),

l'intégrale générale du système de Pfaff, dualistique de 3^ est

a*f==û<(ai . ..., a,.; 61, ..., &,.) (^ '==1» 2, .... /•),

où les ai et les 61 constituent les intégrales générales respectives
des systèmes de Lie (à une seule variable indépendante)

-^ = '^a(^)îAa,i(^i , .... Ctr\ c^ = Ça(M)Àa , f (6 i , ..., br)

(/, a = l , 2, . . . , r).

On a, d'autre part, un système fondamental d^invariants de 3^,
(solutions de U/= V/== 0)5 dans les fonctions

0<K- • • • . <> Qi(^ 6'), ..., Q,(^ 6')]
=a,[Ûi(a\ .r), .... Q,.(a', .y); 6,, ...,6;.]

(î=i, 2, ...,r),

où les di et les fr^ constituent, respectivement, une solution parti-
culière quelconque des deux systèmes de Lie (à une seule variable
indépendante)

-^•'-+-^a(^)^a.<(^, ..., ̂ )==0, -^ -<-?a(^)^a,i(^, ..., ^r) = 0

• (&=I,2, ,.., r).

Le cas où £ et 3TI ont un certain nombre v de transformations
infinitésimales (indépendantes) communes, se ramène à l'inté-
gration d'un faisceau de Lie, pour lequel les groupes associés
sont de degré r — v , et à v quadratures de différentielles totales
en u et v.

1. Considérons un faisceau complet 9 de la forme

^ u^ ̂  ̂ - ̂  -' —M)^1 v= ̂ ' -^ 'x^' •••• - ̂
(«=i, a, ...,«), , ^ •
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où les variables u et v sont, par conséquent, séparées. Posons

(2) l./=Xa(^l, ..., ̂ ; ^)^-» M/=îJia(^i, ..., ^n; <0

fa ==i , -2, ..., n).

EL
ÔXy.

SF étant complet, on a

(3) (U/,V/)=(L/,M/)=o.

Donc »7 et L/ laissent M/ invariante; et il en est de même, par
suite, des transformations successives

fê. L/)-•••/•fê. •-.)-•< ...>«>
(^•"v)-"'*"/.

où L^/ désigne la dérivée i€lne de L/, par rapport à u,

L(y= ^Xg(.gi, ..., Xn\ U àf
au1 àxy.

( a = = i , 2, ..., /i).

Considérons donc la suite

(5) L/, I//, J//, ..., L(0/, ....

Il existera un entier f, au plus égal à /i, tel que les l premières
transformations de cette suite seront divergentes, tandis que les
/4- i premières ne le seront pas, et donneront lieu à une identité
de la forme

(6) L(fl/=<ia(-Pi, ..., ^n\ u)LWf
[a=o, 1 , 2 , ...,(^-i); L(O)/=L/],

et, les transformations (5) laissant invariante Féquation V/=== o,
il résulte d'un théorème classique de S. Lie (1) que les coeffi-
cients dy. so U des invariants de V/.

Soit alors 91, 92? • • • ? 9/ un système fondamental de solutions

( 1 ) Voir, par exemple, S. LIE, Gesamwelke Abhandiungen, t. IV, p. 199.
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.de l'équation linéaire

d1^ d^ç I d^ç \
(7) ^^a^ --^^du» V0 '15---^/-^^-?^

définies par la condition de se réduire, pour u == Uo (valeur numé-
rique arbitraire), ainsi que leurs dérivées jusque Tordre (l—i),
à des valeurs constantes (indépendantes des Xi) données. Pour
l'une quelconque y de ces solutions, (^) est une identité, et l'on
en déduit

€^= ,̂..,̂ )^ t-o,,,..., (.-,)],

en appliquant aux deux membres l'opération V/, qui est permu-
taN@ avec-'• Comme V<p s'annule, pour u==Mo, ainsi que ses
{l— s) premières dérivées, il en résulte que Vy est identiquement
nui» Donc les <pa sont, cornue les ff-^ des invariants de V/,

Qm vote donc^ par (à), que L/est de la forme

(G) •Lf-..'3^ ^r^f, -Lf/:^^)
Û3C»f

(^ £ = = " „ .̂  . , . . , . ; Y — I , 2, . . . , 7l),

les <pa étant des invariants de V/ qui sont, par rapport à M,
méairement indépendants.

On déduit de cette identité

L«)/=?y.L^j [t=i,2, ...,(^~l); a=i,2, ...,/];

et, par suite. les 9^== —^ étant, comme les y a? des invariants de
V/, on aura, pour les Li/, des expressions de la forme

\.i'f^^t^x,u)Wf [ 1 = 1 , 2 , ..., l\ a=o, l, ̂  ,..,(^—l)],

d'où Pon conclut que L</, ..., L// sont divergentes et laissent
invariantes V/ et M/, aussi bien que L/V'L//, ..., L^-^/, pour
qui ces propriétés étaient acquises. Car les y»,a seront, comme
les ya, ya, • . .î au moyen desquels ils s'expriment, des invariants
de V/, et leur déterminant, comme celui des y», 9a, • • - > P1^1»
(a == i, 2, ..., 7), sera différent de zéro*
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2. On obtiendra, de même, pour M/, une expression de la
forme
•(9) ; M/==^(.r,P)Mp/, M,/={jL,.v(.r)^

(P,y==i, 2, . . . , /?i; Y== I , 2, ..., n),

pu m est un entier au plus égal à 71; les ^p y sont des invariants
de U/, linéairement indépendants relativement à P; les Mjf sont
divergentes et laissent invariantes U/* et Ly,

II convient de remarquer ici que, si ^ est un invariant de \Jf
indépendant de M, on a Pidentité

9a(^ ,^ )La '^=o ( a = = l , 2, ..., 0,

d'où résulte, vu rindépendance linéaire des <pa, que les L»^ sont
nuls : c'est-à-dire que ^ est un invariant de chacune des LiV. IF en
est donc ainsi pour les ^y. Et de même les 91 sont des invariants
pour chacune des MyV,

L'invariance de Mf par les ï^if donne donc . >
o==(Lf/, 4^Mj3/)==^(L,/,M^/) ((==ï; 2,..., /; p=i,2, ...,/n),

et ron en conclut, vu 14ndépendance linéaire des ^p,

(l0-) ( L f , M / ) = 0 (;'=!, 2, . . . , ^ y = I , 2 , . . . , W ) . '

3, Diaprés ce qui précède, tout invariant de U^qui ne dépend
pas de u est un invariant du faisceau { Li, ..., L/ (. L^identiié (8)
rend la réciproque évidente. Considérons donc le premier des
dérivés successifs de ce faisceau qui soit complet. On pourra lui
donner pour base, si p est son degré, (l^P^^i des transforma-
tions L.I , . .., Lip parmi lesquelles figureront les transformations
L|, . . ., \^i déjà introduites, les autres (si l<^p)i provenant de
celles-là par l'algorithme des crochets successifs. Ces dernières,
comme L<, . . . , L/, seront donc permutables à Mi, . . ., M^.

Si Fon opère de même sur M<, . . ., Mm, on obtiendra un autre
faisceau complet, de degré y, (w^y^Ti) , dont IÊS invariants
seront les invariants de Vyne dépendant pas de v^ et dont on aura
une base. M|, . . ., M,y, en adjoignant, si m <iq^ à M^, . . .., M^
certaines des transformations qu'on en déduit par l'algorithme de»
crochets successifs ; et Pon aura les identités
(wbis) (L(, My)==o <»=»i, 2, ...,^; j = = î , 2 , . . . , y).
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L,, ..., Lp^ comme M<, ... ; Mg, seront, du reste, divergentes,
en tant que transformations d<Q base de deux faisceaux.

De plus, le faisceau L,, . . . ,L^ étant complet, on aura des
identités
(11) (L,, L,)==:CT,,oiLa (^y, a = = i , a, . . . , / ? ) ;

et, les premiers membres laissant invariante Inéquation V/*== o,
puisque L < , . . . , iip le font, il résulte du théorème de S. Lie déjà
utilisé que les a»ya seront des constantes ou des invariants de V/
indépendants de P. De même, les M( seront liées par des identités

(12) (Mf, M;)==^,aMa (î, /, a == r, 2, . . . , q\

dont les coefficients bijy, seront des constantes où des invariants
de U/ indépendants de u.

4. Premier cas : p = q =^= n. — Les seuls invariants de U/indé-
pendants de M sont les fonctions de v ' : et les seuls invariants de
V/ indépendants de ' v sont les fonctions de u. Car les faisceaux
{ L^, . . .. Lp (. { M<, . . ., Mq } n^ont alors aucun invariant fonction
de x\, . .., Xn' Par conséquent, les <pa de (8) sont des fonctions
de u seule, les 4'a de (9) sont des fonctions de v seule, les a»^ de
(11) et les bijy, de (12) sont .des constantes. Donc Li, . . . , Ln et
Mi, . . ., Mn sont deux groupes dé transformations infinitésimales,
£ et OU, simplement transitifs et réciproques (1), de ^espace
x^ . . ., Xn\ et le faisceau 9 est de la forme

(l3) U/=^-+-ça(u)La/, V/==^^^a(P)Ma/ (a=l,2,..,^.

C'est ce que rappellerai un faisceau de Lie (a) associé au
couple do groupes simplement transitifs réciproques J?, JTl.

Observons que, dans le cas actuel, les transformations ya(^)La
et ^a(^)Ma n'appartiennent pas, quel que soit u et quel que
soit P, respectivement, à un même sous-groupe, la première de JP,
la seconde de JTl.

(^Tbfr, par exemple, S. LIE et FR. ÉNGEL, Théorie des Tràns'f. ' Gruppen,
t. I, p. 3^o.

( t) Je ne crois pas, cependant, que S. Lie ait étudié, apécialemeat, les
systèmes complets, U/= o, Y/ss o, associés à de tels faisceaux.
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5. Deuxième cas : p < n, q == n. — Les seuls invariants de
Y/ indépendants de v sont les fonctions de u seul. Au contraire,
Vf admet s=n-^p invariants indépendants, fonctions des xi
seuls, et pas davantage. Prenons comme variables nouvelles, à la
place de Xp^^ . . . , Xn^ un système fondamental, p<, . . . , ,̂ de
tels invariants : alors les invariants de U/ indépendants de u^
(tels les ̂ )f seront des fonctions de P, P|, . . . , P,.

Dans les relations (n), les aijy.. invariants de V/ qui ne
dépendent pas de u, sont des constantes. Donc Li, . . . , L ^
formeront un groupa simplement transitif £ en x^ . . . , *r , , ,
dans les transformations duquel ^, . . . , Vs pourront figurer
comme paramètres, maïs dont la structure ne dépendra pas de
ceux-ci. On pourra donc, en substituant à *r<. . . . , Xp d'autres
variables convenablement choisies,

a4==.A(^i» • • • » ^p\ ̂  • - • » ^) (À = i, 2, ...,/?),
faire disparaître les paramètres v des transformations Lc( 1 ) . Il est
donc loisible de supposer que F on a. d'emblée^

(14) L , / = X ( , a ( . » i » - . » ^ ) 5 ^ , . ( a = l » ' î » - . - ^ ) -

Quant aux My, elles prennent la forme

(15) M//==(i,,a(.yi, •.., Xp\ vi, .'.., ̂ )^ -^^/^(^i» • • • . ̂ )^

(a=I,2,...,JD;Y==l,2,...,^).

Les coefficients 7 .̂ ne dépendent pas de ^n . . . . ̂ , car, en
vertu des identités (ib6^), ce sont des invariants des L^, et, par
conséquent des invariants de Uy, qui ne dépendent ni de u, ni
de v.

Remarquons maintenant que, si l'on remplace les My par n
combinaisons indépendantes, à coefficients fonctions des v^ de
ces (transformations, cela n'altérera, ni les identités (10^"), ni la
forme des identités (12), où les coefficients bijy, sont des fonctions
des PI) et, dans l'identité (9), cela aura seulement pour effet de

(1) Car en donnant aux v. des valeurs numériques, v9; dans les L;, on obtien-
dra nn groupe Lî, ..-, L},, de la même structure que- L,, . . . ,L , î et deux
groupes simplement transitifs ayant Ja même structure sont semblables.
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faire porter la so imation sur toutes les n transformations Mj
nouvelles. Sous cette dernière réserve, il est donc loisible de
supposer que les Mj sont de la forme

(16) M,/= ̂ ,a(^i, . . ., ̂ ; Pi, . . ., p,)^ (y, a = i, -2, . ..,/?),

(17) M^/=V^/=^^^(^ . . . ,^ ; ^ .../P.)^-

(h = i, 2, ..., s\ a = i, 2, . . . , ^o).

Pour les transformations (16), les identités (lo7^), associées
aux identités, du type (12),

(18) (M,, My)==^ ,a (^ i , . . . , PjMa (<,./ , a = I , 2,, . . . , jo) ,

montrent que, les ^ n'y figurant que comme paramètres, elles
sont des transformations de base du groupe simplement transitif
JH, réciproque de £. Ce sont donc des combinaisons, à coeffi-
cients fonctions des (\, de p transformations indépendantes de ces
paramètres. Il est donc loisible de supposer que ces transforma-
tions (16) sont de la forme

(16^) M;/=^,a(^ ...,^)^ (/,a==i,2, ...^).

Les identités (10^), appliquées aux transformations (17),

montrent encore que les transformations u^y . J- laissent inv^a-
. . ' axy.

riantes les diverses L(; et Pon a, par suite,

(^bh) M^,/=V/</= ^M-<h,a(^, ...., P.)Ma7'

( A = i , 2, ..., s\ a = i , a, ...,/?).

On a, ^n définitive, pour le faisceau 57, la forme

U/=^-^?a(^)La/,

(19) . V=^-+-WP, ̂  .•..^).Ma/-t-^<^.Pi, .,.,^)^-

(a=ï, 2, . . . , /?; P==i, 2, . . . , 5).

Si, dès lors, on introduit comme variables nouvelles, à la place
de ^, . . . , ^, un système fondameinlal d'invariants,

w/t=fh(v, PI, ..., P,.), (À= Ï , 2, . . . , ^)
LXV. I|
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de la transformation

(20) Vo/=^+^(P,^ .-^)^ (3=1,2, . . , ,^ ) ,

(lesquels seront des invariants de S1), êF sera ramené à être un
faisceau de Lie, associé au couple des groupes jC, 3TL,

(21) U/=^ça(^)La/, V/=^^;^,,^)Ma/

( a = i , •>., . . . , 7 ? ) ;

car les (^i ne joueront que le rôle de paramètres dans les coeffi-
cients 4'a de V/.

6. Troisième cas : p <^n^ q << n.— II peut arriver, dans ce
cas, que 3^ ait des invariants, w\^ . . ., Wg^ fonctions des Xi seuls.
Mais si on les introduit comme variables, à la place des g derniers
des •̂1, ils ne figureront dans Vf et V^que comme des paramètres
constants, dont on pourra faire abstraction. Nous écarterons donc
cette hypothèse. Alors U/a t=n^-p invariants indépendants,
v\, . . ., ^, indépendants de u, et Vf -a s == n — q invariants
indépendants, u^ .... Us, indépendants de P;.et les s 4- t fonc-
tions de x\. .. ., Xn ainsi introduites, u^ . . ., Us^ v\. . .., ^ sont
indépendantes. Prenons-les comme variables nouvelles, à la place
des s + ( dernières variables xi\ et nous aurons, pour les L, et My,
la forme

(22) L,== \i^{x^ ..., Xr'r «1. ...,^î ^l? ••- ^t)-^- -^ S^(MI, ...,M,)^

(23) My=^y,a(.Ci, ..., Xr\ U\, ...,M,,; FI, ..., ̂ ) ̂ --+-•n/,v( PI , ..., Pf) ̂ -

/ ( = I, 2, . ;., p ; j = l, 2, ..., q ; a == ï, 2, . . . , /•; \
\ r= n — s — t - , p = = i , 2, . . . , s\ y =i, 2, ..., t, )

dans laquelle on a tenu compte que, diaprés les identités (10^),
les î,ip étaient des invariants de V/, et les Toy-y des invariants de U/.

On peut, comme dans le cas précédent, sans changer là forme
des identités (8), (9), (lo^"), (n) et (12), ni la nature de leurs
coefficients [sous la seule réserva que les sommations, dans (8)
et (9), s^étendront de ï à p^ et de ï à ^], remplacer les L(
par des combinaisons de ces transformations à coefficients fonc-



— 189 —
lions des ùi seuls, et les M/par des: combinaisons de ces transfor*
mations, à coefficients fonctions des P( seuls, et, par suite, supposer,
pour les L( et les My. la forme suivante :

(24) Lf= \i^(X{, . . . , X r \ Ui, . . . ,«, ; P|, . . . ,p^)—L
ÔXy,

. (if a = = i , 2, ..., /•).;

^25) Lr-^h == ̂  -+- ̂ (^ • •..- ;̂ ,̂ ,. ., Us\ Pi, . . ., P/)-^-

(A == i, 2, ..,, s; a =i, 2, . . . , r);

(26) M<= îJi(,a(a*i, ..., Xî\ Ur, ..., M,; PI, ..., Pf)—7-
. ^•ya

(i, a==i , 2, ..., r);

r-A;) M^^= -̂ - -h ̂ a(^i, .. .,-^r; .̂i, ..., ^; PI, ..., ^)-^-
"'̂ a ^^a

( A : = = l , 2, . . . , t\ a = l , 2, . . . , /•).

Or^ dans les identités (11), appliquées aux transformations (24),
les a^a ^ont ici des fonctions des m seuls; et dans les identités
( 1 2 ) , appliquées aux transformations (26), les fe^a sont des fonc-
tions des vi seuls. Par ailleurs, les Uf et lès ^ n^inter viennent,
dans (24) et (26), que comme des paramètres. Compte tenu des
identités (10^), on conclut donc que L , , . . . .L / . e tM^, . . . , Mr
constituent deux groupes simplement transitifs réciproques, £ et
JTl, en *z*i, .... Xr. De plus, la structure du premier ne dépend
pas des paramètres ^', et la structure du second ne dépend pas dés
paramètres M,. Comme deux groupes simplement transitifs réci-
proques ont'Ia même structure, on conclut que celle de J?etdeJîl
ne dépend ni detf paramètres u^ ni des paramètres vi. Donc, on
pourra faire disparaître ces paramètres des 'd et des JTly, par un
changement de variables qui remplacera les Xi par des fonctions
des a*i, Ui et Vi convenablement choisies. Nous pouvons donc
remplacer les formules (24) et (26) par des formules de la forme

(28); L,== ^.a(.ri, .. ., Xr)^i M,== ̂ .a(^l, . . ., X r ) ^
OXy., . , vXy,

(/, a = = i , 2, ..., r.).

Les identités (io^), appliquées maintenant aux crochets des
transformations .(25) avec les transformations M < , . .., M,., et à
ceux des transformations (27) avec L^, ..., L/., montrent ensuite
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que les transformations (20) et (87) sont de la forme

(29) Lr+A= ̂ - -+- ? A , a ( ^ l > . . . - ^.î;^,'..., Vt)^0(

(h = i, 2, . . . , .y; a =^ i, 2, ..., /•);

(30) M,.^= ̂  -4-<h,a(^i, ...S ^; ^i, . . . , ^)Ma

( A - = = l , 2, ..., /; a == l , -2, . . . , / ' ) .

De sorte que l'on aura, pour U/ et V/", des expressions

(31 ) U/== ̂  -4-(.)a(;^ ^i, . . . , ^)j^- - + - ? v ( M ; < / i , . . . . ^; (.1, ...,p/)L^/'

(32) V/=^ -4-^(P; ^ ..., ^)5—-+-+v(^; ^1 , . . . , ?< .< ; ^,.<.., ^)M^/

( a = i , 2, . . . , s; ?= l , y, ..., t\ Y = l , 2. . . . ; / • ; .

Remplaçons u^ . . ., Us par A' invariants, /((^, ^i, . . ., ^) == u,.
(indépendants) de la transformation

(33) Uo/=^+(0a(^i, ••-^)^ ( a = = l , ^ .••^),

et ^i, . . ., Vt p^r ^ invariants (indépendants), gi(y^ p ^ , .. ., P() == ^,
de la transformation

(34) Vo/=^+^8(P;p , , . . . , p / ) — — ( ?= i , 2,...^),

et nous aurons réduit Vf et Vy à la forme de Lie

(35) U/=^-+-0a(^ P)La/, V/= ̂  + ̂ (M, ^Ma/

( a = l , 2, . . . , /•).

Les u\ et ^ ne figureront, dans les ^y. et ^a? q110 comme des para-
mètres arbitraires : car ce seront des invariants de 37.

7. Reste à exprimer que { U/', V/^ est complet : ce qui donne
la condition

f)w f)ïb
(36) ^'M,/-^tL,/=o (a =i,. a, ... ,/•).

Si donc les groupes J? et 3VL n'ont pas de trànsforiîiation infinité"
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^asimale commune, on conclut —2== o, -p^==o, (a=:=r, 2, .... t\

c^est-à-dire que Fon a la forme (i3) du premier cas. ^

^<ï>

Supposons, en second lieu, que £ et Jîl aient v transformations
infinitésimales (indépendantes) en commun, et pas davantage^
N^/, .. ., N^/ : c^est, comme l'on sait, le cas où la structure de
£ et JTL comporte, pour chacun, v transformations distinguées
(permutables à toute transformation infinitésimale du groupe)
indépendantes, lesquelles leur sont communes. Les deux groupes
seront ainsi, avec r = p + v,
(3;) •(X-) ( L , , . . . , L p , N i , . . . , N , ) ; (3ït) (M,, .... Mp, N^ ...,N,),

et SF sera de la forme

(38) LT= tv -^<î>»La-+-X?(^ ^)N^ V=^-4-^Ma-+-6p(M, P)N^

( a == i, 2, . . . . p ; p = i , 2, . . . , (/).

La condition (iU, V) === o donnera alors
^q
^p

^Ta
^M

^^ _ ^3.
^P 6/^ )

de sorte que la forme définitive de S1 sera

(39)

U/=^^^)L^^^^

vy^^.^^M^îî"^
( a= l , 2, ..., s; ?=i , •2, . . . , v).

Remarquons que ron pourrait, par un changement de variables
effectué sur les x,, ramener les L(, M,, Ny à la forme ( ' )

(4o)

'V àfL<= \t^, ,..,a.,)^-^p(^ ...,^)^,

N/•=^

Mi=^a(^, .,.,^p)^+^(^, ...^p)^

((', «=I,-2, ..., O; J, p=I, 2, ..., V),

( ') En effet, les N^ permutables deux à deux, forment un groupe semblable à
un groupe de translations. De là leur réductibilité à la formç indiquée,
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e/tciue le changement de variables, sur les ^y,

(41) ^j^ zî~ H / < u . ^ } (j == i. -2, . . . , ^ ) ,

réduirail les expressions (3g) à la forme (i3)

(42) U/= ̂  -+- ç^)L3t/, V== ^/ -4- <l^)Ma/ (a = l , 2, .... ?),

les lelires Zp élani remplacées par les lettres ^, dans les expres-
sions (4°) ^<ïs L/ et des M(-,

Observons que ^admettra p invariants indépendants qui seront
fonctions de x^ . . ., x^ u. i\ Ils seront donnés par l'intégration
du faisceau de Lie

W) U/=^-hÇa(^La.A \ /==^-^<r ,Vla/ (a-..-.... . .?;.

relatif au couple de groupes simplement transitifs réciproques.
aux variables ^'i. . . . . ^'p,

( 4 4 ) ^) L/= A/,a(./ ']. • . • • •r^—-; (^) M<= ^,a^'i- ....^p >—-' /7'^ y. 31.
( X = I . 2. ..., ?}.

Une réduction analogue serait applicable aussi aux deux pre-
miers cas (n° 4- et n° o). l^es invariants du faisceau (4^)? une

fois obtenus, étant pris pour nouvelles variables à la place de
x\, . . ., ^'û< n'interviendront plus que comme des paramétres; et
il restera à inlégrer un faisceau complet dé la forme

,45) L/=^F,^.^, V/^-.G^,.^

< ^ =^ I, • - > . . . . . ^ ».

ce qui exigera seulement ^ quadratures de différentielles totales.

f Fq(M, v } rfn -+- Gy( u, r ) (lv ( ^ = = 1 , 2 . . . ., v ).

a?., ..., *z'p, désignant des invariants de ce groupe. Les condi t ions {Lp N^-) = o,
'(M , N.) == o, expriment alors que les coefficients des L; et des M, ne dépendait
pas defl z^.
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8. L'intégrale générale des faisceaux de Lie

(46) Ly=^-hOa(^)L,/, Vy=^-+-^)Ma/ (a =l,2, ..../•,.

auxquels rious avons été conduits par l'analyse précédente, sf
présente sous une forme remarquable, en relation avec les prin-
cipes fondamentaux de la théorie des groupes continus finis.

Les deux groupes simplement transitifs,

(4;) (^} L/= A/.a^J, ...• ^r)——'. (Jît) AL= (^a(>i. .... •^ » — —
(/«jC ̂  ^/^ 3^

( / . a = = i , 2, . . . , /•),

qui sont associés à un tel faisceau S9 ^ peuvent, en effet, être consi-
dérés comme les deux groupes paramétriques ( ' ) attachés a une
certaine structure 2, qui est leur structure commune.

Si les formules de structure^ qui donnent, en fonction des
paramètres (ai. ....a,.), ( 6 < , . . . ,6 , . ) de deux transformations
quelconques T,/, T/, d'un groupe quelconque G de cette struc-
ture. les paramétres ( c < , . . .. c, •) de la freins formation produit
IV == T,/T/,, sont

( /î8 ) /•/ = Qi••( ai, . . .. Or ; 6), . . . . br) ( / = 1 • "^ • . • ' '• )•

les équations finies de G et de JTL seront

(49) (^) ^/= û/C^i. . . .. ^r; ^1. • • • • ^r) ( / = ï , •2, . . . . / • \

( 30 ^ C^ît) .<•/ = i2/( rtï, . . .. / / r ; .^|, .... .f/-) (/ == I. •2. . » . . /'),

avec les paramétres b, et 04, respectivement ( J ) .
Ceci posé, considérons le système S, complètement inté^rable.

( 1 ) Voir. par e^mple, S. Lu; et V\\. EN<.EL, Théorie des Transf. Gritppen.
t. I, p. 4oi< ut t. III, p. 638; et aussi E. Vfôsior, Annales de Ici faculté des
Sciences de J'auîouse^ t. X, iSyt), niéni. C, p. 3.

( 2 ) II faut observer que les formules de structure (4^) sont susceptibles d'une
inf ini té de formes, pour une même structure S. Car on peut effectuer, sur
(a,, ..., a^.), (6p ..., &,.) et (Cp . . . ,c, .), une même transformation ponctuelle
arbitraire de l'espace à r dimentiôns; ou, en d'autres termes, rapporter l'être
géométrique qu'est celte structure à un système quelconque de coordonnées
curvilignes de cet espace de groupe. C'est pour un choix convenable de ce
mode de référence que les équations ^49) et (-30) seront celles des groupes
e et Jïï, donnés.
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formé par les doux systèmes partiels

i ) r
O1) ^ = 9 a ( " ) A a . / ( ^ l . . . - V r ) Ci = I , ^ . . .. f),

( 5 1 2 ) ^ =^a(^)^a./(^i. . . . < .^) ( /=! , a. ..- ''),

dont l'intégration équivaut à celle du faisceau 37 donné; et
cherchons-en une solution de la forme

( /Ô3) .r/== Q/(rti, .... <7/.: h\. ..., hr) ( i =i, 2. .... /•),

les &/ étant des fonctions inconnues de u seul, et les a; des fonc-
tions inconnues de v seul.

Portons donc ces expressions (53) dans (5 i ) et (02). En ce
qui concerne (5i). (^ et, par suite, les a,'jouent le rôle de cons-
timtes. L'opération consiste donc à effectuer dans (5i) une trans-
formation du groupe «TU, qui remplacera le point (^, . . . ,^.)
par le point (&, » . . . 6,.). Or, en vertu des identités (M,, U) == o,
(7:== i , 2, .. ., r), le groupe JTl laisse U/ invariante, et, par
conséquent, laisse invariant aussi le système (5i). On obtiendra
donc, à la place de (5i) , le système de même forme

( >4) .y' = s^O^a.^i. .... ^r) ( / = = î , • ? , . . . . r).

On obtiendra de même, à la place du système (3 ' ^ ) , le système

(35) —— == ^a(c)^a . ( (^ i . . . . . ^/•) ( / = T , 2. . . . . r).

On est donc ramené à intégrer deux systèmes de Lie, à une
seule variable indépendante, et indépendants l'un de l'autre.
On obtiendra ainsi des fonctions h i ( u ) se réduisant, pour u == M((,
à des valeurs numériques arbitraires 6^; et des fonctions a / (^) se
réduisant, pour r^ ro , à des valeurs numériques arbitraires a° ;
et, par conséquent, des fonctions (53), solutions de S, qui se
réduiront, pour u = u^^ r == ('o, aux valeur numériques

(56) ^=:Q,« ...,<: 6?, . . . , ôf) ( /= i ,2 , ..., r),

qui seront, elles-mêmes, arbitraires : et les équations (53)
donneront l'intégrale générale de S.
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Le raisonnement fait plus haut, pour l'introduction des expres-
sions (53) dans (5i) et (5a). prouve, de plus, que si Pon a trouva
une solution particulière quelconque ( 6 < , . . ., 6.»), ( < f i , . . . , 0 3 )
do chacun des systèmes (5 i ) et (5a), on en peut déduire leurs
intégrales générales par les formules.

( •>6} ^==L>/(i3,. ..., p,.: 61, . . . . Ôr) ( /== ! , ^ ..., r),

(57 ) <7/= ^-(ai, .. ., ff,.; ai, . . . . a,.) (?'=!? •2, . . ., /•),

où les (3/ et les a/ sont des constantes arbitraires.

î). Du résultat précédent on peut déduire un système fonda-
mental d'invariants du faisceau 37. On a, en effet, l'intégrale
générale de S, en mettant, dans les formules (53) : pour les a<-,
une solution particulière du système (55), et pour les 6,, la solu-
tion générale du système (^4) . Elle sera ainsi donnée par les
équations

^) ./•/•== iî,[av. . . . . ar\ ^l 'e-i, ..., c, : 6 1 , .... 6,.)
(/ ==: i. a, . . . . /•),

C, : ̂ ,, ..., 6,.), .... L),.^-,, .... C/.; 61, ..., hr)\

où ( r t i , . . . , a/ ) est une solution particulière quelconque de (55),
( /Ai . . . . . b, ) une solution particulière quelconque de (54), et
<1!, . . ., Cr des constantes arbitraires, par rapport auxquelles nous
allons résoudre ces équations.

Introduisons, à cet effet, la transformation qui donne, en
fonction des paramétres (a^, . . ., a,') d'une transformation quel-
conque d'un groupe G, de la structure ï considérée, les paramétres
(a\, . . ., a,. ) de la transformation inverse ; et soit

( 5<0 < 7 , = J / f ^ i , . . . . a / - ) ( /^ i ,^ , . . . . / • )

cette transformation, qu^on peut nommer Y inversion 3 de la
structure 2. En appliquant cette inversion aux ai des formules
(58) on obtiendra ( ) )

(60) û/(Ci, . . ., Cr\ bt, .... br) = Qi(a\>, .... Ct'r'i ^1. .... X r)

( / == ! . o, . . ., /•).

( l ) II iaot observer que les équations de £ et JK étant <'-crites sous la forme
(4(:() et (")o), les équations de structure de s? sont les équations ( 4 ^ ) î mais que
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Appliquant ensuite l'inversion J, aux (6,. . . ., </,.'), c'est-à-dire
en posant

• ^ n ^==J;/^i, . . . . /^ . ) ( / = = i , 2. . . . . / • ' » .

on déduira de ces formules (60) les formuleî» résolues cherchées :

(T).Q c,:= U,fL>j(a', j r ) . ..., o,.(a'. .r); 6',, .... /^,j (£== i , 2. ..., /• i.

On peut aussi les écrire, en vertu de Fassocialivité des produits
de transformations, sous la forme, en quelque sorte corrélative
vis-à-vis de U/et V/',

',^•2 bis ) d==. i2,[^'i. . . • • ft\.: ûi(./', h •. . .'.. L»^i ./;. h '| i / =- l. 2. .... r .

Par adieurs. on peut se débarrasser, dans les formules {^2 » et
(62^) de l'intermédioirc de l*iii \ersion cT pour v délinir les a; < • (
les b,. En efïet, cette Inversion «.^, appli(|U('•t> du groupe €. donne
le groupe JTL et inversement. Car elle change les éq un lions de
structure (48) en

(63) /•'/ = û/( //,. .... h',.. < / ' , . . . . . //;. » ( / = = i . / . . . . . / • » .

quand on l'applique simultanément u u x trois systèmes de valeurs
des paramètres ( ' ) . Et l'on montre facilement que si l'on a choisi .
pour les L, et les M,, les Iraiisfonnations infinitésimales de ^ e(
«jn dont les coefficients sont

! /^<J,( ( / . h )\À/,,,(^,. .... u,}=- ( ——-———
\ < ) l f i , '!.--.

r64 ) " ( / / . / = = i. • > . . . . . / • > .
/^i{aJn\

{JL//.,(6i. ..., hr)^ ( ———.————)
. \ ^(f, /.(^

[les notations b == £, a -^ £ indiquant que les dérivées des seconds
membres sont prises pour les valeurs de ( ^ , . . . .. / ) , . ) et de
(«i. . . ., cir) respectivement égales aux paramètres ( £ i . . . . . .?, [
de la transformation identique des groupes G de la siructure ^

celles de ^YL sont le;» equalions, inversées, c\ == ^,^^r • • • • ^,.î a\' • • • • ^ r ' -
( / = i, •?, ..., r'). L'inversion, qui est involut ive, est néanmoins la inériie pour l < - s
deux groupes. Klle esidefinie par les ( ' •< ju< i t ions & 2 , ( < / ^ .... r/,.; a\. .... ( i ' ^ } = s^.
(r= i, 2, . . . , / • ) , où (61. .... £,.) eï»l le systi-me de vuleurs dès paramètres qu i
correspond à la transformation identique des groupes <-' considérés.

( l ) Cela lient à ce que de T(.= T,/T/, on dédui t T^ï == Tj< T^i.
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considérée], Pinversion J change L, en (— M/) et M/ en (— L,).

Les d, et les b', constituent donc, respectivement, une solution
particulière quelconque du premier et du second des deux
systèmes de Lie

(65) ^- H-<M^)Aa,<(<^. ....^. ;=•=<> ( i =l. /•),

(66) —L -4- Ca(M)^a,ï(^iî • • • • ^/-)== <> ( i = i, '^ .... /•).

Sous cette double condition, les formules (62), (62/'/v) ont pour
seconds membres les systèmes fondamentaux d'invariants du
faisceau êF (c'est-à-dire de solutions du système complet U/= o,
V/=o), annoncés.


