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SUR LE PROBLEME DE LA ROUE;

Par M. Jacoues CuavELoN.

1. On connait le théoréme de Poincaré, sous la forme que lui a
donnée M. Fréchet (') : si une fonction f(xr) désigne la densité
d’une charge m portée par le segment (a, b) de l'axe des z, si f(z)
st intégrable etsi 'intervalle (@, b) est divisé en 2 n cellules égales,
la masse totale des cellules de rang pair tend vers la moitié de la
charge totale quand n augmente indéfiniment.

On va démontrer que le théoréme subsiste quand les cellules
sont iné¢gales, pourvu qu'elles ne soient pas réguliérement ini-
gales.

On preécisera ensuite Papplication du théoréme de Poincaré au
probléme de la roue en supposant que f(z)est unc densité de pro-
babilité telle que la densité de la loi réduite ait une dérivée bornéc
en valeur absolue, la variate prenant toutes les valeurs de — o«
a + oo.

Enfin, on examinera le¢ cas ou fiz) est la densit¢ d'une loi
normale.

2. Supposons I'intervalle (0.1) décomposé en 2 n intervalles pir-
uiels dits cellules et imaginons un processus de décomposition tel
que la plus grande cellule tende vers zéro quand # augmente
indéfiniment. On dira que les cellules ne sont pas régulierement
inégales si pour toute valeur de z (o <<z<1) la somme des
cellules de rang pair de l'intervalle (0, z) tend vers la somme des
cellules de rang impair.

Il est & peu prés évident que, dans ces conditions, la somme des
ccllules de rang pair de tout intervalle (2, xy) (0<z, <T.a%0)

(') M. Frtcugr, fltemarque sur les probabilités continues ( Bulletin des
Neiences mathémaliques, 2¢ séric, t. 45, p. 87).
LAV, b



— 110 —

tend vers la somme des cellules de rang impair du méme inter-
valle. Car si.oy(z) et oy(x) sont, pespectivement, la somme des
cellules de rang impair et de rang pair de l'intervalle (0, z), on
peut trouver un nomhbre 27, de cellules tel que. ¢ élant donné,
positif, on ait, si n2>n,

5|(11)—‘54\J~)i-< X
im(a) — 3 () <s
el, par suite,
!c.(_a'g\——a.(.lt.|—|c.;4'173)—1,(.r,)|,? R

ce qui établit la proposition.

3. Soit alors f(x) une fonction intégrable dans l'intervalle (o,1),
et le mode de décompuulmn décrit au numéro 2. A chaque cellule
correspond une aire trapézoidale définie par la courbe y = f(z).
On va montrer que, si n éluglllellle indéfiniment. la somme des
aires de rang impair tend vers la somme des aires de rang pair.

1
N‘(‘l

Divisons I'intervalle (0.1) en N parties égales, posons ¢ =
appelous intervalles les segments de longueur ¢ ainsi obtenus.

On peut supposer la décomposition cellulaire poussée assez loin
pour que, dans chaque intervalle, la différence entre la somme des
cellules paires el la somme des cellules impaires soit en valeur
absolue inférieure a 2.

Considérons en paruculm Pintervalle de rang k. Soient M‘
et my le maximum et le minimum de f(@), 7.« la somme des cel-
lules iuipairés. oy la somme des cellules paires. La différence des
intégrales de f(z) étendues aux cellules impaires et aux cellules
pafres est comprise entre les nombres — M. + mio: et
M;ic s — myour: Dailleurs, n étant donné, arbitrairement petit, on
peut trouver 2, indépendant de k et assez grand pour que si »>n,,
on ait

. | : E
(l) ‘qtk—‘ .“ < n, G2 f— _’I <.

Alors
(5 =) e (5 m) m

€ . . €
I Mroy— mypoe < (-? -+ 'q) Mi+ (7‘ -- ’) my,
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ou

E(M,,-— m}j—- 7(Mz =+ mys)

< MESyp— mpGas -~ ?s,'(M"”_ mi) + n(Mi~+ mg).

“Si donc M est le maximam de |f(x)| dans Pintervalle (o,1),
oun a ’

= (Mi— mh) — 2 M < Masys— mease < L (Mi— me)+ 2 M,

ct 'on a les mémes limitations pour Mg — mo 4.

Soient alors w, et wy les domaines totaux définis par les cellules
de rang impair et les cellules de rang pair. On a, 'indice 4 variant
de 1 a N,

ff(w)dz —ff(-z)dar

Si donc £ est un nombre arbitraire, la fonction f(z) élant inté-
grable, on peut prendre un nombre N, assez grand pour que
si N> N, le premier terme du second membre soit inféricur a g.
Ayant ainsi déterminé N, et par suite ¢, on définit alors » par la
condition 2nMN < ¢ et n, par les inégalités (1). 1l en résulte que
le premier membre de I'inégalité (2) tend vers zéro quand n aug-
mente indéfiniment. Ainsi :

(2) <%2(M4-—’"U+ZWM1\-

. Si une fonction f(z), intégrable dans l’intercalle (a, b),
représente la densité d’une distribution de masses sur le seg-
ment (a, b) et si un mode de décomposition cellulaire de la
base (a, b) est tel que la plus grande cellule tende vers zéro, les
" cellules n’étant pas régulierement inégales, alors la masse
totale des cellules de rang impair tend vers la moitié de la
masse totale de la dis'ribution.

Leé théoréme de Poincaré s’étend au cas ou la division cellulaire
est lelle que chaque intervalle de longueur ¢ est subdivisé en une
cellule, dite cellule impaire, de longueur pe, et en une cellule
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~ paire de longueur ¢z, avec p + ¢ =1, p et ¢ étant positifs (1), ef
il suffit de supposer la fonction f(z) intégrable. .

On le montre aisément en décomposant I'intervalle (o,1) en »
parties égales, de longueur ¢, puis chacun de ces segments en
I parties égales, numérotécs de 1 a k. Si m est la masse totale
distribuée sur le segment (o, 1), la somme des masses des cellules

d’un rang déterminé i, (1<i<k) lend vers L quand n augmente
indéfiniment. Aloxs la somme des aires des cellules de rang j tels
que 1<7<¢ tend vers —m quand 2 augmeénte indéfiniment. Si

donc p et ¢ sont 1al|0m\els et positifs, on a lc théoréme :

. 8¢ f(z), intégrable dans Uintervalle (a, b), représente lu
densité d’une distribution de masse totale m et si Uon décom-
pose Uintervalle (a, b) en n intervalles égaux de longueur .
puis chaque partic en deux cellules de bases p: et g, la somme
des masses des cellules de rang impair tend vers pm.

"

Il va de soi que l’exactitude de la proposition, lorsque p et ¢
sont irrationnels, résulte de son exactitude dans le cas ou ils sont
rationnels. - : i

Le théoréme 11 subsiste si Uintervalle (&, b) est décomposé eu
n parties non régulierement inégales, chaque partie étant, a son
tour, subdivisée en deux cellules de:longueurs proportionnelles a
petq, (p+qg=1). o

Le théoréme de Poincaré s’étend encore a des intégrales doubles,
triples, etc., sous la seule réserve que la fonction a intégrer soit
intégrable. Par exemple, dans le cas d’une intégrale double, les
cellules pourront étre des triangles ¢gaux, des parallélogrammes
égaux ou des hexagones égaux. On fera un coloriage analogue au
coloriage des cartes géographiques, et 'on voit aisément que deux
couleurs suffisent dansle cas des triangles ou des parallélogrammes.
trois dans le cas des hexagones, pour qu’une cellule quelconque
n’ait pas-la couleur des cellules contigués. Alors, dans le cas de
I'hexagone, par éxemple, ou aux trois couleurs on fera correspondre

) chﬂn et HA[ BWACHO, Le Calcul des Pr obulnhtes aia por tée de tous.

I'.nns. 1q24
B Hosrinsk &, Méthodes générales du {'alcul des Probabilités, Paris, 1931,

'
1
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les nombres 1, .., .3, la somme des masses de la distribution
superficielle contenue dans les hexagones (1) tend vers le tiers
de la masse totale quand le nombre des hexagones augmente
indéfiniment.

On peut également obtenir des théorémes correspondant au
théoréme II et introduire des formes de décomposition cellulaire
beaucoup plus variées que celles énumérées plus haut, par exemple,
des octogones et quadrilatéres, des ovales sextitangentes, etc.

Enfin, les théorémes subsistent siles cellules sont inégales, mais
non réguliérement inégales, c’est-a-dire si, dans tout domaine D
fini ou des masses existent, la somme des cellules ayant une cer-
taine qualité (couleur par exemple) tend vers une fraction déter-
minée de l'aire de D, fraction indépendante de D, lorsque la
décomposition se poursuit indéfiniment.

[l n’est d’ailleurs pas nécessaire que la décomposition cellulaire
soit telle que la distance de deux points d’une cellule tende vers
z¢ro dans le processus de décomposition. Car sil’on a, par exemple.
une distribution de masses dans un plan, les cellules pourront étre
des tranches égales (ou non réguliérement inégales) paralléles a
une droite fixe. Cela revient a projeter la distribution, paralléle-
ment a cette droite fixe, sur une autre droite coupant la premiére
ct @ décomposer la distribution linéaire obtenue en cellules égales
(ou non réguliérement inégales). Plus généralement, le domaine
.d’existence des masses pourra étre décomposé en cellules par un
systéeme de courbes C;. La masse située d’un c6té de la courbe G,
sera une fonction ¢ (}), et siles cellules sont définies par les nombres
Xy Aay.evy Ay, ..., On est ramené au cas d’une variable pour la
fonction ¢'(2).

- 4. Le théoréme de Poincaré subsiste si la fonction f(z) est la
densité d’une masse m finie, distribuée surla totalité de 'axe des z;
il suffit de construire l’énoncé en conséquence : si axe des x st
décomposé en cellules d’amplitude ¢, la somme des masses corres-

pondant aux cellules de rang pair tend vers -2— quand ¢ tend vers

zéro. On peut aussi dire que si I'on a un processus de décompo-
sition cellulaire tel que dans tout intervalle fini (z,, z.), la somme
des cellules de rang pair tende vers la noitié de z,— z,; la plus
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grande cellule tendant vers zéro, la somme des masses des cellules
de rang pair situées sur la totalité de l'axe des x tend vers f:—' : cela

résulte. de la démonstration donnée au n® 3. On cherchera
d’abord un nombre z, tel que '

S sy

fc " ) de

Lq

.y
R

puis «x, tel que

o
S

Alors, en appelant encore o, et w, les deux domaines définis
par les cellules de rang impair et de rang pair, on aura I'inégalité

l ..f(ll—'\)dm—/’f(:l?)d.’l'

W, o,

- EE(MA--— ng) + 2 NM 4+ 27,

ou M est le maximum de | f(x){ dans 'intervalle (-—oc. 4 ») et
la démonstration s’achéve comme plus haut.

5. Application au Calcul des Probabilités. ~ Supposons
d’abord V'intervalle (a, b) fini et les 22 cellules toutes égales et de
longueur ¢. Soit S, la masse totale des cellules impaires, S, la
masse tolale des cellules paires, on a d’aprés I'inégalité.(2) en
remarquant qu’ici, n=o0, et tenant compte du changement d¢

nolations :

[ S5, — Sty EZ(M‘.—”M).
k

ou A varie de 1 a n.
Si la densité a une dérivée bornée en valeur absolue par D), dans

Pintervalle (a.b), on a
My — mg<2¢eD,

Z(Mk— mr)<2eDn,
k

et puisque 2¢n = b — a,
[Stuo—San| < D(b—u).

Si maintenant f(x) est une densité de probabilité, le cas ou la



— 115 —

loi de probabilité est trés étalée est d’un intérét spécial, car c’est
celui qui se présente dans le probléme de la roue et les problémes
analogues. On supposera que la distribution a un centre d’inertie
et un moment d’inertie et que o cst la déviation type de la loi
donnée : par hypothése, ¢ est grand. En posant z = ¢%, on introduit
la loi réduite o f(oz)dE. Le segment (@, b) se transforme en un

"

segment («, 3), et 'on a S, = S;3, S;, = Szs. dqnc

. ¥ , o €
; bu/;’_‘ 5(Ilh [ = ] SGB_ b;B lg(ns -——&)R ;7
si R est une limitation de la valeur absolue de la dérivée de la loi
réduite.

Supposons alors que le domaine de variation de la variate x
soit 'axe des z tout entier. Prenons comme intervalle (a. &) un
segment (— ta, to), loujours divisé en 2n parties égales a ¢, de
sorte que 2t0 = 2ne. A S,,, S;,, on substitue des sommes ana-
logues §', S” obtenues en prolongeant la division cellulaire en deca
du point d’abscisse a et au dela du point d’abscisse &. On sait que
st X'gy, X'4p sont les'sommes correspondantes, on a, par I'inégalité
fondamentale du Calcul des Probabilités,

Y v -1
Tap+ Bpp < e ‘
D’ailleurs
IS"— 8" =|8gp+ 24— Sap— Zap |
oo - 1
S 18an— Sap | + T+ ZppS2e Do+ 5
ou encore

. , € 1
!.\”-—S Iéle; +F'

Le paramétre ¢ est indéterminé (supérieur a Punité ). On le déter-
mine en rendant le second membre minimum. On trouve

P G ; s\ .

]S”— S’]g:ﬁ(iﬁ):;,

et par suite :

he

4
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(3)

Donc :

Si la base indéfinic d’une loi de probabilité linéaire est
décomposée en cellules égales de longueur &, la somme des
. . . e 1
cellules impaires (ou paires) différe peu de - pourvu :
‘ 2
1 que la valeur absolue de la densité de la 1ol réduite soit
bornée par un nombre R;
2 que la déciation type de la loi donnée soit grande par
rapport a :.

Dans le cas d'une distribution non liné¢aire, on généralise sans
difficulté Pinégalité (3) en introduisant la quadrique type au lien
de la déviation type.

6. Applications aw probléeme de lu roue. - On suppose (')
que la longucur de la circonférence d’une roue est divisée en 2N
parties égales classées en arcs pairs et arcs impairs ¢t que si s est la
longueur totale de I'arc qui défile devant un index entre le moment
ou on lance la rouc et celui ou clle s’arréte, la loi de probabilit¢
de la variate s est f(s)ds. On veat ctudier la probabilité que
I'index désigne un arc impair quand la roue sera arréide.

On est dans les conditions d’application du dernier théoréme.
Supposons que la longueur de la circonférence soit prise pour

. 1
unité. Alors ¢ = e done

2

3 RN
S :».-;\_':) ’

e, o« . I
La probabilité cherchée, S, pourra donc différer assez peu de -

ot

|

méme si N n’est pas grand. Un cas extréme est celui ou N=1 : Ia
roue est alors divisée en deux demi-circonférences, I'une paire,
I'autre impaire. Si donc o est grand par rapport a la longueur de

(') H. Poincarg, Calcul des Probabilités, Paris, 1896, p. 127.
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la cicconférence, on aura la probabilité ; vee une bonne approxi-

mation. Si de plus N ést grand, 'approximation pourra devenir
excellente. S '

Si, par exemple, la roue wue par le bras peut tout au plus faire .
o tours, le champ de variation de s sera 6o. On pourra done
prendre ¢ =10. Puis, si la lot différe peu de la normale, R sera
voisin de % Alovs

N — l, | <. 0.0808N" i

?

et st Ja roue est divisée en grades, 2N = 400

1
[ -

! F0,002].
| 2 '

7. Cas d’une loi normale. - Si la loi de probabilité est
. P ~ 1
exactement la loi normale, on peut calculer I différence 8'— .

Une cellule impaire aura la masse

b3

R 1

t
1 > -
__/ e 2 du.
[V R

Ny

de telle sorte que la somme des masses des cellules impaires est

-+ - - «
[ a2 =38 __,”_'.
S = - ; e 2 du
Vo e
1 A '*: BN+ n?
= — f du Z iz 2 du
fomJ,
V2R Vo, -
I »iE " 4=
= __f e ?du S PER LAV
yexd, e
— o

Or, on connait la fonction de Jacobi :

4o 2
A, (r, )= qu’,,'.‘ni.vz 14+ 2 ([”’ cos2 .
a3 S 2 X082 000,
d
!

. — 0
avee ¢ = e'"™.
En posant

a
It
)
~.
-
.
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., 1 v d L oo\ —=
SN = —— O, (</u. ¢ 2 du.
vermJa T

D’ailleurs, les formules de la transformation du premier ordre
des fonctions théta donnent :

on obtient :

P

PR r —1)
8, (r,%)= 3 “791<'_'~,—_ )1

ct, par suite,

g2 r XL 1\
8, <siu, ?'f_s ) = “K_e'lej (E‘—t, ni)
= s\,/z 2¢’ 262
L’intégrale du terme général de la série 8, du second membre
est nulle si » est pair. Si z est impair et égal a 2k + 1, elle est

AR P
28 sin(2h +1)m

2E
—_———e¢
(2k+1)=%
Donc
. -
mesin(2n +1)% —

£
2N Rty . ,
: 7

2n +1

E4
Il
o

et, par suite, .

q'w

Si l'on reprend les notations du n° 5, il faut changer ¢ en

G
2€3

N-;e—
T

et enfin, pour le probléme de la roue (n° 6) :

2 e—-2MIN O
T

. 1
N — =
| 2

~

Si, par exemple, ¢ =10, N=1
lsf_}_ ~ 2ot
9

~

ui est trés petit.



