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SUR QUELQUES SÉRIES INFINIES DES INTÉGRALES;

PAR M. RAZIUDDIN SIDDIQI.

Introduction.

Nous démontrons les théorèmes suivants :

I. Si /i, p., /i, ^2» • • • » ^ prennent toutes valeurs entières, et si
r^y == sin/ia? sinLa?. . . sin /u.^» /"= / ysinnj"^,

^o

donc, pour un nombre entier r quelconque, la série

v__ji^l/^_
^(/i/2.../^

est uniformément convergente, à la seule condition que r^^
lorsque pi est un nombre pair.

II. Si 7./i sont les valeurs caractéristiques, et <?„ les fonctions
Cîiracléristiques correspondantes de Sturm-Liouville, et si

y= ç/,(a')9/,(.c)...CA.(.r), fn= /yç,,(^)^,
^o

donc, pour un nombre entier r quelconque. la série

V ^ '1/«1
Zià (A/, À/,. . . \l^Y

est uniformément convergente pour tous ^, /a, .. ., Zp^ i.
Ces théorèmes ont une importance profonde dans la théorie

des équations différentielles partielles non linéaires des types
paraboliques et hyperboliques. Des cas particuliers sont étudiés
par Fauteur dans les travaux précédents (^ ).

( 1 ) M. R. SIDDIQI, Mal he mat i se he Zeitschrift, 35, 1932, p. 464-484; Bulletin
of thé Academy of Sciences, U. P., 3, 1933, p. i-io; Proceedings of thé
Cambridge PhU. Soc., 31, 1935, p. 195-202; Mathematische Zeitschrift, 40,
1935, p. 484-496.
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1. THÉORÈME I. — Soieîtt n, l^ /.j, /3 des nombres entiers

i , 2. 3, . . . .

(1) y = sin/i^* sinZ.ja'sin/3.r,

(2) /„==/„(/,,/^/3) = / ys\\\nxcïjc.
^o

Donc

y^-1;/.!
^ : > ^ -7. // // //•

^MJ A ( / J / ;{

est uniformément convergent pour tous / i , / 2? ^i^i^ lorsque r est
un nombre entier quelconque donné.

LEMME.

(4 ) [S]^0 ^ = . , ^ 3 > . - ) .

Car nous avons

(-^ =— (/'y -̂ . l^ -4- ^)y -4- '2/1 Lcos ^ia*cos L.rsin /aj;

-»- 2/.j ̂  sin/ia? cos/.^ cos/:;*r -+- 2^ ^i cos^i.r sin/.;^ cos/:;.r,

c^est-à-dire que le second dérivé de y est composé de quatre
termes, dont F un a tous les trois facteurs sin, et les trois termes
restants ont deux facteurs cos et un facteur sin.

Considérons maintenant le second dérivé d'un terme de la der-
nière catégorie, soit :

z = sin t\ x coslîj.' cos^.d".

Nous trouvons que

(-—-^ = — ( V\ -+- l^ -+- l'^ ) z —2 /i L cos l\ x sin /.; .r cos ^3 ̂

-t- 2 /2 /3 sin /i ,rcosL.rcos/3.r — 2 / 3 / 1 cos/i^* cos/o.r si 1 1 / 3 x.

Ceci est un terme caractéristique de —— 5 ce qui démontre que

les termes de —^ sont tels qu^ils ont, soit tous les trois facteurs

sin, soit deux facteurs cos et un facteur sin. Il s^ensuit immédia-
tement que le même résultat est obtenu pour chaque dérivé
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d^P yd'ordre pair. Nous voyons ainsi que chacun des termes de -r^p
contient au moins un facteur sin, et en conséquence disparaît à la

fois lorsque x == o et lorsque x= TT, de sorte que , ^ j == o,

ce qui établit notre lemme. Ceci est aussi évident si nous remar-
quons que y est une fonction impaire de a*, et que

y(.K±v.)=—y(x).

Or, de /a, nous obtenons par intégration répétée, lorsque nous
remarquons que les termes intégrés disparaissent à chaque phases,

r71
(5 /»== / smnxydx

•^o

=-^[cos/la ty]S-+-^y cosnx^dx

i r • ^v l r • dîy i== — smnx — \ — — I sinnx ——; dx
n1 [^ dx Jo n JQ ajc

i F d^y'V i r^ d^y
=== —; | cos/i.a? -7—- | — — : / cosnx —— dx

^L dx J° n ^o CIJC

i r . û^y'l^ i r'' . d^y ,= — — | smnx -—\ -+-—r / sin/i A' —— dx
n^Y dx3 Jo ^ Jy û^4

i f ^yl^ i rcosnx d^ dx== — -, cos n x -r— -+- -. / cos /2 w TTT a" î

/î  ^*Jo ^ Jo ^

Nous observons que le terme intégré consiste, abstraction
^2p—l y

faite du facteur numérique, soit de smnx-j-j^ qui disparaît
-7 > .. - -fl~r 'V

à o et TT en raison de sinn;r, soit de cos/i^-.-^ qui disparaît en

raison de —/--s ainsi qu^il appert du lemme. Nous obtenons ainsi,

après avoir intégré r fois,

i /l7î d'' y(6) /n===h — ^ cos 7i d? -,—: ̂ , si /• est impair,

i /Jc ^'r
== àz —^ f sinnx —7: ̂ ? si r est pair.

Nous avons alors
. . . . i | r^sin c^y

C 7 ) nr~ï \fn == -- 7 /l^ -T— «^ •v ' / 'v n \J cos dxr
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Or, les termes de -— contiennent, en tant que facteurs numé-

riques, les diverses puissances de l\, l^, ^3, et la somme de ces
puissances est toujours r, de sorte que si nous divisons n^'~t \fn \
par //, ^ /^. le quotient peut être rendu plus petit que les mêmes
intégrales qui ne contiennent plus ces puissances de ^, l^. l^

^-<!/^ A
l\ (^ /î; = II

(^) ir //• n 1 ^ ̂  \\ I sin//a? sin/i .r sin^a? sin/yX dx
^ 'ï *;} n ( | «/o

-»- intégrales analogues dans lesquelles un

ou plusieurs sin sont remplacés par cos > ,

lorsque A est une constante, dépendant seulement de r, mais
indépendant de n, x^ l\, f.j, ^3.

Ecrivons
| „-.

a == / sin 71.27 sin l\x sin /^ x sin /s a? dx
\ ̂ »

(qui est naturellement la même que//»),

(9) »/( == I sin // x cos /i .z- sin lî x sin /.-{A1 tif.r,
1^,

/'TC
•„ == ^ ^OSfIX's\\\l\X COïlîX S\\\l^X ffx,

Ainsi, nous obtenons, en raisons de (8),

'̂  /î7'—1 1 fn \ ̂  . Y^ l / , ^

L -T'nùr ̂  L T, (aft -+-bn ̂ cn ̂ ' ' •^zl l)'(10)

En la portant au carré, et nous servant de Pinégalité de Schwarz,
nous obtenons

C1) S"^ ̂ A^J>,.̂ ...-̂

i 2*Aî ̂  ̂  ̂  (ff;-i -f 6;-; -t-... + s?, ),
/( /<

où nous avons employé Finégalilé ïab < a2 4- 62.
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Or, le théorème de Parseval nous apprend que les séries

^^T ^A2^ • • • î ^5/2 sont Toutes convergentes. Nous savons
// // n

aussi que la série ^,-, est convergente. Il s^ensuit de (11) que-
n

la série (3) est uniformément convergente pour tous r entiers, ce
qui démontre le théorème I.

2. Considérons ensuite que la fonction y consiste en quatre
facteurs sin :

(12) y == sin/ i x sin 1-s.x sin/3.r sin^a*.

L'on peut aisément vérifier que jusqu'à la troisième dérivée
tous les termes contiennent au moins un facteur sin, de sorte que

/ -^ r «- r^p r^yi" r^ji1'(I3) ^-[ijo-l^j^l^j.^0-
Mais la quatrième dérivée contient un terme

4 f\ ïî f:\ b COS /i X COS li T COS l^ X COS Is, X ,

et. par conséquent,

[(^yl^
^ ^].,^°-

Ceci signifie que pour la fonction

(lô) fn = / ysin/ia*^,
0

lorsque nous employons le procédé d4ntégration répétée, il arrive

un moment où le terme intégré \ | cosnx—^ | ne disparaît pas.
Nous obtenons alors :

^^'^I ^"'^È^'
OU

/i3 / •= :_ - 1 sin n x —î- </.r.
// J^ dx^
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Si Fon utilise le même raisonnement qu^au paragraphe 1, on

voit que

(l6) (TO^^I"'-14- ^--^"D,

où B est une constante, et a,,, 6,,, . . ., ^,, sont des intégrales du
type

a,, == ^ sin/u? sin/i ^c sin/î.y sin/nj; sin/4^'^/.r,
^o

/'7:
^ == j sin /? .r ces /i ./• sin li x sin /:( x cos /i x (IJF,

Si I^on emploie Pinôgalité de Schwarz ainsi que l'inégalité
ïab << a>->+ 62, comme auparavant, on obtient :

<"> !if7;CT7:7'i'B•2,;.2<«•'-"»-••*;ï'•
( / / = : ! /( /<

Suivant le théorème de Parseval que ^a,2. ^ 6^, . . . sont
/< /z

convergents, nous pouvons conclure que :

THÉORÈME IT.
/l3 fn

( 1 8 ) V a.i^i.i^

est uniformément convergent pour tous l^ ^2, l^. l; ̂  i.

3. Dans les deux sections précédentes, nous nous sommes
borné, pour plus de commodité, à trois ou quatre facteurs dey.
Il est évident, toutefois, que le raisonnement peut être étendu,
avec de légères modifications, à un nombre quelconque de facteurs.
Nous pouvons donc considérer que le théorème général suivant
est établi :

THÉORÈME III. — Si n. p., r, l^ L, . . ., l,^ prennent toutes
valeurs entières^ et si
(19) y == sin l\ j' sin l-î,x ... sin ln,jc,

(20) fn = f ysin/?^^-,
^•0
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donc^ pour toutes les valeurs de l^ f_», . . ., /a^ i? et pour tout
nombre entier r donnée la série infinie

n1-1 ! A !
(-) 2 /i^....^)7

^ uniformément convergente, à la seule condition que r<y.
lorsque p. est un nombre pair.

1. Une généralisation plus étendue est obtenue lorsque, au
lieu des fonctions sin, nous prenons les fonctions caractéristiques
de Sturm-LiouvilIe.

Soient À^ (n = i, 2, 3, . . . ) les valeurs caractéristiques et ^ û n ( x )
les fonctions caractéristiques correspondantes de Inéquation de
Sturm-LiouvilIe :

(22) ^ j ^(.,.)^ j ^.^=o (0^;:),

avec les conditions données
(28) // (o ) = o, n{-.) = o.

-\ous pouvons alors annoncer le théorème suivant :

THÉORÈME IV. — Si n^ /JL, r, ^, /.j, . . ., l^ prennent toutes les
valeurs entières^ et si

(24) ,r== ? / , (^ )? / , (^ ) . . . ?^(^) ,

(25) /// = / Y^n{Jc)fLr,
^o

alors^ pour un nombre entier quelconque r, la série
x

(26) y _^_/^_
^ (A/,X/ , . . .À/ , ) / -

^.î^ uniformément convergente pour tous ^, Z.,, . . ., l^> i .

^ous démontrerons ce théorème pour le cas particulier ^.==3,
r === 2. Le raisonnement s'applique aussi bien au cas général.

Ainsi, soit pour tous y, À', l^ï :

(27) y=? / ( ^ )?A (^ )? / ( ^ )
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et

(28) fn==fn(J^, /)= f y^n{x)dx,
»-'!»

Or, remarquant que la fonction 9,1 satisfait à Péquation (22), et
aux conditions (23), nous trouvons en intégrant (28) succes-
sivement
(29) ^—^^^^^^ (—S1)

--^L^iî^^ ^pv}d. (v^)
== A^^-à^ 5^(^)^
=--'- Ç ç^ 4- (pv'}^'^A,, J^ djc I " '

parce que le terme intégré disparaît chaque fois.
Or, de (27) nous obtenons, en le différenliant.

y = ?/•( =/ ?/ •+• <?'/. ?/ ?/• •+• ?/ ?/• 9x
et
(30 ) -^ (P/ )=—(/-/ -^ >^ -^- ^/ ) j'

+^J9y^ . ( ^= / ) ^ -9^ (? /9 / ) ^ -^^ : (?7^ ) j -

Ainsi, de (29) nous avons

i - î \ 4- A / - + - A / - » - A / r " i /lr'
(3Ij A=———^———— / ç , ,y^—— 1 ^ n v r i x

A// ^'u l/ A// ^,»
OU

(32) ^ =p j 9} ̂  (-?, ?/) -t- 9,. ̂ - < o/ :?,) -+- ̂  ̂  {ç, ç,.)j.

Si nous appliquons de nouveau celte formule, nous obtenons

/Q^ .. A / - + - A X - ^ A / ^ A/-^-A^.-h A/ r " I /^ ^
(33) •/"= ——^——(——^——^ -"^^-^^ ^^"i

-éh^r9^'''^-
(Ày -+- ?.<. -4- A/)2 /' " A, -+- AX--4- A/ /tî: ,= ——7:1—— / ^y^-—-^—7-;—— / Quvdx

"o */o "/"< »/o

^àjf '"À^'0^-
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ou, puisque X/, À^, ^/ est toujours > i, nous trouvons

,o,\ A,,|//J . A ( r " , - /t7:) r | ,
(^4) ..^,a..> < y- < / Qny \ dx -4- / ç/, , . . dxAJÀ^^ A,,J^ l/ J,, 1 ^A< -A / |

^^•>/" ^VJr

-+- / ?n ^ ., -. .) «. .1Jo ^i^îJ^ \ ^W
où A est une constante ^ 9.

Or, de (32) nous trouvons que
(35) V == 2JDIO

ou
<36) (0 = ?y ?A- ?/-»- ?/. ?/ ?/-»- ?/ ?} ?*•

En conséquence, si Fon écrit

dx\

<3?)

rftp cftw
p==7^î w=^

v == l'pw •+• 2/?o/, pv -h îpp tu -+- î/^a/,

~7~ (j9^ ) == ( 2/?/?// ~1~ 2/^ 2 ) (0 -+- 6/?/?710' •+- ' î p 1 tx)",/̂*r

où, en raison de (36), si Pon écrit

'î-Sr. --
to/=?J(? A-?/-«-?/ ?*)-+- ?X-(?/ 07-+-oy?/)- t-o?(c} %"+-?Â-?7)-+-39^ O/.O^

•et

(38) w"= 9j(?^ ?/+ ç^ ?A) -4- ?;;(?/ ?7-+- ?} ?0 -+- ̂ "i^'j ?^+ ÇA- ?/)

-+- ̂  ? } ?ii- ?/•+• 2 ?'Â- ?? ?/ + 2 ?? ?} ?^

-+- 5 ?J ?Â- ?/ + 5 ?^. ?/ ?} -h 5 î?'; ?^ ?/,.

Or, les développements asympto tiques de An et (pn sont (^ ) :

<39) X. = 71-2 î! + 0(i), o,(^) = c. sin/lç, -i- 0 ( ï) ,
\p(x)^ ^n/

où

(4o)

r " dx , , 3t y a^
= / ,———? <7(^)=- / ,——>
^o V//?(•;l•) aJo v/JD(l^>)

i r^sWncf ,
— 7 = ( •' û?.r.
^ ^o V//?(^)

( l) COURANT-HILBEBT, Methoden der Mathematischen Physik, t. I, p. 291.



De ces expressions, il résulte évidemment que Cn et, en consé-
/ m m

quence, 9,1, 'J— » - 1 » —^-'sont uniformément bornés pour tous les n.
/A» À» ,3

-/ ^
F ^(/?p)

C^est pourquoi les expressions ———» > „ . „ . . , et, en mêmer l r A , A ^ A / A J / ^ A / '
temps, les intégrales dans (34), sont uniformément bornées pour
tous les 7i, y, À', /.

De (34) nous obtenons donc

(4.) ^Al<^
A^.A/ A,,

où B est une constante indépendante de w, y, A', /.
En conséquence, étant donné que ^.- est convergent, la série

(42) y î -" \f" i
(42) ^A;^/./2

H

est uniformément convergente pour tous y, À . À'. / > i.

5. Cependant, si nous appliquons le théorème analogue à
celui de Parseval pour les fonctions caractéristiques de Stunn-
Liouville, nous pouvons exprimer le résultat de la précédente
section dans une forme plus générale.

THÉORÈME V. — Prenons n, p., /,, /^, ..., l.^ comme nombres
entiers^ soie
(43) y==?/t^)?/ ,(^)- . - ç/..(<),

//' == / y^,^'t-)ffjr\
^t»

donc. pour un nombre entier quelconc/ue donnée v et pour tous
les l\, l'î. . . ., fjj. ̂  i, la série infinie

ac —1

/ / / , V ^n t fn \( 4 4 ) 2j,T7 r̂̂ 7
/(=l

est uniformément convergente.
Nous démontrerons ce théorème aussi pour le cas particulier

p. == 3, r == 2 du paragraphe A.
Dans la section précédente, nous avons trouvé que, diaprés (33),
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en multipliant par yî^T, nous obtenons :

«" ^<Ai.f'"^-/' Çw ——— \dx
A y A ^ À / 1

d
Tx-r ^(/HO

»/l» 1 cw 1 •> ^ •» '. 2
W?

rf.r(

où, comme il est montré dans la section précédente, les intégrales
sont toutes uniformément bornées pour tous les TI, y, k, l.

En prenant la somme, et la portant au carré, et en employant
l'inégalité de Schwarz, ainsi que Finégalité 206 <C a2 4- é2, nous
obtenons de (45) :

x ^
1 V^ A/i l A
>^L ( A / À X . A , <3A•2s

//

^ \ S
o^yr/.r |

(46)
(A ;ÀX .À / ) ' 2

^(r—y
/" /'î: •• ^ V ( r7' ^-^\'\-+• { I ?„ , . . ffa- } -+• 1 / çn d x ' 1 1 }
^" ^•^^ >' V" lp^7/ •

Or. si nous remarquons que, en prenant

Ff.r)=V^9n(.r), »n== f V(x)Qn(.C\dx,

n •/u

la série V a,2 est convergente en raison du théorème de Parseval,
n

nous savons, alors, que

W;^y- ^(r'-A-)
(47)

vf r' ^(^
d , , \'^^n

^\^ 0" '^P-ï^ 7" >,;4 .̂̂

sont uniformément convergentes.
De même, puisque la série ̂  ^- est convergente, nous trouvons

^—— ^M

1 1

de (46) que {^^^j2 et, en même temps, 2^^3 est

uniformément convergent. Ce qui établit le théorème V.


