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SUR LA CONVERGENCE ET LA SOMMATION DES .SÉRIES
DE FONCTIONS ORTHOGONALES;

PAR M. D. MENCHOFF.

INTRODUCTION. — Soit

(i) { ç,i(rc) ;• = { çi(;r), Ç2(.r), ...,?n<>^ . . . j

nn système norme de fonctions orthogonales sur un intervalle (a, b)^
c'est-à-dire

(.) /%.(.) ç^)^=j° si ^k_

J^ ( i si t=k.

Suivant MM. S. Kaczmarz et H. Steinhaus, nous désignerons un
tel système par ON (1). Nous dirons qu'un système ON ( i ) est un
système de convergence^ lorsque la convergence de la série

V:

(3) ^^

entraîne la convergence presque partout dans (a, 6) de la série

(4) ^CnOn(^),

où c,i, n = î , 2, 3, . . ., sont des constantes quelconques.
L'existence des systèmes de convergence a été démontrée par

M. A. Haar ( 2 ) , M. H. Rademacher ( 3 ) et d'autres auteurs. On
peut se demander, quelle est rétendue de la classe des systèmes de
convergence. Nous allons démontrer que chaque système ON con-
tient une partie qui est un système infini de convergence.

OS. KACZMABZ et H. STEINHAUS, Théorie der Orthogonaireihen^ Warszawa-
Lwovv, 1935. Nous supposerons que le système (î) est infini.

( 2 ) A. HAAB, Zur Théorie der orthogonalen F unktionensy sterne {Math.
Annalen, 69, 1910, p. 331-371).

(3) H. RADEMACHEB, Éinige Sàtze ûber Reihen von allgeneinen Orthogonal-
funktionen (Math. Annalen^ 87, 1922, p. ii2-i38).
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Comme application, nous obtiendrons un théorème qui concerne
le changement de Pordre des termes dans les systèmes ON. Dans
le dernier paragraphe nous démontrerons encore un théorème sur
la sommation des séries de fonctions orthogonales par les méthodes
linéaires de M. Toeplitz.

1. THÉORÈME I. — Chaque système ON contient une partie

(5) 1 ?7^(» ) = S ç^i^). ̂ (^h • • • » ;?^(•<r)• • • • i (^Â-i < ̂ )?

qui est un système injini de convergence,

DÉMONSTRATION. — Désignons par ^n le maximum de

•.n{JC)dx

lorsque a et (3 sont des nombres arbitraires sur (a, é). On a
donc

,3 1f - 1 -(6)

et, de plus,

•.,,{x}(/.r <o.)/. ( a ^a < ̂ ^h)

ui,

(7) €.)„ == / ?//

\J^n

ç,,(.r)^.r ,

où (Xn et (3,1 sont des nombres déterminés qui vérifient les inégalités
a^y.n<^n^b.

Il est facile de voir que
(8) l i in o)// == o.lini o),/ == o.

n >- as

En effet, si (8) n'est pas vraie, il existe une suite de nombres
entiers et positifs 4, k == i , 2, 3, . . ., tels que
(9) • (o/^>^>o, lim^=oo,

À->°0

où À est une constante. On peut d'ailleurs supposer que <x/^ et (3/^
tendent vers des limites déterminées oc! et (3' lorsque /r ->- oo,

(10) lim a/^=a', lim (B/t= p'.
/C^ao /C^oo

/'?'Les intégrales f ^n{x) dx sont des coefficients de Fourier par
»/a'
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rapport au système ON (i) de la fonction égale à un dans Finter-
valle (a', (3') et à zéro en dehors de cet intervalle, d'où il résulte

^ ^
(il) lim f ç/t(^) dx =o.

H > 00 Jy^

En se servant de Pinégalité de Schwarz, on obtient

,a' | /———————"^T———————
^i/la'-a/jf ç^

V ^
/ ?4(^)^

l^a/t
a '—a4l / ç?^^)^^!0'7—31^!»

a/*

d^où il résulte, en vertu de (10),

r^(12) l'un l ^i^x)dx == o,
X-><»«/a/,^/t

et ron démontre de la même manière que

'^A/'^'/t
(i3) lim / Qi^(x)cîx=o.

k^x J^.

En coniparaut (i i), (12) et (i3) avec Finégalité évidente

^ | r ?i^/t l^{x)dx -ir'•si^(x)dx -IX,^s^(.r)^ ,

on obtient finalement
lim (o/t= o;

ce qui est incompatible avec (9). L'inégalité (8) est donc démon-
trée.

Pour chaque valeur de n nous avons

^y ^n(t)dt-='?nW

presque partout dans l'intervalle (a, b). Donc, en vertu d'un
théorème d'Egoroff (1), la fonction de x définie par l'expression

,.Y-»-/ty n^-^-"-
, / ^n{t)dt

^ x

( 1 ) D. EOOBOFF, Sur les suites des fonctions mesurables (C. ft. Acad. Se.,
Paris, 152, 1 9 1 1 , p. 244)-



— 150 —

tend uniformément vers <?,i(.r) pour h-^o sur un ensemble situé
dans (a, b) et dont la mesure est aussi voisine que Fon veut de
b — a. Par suite, pour chaque nombre entier et positif n et pour
chaque nombre nombre positif £ on peut définir un ensemble G,
situé dans (a, 6). et un nombre positif à qui vérifient les conditions
suivantes :

, r^
- ^ f 9 . (Q^—?.<(^) < £ (^^^^^C0)'

^0 mes G . h — a ••— i.

Nous pouvons toujours supposer que pour x Ç^ G les points
correspondants x -4- ô se trouvent dans l'intervalle (a, 6).

Déterminons une suite de nombres entiers et positifs m^ une
suite d'ensembles E^ et une suite de nombres positifs ô<-, A == i ,
' î , 3, . . ., de la manière suivante. Posons (ont d'abord

/h==i , Ei == (<7, 6), o , = = / ^ — < / .

En supposant ensuite que les nombres /^.. .1, ô/ „, et Pensemble E/- _i
soient déjà définis et en nous servant des conditions 1° et 2° où

l'on pose 7i === w / _ i , s == .-r? nous pouvons déterminer un ensemble

E/, situé dans (a. 6), et 1 1 1 1 nombre positif 3/ qui vérifient les iné-
galités

( I / » ) i Ç o., ( / ) / / / — G , (./•) < — [i<s<mk-^ J - r " E ^ ,
/ ^ v K~ ~ ~

( 15 ) mes E/ > b — a — . „ '

On peut d^ailleurs supposer que

( I 6) û^.< ô/._i, ô/.< .;.

En tenant compte de (8), nous pouvons à présent déterminer le
nombre entier et positif m^ qui vérifie les inégalités

8
(1?) t0,^.< -,

'1^

(18) fnk> fnk-i.

Nous voyons donc que les nombres m^, o/. et les ensembles E^
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peuvent être définis de proche en proche pour toutes les valeurs
de k=i. 2, 3, .... De plus, pour k > i toutes les inégalités ( i4) ,
(i5), (16), (17) e t ( i8) sont vérifiées.

En supposant que m^ sont les nombres que nous venons de
définir, nous démontrerons que le système i<p^(^)} est un sys-
tème de convergence. A cet effet, prenons une série

oc

(Ic)) 2^?,.,(^),ck ?mi,{^)

k-\

ou Ck. k = i, 2. 3, . . ., sont des constantes quelconques telles que
la série

(20) ^ci

converge. Comme il est bien connu, la série (19) converge en
moyenne dans l'intervalle (a, 6) vers une fonction/(.r) à carré
soromable, c'est-à-dire

/*6

(<2Ï) Hm / [ f ( t ) - ^ k ( t ) ] î d t=o ,
/C -̂  30 t/

OÙ
k

(^)=^C,C,^)

,v=l

S^)=^c,ç,^).

Nous allons démontrer que la série (19) converge vers f ( x )
presque partout dans (a, 6). L'intervalle (a, (3) étant un inter-
valle arbitraire situé sur (a, 6), nous aurons

-? ^1 3 Q ————————————————————————————————_____________

\f^f(t)dt-f^s,(t)dt ^\/^-^)f^f(t)-s,(t)v^

d^où il résulte, en vertu de (21),

r^ r^
(212) lim / Sk(t)dt= / f(t)dt.

A> » »/^ ^

Posons

W Ë = lim infE^..
^>»
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II résulte de ( i5) que la série

VrnesCE^

converge, où CE^ est le complémentaire de E^ par rapport à
l'intervalle (a, 6). Donc

mes CE = mes lim supCE^.== o (1),

et, par suite,

(24) mesE==6—rt .

Soit E' l'ensemble des points x dans l'intervalle (a, b) où la

dérivée -.- f f(t) dt existe et vérifie la relation

(9.5) ^f'f(t)^=f(^

Nous avons
mesE'== h —a,

et, par suite, en vertu de (a4),

('->6) mes( K, E') = h — a,

où (E, E') est la partie commune des ensembles E et E7.
Nous démontrerons que la série (19) converge vers/(*r) en

chaque point de l'ensemble (E, E'). Soit x un point quelconque de
cet ensemble; donc x C E et x C E'. 11 en résulte d'après la défini-
tion de rensemble E [la relation ('î3)], qu'il existe un nombre
entier et positif k,c tel que x (^_}Lk pour toutes les valeurs de À' > Â'.y.
Le nombre A;i. dépend en général de x.

En supposant que k > /:.y; nous aurons .z-C^E^i et, par suite,
en vertu de ( i4) i

yv-^-n

(27). g^J ?m.(^--?m,«) < ^ . , (I^^).

( 1 ) Cette égalité résulte de l'inégalité évidente
ac

mes lim sup CE^ ^ ̂  mes CE^,

où / peut avoir une valeur arbitraire.
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II est clair que

W

où

(••î9)

1 ^ - l ^ v C X (Â---=i, 2, 3, ...),

<^É-?.
Donc il résulte de ( a ^ ) que

i , • r • ^ -
(30) '^~^J s^/)^-Sx.(.r;

...'•-^.,
/ ?//<,(^^—?w,(-

• .»•
?//<,(^^—9w,(.r) - , V A

(/. A.,),

où S^(a7) a la même signification que précédemment.
En tenant compte de (aa) , on peut choisir un nombre entier

l^> /• de telle façon que

, ^•1•-^ f^ . i ,, .f+ f^ . ,

(3.) ^ •/(/)-/<-a^7./ ^0^<,.

(i l dépend, en général, de x et de k. On a de plus, en vertuOU
/ c\ ^de ( -^8) ,

/ • ' • ^ * j ^^+^•.1
/ S/(0^- —— / S^^)^
' . t ' "L ~r-1 ». • ».

1 ^A-^ -ÔA-^I

\i ^t)<it<-!- V

i Ïï ^ 1 /'r+G^*^^2 |̂  °-(^^<^L V
- û^-n

et, par suite, il résulte des inégalités (6), (17) et de la première
inégalité (16) :

/,.r-+-OAn _ ^.r-t-ôt-. ,

(32) ^X sl(t)dt-^^ wdt

: ̂ a V ^ ̂  ̂L V s. ^ y/a
i ^-j 2^'< 2^- *

^=^•4-1

LXIV. I I
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En comparant (3i), (3'i) et (3o), on obtient finalement

(33) —— ^t'^ l/•(/).//-S,(^ < 2 v/cx "̂ T

°/--r 1 ,/,. l ' A

pour tontes les va leurs de À > Â\.
11 résulte do la seconde inégalité ( i ( ) ) qae lim ô^_,_i == o. Puisque

Â'-^aoA-><
x <^ E'. on obtient donc de ^ a 5 ) :

^^f. ' Aa^=./(^)

et, par suite, en ver lu de (33),
(34) lim S ^ ( ^ ) = / ( ^ ) . "

À - > »

La relation ( 3 4 ) ̂  vérifiée en chacjue point de Penseinble (E. E'),
c'est-à-dire la série (19) converge vers f ( x } en chaque point de
cet ensemble. Il résulte donc de (26 ) que la série (19) converge
presque partout dans 1 intervalle (a, //). Mais les coeHicients c^de
la série (19) sont des constantes assujetties à une seule condition
que ta série (20) converge; par suite, { 9,^(^) ) est un système de
convergence. Puisque m/ << m^\, À === i , 2. 3, . . ., le théorème 1
est démontré.

2. Dans ce paragraphe nous considérerons une application du
théorème 1 qui concerne le changement de l'ordre des fonctions
dans les systèmes ON. Soit W ( / t ) une fonction de l'argument
entier et positif n qui vérifie les conditions
(35) W(/0>o. lim ^(^)=oc.

/( -> 3C

Nous dirons qu^une telle fonction est un multiplicateur de con-
vergence ou multiplicateur de M. II. Weyl pour un svstèmeOîî
donné \ Qn\x) i , si la convergence de la série

30

(36) ^W(n)c?,
n=\

entraîne la convergence presque pîirtout de la série

(4) ^^9/i(;y),
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où Cn sont des constantes. Nous démontrerons le théorème sui-
vant.

THÉORÈME II. —Étant donnés une fonction arbitraire W{n)^
vérifiant les conditions (35), et un système ON quelconque
{^n{x) h on P^ effectuer dans ce système un changement de
V ordre des fonctions <p .̂r) de telle façon que pour le système
{<pvJ.c)}. ainsi obtenu^ la/onction W(n) soit un multiplicateur
de convergence.

DÉMONSTRATION. — En vertu du théorème I, le système { 9/1 (^ ) j'
contient une partie

{ ?mfc(a7) ] ===• \ Çm»(.»), ?m,(.»), ..., ?mt(^), ..• \Aïnk<l^^^),

qui est un système infini de convergence. En tenant compte de la
seconde relation (35), nous définirons, de plus, une suite de
nombres entiers et positifs p/, /== 1,2,3, . . ., qui vérifient les con-
ditions

(37) ? i= i , p/-i<p/, ^(p/):^ (^> i ) .

Déterminons une suite de nombres entiers et positifs

(38) Vi, Vî , Vg, ..., Vn, ...

de la manière suivante :

i° Lorsque p/<7i<p/-^, 1= i ?2 ,3 , . . . , nous poserons

(89) vn==7?u,

où k = n — f.
2° Lorsque n == p/, l = 15 a, 3. . . . , nous poserons

(4o) v^=^/,

où ̂  < y.î <. . .<; y.i <. . . sont tous les nombres entiers et posi-
tifs. situés dans Fordre de croissance, qui sont différents des
nombres m^ Â r = = i , 2 , 3 , . . . .

Les nombres Vn sont définis pour toutes les valeurs entières et
positives de TI, et Pon voit immédiatement que dans la suite (38)
chaque nombre entier et positif se trouve une et une seule fois.
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c^est-à-dire la suite (38) est obtenue de la suite

i, 2, 3, ..., /?, ...

par un changement de Perdre des termes.
Nous allons démontrer que la fonction W\n) est un multiplica-

teur de convergence pour le système { 9,^(^) i. Prenons une série
se . • . ,

(41) ^^?^)y

où c,,, 7l === i , 2, 3, . . ., sont des constantes quelconques telles que
la série (36) converge. Pour démontrer le théorème II il suffit de
prouver que la série ( 4 i ) converge presque partout dans (a, &).

Soient

(42) ^'^?^(^)

et

(43) ^^ÇVn(^)

deux séries infinies, où la somme ï est étendue à tous les indices
n différents de p/. l--=- \, 2, 3, . . ., tandis que la somme ^ est
étendue à tous les indices n = p/, 1= i , 2, 3, . . . . Supposons, de
plus, que dans les séries (42) et (43) les indices n soient situés
dans l'ordre de croissance. Nous allons démontrer que chacune
des séries (4a) et (43) converge presque partout dans (a, À) , d'au
il résultera la convergence presque partout de la série ( 4 i ) -

On voit immédiatement que

(44) ^ ^?vJaQ =^^?/nt(^),

où c'k = CA-^, le nombre / étant défini par l'inégalité p/ << k << p^.
Il résulte de la convergence de la série (36) et de la relation

limWÇn) = oo que la série Vc,2 converge, d'où l'on conclut que
n>-ac •^— -

/i=l

la série

2>.-=:s<
/c=l.
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est aussi convergente. Le système ON { Çm»^)} étant un système
de convergence, on voit donc de Fégalité (44) que la série (4a)
converge presque partout (a, 6).

Il résulte de la définition de la série (43) et de l'égalité (4o)
que

(45) ^ Cn0^(a-)==^cp,ç^(a?),c-n ̂ n\^f — ^^pi^A'g;?

où { 9^ (a*)} est un système ON. En posant
w

^w(/i)c?,=<a,

nous aurons
c- < a

^'^(p/)'
et, par suite, en vertu de (37),

, à.^^y
d'où il résulte que la série

yO

(46) ^(logO4

converge. Il vient donc, diaprés un théorème sur la convergence
des séries de fonctions orthogonales, que la série

oo

^cp^?pL((.y),

qui est identique à la série (4^)? converge presque partout dans
(a, b) ( ' ) . On voit, en résumant, que chacune des séries (4^)
et (43) cl, par suite, la série (4 i ) convergent presque partout
dans (<z, 6), ce qui achève la démonstration du théorème II.

3. Dans ce paragraphe nous démontrerons un théorème sur la

( * ) H. RADEMACHER, Einige Sàtze ûber Beihen von allgemeinen Orthogonal-
funktionen (Math. Annalen^ 87, 1922, p. ii2-i38).

D. MENÇHOFF, Sur les séries de /onctions orthogonales {Fundamenta Mathe-
maticae^ 4, 1923, p. 82-io5).
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sommation des séries de fonctions orthogonales par des méthodes
linéaires. Rappelons tout d^abord la définition de ces méthodes.
Etant donnée une série infinie quelconque

(47) Mi -I- H.î -+-M3-1-. ..-t- Un -+-...

et une matrice infinie

^ii? ^12, </i3, ..., ai ky
asi, 022, ..., ..., aï/,,

(48)

Cli\, Cliî, .. . , . . . . (tiki

considérons la série
00

(49) ^dikSk,
À=-I

k

où Si,=^. Un' On dit que la série (4;) o^t sommable par la
n -=-1

méthode linéaire définie à l'aide de la matrice (48), si la série (4g)
converge pour toutes les valeurs de /, suffi samment grandes, et
possède une somme qui tend vers une limite finie, bien déterminée,
lorsque i-^oo. La valeur de cette limite est, par définition, la
somme généralisée de la série (47)-

On dit qu^une méthode linéaire est rrgulière^ si les éléments de
la matrice (48) vérifient les conditions suivantes :

oc

i° La sériel, a^ converge absolument pour toutes les valeurs
<•=!

de i, suffisamment grandes, et

' ac

lim ^a,/:= i.
1^-00 A"

-. k^

2° Pour toutes les valeurs de î, suffisamment grandes,

ao . •

^|a^|<<m,
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où JH ne dépend pas de t.

3° l ima^=o ( i ) ( À = i, 2, 3, ...).
^<

Soit Yi le maximum de tous les nombres | aik \ pour une valeur
fixe de i,

(5o) y<= max | u,k |.
i^<-+-x

Nous désignerons par T7 toute méthode linéaire pour laquelle les
éléments aik de la matrice (48) vérifient les conditions i°, 2° et
aussi la condition

4° H m "fi = o.
^00

II est clair que toute méthode T' est une méthode régulière,
mais le réciproquç n^est pas vrai. D ailleurs, il est facile de voir
que les méthodes de Cesàro de tout ordre positif sont des
méthodes T.

En effet, on peut considérer une méthode de Cesàro d^ordre
positif quelconque ô comme une méthode linéaire pour laquelle
les éléments a^ de la matrice correspondante (48) sont définis par
les relations

/ 0 - + - i — — / C — — l \

(a) aik= ^1^~i_^ lorsque i^A-^ / ;

( t-i )
(?) aik =o lorsque k > i,

Où

/r\ _ /r-^s\ _ (r^î)(r-^fi)...(r•+'s} __ T (r -+• s •+• l)
lo/-^ V s ) ~~ si """ r(r-4-i)r(^-n)

( ^=1 ,2 ,3 , ...) (2).

( 1 ) La définition des méthodes régulières ( méthodes T) est due à M. Toeplitz,
Ùber lineare Mittelbildungen {Prace Mat. Fiz^ 22, 1 9 1 1 , p. iiS-ng).

M. Toeplitz a démontré le théorème suivant :
Pour qu'une méthode linéaire soit régulière^ il faut et il su f fit que chaque

série convergente soit sommable par cette méthode^ la somme généralisée
étant égale à la somme au sens ordinaire.

(2 ) Voir^ par exemple, HOBSON, Thé theory of functions of a real variable^
2* édition, t. 11, 1926, p. 70-71.

Dans le livre de M. Hobson, les éléments de la matrice [| a^ [|, ainsi que
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En vertu des propriétés des expressions ( ^ s ) on trouve
, ,. \ s /

immédiatement que

a^0? ^ a ^ = = l,
k^i

d^où il résulte en vertu de ((3), que les nombres a^ vérifient les
conditions 1° et 2°. En tenant compte des relations

0 < C î')= f(À-7)(I+';l)' 'i'" ;:1=0 (r>-I)-
on trçuve, de plus,

^rî^C:')^,^,) "-.,"..,....->-,>.
où Ci et Ça sont des constantes positives. On a donc pour ô>>o,
k<i\ f > i :

(5.) ^<^^_)(4-iA)_i<^)r_^^—|,
^i U6) ( < — i ) 6 L ( ^ — i ) ° < — i J

où jC(ô) ne dépend que de ô, et l^on obtient de la même manière :

(52) aii= /ô+ / - i \ < Ci ( î - i )8*

l î — ï /

En comparant (5o), (5 i ) et (5a), on trouve finalement

^•^[(T^^-r] (-^
où jCi (ô) ne dépend que de ô. 11 résulte donc que les nombres a\k
vérifient la'condition 4° et? par suite, la méthode considérée de
Cesàro est une méthode T'. c. Q. F. D.

les termes de la série infinie S(A,,, sont numérotés par des indices qui prennent
toutes les valeurs à partir de zéro. Dans ce cas, pour avoir une méthode de
Cesàro d'ordre ô, il faut définir les a^ par les relutions •

(^j^—)
du,--'--———.——-——-» lorsque o ^ k^ (\

a^ == o, lorsque k > ï.
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On peut démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME III. — Etant donnes un système ON ( i ) quelconque et
une suite de constantes Cn telles que la série (3) converge^ pour
chaque méthode T' on peut effectuer dans la série correspon-
dante (4) un changement de l'ordre des termes de telle façon
que la nouvelle série^ ainsi obtenue^ soit sommable presque
partout dans (a. b) par cette méthode T'.

Démonstration. — La série (3) étant, convergente, on peut déter-
miner une suite de nombres entiers et positifs m^. k = i , 2, 3, ...,
tels que

(53) mk<mk+\, \cmk\<-^ (A-== i, 2, 3, ...).

Il en résulte, diaprés un raisonnement déjà employé dans la
démonstration du théorème II. que la série

(^ ^^Om^)

converge presque partout dans Pintervalle (a. &).
Désignons par p/, f = = i , 2, 3, . . ., tous les nombres entiers et

positifs, numérotés dans Perdre de croissance, qui sont différents
des nombres m^, k = i, 2, 3, .... Posons

/
(55) ^(^^^Pp.^).

S •==. 1
3C

La série ^ . c ' ^ i étant convergente, on peut déterminer, diaprés un
1=1

théorème connu ( f ) , une suite de nombres entiers et positifs lj,
j = i , 2,3, .. ., lj<^ lj+\, tels que lim Tf.(x) existe et possède une

]>» '
valeur finie ^(^O presque partout dans (a, é), c^est-à-dirc

(56) JimT/(.r)=<K.r)
7>< '

( 1 ) Ce théorème peut être obtenu comme une conséquence d'un théorème de
M. H. Rademachcr.

H. RADEMACHER, Einige Sàtze ûber Reihen von allgemeinen Orthogonal-
funktionen {Math, Annalen^ 87, 1922, p. ii2-i38).



— 162 —

en chaque point d'un ensemble E, où

(67) EÇ^(a,b), mesE==6—a.

Chacune des fonctions T/^), Z = = i , 2, 3, ..., et ^(.r) étant
finie presque parlout dans (a, 6), on peut déterminer, pour chaque
valeur de y, un nombre positif J^/et un ensemble Gj qui vérifient
les conditions

(58) ^y<^y<-i, max [|T/(;r)[-t-|<h.r)|]<^/ pour xÇ^Qj,
i^^y ^

(59) GyC(^^ mesGy>6-a-^-

En posant
(60) G = .l11» infGy,

y-y. x

on voit de (59) ''

(61) G C ( ^ - 6 ) - m e s G = 6 — a .

Consld('lrons, à présent, une méthode linéaire T quelconque
définie à Paide d'une matrice (4<S). Dans la suite, nous désignerons
cette méthode par T,, ( ') Nous allons démontrer qu'on peut effec-
tuer dans la série (4) un changement de Perdre des termes de
telle façon que la nouvelle série, ainsi obtenue, soit sommable par
cette méthode T^ presque partout dans (a, b).

Posons

(62) T;= max ï.<'
• /^<+x

où -p est défini par la relation (5o). En tenant compte de la condi-
tion 4° (définition des méthodes T) on voit immédiatement que

63) l imv; .==o .
, i>'»

Définissons deux suites de nombres entiers // et p - j ^ J ^ i ,2,3,. . . ,
de la manière suivante. Posons tout d'abord ^ == ̂  = o. En sup-
posant ensuite que les nombres ^j^, ^j-.\, j > i ^ soient déjà
définis et en tenant compte de la relation (63), définissons le

( i ) Sans restreindre la généralité des raisonnements, on peut supposer que
pour la méthode Tç les conditions i° et 2° (définition des méthodes T et T')
soient remplies pour toutes les valeurs de i ^ i.
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nombre ^y de telle façon que

(64) ^_i<Xy, Y)^,^I<-.

Diaprés la condition 2° (définition des méthodes T et T') la série

^ j dik 1 converge pour chaque valeur de i ( ' ). On peut donc déter-

miner un nombre entier p.j tel que les inégalités

( 65 ) pLy_, -t- lj^ < (JL;, ^ 8/ < ^7

soient vérifiées, où
9C

(66) ê/= max V | a^ I.
1——^

En partant des nombres / i = = = ^ = = o , nous définissons donc de
proche en proche les nombres entiers Ày et p.j pour toutes les
valeurs d'indicey. De plus, les inégalités (64) et (65) sont vérifiées
pour toutes les valeurs dey> i.

En posant

(6;) /o==o, ^•= ^/-+- ^—//-i ( 7 = 1 , 2 . 3 , . . . ) ,

on obtient de la première inégalité (65)

(68) ^< ̂  < ̂ 1 (y = i, 2, 3, ...).

De plus, il résulte de Fégalité |UL| == o que
»

7

(69) ^(^;.——^)=^l-hp.y——^==/,.

r==i . . : ! '

Définissons une suite de nombres entiers et positifs

(;0) ^1, V2î ^3, ..., V/î, ...

( 1 ) Suivant la remarque faite à propos de la méthode T,p nous pouvons sup-
!' - ' '• '... ' • «o 1 1 1

poser la convergence de la série ^ | a^ [ pour toutes les valeurs de i ^ i
A=i

au lieu de la supposer pour toutes les valeurs de i. suffisamment grandes.
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de la manière suivante. Lorsque n vérifie l'inégalité

(70 ^/<^/ (7=1 ,2 ,3 , ...),

nous poserons

(72) ^=p/,

où

(73) l=l/-i 4- /i-uy,

c\îst-à-dire, si 71 croît indéfiniment en prenant successivement
toutes les valeurs vérifiant les inégalités (71), le nombre corres-
pondant v,, prend successivement toutes les valeurs appartenant à
la suite

(74) pi < pî<. ..< p/<.. ..

De même, lorsque n vérifie Finégalité

(75) ^^^/-n (y=i, 2, 3, ...),

nous poserons

(76) ^n=rn^

où
7-1

(77) Â' =^S (^^-i—y-r) ̂ -n— {Jiy,

c'est-à-dire, si n croît indéfiniment en prenant successivement
toutes les valeurs vérifiant les inégalités (73), le nombre corres-
pondant Vn prend successivement toutes les valeurs appartenant à
la suite

(78) Wl<Wî<. . .< / /U<. . . .

Puisque ^ == o, les nombres Vn sont définis pour chaque valeur
de 71, et Fon voit immédiatement que chaque nombre entier et
positif se trouve une et une seule fois dans la suite (70), c^est-
à-dire la suite (70) est obtenue de la suite i, 2, 3, ..., ri. ... en
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y faisant un changement de l'ordre des termes. Donc la série

OC

(79) ^cv,.?v,,(•y)

ne diffère de la série (4) quo par l'ordre de ses termes.
Nous allons démontrer que la série (79) est sommable presque

partout dans (a, b) par la méthode T'o considérée. Posons

(80) r?;,== c<^. c;,== o,

si n vérifie une des inégalités (71 ), et

(81) c/i==o, c;<= cv,.,

si n vérifie une des inégalités (73)5 (Voù il résulte

(82) c^= C;,-FC;, ( / / = i , 9, 3, . . .)•

Pour démontrer que la série (79) est sommable presque partout
dans (a, b) par la méthode T^, il saffit de prouver que chacune
des séries

00

(83) ^<';,cv,(.c)
71==:!

et
00

(84) ^^ov,(.c).
W=l

est sommable par cette méthode presque partout dans (a, 6).
Il résulte de (80), (81), (70) et (76) que la série (84) est obtenue

de la série (54) en y ajoutant des termes égaux à zéro. Par suite, la
série (84) converge presque partout daus (a, 6). Chaque méthode T'
étant régulière, on voit donc que la série (84) est sommable par la
méthode Tp presque partout dans (a, 6).

Démontrons à présent que la série (83) est sommable par la
méthode T^ vers ^(^O en chaque point de l'ensemble (G, E), où
(G, E) est la partie commune des ensembles G et E^ définis plus
haut [voiries relations (56) et (60)]. Posons

k

(85) SA(a7)=^c;,?^(.r)



— 166 —
et considérons la série

(86) ^a^S^(^),
Â-=l

où Oik senties éléments de la matrice qui correspond à la mélhodeT^.
Soit x un point quelconque de Fensemble (G, E). Pour démontrer
qu'en ce point la série (83) est sommable vers ̂ (x) par la méthode T^,
il suffit de prouver que, pour ce point x, la série (86) converge
pour toutes les valeurs de t, suffisamment grandes, et possède une
somme qui tend vers ̂ (^i lorscrue i—>ao. En tenant compte de la
condition i° (définition des méthodes T') il résulte immédiatement
que cette dernière proposition sera démontrée, si Pon prouve qu'au
point x considéré la série

(87) ^I^IIS^(^)-'K^)!
^=-1 •

converge pour toutes les valeurs de /, suffisamment grandes, et
possède une somme qui tend vers zéro avec -r •

Posons
P-y+i

(88) <I</(^)= 2 \aik\\^k(x)-^x)\,
Â:=P.y4-l

(89) '̂(a^ m^ l^^)—^)!-
7^<-K

Puisque le point x appartient à Pensemble (G, E) et, par suite,
à Pensemble Z?, il résulte de (56) que

(90) lim e/(a*) == o.
j> «

D^autre part, le point x appartient à Pensemble Ç, et par suite, il
résulte de la relation (60) qu'il existe un nombre jx tel que x<^ Gj
pour toutes les valeurs dey>>y.r.

On obtient de (85), (80) et (81) :
7-1 ^ k

(91) SA(-C)==^ ^ ^nPVnt^)-^ ^ ^n^nW (^ f < k ̂  y-j) ï

r==l n==(Jkr-n n===(i.y+i

î ^

(92) S^(.2?)=^ ^ Cv»?v»(^) (^^^^^/-n).

r=l /i=plp-+-l
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De plus, on a de (67 ) et ( 69) :

( 93 ) lî-^ < </-i -h Â" — :1/ ̂  // = ̂ /-i -+- ^y — ^/

pour ̂ /^ A ^ ^ , - Donc, en comparant (71). (72) et (78 ) avec (91).
(92), (93) et (55), on trouve

/-l /r /

(94) S^)=^ ^ ^<pp^(^)-+- ^ ^^^(^)^^(^^

/• : 1 .<:--/,.-i-t-1 5=:/y-i-T-l

(;^<^^y)-

où f == /y_i + /i — [f-j et, de même,
/ /r

((p) S/.(^)=^ ^ ^,??,(-2')=^/(^) ( : J•y-^ ^^: J• / - l ) •

En supposîinl que
(96) ^ / < ^ A / + i (y = 1 . 2 , 3, ...}.

nous allons considérer les propriétés de l«i fonction ^(.r). Nous
aurons, en vertu de (88), (94) et (90) :

V-r

(97) ^•r(<2')^ ^ \ n u . \ \ ' : l ( x } — ^ ( . V ) \
k ̂  '.t.̂  -h 1

. . ^'•^i

-i- l'^.^)—'^)! ^ 1 ^ / x - ; ( / • = i , ?., 3, . . .) ,
X:==^.-n

^indice f dans la première somme étant considéré comme une
fonction de À' définie par Fégalité /==/, ._,- j-A'—y.r (donc
^-,<^/.).

Lorsque r==y — i ou r=j\j— i >j.cj \/ <^ ̂  ̂ y+i 1 on a ̂ CI Gr,
et l'on obtient de (58), (89) et (97) :

t^ ^"-i
^,.(^)^-^r ^Y \a.ik\ -4- er(^) V ICT^-!.

X-==p^.-M À:==IJL^.+I

Donc, il résulte de la définition du nombre y» [la relation (5o)] et
de la condition 2° (définition des méthodes T et T') :

(98) ffir(^)^rYi(^r~^r)+^£r(^)^/T^^r—^r)-+-^£r(.»).,
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Onoblient de (62 ), ((/)), (67) et de la première inégalité (65) :

(99 » ï/^ r^' ^'r— ^r< lr^ î j < ̂ /-l,

d'où il résulte en vertu de (98) cl (64 ).

(.100) 7/,.f ./• ) -. -4- /)ll ;,.i .r )

{ r - - = j — \ ou /•==y. y - - 1 /,. À ; / A , . , .

Lorsque /'>./>./.,. '•./</ ' ^ . / + « » ^'* ^

(loi) / ' /.,.

De |>lus, on oblioni dt* la relalion x ^ (*, pour r > / / et de?» iiio-
^aliles (97), o8)

t^- •• >
7,r(^)^^r ^ ; ^ / < - j .

<- - '»...+1

d'où il résulte, en verlu de (^)), (<^*)) e l ( i o i ) ,

dos) ^r(.r) :: r',.o,. ; ^ ( / • ' y- ./.c. /./ : /^? . / - . i ).

En tenant conipto de (5o) et de la première inégalité (()f)), on
obtient

1 a^ !^7^ ( À =i. i>, 3. .... A /< /?., ,) ( ' ) .

et, par suite, en supposant r<^j\ il résulte de la relation ;r<^(i,
pour j >j:i d <l^s inégalités (97), (58)

( ïo3 ) 7/,.( j? ) < Y^.r/ < uî i — ^a,.) ( r < y. / ̂  /,.. \, < / ̂  A, .1 ).

Lcrrsque i^> ^-»-2< on peut dét(*rminer un noiubrey>>y.,.4- i qui
vérifie Finégalilé (96)01, par suite, il résulte de ( ica) et (88) que
la série (87) converge au point x considéré. Donc cette série
converge au point x pour toutes les valeurs de z\ suffisamment
grandes. En désignant par ïi(a*) la somme de la série (87), nous

( l) La première inégalité (99) est vérifiée sous la seule condition ^.< i.
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aurons

7-2

(104) T,(^) =^ (T^(^)+^j_i(^)4-o//(.r)-h V <T^(^) (<>\^-t-s),
/ • = = « /'=7'-+-1

où le nombre y est défini par Pinégalité (96).
Nous allons démontrer que

(105) lim Tî(^) == o.
f>QC

En tenant compte de l'inégalité (io3) et de l'égalité ^ === o, on
obtient

7-2 y-2

^ ^r(^) < T'A, ̂ 7^ (^-1- ^r) = 7)^/^7-1,

/•r-=l /':-=1

d'où il résulte, en vertu de (64) et de la relation lim y -===. oo
î>x

(106) lim V <T»-(.c) = o.
î'-^- » ^i^

/•=!

Puisque y >/,,+ i , il vient de (100)

<T^y_i(.r) < - -+- c)îl£y-i(J?),

^,7 ^) < ^ -4-.)ri£/ (.F),
«/

d^où il résulte, en vertu de (90),

(lo;) l im Vij-i(x) = o, lim < J i / ( . v ) = o.
t'->-00 , f'->.00

De plus. on trouve de l'inégalité (102) :
00 ' •

^ ^r(.y)<^

r==7'-+-l

et, par suite,

(108) . lim ^ ^ir(^) == o.
r--=7"-n

En comparant (io4) avec (106), (107) et (108) on obtient la rela-
tion (io5).

On voit, en résumant, que, pour x(^_ (G, E). la série (87) con-
LXIV. 12
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verge pour toutes les valeurs de i. suffisamment grandes, et

possède une somme qui tend vers zéro avec -.-• Puisquei
mes(G, E) = b— a,

on voit donc, diaprés ce que nous avons déjà dit, que la série (83)
est sommable par la méthode T^ considérée presque partout dans
(a, 6). Nous avons déjà démontré que la série (84) possède la
même propriété. Par suite, il résulte de (82) que la série (79) est
sommable par la méthode T^ presque partout dans (a. &), ce qui
achève la démonstration du théorème III.

On peut démontrer un théorème plus général que le théorème III,
à savoir :

Quels que soient une méthode ï' et un système ON (i), on
peut effectuer dans ce système un changement de V ordre des
fonctions de telle façon que pour le système {(pv,,(^')}, ainsi
obtenu^ la convergence de la série (3) entraîne la sommation
de la série

^^?Vn(^)

n==i

par la méthode T' considérée presque partout dans {a, 6).

Dans ce dernier théorème le changement de l'ordre des fonc-
tions dans le système ( i ) ne dépend que de ce système et de la
méthode T.


