BULLETIN DELA S. M. F.

N. PODTIAGUINE
Sur les fonctions croissantes régulieres

Bulletinde la S. M. F., tome 64 (1936), p. 25-36
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1936__64__ 25 0>

© Bulletin de 1a S. M. E., 1936, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. E. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1936__64__25_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR LES PONCTIONS CROISSANTES REGULIBRES;

Par M. N. PobrTiAGUINE.

M. J. Karamata, dans sa Note Sur un mode de croissance
réguli¢re des fonctions ('), a donné une notion nouvelle de la
régularité de la croissance, qui peut étre définie de la maniére
suivante :

Une fonction y(x), définie pour tout x2o, sera dite a
croissance réguliere lorsque

y(z)>o

pour tout x2 o, et lorsque

. yltx)
Jim < = O

pour tout t > o.

Dans une autre Note, Sur un mode de croissance réguliére,
publiée dansle Bulletin de la Société mathématique de France (?),
M. J. Karamata a démontré, sur ces fonctions réguliéres, le
théoréme fondamental suivant :

Soit y(z) une fonction définie dans (o, ) et telle que

y(z)>o0
pour tout xz2o. Lorsque
im LU2) _
(1) 1!;":-;,(75' = h(2),

pour une seule valeur de t,% 1 de t, alors

lim_lugy(x),,= log h(2,) —a
r=w lOogz logt,

I

' (") Mathematica (Cluj), V, 1v, 1930, p. 38.
(?) Tome 61, 1933, p. 55.
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lorsque, d’autre part, la relation (1) a lieu pour tout t > o,
avec 0 << h(ty) <o, alors -

h(t) = ta,

pour tout t > o. Par contre, lorsque h(t,) = o0 ou w0, il en sera
de méme de h(t) pour tout t > o, et suivant que t21.

Dans la présente Note, je veux montrer que ce théoréme
s’applique aussi a toute fonction réguliére y (z) définie dans mon
Mémoire Sur une classe de fonctions croissantes ('). Ayant
toujours en vue ces fonclions réguliéres, je veux donner encore
quelques théorémes fondamentaux qui me semblent étre assez
intéressants.

Je vais rappeler, tout d’abord, notre définition de la fonction
réguliére. Soient y = y(z) et yy=y,(z) deux fonctions d’une
variable réelle 2. Supposons que ces fonctions, étant finies pour
toules valeurs finies de z, tendent vers 4o avec x et admettent
des dérivées positives y' et y,. Nous disons que l’ordre de gran-
deur de la fonction y par rapport a la fonction y, est égal a k
si la fonction o

v= 2L .2
Yy on
tend vers une limite & finie et différente de zéro quand z tend vers
infini.

Nous dirons de méme que cet ordre est égal a wk, si toutes les
fonctions
V., N

N Vo = — ,
A £ Vi N

) ,
Yn—a . M1

vy V1 .
Va—e V1

Y Vn—t =

tendent vers + o avec x, mais la fonction

, v
T 4

‘Tn—: ' Y
tend vers une limite & finie et différente de zéro.

Enfin nous dirons que I'ordre de grandeur de y par rapport a y,
est égal & k~'w™", si 'ordre de grandeur de y, par rapport a y est
égal & 0™ k.

(') Annali di Matematica, 4° série, t. V, 1927-1928, p. 214.
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Dans le cas ou y,(z) ==, c’est-a-dire quand on compare la
croissance de la fonction y(z) a celle de z, les fonctions

Vy Vi, Vo, we.y Va
prennent la forme plus simple

z, zv' zV) V),
y=———"/’ V= — yz;_—____i’ cs ey V"=_.L_I.
Yy v V1 Vn—1

Nous disons que la croissance de la fonction y est réguliere si
I'ordre de grandeur de y par rapport a « est égal a k, ou w"k, ou
encore k~'w™™. La fonction dont la croissance est réguliére sera
appelée par nous aussi réguliere.

Nous dirons de méme que la fonction y est a croissance tres
rapide et réguliére, si toutes les fonctions en nombre infini

Yy Yy Vi, Yay ...y Yn,
tendent vers -+ avec z et si, en outre, toutes les expressions

Yy oW o) oy,

Do g ome St e
tendent en-méme temps vers des limites déterminées et finies. J'ai
montré ailleurs (') que-ces limites ne peuvent étre égales qu'a
Punité. _

Enfin, la fonction y sera dite une fonction réguliére a crois-
sance tres lente, si sa fonction inverse z = x () est une fonction
réguliére a croissance trés rapide.

Il est aisé de montrer que toute fonction réguliére y(z) dont
I'ordre de grandeur est fini est ume fonction réguliére aussi dans le
sens de M. Karamata (?). Cela résulte, tout d’abord, de la défi-

(1) Annali di Matematica, 4* série, t. IX, 1931, p. go.

(*) 11 y a lieu de remarquer ici que M. G. Valiron, dans ses beaux travaux sar
la théorie des fonctions entiéres, a considéré déjh des fonctions croissantes qui
sont réguliéres dans notre sens aussi bien que dans le sens de M. Karamata. Il a
utilisé en effet dans ses recherches dés fonctions p(z) telles que :

10 elles sont définies et dérivables pour z > o; ’

20 on a
lim zp'(x)logx = o,
X=o

o< lim p(z)=p<w;
X
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nition (D,) de la croissance réguliére donnée par cet auteur dans
sa Note Sur un mode de croissance réguliere citée plus haut
(p- 62). En effet, pour toute fonction réguliére y(z) dont I'ordre
de grandeur est égal 4 un nombre fini &, nous avons par définition

lim v(z)= 2L = k.

x=n Y
Nous avons donc, en employant nos significations,

A k
. 1 " T zk y(z)
szul zmkﬁ'y(x)[ t ')'(t)dt--Jl.l:nr:° (Firn)zhy(z) + oty (z)

. ( I
=Jl=":° ki+1+v(z) hki+1+k

et 'on a toujours
FTTE
pour chaque valeur de &, vérifiant I'inégalité
‘ ky>—1—k.

Or, nous donnons dans la suite la démonstration directe de ce
fait que toute fonction réguliére dans notre sens sera aussi réguliére
dans le sens de M. Karamata. Maintenant nous allons donner
quelques théorémes sur nos fonctions réguliéres.

Tutorime I. — Toute fonction réelle y(zx), pour laquelle on a

lim v(z) = lim 228 _
X=="

x=w Y(x)

vérifie Uégalité ,

: lim ZLZ*rzo(2)] _
r=w y(x)

I,

ot ¢v(u) est une fonction réelle quelconque satisfaisant a

il est clair alors que la fonction
V(z) = zplx)
vérifie ’égalité
& .z Vi(z) _ 0
. r—w ¥(Z) !
et 'on a, d’autre part,



. - 29 =
Végalité

lim o(z)=a,
Xxr=om .

a étant un nombre quelconque fini supérieur & —1.

En effet, posons

-\ ylz+zo(x)],
z(z)-—_—'?",;)—_‘s
d’ou : :

logz(z) =logy[z + z v(z)] — log y (=)

En appliquant le théoréme des accroissements finis, nous pouvons
écrire
Y[z +0zv(2x))

logz(x) =z v(z) Tz + 0z 6()]

(o< b <L)

ou
v(x)

logz(x) = -l—:m-—)

viz + bz o(x)].

11 en résulte que
lim logz(z)=o,

car on a, par hypothése,

lim v(z)=o; lim (1+0¢(z)]=1+0a >o,

r=w

et, par conséquent,
lim vz +~ 0z ¢v(2)] = o.
x=9

Nous avons donc
lim z(z)=1.

Tutorieme II. — Toute fonctioh croissante réguliére y(x)
dont Uordre de grandeur est égal & un nombre positif quel-
conque k vérifie Uégalité

lim yiz+ zvo(z)]

ot )’(.’t) =(l+a)",

ou v(x) est une fonction réelle quelconque satisfaisant a léga-
licé
lim ¢(z) = a,

a étant un nombre quelconque fini supérieur & — 1.

Ce théoréme est une conséquence immédiate du lemnme suivant
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Leume. — Toute fonction réguliere y(z) dont Uordre de
grandeur est égal & un nombre positif quelconque k peut se
mettre sous la forme suivante :

(2) y(z)=zko(2),
o ¢(x) est une fonction vérifiant légalité

ze'(z) _

x=w 9(&) o

En effet, on trouve de I’égalité (2)

loge(z) =logy(z)— klogz;
d’ou
29(@) _ay(s) _,

?(z) y(z)

Or, puisque I'ordre de grandeur de la fonction y () estégal a k,
nous avons
lim ZL2) _ g
x== y(Z)
Donc

.z (x)
@y S

L’égalité (2) nous donne maintenant

lim Yz +zv(2)] = lim l-l'+a:v(x)]". lim elz + zo(x))
x=1 }’(1‘) x=7n L r=m=n ?(17)

= (1+a)t,

- car nous avons, d’aprés le théoréme I,

Jim YLZFZe(z)]

rT=w o) t

Notre théoréme est donc démontré.

Il suit de ce théoréme, que toute fonction réguliére y (z), dont
Pordre de grandeur est fini, est une fonction réguliére dans le sens
de M. Karamata. En effet, si nous posons

v(z)=t—1,
nous aurons, d’aprés notre théoréme II,

lim X2+ 2@ _ i 202 _
xr=w y(=) z== Y(2)

pour tout ¢ > o.
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Puisque, d’autre part, nous avons

r=w logx r=w y(T) ’

nous voyons de méme que notre fonction réguliére y(x) satisfait
aussi au théoréme de M. Karamata.

Tutorime IIl. — Toute fonction réguliére y(x) dont l'ordre
de grandeur est infiniment grand ou dont la croissance est
tres rapide vérifie Uégalité

x
lim d [z M W(z)rz)] =el,
r== y(z)
ou
vigy = T (z)
()=

et ou w(x) est une fonction réelle quelconque satisfaisant a
Uégalité

lim w(z)=g¢,

T=m

q étant un nombre quelconque fini.

Avant de démontrer ce théoréme, nous allons démontrer le
lemme suivant :

Lemme. — Toute fonction réguliére y(x) vérifie Uégalité
x
N s I
r=ew }’(x)

la fonction w(x) étant définie comme plus haut.

Dans le cas ou 'ordre de grandeur de la fonction y () est égal
a ko™, ce lemme est une conséquence immédiate du théoréme I.
En effet, nous avons dans ce cas

limv(z)=o0.

En posant, d’autre part,

on a
lim ¢(z)=0>—1.

xr=w
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Si 'ordre de grandeur de la fonction y () est égal a un nombre
fini k, notre lemme est évidemment une conséquence du théo-
réme II. :

Mais, supposons maintenant que 'ordre de grandeur de la fonc-
tion y () soit égal & w"k, ou que la fonction y(z) soit une fonction
a croissance trés rapide. Nous aurons dans ce cas

o y(@) Yy
L P r

Mais j’ai déja montré ailleurs (?) que cette derniére condition
entraine I'existence de I’égalité
{ t )
y 2 z + [——_
. y(@f _
(3 Jim ey =1

’

quelque petit que soit le nombre positif 7.
Or, puisque la fonction y(z) croit dans notre cas plus vite que
la puissance quelconque de la variable x, nous aurons toujours, a
p queiconq : )
partir d’une certaine valeur de z, I'inégalité
x 1
W(2) o <
@) 7@ < lom
pour chaque valeur de 7 inférieure a 1.

Donc, si le nombre ¢ est positif, nous aurons, a partir de cette
valeur de x,

1<

emmiorsiz] rle e
y(z) y(z)

et I'égalité (3) nous montre que

x

ylr+w(x)—
lim [ () =1

T=w - y(=z)

(1) Annali di Matematica, 4 série, t. IX, 1931, p. g5; t. XIII, 1934-1935,
p. 163. '

(?) Annali di Matematica, 4* série, t. IX, 1931, p. 116.
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Supposons maintenant que le nombre ¢ est négatif el posons

y[z:-o—w(z) d ]
A yir |
y(x)

3(x)=
En mettant cette égalité sous la forme

logz(x) =logy [a: + w(T)—— ] - logytx),

y(z)

ct en lui appliquant le théoréme des accroissements finis, nous
aurons

' [.t+0w(a) ]
logz(z)=w(.r)— hAC) (00 <)
y\.lr)} l_.t-l—ﬁw(.t)———-]
ou
,,[, 21 == J
. w(x) vixc)
log z(x) = - — ~ .
L g 2 E) yiax)
yix)
Il en résulte que
£
) ‘vlr.r+0w(.1:) - }
4 lim log z(x)=gq lim NALZE
r=mx == yix)

si la derniére limite existe. Or, dans notre cas, la fonction v(z) est
une fonction toujours croissante. Nous aurons donc, a partir d'une
certaine valeur de x, I'inégalité

x
[.1:+0w(.z') ]
y(z) v(x)
< .
y(r) ytlx)
On a d'ailleurs

viax)

r=w Y{(T)

=0 ().

L’égalité (4) nous donne alors

lim log3(z)=o0;

(') Annali di Matematica, 4* série, t. V, 1927-1928, p. 208; t. XIII, 1934-1933,
p. 164.
Lx1v. 3
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d’ou
lim z(z)=1.
xr—=ax
Ayant démontré le lemme pour toutes les fonctions réguliéres et
pour tous les nombres ¢, nous allons maintenant démontrer notre
théoréme.

Posons

) xr
y[.t+w(.z )v({“]
yiz)

3(x)=

ou

logz(x)=logy [a: “+ w(a:);—('%—)] —logy(x). .

On en trouve, comme plus haut,

&x
(5) log 5(x) = —¥{%) [w+0wm7}]
g )= l“‘.__eua'(.a:) vx)

v(z)

.

Or, puisque la fonction v(z) est évidemment une fonction elle-
méme réguliére, nous aurons, d’aprés notre lemme,

[x+0w(z) ]
im v(z)

r— V(.Z')

Nous avons d’autre part, par hypothése,

lim viz) =,

T=n

On trouve donc de I'égalité (5),
lim log.z(x) =gq.
. =
d’ou Ny A s
; lim z(a:)_ ed.

‘l'._u

Notre théoréme est donc démontré.
Il n’est pas sans intérét de réunir nos théorémes Il et I dﬂns un
théoréme unique, en changeant un peu leurs énoncés.
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Si Pordre de grandeur de la fonction y () est égal & un nombre
fini k, nous posons

q

i‘(_.’li):
’ vix)

’

ou ¢ est un nombre quelconque fini, vérifiant la condition

> — A
On a, dans ce cas,

Jim ster= >
et le théoréme 1I nous donne
o]
lim 20 (14 2
r=mn yix) ) k
Il en résulte que nous pouvons toujours mettre 'expression

)’[ qt(.L)]

sous la forme

6 _; q v{x) < ) ‘
(6) J’[ q.,(z)]“.[l’*'*v(—x]] —+ = .’L‘)’,-y(_g)’

() étant une fonction tendant vers zéro quand z tend vers —+oo.

Si, maintenant, Pordre de grandeur de la fonction y (z) est infini-
ment grand, ou si la fonclion y (z) est une fonction a croissance
trés rapide, nous posons, dans le théoréme III,

w(zx)=gq,
¢ étant un nombre quelconque fini. Nous aurons, d’aprés ce théo-

réme,
Y [ - I

v==  y(@)

= e9.

Nous voyons ainsi que I'expression

x
y[e+ass]
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peut étre misc de nouveau sous la forme (6), carona, dans ce cas,

lim v(2) = +oo.

X0
Nous avons ainsi démonré le théoréme suivant :

Tutorime IV. — Toute fonction réguliére y(x) dont l'ordre
de grandeur n'est pas égal a zéro vérifie Uégalité

x q vix) i
y x+qv(z_) = 1+v(x) +zclz)y(x),

ou e(z) est une fonction réelle satisfaisant a U'égalité

lim e(z)=o0
et o q est un nombre fini quelconque, si Uordre de grandeur
de y(z) est infiniment grand; si Uordre de grandeur de la
Jorction y(z) est égal a un nombre positif fini k, q est un
nrombre quelconque vérifiant la condition

q > —k.



